GRUPOS DE ORDEN pyg

RESUMEN. Caracterizamos a menos de isomorfismo los grupos de orden pq donde p y q
son dos primos positivos.

Fijamos a lo largo de esta nota dos primos 0 < p < g. Comenzamos haciendo la
siguiente observacion:

Proposicién 1. Todo grupo de orden pq es isomorfo a un producto semidirecto 7./ qZ xy Z./ pZ..

Demostracion. Por el teorema de Cauchy existen x,y € G tales que ord(x) = py ord(y) =
g. Notar que (x) N (y) = 1, ya que este subgrupo debe tener orden divisor de p = |(x)|
y 4 = |(y)| simultdneamente. En particular |(x)(y)| = [(x)|-|(y)| = pq y entonces
G = (x)(y). Por otra parte, como (y) tiene indice p, y este es el menor primo que divide
a |G|, entonces (y) resulta normal'. En consecuencia, se obtiene que G es un producto
semidirecto interno de (y) y (x), de forma que

G=(y) xy(x) 2Z/qZ xy Z]pZ
paraalgun ¢: Z/pZ — Aut(Z/qZ). O
Basta entonces, para caracterizar a los grupos de orden pg, caracterizar a los productos
semidirectos entre Z/qZ y 7./ pZ.
1. AUTOMORFISMOS DE UN GRUPO CICLICO

Lema 1. Sea n € IN>,. Todo endomorfismo de grupos f: Z/nZ — Z/nZ es de la forma
85(@) = ka para cierto k € Z/nZ, y g5 es un automorfismo si y sélo si k es coprimo con n.

Demostracién. Sik = f(1), entonces

F@) = F@)+ -+ fO) = k- + K =Fa = ge(a).

Sijestal que (j: n) = 1, entonces jk = 1, y una verificacién muestra que gj es inversa de

g7 Reciprocamente: si existe j tal que 87 & = id, evaluando en 1es jk = 1y por lo tanto
k es coprimo con n. O

Corolario 1. Se tiene un automorfismo Aut(Z/nZ) = U, que envia f a f(1). O

2. PRODUCTOS SEMIDIRECTOS ENTRE Z/qZ Y Z./ pZ

Componiendo con el isomorfismo del Corolario 1, un morfismo ¢: Z/pZ — Aut(Z/qZ)
se corresponde con un morfismo

¢ Z/pZ — U,.

Ier por ejemplo el Ejercicio 9 (III) de la practica 3.
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Si ¢’ no es el morfismo constantemente 1 —es decir, si ¢ # id— entonces ¢’ esta determi-
nada por la eleccién de un elemento de orden p en Uj. Por el teorema de Cauchy, existe
un tal elemento si y sélosi p | ¢ — 1. De aqui tenemos una primera consecuencia:

Teorema 1. Si0 < p < g son dos primos tales que p |/q — 1, entonces todo grupo G de orden pq
esisomorfoa Z/qZ x Z./ pZ = Z./ pqZ.

Demostracién. Sabemos que G = Z/qZ x Z/pZ para cierto ¢p: Z/pZ — Aut(Z/qZ),
pero por consideraciones de orden ¢ necesariamente envia todo elemento del dominio
aid € Aut(Z/qZ). En consecuencia Z/qZ Xp Z/pZ. = Z./qZ x Z./ pZ. Este Gtlimo es
isomorfo a Z/pgZ por el teorema chino del resto. O

Ahora consideremos el caso en el que p | g — 1. En principio pareceria haber muchos
productos semidirectos distintos, pero veremos que hay s6lo uno no abeliano a menos
de isomorfismo. Recordemos que U, es ciclico de orden g — 1 y sea 7 un generador, de

manera que U, = {1,7, ..., u772}. Por el Corolario 1, todo automorfismo de Z/qZ es de
la forma L
8 Z/9Z — Z/9Z, a pia

paracierto i € {0,...,q —2}. Cada una de estas induce un morfismo

$i: Z/pZ — Aw(Z/pZ), ¢i(a) = (g7)", (¢i(a))(x) = g7 (¥) = pix.
Proposicion 2. Sii € {1,...,q — 2}, entonces Z/qZ xy, Z/ pZ = Z/qZ %y, Z./ pZ.
Demostracion. Proponemos la siguiente funcién
F:Z/qZ %y Z/pZ = Z/9Z %y, Z/pZ,  F(x,3) = (%,iy) = (%, &(7))-
Notar que g; es una biyeccién, por lo ya observado, asi que F es biyectiva. Resta ver que
es morfismo. En efecto, por un lado

FEDEED) = (%,7y) (2, 7w) = (¥ + pvz, iy + fw)
lo cual coincide con

F(x,y)(zw) = FX + w'iz,y +w) = (X+ p'z,i(y + w))
O

Esto termina de caracterizar a nuestros grupos de interés.

Teorema 2. Si0 < p < q son dos primos tales que p | q — 1, entonces todo grupo G de orden pq
es o bien isomorfo a 7./ qZ. X Z./ pZ, si es abeliano, o bien isomorfo a Z./qZ xy, Z./ pZ. en caso
contrario.

Demostracién. Ya observamos que todo grupo de orden pq es isomorfo un producto semi-
directo de Z/qZ por Z / pZ, determinado por cierto morfismo ¢;: Z/pZ — Aut(Z/92Z),
i €{0,1,...,q—2}.Laproposicién anterior dice que sii > 0 entonces Z/qZ xy, Z./ pZ =
Z./9Z xp, Z.] pZ. Por otro lado ¢y = id y entonces Z./qZ xp Z./ pZ. = 7./ qZ. X Z./ pZ.
A su vez, estos grupos no son isomorfos: el primero no es abeliano pero el segundo si lo
es. Estos son todos los posibles productos semidirectos a menos de isomorfismos, y por
lo tanto todos los grupos de orden pg a menos de isomorfismo. O

Ejemplo 1. Si p > 0 es un primo impar, entonces a menos de isomorfismo todo grupo de
orden 2p es D, 0 Z/2pZ. En particular, para p = 3 esto recupera nuestra caracterizacion
de los posibles grupos de orden 6.
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3. (YSIp=q?
Para concluir caracterizamos los grupos de orden p?.
Lema 2. Sea p > 0 un primo. Un grupo de orden p* es abeliano.

Demostracién. Sabemos, por la ecuacion de clases, que C(G) < G es no trivial. Por lo tanto,
tiene orden p o p?. En consecuencia G/C(G) tiene orden 1 o p, y en cualquiera de los
dos casos debe ser ciclico. Esto tltimo implica que G es abeliano, por el Ejercicio 13 de la
practica 2. O

Proposicién 3. Sea p > 0 un primo. Los grupos de orden p? a menos de isomorfismo son Z./ p*Z.
yZ/pZ x Z/pZ.

Demostracion. Sea G un grupo de orden p2. Si G es ciclico entonces G = Z/ p*Z; podemos
suponer lo contrario y probar que G = (Z/pZ)?. Ya sabemos que G es abeliano y en
particular todo subgrupo es normal. Resta entonces conseguir dos subgrupos H y K de
orden p que tengan interseccién trivial, ya que entonces |H||K| = p? y por lo tanto G &
HXxK=ZZ/pZ x Z]pZ.

Sean x € G\ {1} ey € G\ (x) elementos de orden p. Veamos para terminar que
(x) N (y).Siz € (x) N (y), entonces existen i,j € {0,...,p — 1} tales que

z=y =x.
Afirmamos que i = 0y por lo tanto z = y° = 1. En efecto: de lo contrario existiria k € Z
tal que ik =1 (mdéd p) y, elevando a la k, tenemos que

y=y"= @) =) e (x)
lo cual es una contradiccion. O



