CLASIFICANDO GRUPOS DE ORDEN PEQUENO

RESUMEN. Listado de problemas para la clase préctica del 15 de abril, en la cual clasifica-
remos grupos de orden pequefio a menos de isomorfismo. Incluimos algunos resultados
de relevancia a modo de recordatorio.

LOS PROBLEMAS

Ejercicio 1. Pruebe que los grupos de orden 56 = 23 -7 y 1210 = 113 - 5 - 2 no son simples,
es decir, tienen algtin subgrupo normal.

Ejercicio 2. Pruebe que si H y K son dos grupos de 6rdenes coprimos, entonces
Aut(H x K) = Aut(H) x Aut(K).

Deduzca que sin = pi'---pf* € N con py,...,pr € N primos distintos, entonces U,, =
Upal X oo X Upa,.
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Demostracién. Notar que si f € Aut(H) y g € Aut(K), entonces f x g: Hx K — H x K
es un automorfismo de K x H. Ademds, vale la igualdad (f x g) o (f' x g') = (fo f') x
(gog') ysetieneque f x g = f' x g’ siysolosi f = f'y g = ¢'. En otras palabras,

tenemos un monomorfismo de grupos
A: (f,g) € Aut(H) x Aut(K) — f x ¢ € Aut(H x K).

Resta ver entonces que A es sobreyectivo, es decir, que todo automorfismo de H x K es
de la forma f x g para ciertos f € Aut(H), g € Aut(K).
Sea ¢ € H x K — H x K un automorfismo. Observemos que

¢(h k) = ¢((h,1)(1L,k)) = ¢(h,1)o(1,k)  (Vh € H,k € K),

por lo que ¢ se puede determinar completamente a partir de ¢; = ¢(—,1) y ¢o = (1, —).

A su vez, por la propiedad universal del producto sabemos que ¢1: H — H x K debe
ser de la forma (f,B) con f: H — Hy B: H — K. Afirammos que f es el morfismo
trivial. En efecto, si i € H entonces ord(B(h)) divide a ord(h), que a su vez divide a |H|,
y por otro lado ord(B(h)) | |K| ya que B(h) € K. Como (|H| : |K|) = 1, necesariamente
ord(B(h)) = 1; es decir, B(h) = h. En consecuencia, se tiene que ¢1(h) = (f(h),1).

De forma simétrica se pueba que ¢ (k) = (1,g(k)) para cierto morfismo de grupos
g: K — K. Por lo tanto,

¢ k) = g1 (h)a(k) = (f(h), 1)(1,8(k)) = (f(h),g(k)) = (f x §)(h k)
para todo h € H, k € K. Resta notar que f y g no son solo endomorfismos sino auto-
morfismos. Hay varias formas de proceder, una es escribir ¢! = f’ x ¢’ y deducir de
la identidad id = po¢p™! = ¢ Lo que f/ = f1, ¢’ = ¢g~1. Otra es notar que como
¢ = f X g es epi, entonces f y ¢ necesariamente deben serlo; como H y K son finitos esto

alcanza para afirmar que los endomorfismos f y g son biyectivos.
O
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Ejercicio 3. Sean G, H, K tres grupos y supongamos que H y K tienen 6érdenes coprimos.
Pruebe que si Hom(G, Aut(H)) = 1 entonces todo producto semidirecto (H x K) %y G
es isomorfo a un grupo de la forma H x (K xy G).

Demostracion. Sea ¢: G — Aut(H x K) y A: Aut(H) x Aut(K) — Aut(H x K) el iso-
morfismo del ejercicio anterior. Luego, si ¢» = fy X gy, entonces ¢’ = A~l¢: G —
Aut(H) x Aut(K) envia x a (fy,gx). Notar que ¢’ se corresponde con dos morfismos,
uno de la forma ¢: G — Aut(H), {x = fx y otro de la forma ¢: G — Aut(K), ¢, = g. La
hipétesis nos asegura que el primero de estos morfismos es el trivial; por lo tanto f, = 1y
para todo x € G. Luego

(¢2) (1, k) = (fx X 8x) (k) = (h,8x(k)) = (h, x(k)). (Vh € H,k € K)

La multiplicacién en (H x K) x4 G es entonces
((h k), x) ¢ (W, K, x") = (K)o (W, K'), xx') = ((, Je) (W, 9 (K)), xx) = (W Kepe (K')), ).
En consecuencia la biyeccién
I': (HxK)xyG— Hx (KxyG), I'((hk),x) = (h,(kx))
es un isomorfismo de grupos. 0

Ejercicio 4. Pruebe que hay dos grupos de orden 3 - 5 -7 a menos de isomorfismo, uno
abeliano y otro no abeliano.

RESULTADOS A TENER EN CUENTA

Teorema 1 (Cauchy). Si G es un grupo finito y p un primo que divide a |G|, entonces existe un
elemento de orden p. O

Proposicién 1 (Ordenes). Si G es un grupo finito de orden n, y o4 = #{x € G : ord(x) = d}
para cada d € IN, entonces
n=1y o,

dn
Ademis, si p | n es primo y s, es la cantidad de subgrupos de orden p, entonces
0p = (p —1)sp.
Demostracién. Demostramos la tltima afirmacién, que no enunciamos explicitamente en
la préctica. Todo subgrupo de orden p tiene exactamente p — 1 elementos de orden p; a

saber, todos excepto el neutro de G. Ademads, dos tales subgrupos H y K no comparten
elementos de orden p a menos que sean iguales, pues H N K debe tener orden 1o p. O

Proposicién 2 (Ejercicio, Practica 3). Sea G un grupo finitoy H < G.
(1) Si G es simple, entonces |G| | [G : H|!
(11) Si |G : H] es el menor primo que divide al orden de G, entonces H es normal en G.

Teorema 2 (Sylow). Sea p un primo y G un grupo de orden p"mconn >0y (m:p) = 1. La
cantidad de p-subgrupos de Sylow de G serd denotada n,. Se satisfacen las siguientes propiedades:
(1) np =1 (mdd p).
(1) n, | m.
(111) dos p-Subgrupos de Sylow siempre son conjugados uno del otro, en particular son equiva-
lentes:
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(a) np =1
(b) hay un p-subgrupo de Sylow normal.
O

Teorema 3 (Productos (semi)directos). Sea G un grupo finitoy H, K < G.Si H<Gy HN
K =1, entonces HK es un subgrupo de G y se tiene un isomorfismo con un producto semidirecto
externo

H %y K= HK, (h, k) — hk.
El producto es directo si y sélo si H es normal en HK, lo cual sucede por ejemplo si H es normal
en G. O



