L6cicA Y COMPUTABILIDAD
Primer Cuatrimestre — 2024

Practica 9 — Funciones Computables

Una funcién parcial f : N¥ — N se dice S-computable, Turing computable o computable
a secas si existe un programa P en S que computa f, esto quiere decir que P devuelve
f(x1,...,x) con la entrada 1, . ..,z cuando (x1,...,2zx) € Dom(f) y se indefine en caso
contrario. El conjunto de todas las funciones parciales computables se nota COMP.

1. Probar que las siguientes funciones estdn en COMP.
a) La funcién suc: N — N definida por suc(z) = = + 1.
) Las proyecciones P* : N* — N, P'*"(z1,...,2,) = ;.
c¢) Las constantes C}' : N — N, C}'(z1,...,x,) = k.
) La funcién h : N' — N construida a partir de f : N¥ = Ny g, : N" - N, 1<i <k,
que estan en COMP, de la siguiente forma:

h(z1,...,z) = flgi(z1, ..oy 2pr),y ooy gr(T1, - oy 2p)).

e) La funcién h : N¥¥! — N construida a partir de g : N¥ +2 =+ Ny f:NF - N, que
estan en COMP, definida de la siguiente forma:

h(z1,...,25,0) = f(x1,...,28),
h(z1,...,zp,n+1)=gn,z1,..., 28, h(x1,...,28)).

Concluir que COMP es una clase PRC y contiene a las funciones recursivas primitivas.

2. Dada una funcion parcial computable f : N — N, considerar las funciones parciales

1 sif(x) =1, 1 sif(x) .
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Decidir si es posible escribir programas en & que computen g y h.

3. Recordar que el lenguaje S contiene sélo las instrucciones
V«V4+1, V&V-1 e IFV#0 GOTO L.

Se definen las siguientes variantes de S:
§j igual a S pero sin la instruccién V « V + 1,
Sy igual a S pero sin la instruccién IF V # 0 GOTO L,
83 igual a S pero sin la instruccién V «— V — 1,
S84 reemplazando las tres instrucciones de & por

VW, V«V+1 e IFVFEW GOTO L.

En cada caso, decidir si S-computable implica S;-computable y viceversa.
4. Si P es un predicado computable, probar que IF P(V) GOTO L puede simularse en S.

5. Probar que =P, PV Q, PAQ y P — @ son predicados computables si P y @ lo son.
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Sean g1, ..., g funciones computables y sean P, ... Py predicados computables totales
mutuamente excluyentes y exhaustivos, es decir, tales que para cada x € N se tiene
P;(z) =1 para un dnico 1 < i < k. Probar que la funcién f : N — N dada por

f(x) = gi(z) si Pi(x) =1

estd bien definida y es computable. ;Qué sucede si los predicados no son mutuamente
excluyentes y exhaustivos? ;Y si no son totales?

Probar que toda f parcial computable es computada por infinitos programas en S.

. Probar que f~! es total computable cuando f : N — N es una biyeccién computable.

. Un ntimero es computable si existe algin programa que pueda aproximarlo con un error

arbitrariamente pequeno. Precisamente, x € R es computable si existe una funcién total
computable f: N — N que para todo n € N verifica f(n) = [s,p,q] con ¢ # 0y

e sty

La definicién expresa que la funciéon computable f calcula, para cada n € N, un niimero
racional (—1)*(p/q) que aproxima z con error a lo sumo (n+1)~!. Notar que dicha cota
de error puede hacerse arbitrariamente chica tomando n suficientemente grande.

a) Probar que todo nimero racional es computable.
b) Probar que el niimero real v/2 + v/3 es computable.

¢) Probar que x +y y -y son computables si x e y lo son.

Calcular los codigos de los siguientes programas y escribir las funciones que computan.

IFX+#0 GOTOB B] IFX#0 GOTOB
[A] X+ X+1 [A] X+~ X -1

IFX#0 GOTOA IFX#0 GOTOA
B] Y+Y+1 Z+—Z+1

Escribir el programa P de cédigo 324 y dar una expresion de la funcién que computa.
Probar que toda funciéon computable es computada por algiin programa de codigo par.

Sea f : N — N la funcién que asigna a cada niimero natural n el nimero de instrucciones
del programa que tiene cédigo n. Probar que f es recursiva primitiva.

Utilizando las funciones recursivas primitivas STP(™ y SNAP(™ : N*+2 _, N, mostrar
que las siguientes funciones parciales son computables:

fi(2y) = { 1 siye€ Dom ((I)él)), h(2) = { 1 si Dom (q)g;l)) £,

1 en caso contrario. T en caso contrario.

1 siyelm (@S)),

1 en caso contrario.

1 si Dom (@Q)) N Im (@5})) £0,

1 en caso contrario.

f3(z,y) :{ fa(z,y) :{



