L6cicA Y COMPUTABILIDAD
Primer Cuatrimestre — 2024

Practica 5 — Logica de Primer Orden

1. Sea £ un lenguaje de primer orden con un simbolo de predicado binario P, un simbolo
de funcién unaria f;, un simbolo de funcién binario fo y un simbolo de constante c.
Si las letras = e y denotan variables, decidir cudles de las siguientes expresiones del
lenguaje £ son términos y cudles son férmulas:

a) fa(x)P(f2(x)), ¢) Yx3IeP(z,c), e) JxyIxP(fo(x,y), f1(y)),
b) f2(f1(l')’f1(y))a d) ‘v’cEI:rP(x,c), f) HxP(x,y)Vy

2. Sea L un lenguaje con un simbolo de predicado binario P. Para las siguientes formulas
encontrar las apariciones libres y ligadas de las variables que aparecen en ellas. Decidir
en cada caso si las férmulas son o no enunciados.

a) YxIyP(z, ). ¢) 3z (3yP(x,z) A P(x,y)).
b) (3zP(y,y) = FyP(y,z2)). d) Yz (VaP(x,y)V P(z,2)).

3. Para cada uno de los siguientes ejemplos, describir la propiedad que determina el
enunciado en cuestion al ser interpretado como se indica.

a) VaVy (P(z,y) = 32 ((Q(2) A P(x,2)) A P(2,9))),
donde P y @ son simbolos de predicados binario y unario respectivamente, el
universo de la interpretacién son los ntmeros reales, P es la relacién de menor
estricto, @ (z) significa “z es un nidmero racional”.

b) Va (Q(z) = Iy (R(y) A P(y,2))),
donde P, @ y R son simbolos de predicados, el universo de la interpretacion es el
conjunto de los dias y las personas, P(x,y) significa “z nace en el dia y”, Q(x)
significa “z es un dia”, y R(z) significa “z es un esclavo”.

c) Yoy (Q(z) A Q(y)) — P(f(x,y)),

donde @ y P son simbolos de predicados unarios, f es un simbolo de funcién
binario, el universo de la interpretacién son los nimeros enteros, Q(x) significa
“r es par”, P(z) significa “z es impar”, y f(x,y) =x + y.
d) Para los siguientes enunciados el universo de la interpretacién es el conjunto de
las personas y el predicado binario P(x,y) significa “x quiere a y”.
i) dxVyP(z,y). ii1) Jx3y (VzP(y,z) = P(z,y)).
it) Vy3xzP(z,y). ) JaxVy-P(x,y).

4. Sea L el lenguaje con igualdad que consiste en un simbolo de funcién binario f y un
simbolo de constante c. Considerar las interpretaciones Z; e Zo dadas por

Z/[lZN,fl(x,y):l’—Fy,Cl:l y Z/[QZN)fZ(wvy):x'yac2:0-

Determinar qué propiedades describen los siguientes enunciados y analizar su validez.
Cuando sean validos para Z; e 7, determinar si lo son para toda otra interpretacion.

a) VeJy (x = f(y,y) Ve = f(f(y,y),¢))  ¢) VaVy(f(z,y) =c— (z=cVy=rc))
b) IyvVr (z = f(y,y) Vo= f(f(y,v),c))



5. Sea L el lenguaje de primer orden con igualdad que no posee ningin otro simbolo.
Determinar enunciados de £ que describan las siguientes propiedades.

a) Existen al menos dos elementos.
b) Existen exactamente dos elementos.
c¢) Existen a lo sumo dos elementos.
6. Sea L un lenguaje de primer orden con igualdad y un simbolo de predicado unario P.
Determinar enunciados de £ que describan las siguientes propiedades.
a) Existen a lo sumo dos elementos y al menos uno de ellos cumple la propiedad P.
b) Si existe un elemento que cumple la propiedad P, es unico.
c¢) Existe un elemento que cumple la propiedad P y es tnico.
7. Sea L un lenguaje con igualdad, un simbolo de funcién binaria f y uno de constante

c. Para cada una de los siguientes enunciados hallar dos modelos, uno con universo de
interpretacién finito y otro con universo de interpretacion infinito.

a) Vavy(f(z,z) = f(y,y) = x=y), b) VaIy(z = f(y,y)), c¢) Va(f(x,c)=rc).

Definiciéon Sean £ un lenguaje de primer orden e Z una interpretacion de dicho lenguaje.
Un subconjunto A del universo Uz de Z se dice expresable si existe una féormula ¢ de £
con una unica variable libre z de modo tal que ¢(z/u) es verdadera si y sélo si u € A,
donde p(x/u) denota la férmula del lenguaje extendido L7 que resulta de sustituir = por
u en . En otras palabras, A es expresable sii existe una férmula ¢ de £ con

A={uelz: p(z/u) es verdadera}.

Un elemento u € Uz se dice distinguible si {u} es expresable.

8. Sea L un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binaria f. Probar que 1 es un
elemento distinguible en las interpretaciones Z; = (N, +) e Zo = (N, -) del lenguaje L.

9. Probar que si A, Ao, ..., A, son conjuntos expresables de un universo, entonces la
unién [ J; ; A; y la interseccién (), A; también son expresables.

10. Se sabe que el universo U7 de una interpretacion Z es finito y tiene n+ 1 elementos, de
los cuales n son distinguibles. Probar que todos los elementos de Uz son distinguibles.

11. Sea £ un lenguaje de primer orden con un simbolo de predicado binario P. Determinar
un conjunto de enunciados I' de £ tal que una interpretacion Z de L satisfaga I' si y
sélo si Pr es una relacién de orden i.e. una relacién reflexiva, antisimétrica y transitiva.

12. Sea L un lenguaje de primer orden con un simbolo de predicado binario P. Para cada
uno de los diagramas a continuacion, interpretar P como la relacién de orden definida
por dicho diagrama y probar que todos los elementos de su universo son distinguibles.
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13. Siendo £ como en el ejercicio anterior y considerando los siguientes diagramas, ; cuantos
subconjuntos expresables tiene el universo en cada caso?
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14. Sea L un lenguaje con igualdad, con un simbolo de funcién binaria f y uno de constante
c. Para cada una de las siguientes interpretaciones, dar un enunciado no universalmente
valido del cual sean modelos:

a) U =R, fr(z,y)=z-y y cz=1;
b) Ur =C, fz(z,y) =Re(z) +Im(y) +i y cz =1

15. Sea L un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binaria f. Para cada uno de
los siguientes pares de interpretaciones, dar enunciados que sean validos en una de las
interpretaciones pero no en la otra:

a’) (Zv+)Y(N7+)7 b) (Z,'>}’(@,'), C) (R7')Y((C7')'

Concluir, en cada caso, que ambas interpretaciones son no isomorfas.

16. Sea L un lenguaje de primer orden con un predicado binario. Para cada uno de los
siguientes pares de interpretaciones, decidir si ambas interpretaciones son isomorfas:

a) (2,<)y (Z,>), b) (N, <)y (N, <), ¢) (Z,<)y (N, <).

17. Sea L un lenguaje con igualdad y sin otros simbolos. Para cada n € N, dar un enunciado
n tal que todo modelo de ¢, tenga al menos n elementos.

18. Sea L un lenguaje con igualdad y sin otros simbolos. Dar un conjunto de enunciados
I de modo tal que todo modelo de I' sea infinito.

19. Sean ¢ y ¢ férmulas en un lenguaje de primer orden £ que consta de un simbolo de
predicado binario P y simbolos de predicados unarios Q) y R.

a) Probar que las siguientes férmulas no son universalmente vélidas encontrando en
cada caso una interpretacién en la que sean falsas.
i) Ve3yP(z,y) — IyP(y,y)
iii) Jr(R(z) - Q(x)) = (xR(x) — FzQ(x))
b) Mostrar que las siguientes formulas son universalmente vélidas.
i) VeQ(z) = JzQ(x) iii) V(¢ — o) = (Yxgp — Vzo)
i) VaVyP(z,y) — YyVzP(y, ) iv) (Yxgp AVzo) <> V(P A o)
¢) Determinar si las férmulas siguientes son universalmente vélidas.
i) ~3yVz(P(x,y) <> -~P(x,x)) ii1) Yo (Q(x)VR(x)) — (VxQ(z)VVzR(x))
i) Ju(Q(z) = VyQ(y))



