Logica de Primer Orden, Ultima Parte

En esta ultima parte veremos el denominado Teorema de Completitud de la
logica de primer orden. Este teorema fue demostrado por Godel en 1930 y al
igual que en la logica proposicional tenemos dos versiones, donde una de ellas
implica la otra. La versiéon méas debil expresa el siguiente resultado:

Teorema 1 (Teorema de Completitud) Sea L un lenguaje de primer orden y
sea ¢ una formula de L. Entonces ¢ es universalmente vilida si y solo si ¢ es
demostrable.

Teorema 2 (Teorema de Completitud, version general) Sea L un lenguaje de
primer orden, sea ¢ una formula de L y sea T una teoria de L. Entonces T' F ¢
si y sdlo si ¢ € C(T).

En ambos teoremas se puede asumir sin pérdida de generalidad que ¢ es un
enunciado ya que I' - ¢ si y s6lo si I' - Vzy . .. Va, ¢ donde las variables libres de
¢ estan contenidas en {zg,...,z,}. Es claro que esta la version general implica
la primera tomando como conjunto I' = (). En ambas versiones ya vimos como
se prueba una de las implicaciones a saber: Si ¢ es demostrable entonces ¢
es universalmente valida, mientras que en la versién general, probamos que si
I' ¢ entonces ¢ € C(I'). La implicacion I' F ¢ = ¢ € C(T") expresa el hecho
que el cdlculo es correcto, es decir todo lo que es demostrable es verdadero.

La reciproca, que es la parte dificil del teorema, nos dice que si I' es una
teoria y ¢ un enunciado, tal que toda interpretaciéon que hace verdadera a todos
los enunciados de I" entonces dicha interpretacién hace verdadera a ¢, podemos
encontrar una prueba de ¢ a partir de I'. En otras palabras, esto nos dice que
¢ es un teorema de la teoria I'.

La clase pasada vimos que hay que tener cuidado con las relaciones entre la
de consecuencia légica y la de ser demostrable. Vimos que si I' es un conjunto
de formulas (no necesariamente enunciados) no es cierto en general que si I' - ¢
entonces o € C(I"). Podemos emmendar este problema definendo la nocion de
validez de una férmula en una interpretaciéon en el siguiente sentido:

Si £ es un lenguaje de primer orden y ¢ es una férmula, diremos que ¢ es
vdlida en una interpretacion I si su clausura universal es un enunciado valido en
I en el sentido de la Definicién 10 visto en la segunda clase de logia de primer
orden. Recordar que la clausura universal de una féormula es cuantificar todas
las variables libres de dicha formula. Con esta nocién deducimos a partir de lo
visto la ultima clase que si I' es un conjunto de férmulas y ¢ es una férmula
tal que I" - ¢ entonces si I es una interpretaciéon que hace vélida a todas las
formulas de I' entonces ¢ es valida en 1.

Existen diferentes pruebas del Teorema de Completitud. Para ello se precisan
introducir algunas nociones previas.



Definicion 3 Sea £ un lenguaje de primer orden. Un conjunto de férmulas I’
de L se dice consistente si no existe ninguna féormula ¢ de £ tal que '+ ¢ y
I' - —¢. Diremos que I' es completo si para todo enunciado ¢ de L entonces
pelo-¢el.

El Teorema de completitud de Godel se puede formular de una manera equiv-
alente usando la nocién de consistencia. En efecto, si £ es un lenguaje de primer
orden, I un conjunto de férmulas y ¢ un enunciado del lenguaje £ entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(A) T F ¢.
(B) I'U {—¢} no es consistente (es decir es inconsistente).

La prueba de la implicacion (A) = (B) es obvia ya que T U {-¢} F ¢ y
I'U{—¢} - —¢. Para probar la implicacion (B) = (A) asumamos sea (3 tal que
Tu{-¢}F By TU{~¢}F —5. Por el Teorema de la Deduccion se sigue que
'k (=¢=p6)yI'F (—¢= —5). Por el axioma (AX3) y usando modus ponens
concluimos que I' - ¢ lo que es imposible. Por otro lado si una teoria 7' de un
lenguaje de primer orden tiene un modelo, debe ser consistente, ya que si existe
una formula S5 tal que T'+ 8y T + = entonces la interpretacion I que satisface
a T debe satisfacer a 8y a =, es decir V;(8) = Vi(—=f) =1-V;(8) = 1 1o que
es imposible.

Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4 Sea L un lenguaje de primer orden, sea I' una teoria y sea ¢
un enunciado de L. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) El Teorema de Completitud (version general).

(ii) Toda teoria consistente tiene un modelo.

Demostracion. (i) = (ii). Asumamos que I' es una teoria consistente y
asumamos que ninguna interpretacion satisface a I'. Tomemos un enunciado «
de L. Luego —(a = a) € C(T"). Por (i) obtenemos que I'  =(a = «) y como
't (o = «) llegamos a que T' es inconsistente, absurdo. (ii) = (i). Sea I una
teoria y sea o un enunciado tal que o € C(T"). Luego I'U{—a} es insatisfactible,
es decir ni existe niguna interpretacion que satisface a 'U{—a}. Por (ii) se sigue
que este conjunto es inconsistente. Por lo probado arriba concluimos que I' - a.
0.

Por lo tanto probar el teorema de completitud se reduce a probar que toda
teoria consistente tiene un modelo o una interpretacién que hace verdadera
a todos los enunciados de dicha teoria. Daremos una prueba solamente para
los lenguajes que son a lo sumo numerables. Para el caso de los lenguajes no
numerables se precisa usar el axioma de eleccion.

Asumamos entonces que £ es un lenguaje de primer orden y I" es un conjunto
de féormulas de £ que constituye una teoria consistente. La prueba se basa
escencialmente en 4 etapas:

Paso 1) Expandir el lenguaje £ agregando una cantidad numerable de nuevos
simbolos de constante: C' = ¢1,c¢a,...,Cp,.... Llamemos a este nuevo lenguaje
L. Afirmamos que I' sigue siendo una teoria consistente en este nuevo lenguaje.
Asumamos que no, luego existiria un enunciado o de L¢ tal que I' - =(a = «).



Notar que en esta prueba los nuevos simbolos de constante pueden aparecer
en los axiomas (AX1)-(AX5) escritos en L¢ pero no en las formulas de I'. A
continuacion sustituimos cada aparicién de alguna de estos nuevos simbolos de
constante que aparezca en alguna férmula de la prueba por una variable que no
aparezca en la prueba. Esta sustitucién genera otra prueba cuyo tltimo eslabén
sigue siendo una contradiccién pero en el lenguaje £. Como las féormulas de I’
permanecen invariantes bajo esta sustitucién entonces llegariamos a que I' es
inconsistente, lo que es imposible.

Paso 2) Para toda formula ¢ del lenguaje Lc que tenga a lo sumo una
variable libre z; agregamos a I' una formula del tipo (=Vz;¢(z;) = —é(c;)))
donde ¢; es uno de los nuevos simbolos de constante, elegido adecuadamente
como sigue. La construccion es como sigue. Como el lenguaje Lo es numer-
able, enumeramos las féormulas de L que tienen a lo sumo una variable libre;
$1(xi,)y -y dn(2s,),.... Definimos inductivamente la siguiente secuencia de
férmulas del tipo mencionado como sigue: i = (—=Va;, ¢1(zi,) = —0(cy,))
donde c;, es el primer simbolo de constante del conjunto C' que no aparece en
¢1(zi,). Asumamos que ya hemos definido las formulas Sy, ..., B,. Definimos
Brt1 = (Vi Gnt1(Tiny ) = "Pny1(c,.,)) donde ¢j, ,, es el primer simbolo
de constante del conjunto C' que no aparece en ¢y11(;,,,) ni en fy,...,53,.

Afirmamos que T U {S1,...,Bn,...} es consistente. Para ello basta ver que
todo subconjunto finito de I' U {f1, ..., Bn,...} es consistente ya que en toda
prueba aparecen un nimero finito de 6érmulas. Para ello basta ver que para
todo n, TU{B1,...,Bn} es consistente. Sino, elegimos el menor ntimero natural
n tal que T U {B1,...,Bn, Bnt1} es inconsistente. Como en todo conjunto in-
consistente se puede demostrar cualquier formula tendiamos en particular que
TU{B1, ., Bn,Bn+1} b —Bnt1. Se sigue del Teorema de la Deduccién que
TU{p,..., 08} F (Bnt1 = —Bn+1) lo que implica T'U {fB1,..., B} F —Bnt1.
Como Bni1 = (Vi Gnt1 (i) = 20(¢),,,)), entonces T'U{B1,..., 0} F
Vi, Gng1(Xi ) Y T UA{BL, .., B} F dnya(cj,,,). Como c¢j, ., no aparece
en las formulas de TU{f4, ..., 8,} podemos sustituir este simbolo de constante
por una variable z; que no aparece en la prueba y luego usando generalizaciéon
llegamos a que TU{S1, ..., Bn} F Varodni1(zr) lo que implica TU{p1,..., B} F
Vi, o Gn1 (i) y TU{BL, .. B} =V, by (24, ) lo que es imposible
pues U {pB1,..., 8.} es consistente.

Paso 3) Construimos un conjunto A de férmula que sea completo, consistente
y que contenga a T'U{fS1,..., By, ...}. Para ello como el lenguaje L¢ es numer-
able, enumeramos los enunciados de este lenguaje: d1,...,0d,,.... Definimos una
sucesion de teorias Tg, ..., Ty, . .. definidas inductivamente como sigue: Ty = T'U
{B1,.--+Pn,-..}. Asumamos que ya hemos definido Ty, T4, ..., T,. Para definir
T,+1 tomamos el enunciado 6,,41. Si T}, I/ =041 definimos T}, 41 = T3, U {041}
Si T, F =0n41, definimos Ty, 11 = T,,. Esclaroque 7o C 1773 C ... C T, C ...
es una sucesion creciente de teorfas. Sea T' = (J,—,T,. Afirmamos que T es
consistente. Para ello basta ver que cada T, es consistente. Para ello hace-
mos inducciéon en n. Sin =0, To = TU{pB1,...,Bn,...} que ya sambemos
que es consistente. Asumamos que T,, es consistente. Si 7,11 = 7T, entonces
T,+1 es consistente. Sino entonces T, Vf =011 ¥y Tn41 = Ty U {0n41}. Luego
si Tp,+1 fuera inconsistente tendriamos que 7,41 F —d,41 lo que implicaria
To F (6pt1 = —0,41) lo que es equivalente a decir que T, F —d,,+1, absurdo.
Veamos que para todo enunciado 9§, se tiene que T+ §, o bien T + —d,. Si



T, -1 F =6, entonces no hay nada que probar. Sino, se sigue de la defincion que
0, € Ty, y en particular T, F §,,. Lueg T es consistente y para todo enunciado
B se sigue que T + 8 o T + —f. Definimos A = Ded(T) como el conjunto de
todos los enunciados que son deducibles a partir de 7. Es claro que al ser T
consistente, A también lo es y resulta ademas ser completo.

Paso 4) En este ultimo paso construiremos un modelo de I'. Como I' C A
basta construir una interpretacion I que satisfaga a todos los enunciados de
A. Tomemos como universo de dicha interpretacién los términos del lenguaje
Lc que no tengan variables, es decir contiene solamente simbolos de constante
o simbolos de funcion. Veamos como interpretar a los simbolos del lenguaje

Lc. Sic es un simbolo de constante, entonces ¢; = ¢. Si f™ es un sim-
bolo de funcién n-ario y ti,...,t, son términos sin variables de Lo entonces
fir(t, ... ty) = f™(t1...t,). Finalmente si P™ es un simbolo de predicados n-
ario y t1,...,t, son términos sin variables de L¢, entonces P = {(t1,...,t,) €
U™ : P"(ty...t,) € A}. Es decir el predicado P™ es verdadero en la n-upla
(t1,...,tn) si y solo si el enunciado P™(t1...t,) € A. Sea ¢ un enunciado de

Lc. Afirmamos que Vi(¢) = 1siy solo si ¢ € A. Para ello haremos induccién
en la complejidad ¢(¢). Si ¢(¢) = 0, entonces ¢ es una formula atémica. Como
¢ es un enunciado se sigue para algin n € N existe un simbolo de predicado
n-ario P™ y n términos sin variables t1,...,t, tal que ¢ = P"™(¢t;...t,). Se
sigue de la manera de interpretar a los enunciados atémicos que Vi(¢) = 1siy
solo si ¢ € A. Si ¢(¢) > 0 entonces se tienen los siguientes casos:

1) ¢ = =8 con B un enunciado. Si Vi(¢) = 1 entonces V;(58) = 0. Por
hipotesos inductiva se tiene que 8 € A. Como A es completo inferimos que
-8 =¢ € A. Si Vi(¢) = 0 entonces V;(53) = 1 lo que implica nuevamente
de la hipétesis inductiva que g € A. Como A es consistente inferimos que

-8=¢ & A.

2) ¢ = (1 = Ba2), con S, P2 enunciados. Notemos que A es cerrado por
la regla de inferencia Modus Ponens ya que si « € Ay (o = ) € A entonces
B € A ya que caso contrario =8 € A. Como {«a, (o = )} I 5 entonces A - 8
lo que implicaria que tanto 8 como —f3 son demostrables a partir de A lo que
es imposible pues A es consistente. Anilogamente se prueba que A contiene a
los enunciados que son tautologias de la légica proposicional. Si Vi(¢) =1y
Vi(B1) = 0 entonces por hidtesis inductiva se sigue que 8; € A lo que implica
-61 € A. Como (-1 = (81 = B2)) es una tautologia se sigue que pertenece a
Ay luego ¢ € A. Si Vi(B1) = 1 entonces 8; € A. Por lo tanto Vi(f82) =1 lo
que implica que B2 € A. Como (82 = (81 = B2) es un axioma debe pertenecer
a Ay luego ¢ € A. Si Vi(¢) =0 entonces Vi(51) =1y Vi(B2) = 0. Por lo tanto
b1 € Ay B2 & Alo que implica =82 € A. Como {f1, 52} F —¢ inferimos que
—¢ € A lo que implica ¢ & A.

3) ¢ = Vaif con x; una variable y 8 una férmula. Si x; no es libre en g
entonces ( es equivalente seménticamente a ¢. Usando el hecho que es cerrado
por la regla de Generalizacion inferimos de la hipotesis inductiva que Vi(¢) =1
si y solo si ¢ € A. Asumamos ahora que zj sea libre en 8. Si Vi(¢) =1y
¢ € A entonces ¢ = Vx5 € A. Como ¢ es un enunciado entonces la tnica
variable libre de ¢ es x. Se sigue que existe 8 € {f1,...,Bn,...}. Luego existe
una constante ¢ € C tal que (=Vaif(xr) = —8(ck)) € A. Luego =8(ci) € A.
Como Vi (Vi B(zk)) = 1 se sigue que Vi(B(ck) = 1 lo que sigue de la hipotesis



inductiva que B(c;) € A, absurdo. Si Vi(¢) = 0 entonces existe un término ¢
si variables tal que Vi(8(¢)) = 0. Luego 8(t) € A lo que implica —j3(¢) € A.
Por otro lado A contiene al axioma (AX4) (VzpS(xr) = 5(t)). Luego si el
antecedente estuviera en A tendriamos que S(t) € A lo que es imposible. Por
lo tanto el antecedente, que es ¢ no pertenece a A. [

Como consecuencia del Teorema de Completitud tenemos la versién en primer
orden del Teorema de Compacidad:

Teorema 5 (Teorema de Compacidad) Sea L un lenguaje de primer orden y
sea T una teoria. Si todo subconjunto finito de T es satisfactible, entonces T' es
satisfactible.

Demostracion. Asumamos que no. Luego se sigue del Teorema de Com-
pletitud que T no es consistente. Por lo tanto si tomamos un enunciado del
tipo =(a = «) obtenemos T + —(a = «). Por lo tanto existen Sy,...,58, € T
tales que {f1,...,8n} F =(a = a). Como este conjunto finito de enunciados
es satisfactible existirifa una interpretaciéon I que astisface a dicho conjunto, en
particular Vy(—=(a = a)) =1 lo que es imposible. [

El Teorema de Compacidad tiene diversas aplicaciones. Veamos por ejemplo
que si £ es un lenguaje con igualdad entonces no existe un enunicado de £ que
exprese que un conjunto es finito. Es decir no existe un enunicado ¢ tal que para
toda interpretacion I, Vi(¢) =1 si y s6lo si el universo de dicha interpretacion
sea finito. Asumamos que si. Para cada n sea a,, un enunciado que exprese que
un conjunto tiene por lo menos n elementos. Sea T = {¢, a1, qz,...,Qn, ...}
Es claro que todo subconjunto finito de 7' tiene un modelo. Luego se sigue
del Teorema de Compacidad que T tiene un modelo. Como dicho modelo debe
satisfacer a ¢ entonces debe ser finito, pero como debe satisfacer «, para todo
n debe tener al menos n elementos para todo n lo que es imposible.



