Logica de Primer Orden, Primera Parte

El objetivo de esta clase es introducir la denominada Ldgica de Primer Or-
den. Al igual que en la logica proposicional, estudiaremos en primer lugar la
sintaxis, estudiando la estructura del tipo de lenguaje involucrado a esta logica.
Posteriormente estudiaremos la seméntica y finalmente la Teoria de la Prueba.
Antes de comenzar a desarrollar la teoria mostraremos mediante algunos ejemp-
los que ilustran la necesidad del estudio de la logica de primer orden. Comence-
mos con la cuestiéon de expresividad. En matematica aparecen diversas teorias
que se definen a partir de un conjunto de enunciados llamados aziomas. Para
escribir correctamente estos axiomas, la loégica proposicional es insuficiente y en
general tiene poco poder expresivo. Lo mismo ocurre cuando uno quiere definir
un concepto o nocién en un lenguaje determinado. Por otro lado existen ciertas
reglas de inferencia que para expresarlas se precisa de un lenguaje més rico que
el de la légica proposicional y otro tanto ocurre cuando uno quiere formalizar
la nocién de prueba asociado a una teoria. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 1 1) Teoria de las relaciones de equivalencia. Recordemos que una
relacién de equivalencia definida en un conjunto X es una relaciéon binaria que es
reflexiva, simétrica y transitiva. Para definir correctamente esta nocioén se pre-
cisa tener un lenguaje que involucre a un simbolo R que represente la relacién, el
uso de los conectivos de la logica proposicional y el cuantificador V. Antes de ver
como se escriben los axiomas, es importante destacar como escribir formalmente
que un par ordenado pertenezca a la relacién R. Como R es una relacién binaria,
entonces del punto de vista de la teoria de conjuntos tenemos que R C X x X.
Por lo tanto para expresar que un par ordenado (x,y) pertenezca a la relacion
R debemos escibir (z,y) € R. Precisamos en este sentido tener en lenguaje el
simbolo de pertenencia €. Sin embargo podemos precindir del simbolo de perte-
nencia y en su lugar podemos escribir directamente xRy. Otra opcién, que es la
que adpotaremos aqui es directamente escribir R(z, y). La ventaja de cualquiera
de estas dos opciones es que no precisamos del conjunto X para expresar que R
es una relaciéon de equivalencia. En efecto, los axiomas que definen que R es de
equivalencia estan dados por las siguientes tres fdrmulas.

(EQ1) VeR(z,z). [Reflexividad]
(EQ2) VaVy(R(z,y) = R(y,z)). [Simetriaf
(EQ3) VavVyVz(R(z,y) A R(y, 2) = R(x, 2)). [Transitividad/
Notar que para escribir los axiomas (EQ1), (EQ2) y (EQ3) no es preciso
hacer mencién del conjunto X y tampoco es presico escribir el simbolo € para

expresar en qué universo estan las variables. Por otro lado es claro que para
expresar estos axiomas es fundamental el uso del cuantificador V. Usando estos



axiomas podemos decir que una relacién de equivalencia definida en un con-
junto X es un par ordenado (X, R) donde X es un conjunto, R es una relacion
binaria definida en X que satiface los axiomas (EQ1),(EQ2) y (EQ3). bajo esta
definicion es claro que cualquier estructura (X, R) que satisfaga estos axiomas
las variables deben pertenecer al universo X.

3) Grupos abelianos. Un grupo abeliano o conmutativo es un conjunto G
dotado de una operacién binaria x que es conmutativa, asociativa, admite un
elemento neutro e y tal que todo elemento tiene un inverso respecto a la op-
eracion *, es decir si z € G existe y € G tal que x x y = e. Estas estructuras
algebraicas son de gran importancia en algebra y tienen diferentes aplicaciones
en otras areas de la matemética. Al igual que en el ejemplo anterior, estas es-
tructuras se pueden axiomatizar proponiendo como lenguaje un simbolo binario
f cuya interpretacion representa una operacion binaria, un simbolo de constante
c y el simbolo de igualdad =. En el caso anterior f representa la operacién x
y ¢ representa el elemento neutro. Los axiomas correspondiente a la teoria de
grupos abelianos es como sigue:

(G1) VaVyVef(z, f(y, 2)) = f(f(z,y),2). [Asociatividad]
(G2) VaVyf(z,y) = f(y,z). [Conmutatividad]

(G3) Vaf(z,c) = . [Elemento neutro]

(G4) VaTyf(z,y) = c. [Existencia del inverso]

Por ende definimos un grupo abeliano como una estructura (G, *,¢e) que
satisface los axiomas (G1) a (G4), donde f se intrepreta como * y ¢ se intepreta
como e. Notar que en lugar de escribir « * y podemos también escribir *(z,y).
Ejemplos de grupos abelianos son (R,+,0), (C\{0},-,1), donde R denota el
conjunto de los nimeros reales y C denota el conjunto de los nimeros complejos.

Otra limitacion de la 16gica proposicional es que no se pueden expresar ciertas
reglas de inferencia, donde es necesario ampliar la légica para generar dichas
reglas. Un ejemplo de una regla de inferencia de este tipo es como sigue.

1) Todo numero positivo admite raiz cuadrada.

2) 5 es un numero positivo.

3) 5 admite raiz cuadrada.

En este ejemplo tenemos que 3) se infiere de 1) y 2). Observar que en la
légica proposicional no podemos expresar esta regla ya que nuevamente pre-
cisamos el uso del cuantificador universal V. La regla de arriba se puede poner
en forma abstracta donde P y H son predicados de una variable y ¢ representa
una constante:

1) Vz(P(x) = H(x)).

2) P(c).

3) H(c).

Lenguajes de primer orden

Nuestro préximo paso seréd definir la nocién de lenguaje de primer orden. A
diferencia de la légica proposicional, donde el alfabeto es tnico, en la logica de
primer orden no existe un unico alfabeto. Como veremos un alfabeto consiste
de dos partes. Un conjunto de simbolos que seran comunes a todos los lenguajes
y otro conjunto de simbolos que dependen del lenguaje propiamente dicho.



El conjunto de simbolos que comparten todos los lenguajes de primer orden
es el siguiente:

(A) Un conjunto infinito numerable de simbolos: xg, ..., Zy,... denominadas
variables.

(B) Un conjunto denominado conectivos. Los conectivos seran los cuatro
conectivos de la légica proposicional y dos conectivos nuevos llamados cuantifi-
cadores: ¥,3. El simbolo V se denomina cuantificador universal, mientras que
el simbolo 3 se denomina cuantificador existencial.

(C) Dos paréntesis: (,).

En la logica proposicional las variables se llamaban variables proposicionales,
en cambio en la logica de primer orden se llaman simplemente variables. La
razon de ello es que cuando veamos la seméntica correspondiente, dichas vari-
ables van a representar elementos de un cierto conjunto. En el ejemplo que vimos
al comienzo de la teoria de las relaciones de equivalencia, el rol de las variables
son los simbolos z,y y z. Notaremos con Var al conjunto de las variables.

El otro conjunto de simbolos del alfabeto consiste de los siguientes simbolos:

(D) Un conjunto no vacio P de simbolos denominados simbolos de predicado.
Miés precisamente, para cada nimero natural n > 1, notaremos con P,, al con-
junto de simbolos cuyos elementos se denominan simbolos de predicado n- arios.
A partir de estos conjuntos definimos P = J;_; P,,. Notar que al pedir que P
sea no vacio se tiene que P, debe ser no vacio para algin n > 1.

(E) Un conjunto (eventualmente vacio) F de simbolos denominados simbolos
de funcion. Méas precisamente, para cada nimero natural n > 1, notaremos con
Fn al conjunto de simbolos cuyos elementos se denominan simbolos de funcidn
n- arios. A partir de estos conjuntos definimos F = Joo, F.

(F) Un conjunto (eventualmente vacio) C se simbolos, denominados simbolos
de constante.

Una notacién que adoptaremos para los simbolos de predicado n-arios es
colocar la letra P con un supraindice n, y en el caso que haya varios simbolos
de predicado con la misma ariedad, se pondran subindices, por ejemplo si el
alfabeto posee dos simbolos de predicado m-ario, podemos escribir Py y P
para denotar dichos simbolos. La misma metodologia adoptaremos para los
simbolos de funcién.

Esto nos dice que hay infinitos alfabetos posibles que uno puede construir.
Para definir un lenguaje de primer orden debemos por lo tanto prefijar un al-
fabeto que corresponde a los puntos (D),(E) y (F), ya que los simbolos que se
corresponden con los puntos (A),(B) y (C) deben aparecer siempre.

Para definir a continuacion los elementos de un lenguaje de primer orden
propiamente dicho debemos definir dos nociones a saber: la nocion de término
y la nocion de formula.

Definicion 2 Sea A un alfabeto del tipo descripto anteriormente. Una expre-
sion sobre A se denomina un término si se obtiene por medio de un nimero
finito de pasos a partir de las siguientes reglas:

(i) Las Variables son términos.

(ii) Los simbolos de constante son términos.



(iii) Si f™ es un simbolo de funcion n-ario y t1,...,t, son términos, entonces
f™(t1...tn) es un término.

Notar que para dar una definicion precisa de la nociéon de término y deter-
minar qué significa la palabra en un nimero finito de pasos podemos recurrir
en forma analoga a lo que hicimos en la légica proposicional, introduciendo la
nocién de cadena de formacion en el contexto de los términos. En efecto pode-
mos definir una cadena de formaciéon de términos como una secuencia finita
ty...t, que verifica las siguientes condiciones: para cada ¢ € {1,...,n}, t; es
una variable o bien un simbolo de constante o bien existen ji,j2,...,7n < 1y
un simbolo de funcién n-ario f™ tal que t; = f™(t;, ...t;,).

Notaremos con T'erm al conjunto de todos los téminos.

Ejemplos 3 1) Consideremos un alfabeto en el que no haya simbolos de funcién
ni de constante, es decir F =@ y C = (). En este caso Term = Var.

2) Sea A un alfabeto que contiene un tinico simbolo de funcién unario f*
y no posee simbolos de constante. En este caso los términos de este alfabeto
son variables o bien del tipo siguiente f!(z;), f1(f1(2:)), ..., f1( . (FH(zs) .. )
donde z; € Var. Es decir aplicar iteradamente el simbolo f

Para terminar definir la nocion de lenguaje de primer orden precisamos
definir la nocién de férmula.

Definicion 4 Sea A un alfabeto del tipo descripto anteriormente. Una férmula
atdmica es una expresion del tipo P"(¢; ...t,) donde t1,...,t, son términos y
P™ es un simbolo de predicados n-ario. Una cadena de formacion de férmulas es
una secuencia finita a; ... a,, de expresiones sobre A que verifica las siguientes
condiciones: si 1 < ¢ < n entonces «; es una féormula atémica o bien existe
J < i tal que o; = - , o bien existen indices j,k < ¢ y un conectivo binario
o € {V,A,=} tal que oy; = (oj o) o bien existe j < ¢ y una variable z;, tal que
a; = Vapa; o a; = Jrpoej. Una expresion a sobre A se dice formula si existe
una cadena de formacion de féormulas g ... a,, tal que oy, = a.

Al igual que en la logica proposicional notaremos con Form al conjunto de
todas las formulas.

Definicion 5 Sea A un alfabeto del tipo descripto anteriormente. El lenguaje
de primer orden asociado a A es el subconjunto £ 4 de A* determinado por
Term U Form.

De ahora en mas omitiremos el subscripto A para denotar a un lenguaje de
primer orden especificando de entrada cual es el alfabeto que usaremos. Notar
que esta definicion de lenguaje de primer orden esta en concordancia con la
definicién general de lenguaje sobre una alfabeto que vimos la primera clase.

El rol de las llamadas férmulas atémicas es el mismo rol que juegan las vari-
ables proposicionales en la légica proposicional. Notar que la palabra atémica
esta justificada por el hecho que son las férmulas que no tienen conectivos. En
el contexto de la légica de primer orden los conectivos son 6 ya que incluyen a
los cuantificadores V y 3.



Ejemplo 6 1) Sea £ un lenguaje de primer orden con un simbolo de constante
¢, un simbolo de funcién binario f2 y un simbolo de predicado binario P2. Las
siguientes expresiones son férmulas:

(a) P%(czy). (Férmula atémica)
(b) Jx3P?(cc).

(c) V1329 P? (21 f?(2013).

(d) Vo Voo (P?(x172) = P?(1221)).



