Logica de Primer Orden, Tercera Parte

En esta tercera parte ilustraremos mediante diversos ejemplos los conceptos
desarrollados en la idltima clase en relacién a la semantica de los lenguajes de
primer orden.

Si £ es un lenguaje de primer orden y « es una férmula de £, recordemos
que « es una férmula universalmente valida si y s6lo si para toda interpretaciéon
I con universo U y toda valuacion w : Term — U se tiene que V'(a) = 1.
Observemos primero que si n € N es tal que el conjunto de variables libres de
a C {xg,...,z,} entonces a es universalmente valida si y solo si Vzg ... Va,«
es universalmente valida. Esta formula se denomina la clausura universal de «,

Ejemplos 1 Sea £ un lenguaje de primer orden con un simbolo de predicado
binario P2. Entonces las siguientes formulas son universalmente validas

(i) a= (P*(z122) V ~P?(2112))
(i) o= (Vz1Vaef = VoV 8), con B € Form.
(iii) (V£E1P2((E2£B1) = P2(£E2(E3))

En los tres casos tomamos una interpretacién I con universo U y una valu-
acion w : Term — U.

(1) VF(P?(x122) VP2 (z129)) = max (V2 (P(z122)), 1 =V (P(z122)) = 1.
Notar que en este ejemplo « es del tipo una tautologia de la légica proposicional.

(ii) Para probar este item probemos primero que si w es una valuaciéon y
u,v € U entonces w(zy /u)(x2/v) = w(ze/v)(z1/u). Para ello basta ver que para
toda variable z, se tiene que w(z1/u)(x2/v)(xr) = w(xe/v)(x1/u)(zk). Sik #1
y k # 2 se sigue que de la definicion de las valuaciones w(z;/u) con z; € Var
y u € U que w(zy/u)(xz/v)(xg) = w(zr) = w(re/v)(x1/u)(xg). Luego en
este caso coinciden. Si k = 1 entonces w(z1/u)(x2/v)(x1) = w(zy/u)(z1) = u
mientras que w(zz2/v)(z1/u)(x1) = u. Por lo tanto coinciden en este caso. Si
k = 2 la prueba es anéloga, lo que prueba que las valuaciones w(x1/u)(xz2/v) y
w(x2/v)(z1/u) coinciden. Veamos como a partir de este resultado se prueba que
« es universalmente valida. Si V}(Vz1Vz28) = 0 no hay nada que probar ya que
el antecedente de la implicacion (Vz1Vxe8 = VroVa: 3) es falso. Asumamos que
V¥ (Vx1VzeB) = 1. Luego para cualquier u € U se tiene que Vlw(wl/u)(‘v’argﬁ) =
VIw(m/u)(m/v)(ﬂ) = 1. Por lo probado
(w2/v) (1 /u) B) =1

1. Se sigue que para cualquier v € U
recién inferimos que para cualquier u,v € U se tiene que VIw

lo que implica que VIw(“/v) (Vz18) = 1 y por ende como el v es arbitrario
concluimos que V¥ (VzaVx18)) = 1. Por lo tanto V¥ ((Va1Vae S = Vao Va1 8)) =
1 probando de este modo que « es universalmente valida.



(iii) Al igual que en el caso (ii) si V*(Vz1P?(z271)) = 0 no hay nada
que probar. Asumamos que V¥ (VziP?(zoz1)) = 1. Debemos probar que
V¥ (P?(z2x3)) = 1. Esto equivale a probar que (w(z2),w(z3)) € P?. Por
hip6tesis tenemos que V;""*/*)(P2(z921)) = 1 para cualquier v € U. Si

tomamos u = w(z3) llegamos a que el par ordenado (w(xy /u)(z2), (w(zy/u)(x1)) =

(w(z2),u) = (w(z2),w(rs)) € P? que es lo queriamos probar.

Estos ejemplos muestran que la situacién es mucho mas compleja que en la
logica proposicional ya que el rol de los cuantificadores hace que tengamos que
hacer un anélisis en base como aparecen las variables afectadas a los mismos.

Analicemos méas de cerca el ejemplo (iii). En dicho ejemplo la férmula
P?(x921) tiene dos variables libres que son x; y x5 y la férmula Vo, P?(xom1)
tiene a o como tnica variable libre. La implicacion (Va1 P?(z2x1) = P?(z223))
expresa desde el punto de vista seméntico que si el predicado P?(a,b) es ver-
dadero para cualquier b (donde a es un elemento fijo del universo) entonces
podemos reemplazar la segunda coordenada por un elemento fijo ¢ cualquiera
y P? es verdadero en el par (a,c). Sin embargo hay que tener cuidado con las
substituciones en las formulas. Una generalizacion natural del ejemplo (iii) es
el siguiente:

Primero adoptemos la siguiente notaciéon. Si ¢ es una formula y x;,, ..., z;,
son variables libres de ¢ escribimos ¢ = ¢(x,, ..., x;, ). Asumamos por ejemplo
que x7 es variable libre de ¢ y consideremos la férmula

a = Vrio(x1) = (1))

donde ¢ es un término y ¢(t) denota la férmula que resulta de sustituir z;
por t en ¢. Es a universalmente valida?. En el ejemplo (iii) ¢(z1) = P?(xomw1)
yt=uas.

En general esto es falso como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2 Sea £ un lenguaje con igualdad y sea ¢(x1) = Jzo—xs = x1. En-
tonces a = (Vz1¢(z1) = ¢(x2)) no es universalmente valida.

Para probarlo basta encontrar una interpretaciéon I y una valuacién w tal
que V(o) = 0. Para ello tomamos la siguiente interpretaciéon: como universo
tomamos cualquier conjunto U con més de 1 elemento. El antecedente de la
implicacion es verdadero ya que es la formula Vridze—xe = 1 expresa que
para cualquier elemento u de U existe un elemento v de U diferente de u. Como
U tiene al menos dos elementos esta afirmacion es verdadera. Sin embargo el
consecuente es la férmula Jxo—xe = x5 es falso ya que expresa que existe un
elemento diferente de el mismo. Por lo tanto el hacer ciertas substituciones
pueden afectar el valor de verdad de una férmula. Una interesante analogia
ocurre en andlisis matematico cuande se realizan substituciones en las variables
de integracion. Por ejemplo si F'(x,y) es una funcion de dos variables y queremos
evaluar la integral: fol F(x,y)dz, esta integral depende del pardmetro y. Si

reemplazamos esta variable por la letra z nos queda la integral fol F(z,z)dz que
depende del pardmetro z, en estos dos caso no importa cudl letra se escriba.
Sin embargo si reemplazamos y por x nos queda fol F(z,z)dz y esta integral
devuelve un nimero real por ende no depende de ningin pardmetro. Esto nos
lleva a la siguiente definicién.



Definicion 3 Sea £ un lenguaje de primer orden y sea ¢ una formula. Si x; es
una variable libre de ¢ y ¢ es un término de £, diremos que t es libre para x;
en ¢ si ninguna apariciéon libre de x; en ¢ esta al alcance de un cuantificador
del tipo Vx; o Jdzp donde xj es una variable de ¢, mas precisamente tenemos la
siguiente definicion inductiva:

(1) Si ¢ es una férmula atdmica, entonces t es libre para z; en ¢.

(ii) Si ¢ = 8, entonces t es libre para x; en ¢ si y sdlo sit es libre para x; en

3.

(iii) Si ¢ = (P10 P2) y o es un conectivo binario de la légica proposicional,
entonces t es libre para x; en ¢ si y sélo si t es libre para x; en B, y en

Pa-

(iv) Si ¢ =VagB o ¢ = xS con xy una variable y B € Form, entonces t es
libre para x; en ¢ si y solo si xi no es variable de t y t es libre para x; en
B, en particular cuando x; = xy, se tiene que t es libre para T ya que xy,
no es libre en ¢.

La terminologia ser libre para significa que ser libre para ser sustituido. Por
ejemplo si ¢ = Jwo P?(1122) y t = 2 entonces t no es libre para z1 en ¢, pero en
cambio ¢ es libre para x5 en ¢. La nocién de que un término sea libre para una
variable en una férmula permite hacer sustituciones en las formulas de modo tal
que el efecto de dicha sustituciéon es que justamente no se altere la validez de
la formula desde el punto de vista de la seméantica. Més precisamente podemos
definir la sustitucién de una variable z; por un término ¢ en una férmula ¢,
notado por ¢(z;/t), del siguiente modo haciendo induccion en ¢(¢), asumiendo
que x; es variable de ¢.

Si ¢(¢) = 0 entonces ¢ es una formula atomica del tipo ¢ = P™(t1...1,).
En este caso definimos ¢(z;/t) = P™(ti(x;/t)...tn(x;/t), donde t;(z;/t) es el
término que se obtiene sustituyendo x; por ¢ en el término ¢;. Dejamos como
ejercicio dar la definicién inductiva de sustituir en un término ¢ una variable x;
por un término s , definiendo como convencién que si z; no es variable de ¢,
entonces t(z;/s) = t, es decir la sustitucion no produce ningin efecto.

Si ¢ = -8 entonces ¢(x;/t) = —5(x;/t). Si ¢ = (B1 0 P2) y o es un conec-
tivo binario de la logica proposicional, entonces ¢(xz;/t) = (S1(x;/t) o f2(z;/t)).
Finalmente, si ¢ = Vi o ¢ = Jxif, entonces ¢(x;/t) = ¢ si x; = xp y
¢z /t) = VYorB(x;/t) si x; # xp en el primer caso y ¢(x;/t) = Ixpf(z;/t) si
x; # x en el segundo caso.

Notar que de la definiciéon de sustitucién se sigue que si x; es una variable
ligada en una formula ¢ entonces ¢(z;/t) = ¢.

Proposicion 4 Sea ¢ una férmula de un lenguaje de primer orden y sea ¢ una
formula de dicho lenguaje. Entonces si t es libre para x; en ¢ se tiene que
a = (Yap(x;) = ¢(x;/t)) es universalmente vdlida.

Demostracion. (Ejercicio: hacer induccién en ¢(¢).)

Cuando veamos la teoria de la prueba de la logica de primer orden veremos
que para demostrar que una férmula es universalemnte vélida basta ver que
es demostrable a partir de un conjunto de axiomas prefijados y dos reglas de



inferencia, método que ya hemos visto en la logica proposicional y que desarrol-
laremos la proxima clase.

Para ver que una férmula no es universalmente vélida basta encontrar una
interpretacién I y una valuacién que no la satisfaga, en el caso que dicha férmula
no sea un enunciado basta encontrar una interpretacion que no la satisfaga. Por
ejemplo consideremos el siguiente enunciado de un lenguaje con un simbolo de
predicado binario P2:

(A) a = (V1322 P%(z122) = FraVa, P?(2129)).

Veamos que el enunciado (A) no es universalmente valido. Consideremos la
siguiente interpretacion: (N, <), es decir el simnolo de predicado se interpreta
como la relaciéon de orden estricto <. El antecedente de la implicaciéon es un
enunciado verdadero bajo esta interpretacién ya que expresa la propiedad que
para todo ntimero natural n existe un nimero natural m tal que n < m. Por
otro lado el concecuente de dicha implicaciéon pues expresa el hecho que existe
un ndmero natural n tal que para todo m m < n, hecho que es falso ya que
n+1<£Ln.

Notar que si consideramos el reciproco del enunciado anterior, es decir el
siguiente enunciado:

(B) B = (3$2V$1P2(.’E11‘2) = V$13$2P2($1l‘2)).

Entonces es universalmente valido. Para ello sea I una interpretaciéon con
universo U y sea w una valuacion. Si Vi(JzoVa; P?(x122)) = 0 no hay nada que
probar. Asumamos que V7(3zoVz; P?(z112)) = 1. Luego existe u € U tal que
VIM(IQ/“)(VleQ(xlxg)) = 1 lo que implica que para cualquier v € U tenemos
que ij(“/u)(wl/v)P2(a:1x2) =1 lo que equivale a decir que existe v € U tal que
para cualquier v € U se tiene que el par (v,u) € P?(v,u). Esto implica que
para cualquier v € U existe u € U tal que (v,u) € P?(v,u) lo que equivale a
decir que Vi(Va3waP?(z122)) = 1.

Un hecho importante en los lenguajes de primer orden es determinar cuales
son las interpretaciones que satisfacen a una teoria. Este problema en la logica
proposicional es el siguiente: dado un conjunto satisfactible de férmulas, deter-
minar el conjunto de las valuaciones que la satisfacen. Recordar que una teoria
es un conjunto de encunciados.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplos 5 Sea £ un lenguaje con igualdad. Sean 7T las siguientes teorias:

(A) T = {a1, s}, donde oy = Fr13x9owy = 29, y a0 = VaVaoVas((x =
2oV (xg = 23V 21 = x3)). El primer enunicado expresa el hecho que el universo
de una interpretaciéon tenga al menos dos elementos, mientras que el segundo
enunciado expresa el hecho que el universo de la interpretacién tenga a lo sumo
dos elementos. Por lo tanto una interpretaciéon es modelo de T si y sélo si el
universo de la misma tiene exactamente dos elementos. Por lo tanto en este
caso todos los modelos tiene algo en comin y es que todos sus universos tienen
tres elementos.

(B) Como generalizacion de (A) sea n un numero natural y sea T' = {aq, as}
donde o es un enunciado que expresa que el universo de una interpretacion tiene
por lo menos n elementos y as expresa que el universo de una interpretacion
tiene a lo sumo n elementos. Dejamos como ejercicio escribir a; y ais. Por ende
los modelos de T son los conjuntos que tienen exactamente n elementos.



(C) Dar un ejemplo de una teoria T tal que los modelos de T son las in-
terpretaciones cuyo universo es infinito. Para escribir los enunciados de T,
fijamos n € N y sea «,, €l primer enunciado del ejemplo (B). Luego definimos
T ={o1,...,Qn,...}. Notar que esta teoria tiene un namero infinito de enun-
ciados.. Se sigue que si I es una interpetacion con universo U entonces I es
modelo de T si y sélo si Vi(a,,) = 1 para todo n, lo que equivale a decir que
U tiene al menos n elementos para todo n, si y sélo si U es infinito. Por lo
tanto esto prueba que la teoria de los conjuntos infinitos se puede axiomatizar
en primer orden.

(D) Problema: Es posible definir una teoria en £ tal que los modelos de
dicha teoria sean exactamente los conjuntos finitos?.

Otros ejemplos de teorias que hemos visto en la primer clase de la logica
de primer orden es las teoria de las relaciones de equivalencias. En este caso
precisamos de un lenguaje con un simbolo de predicados binario P2. Dichas
teoria se puede expresar por el siguiente conjunto 7' de enunciados:

T = {Vlez(xlxl),Vx1Vx2(P2(x1x2) = P2(a:2x1)),Vac1Va:2Vx3(P2(m1xg) A
PQ(CEQZE?,) = P2(:c1x3)).

Notar que en este ejemplo los modelos de T' son exactamente los conjuntos
dotados de una relaciéon de equivalencia.



