Logica de Primer Orden, Cuarta Parte

El objetivo de esta clase es en primer lugar desarrollar la teoria de la prueba
de la légica de primer orden y posteriormente introducir dos nociones fundamen-
tales en la logica de primer orden que son la de isomorfismo de interpretaciones
y expresablidad.

Procederemos en forma similar a lo visto en la logica proposicional, intro-
duciendo una lista de axiomas-esquemas pero para la légica de primer orden.
Estos axiomas son independientes del lenguaje en el sentido que todos com-
parten el mismo esquema, aunque los simbolos que figuren en una férmula que
represente un axioma dependa el alfabeto de lenguaje en cuestiéon.

Definicion 1 (Un sistema de aziomas para la légica de primer orden) Sea L
un lenguaje de primer orden. Un azioma es una formula del lenguaje £ que es
de alguno de los siguientes tipos, donde «, 3,y son féormulas arbitrarias.

(AX1) (8= (a=p)).

(AX2) ((a= (B=7)= (a=p) = (a=1).
(AX3) ((ma= —p) = ((na=pB) = a)).

(AX4) (Vz;a(z;) = alt)), donde t es libre para ;. (Aqui usamos la notacion
a(t) para expresar el resultado de sustituir en « cada aparicion libre de
x; en « por el término t. Notar que si x; es una variable ligada de «,
at) = a(z;) = a).

(AX5) (Vz;(a= B) = (o= Va;8)) sixz; no es libre en a.

Los primeros tres axiomas son los axiomas de la légica proposicional mien-
tras que los otros dos axiomas son los que se corresponden con los axiomas
que involucran al cuantificador V. Estos axiomas son férmulas universalmente
validas. En efecto ya sabemos que los primeros tres axiomas son del tipo
una tautologia de la légica proposicional, mientras la Proposicion 4 visto en
la ultima clase dice que el axioma (AX4) es universalmente vélida. Veamos
que toda formula que represente el axioma (AXD5) es universalmente valida.
Asumamos que no, luego existiria una interpretaciéon I con universo U y una
valuacion w tal que V*(Vz; (o = ) =1y V*((a = Va;8)) = 0. Por lo tanto

V() =1y Vo (Va ) = 0. Se sigue que existe u € U tal que V,;*“/*)(8) = 0.
Como z; no es libre en « sabemos que V(o) = VIw(zi/u)(a) = 1. Como
V¥ (Vai(a = B)) = 1 entonces V""" (0 = B) = 1. Como V;""/" (a) =1 se
sigue que VIw(w'i/u)(ﬂ) =1 lo que es una contradiccion.

Para introducir la nocién de prueba usaremos dos reglas de inferencia:

1) Modus ponens: {a, (o = B)} F B.



2) Generalizacion: {a} F Vr;a donde z; es una variable arbitraria.

La regla de generalizacién expresa en la practica que si uno tiene una de-
mostracién de una féormula que contiene a una variable z; entonces la misma
demostracion es valida cuantificando la variable z;, por ejemplo en el caso de
escribir la identidad 2 -0 = 0 (el hecho que el 0 es absorbente para el producto)
el cuantificador Vx se omite en la misma, como el x es arbitrario entonces se
sigue Vz(x - 0 = 0).

Convencion: Al igual que en la logica proposicional podemos trabajar en la
Teoria de la prueba con un conjunto reducido de conectivos, en este caso seran
-, = y V. Escribimos Jz;a en lugar de =V—-uz;a.

Definicion 2 Sea £ un lenguaje de primer orden y sea I' un conjunto de for-
mulas. Si a € Form diremos que « es demostrable a partir de I si existe una
sucesion finita de formulas o, . .., a;, tal que o, = @y para cadai € {1,...,n}
se tiene que «; es un axioma o bien es un elemento de I' o bien existen indices
J,k < i tales que ax = (oj = ;) o bien existe j < 7 y una variable z;, tal que
a; = Vxpoj. Escribimos I' = o para expresar que o es demostrable a partir de
T.

Al igual que en la logica proposicional, cuando I' = () entonces () - « significa
que « es demostrable a partir de los axiomas (AX1) — (AX5). Las nociones de
consecuencia logica y satisfactibilidad se pueden generalizar en el contexo de la
logica de primer orden como sigue:

Definicion 3 Sea £ un lenguaje de primer orden y sea I' un conjunto de for-
mulas. Diremos que T" es satisfactible si existe una interpretacion I de £ y una
valuacion w tal que V¥ () = 1 para toda v € I'. Si o € Form diremos que « es
consecuencia léogica de T si y solo si para toda interpetacion I y toda valuacion
w tal que V}*(y) = 1 para toda v € T', entonces V;’(«) = 1. Notaremos con
C(T) al conjunto de las consecuencias logicas de T

Notar que C(0) es el conjunto de las férmulas universalmente vélidas.

Aqui surge una diferencia importante con la légica proposicional. Sabemos
que si I' es un conjunto de férmulas de la légica proposicional, entonces I' - «
implica a € C(T'), es decir toda formula que es demostrable a partir de ' es
consecuencia logica de I'. En cambio en la logica de primer orden esto es falso
como muestra el siguiente ejemplo. Sea £ un lenguaje de primer orden con
un simbolo de predicado unario P! y sea I' = {P(x1)}. Si a = Va;P(x;)
entonces I' - a ya que « se obtiene por Generalizacion de P!(z1). Sin embargo
a ¢ C(T'). En efecto sea I la intepretacion cuyo universo son los nimeros
naturales y P! se interpreta como el subconjunto formado por {0}. Sea w la
valuaciéon que manda todas las variables a 0. Es claro que V*(P(z1)) = 1, sin
embargo V}*(Vzi1aq) = 0. Sin embargo cuando I' es una teoria el resultado es
cierto como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 4 Sea L un lenguaje de primer orden y sea I' un conjunto de
enunciados de L. Si a € Form y T'F « entonces o € C(T"). En particular si «
es demostrable entonces o es universalmente vdlida.

Demostracion Sea I una interpretacion que satisface a todos los enunciados
de T'. Luego para toda valuacion w se sigue que V“(y) = 1 para toda v € I.



Sea «j ...a, una demostracion de a a partir de I'. Basta probar por inducciéon
en i que V}*(e;) = 1 para todo 4. Si ¢ = 1 entonces a; es un axioma o un
elemento de I' lo que implica en el primero caso que V}¥(a1) = 1 ya que o
es universalmente vélida y en el segundo caso V/"*(a1) = 1 ya que aq € T.
Asumamos que ¢ > 1. Si ; es un axioma o un elemento de I o se obtiene por
modus ponens, la prueba que V¥ (a;) = 1 es la misma que vimos para la logica
proposicional. Asumamos que «; se obtiene por Generalizacion. Luego existe
j < 1y una variable x;, tal que Vrro; = ;. Por hipétesis inductiva sabemos
que para cualquier u € U se tiene que Vlw(xk/“) (aj) = 1 ya que la valuacién es
arbitraria por hipdtesis, lo que muestra que Vi(a;) = 1. O

Si bien la versiéon del Teorema de la Deduccion vista en la légica proposicional
no es valida en primer orden, tenemos la siguiente versién del Teorema de la
Deduccion:

Teorema 5 (Teorema de la Deduccion) Sea L un lenguaje de primer orden y
sea T un conjunto de formulas de L. Sean o, 8 € Form. SiTU{a} F 8 donde en
la prueba no se usa Generalizacion sobre ninguna variable libre de o, entonces
Tt (o= B). En particular si « es un enunciado se tiene que '+ (o = B).

Demostracion. Sea (31 ... [, una prueba de § a partir de I'U{«}. Probemos
por induccion en ¢ que (o = ; es demostrable a partir de I'. Si¢ = 1 entonces 1
es un axioma o un elemento de I'. Usando el mismo argumento que en la prueba
del Teorema de la Deduccién para la logica proposicional se tiene en cualquiera
de estos dos casos que I' F (o = (). Asumamos que ¢ > 1. Si ; es un axioma
o es un elemento de I se sigue del caso base que I' F (o = ;). Si ; se obtiene
por modus ponens, el mismo argumento que en la prueba del Teorema de la
Deduccion para la logica proposicional muestra que I' - (o = ;). Luego el caso
nuevo para analizar es cuando f3; se obtiene por Generalizaciéon. Luego existe
J < iy una variable zj tal que 8; = Vx;3;. Por hipétesis inductiva tenemos
que I' F (o« = ;). Aplicando Generalizacion se sigue que I' F Vzi(a = 5;).
A continuaciéon ponemos el axioma (AX5) (Vzp(a = 5;) = (o = Vaif;) ya
que zj no es libre en « por hipotesis. Aplicando Modus Ponens se sigue que
'k (a=Vapp;) = (a=5;). O

Ejemplos 6 1) Sea 8 € Form, entonces (Va1VaoS = VroVa, ) es demostrable.
Para probarlo usaremos el teorema anterior. Luego basta construir una prueba
de VaoVxy [ a partir de {Vz1Vz,5} donde la regla de Generalizacion no utilice
variables libres de Vz,Vzo8. La siguiente es una prueba:

(1) Yz Vxo8 (Hipdtesis)

(2) (Vz1Vaof = Vo 8). (AX4) (Aqui usamos el hecho que 1 es libre para
x1 en Vs 3).

(3) VxoB. (Modus ponens entre (1) y (2)).

(4) (Vzof = B). (AX4). (Aqui usamos el hecho que x2 es libre para x4 en
B)

(5) B (Modus Ponens entre (3) y (4))-
(6) Vx18 (Generalizacion)
(7) Yxo¥x1 B (Generalizacion)



2) Sea £ un lenguaje de primer orden con un simbolo de predicados unario P*
y un sfmbolo de constante c. Entonces (P!(c) = Jz;P'(x1) es universalmente
vélida. Para probarlo recordemos que Jz1P!(x1) = —Vaz1-P*(z1). Por los re-
sultados vistos en la teoria de la prueba de la logica proposicional basta probar
que (=—Vz1-P'(z1) = —P!(c)) es universalmente valida lo que equivale a pro-
bar que (Vz;-P!(x1) = —P(c)) es universalmente valida. Para ello usaremos
nuevamente la versiéon del Teorema de la Deduccién para la légica de primer
orden. La siguiente es una prueba de —P!(c) a partir de {Vz;-P!(z;)}. La
siguiente es una prueba:

(1) Vz1-P(x1) (Hipdtesis)
(2) (Vo1-PY(z1) = —Pl(c)). (AX4).
(3) =P*(c). (Modus Ponens entre (1) y (2)).

Notar que si I' + (o = ) entonces I' U {a} F (8 para cualquier par de
formulas de un lenguaje de primer orden y cualquier conjunto de férmulas T'
de dicho lenguaje. Por otro lado la versién del Teorema de la Deduccién en
la l6gica proposicional deja de ser cierto en general omitiendo la hipétesis del
Teorema 5. Para ello tomamos el mismo ejemplo visto antes, si o = P!(z;) y
I'={PY(z1)} y B = Va1 P'(x1) entonces 3 es demostrable a partir de I usando
Generalizacion pero ya vimos que la formula (o« = ) no es universalmente
valida.

La préoxima, clase veremos el denominado Teorema de Completitud para la
logica de primer orden.

Pasaremos a continuacién a introducir dos nociones fundamentales de la
semantica de los lenguajes de primer orden que son la de isomorfismo de inter-
pretaciones y la de conjuntos expresables.

Isomorfismos y conjuntos expresables

Definicién 7 Sea £ un lenguaje de primer orden. Sean Iy, I dos interpreta-
ciones de L cuyos universos son A; y Ag respectivamente. Un isomorfismo entre
estas interpretaciones es una funcién g : A; — Ay que verifica las siguientes
condiciones:

(1) g es biyectiva.

(ii) Si P™ es un simbolo de predicados n-ario de L y ay,...,a, € A1 entonces
(a1,...,an) € PP siy sdlo si (g(ar),...,g(an)) € Pp.

(iii) Si f™ es un simbolo de funcidn n-ario de L y aq,...,a, € Ay entonces

9(f1,(as,.. - an)) = fr,(9(a1), - -, g(an))-

(iv) Sic es in simbolo de constante de L entonces g(cr,) = cr,.

Es decir un isomorfismo es una biyeccién que preserva los simbolos de fun-
cién, de predicados y de constantes interpretados en cada estructura. Diremos
que dos L-estructuras son isomorfas si existe un isomorfismo entre ambas es-
tructuras.

Veamos un ejemplo. Sea £ un lenguaje con igualdad, un simbolo de funcién
binario f? y un simbolo de predicados binario P?. Sean Iy, I las siguientes



interpretaciones. El universo de ambas estructuras es el conjunto Z de los
niimeros enteros, el simbolo de funcién f? se interpreta como la suma en las dos
estructuras, mientras que el simbolo P? se interpreta com < en la primera y
como > en la segunda. Entonces la aplicaciéon g : Z — Z dada por g(x) = —x es
un isomorfismo. En efecto es claro que g es biyectiva. Para ver que g preserva
los simbolos de funcién interpretados debemos probar que g(z+y) = g(z)+g(y)
para todo z,y € Z. glx+y) = —(z+y) = -z —y = g(x) + g(y). Luego g
preserva la suma. Para ver que g preserva los simbolos de predicados debemos
ver que si x,y € Z entonces x < y si y sblo si g(x) > g(y) y esto es claro pues
x < ysiysolosi —z > —y. Luego g es un isomorfismo.

El siguiente resultado vincula el concepto de isomorfismo con el de validez
de una férmula:

Teorema 8 Sea L un lenguaje de primer orden y sean I, Is dos interpreta-
ciones de L con dominios Ay, Ay respectivamente. Si g : A1 — Ao es un iso-
morfismo y ¢ es una formula de L entonces para toda valuacion w : Term — Ay
se tiene que V' (¢) = V™ (¢), donde g ow es la valuacion Term — Ay dada
por la composicion gow. En particular, si ¢ es un enunciado de L se tiene que

Vi, (¢) =V (¢)

Demostracion La prueba es hace por induccion en ¢(¢). Si ¢(¢) = 0 entonces
¢ es una formula atomica. Luego ¢ = P"(ty...t,) siendo t1,...,t, términos.
Por lo tanto VY (P"(ty...t,) = 1 si y s6lo si (w(t1),...,w(t,)) € Pp lo que
equivale por la parte (ii) de la Definicion 7 que (g(w(t1)),...,g(w(tn))) € P,
si y solo si (por la identidad anterior) V7°“(P"(t;...t,) = 1. Luego vale la
propiedad para el caso base es decir para las férmulas atémicas. Si ¢ no es
atomica tenemos los siguientes casos: a) ¢ = =8, b) ¢ = (a1 V ag), ¢) ¢ =
(a1 Nag), d) ¢ = (a1 = a2), €) ¢ = Vr;By f) ¢ = Ju;B8, con fB,a1, s
formula y z; una variable. Los casos a),b),c) y d) salen inmediatamente usando
la definicién inductiva del valor de verdad en términos de los 4 conectivos de la
logica proposicional. Veamos el caso e). Se sigue que V;V(Vz;3) = 1 si y solo

si para cualquier a € A; se tiene que V;f(zi/ a)(ﬁ) = 1. Por hipétesis inductiva

se sigue que esto equivale a decir Vlg;w(“/“)(ﬁ) = 1 para todo a € A;. Es
inmediato ver que g o w(x;/a) = (g ow)(x;/g(a)) para cualquier a € A;. Como

yeeuei/a)

g es suryectiva se sigue que es Vj (8) = 1 para todo a € A; siy solo

si VI(ngw)(xi/b)(ﬂ) = 1 para todo b € Ay lo que es equivalente al hecho que
Vf‘iow(V:ﬂiﬁ) = 1. La prueba del caso f) se hace de forma anéloga. Cuando ¢ es
un enunciado el valor de verdad de ¢ no depende de la valuacién que se tome
luego ¢ es valido en A; si y sélo si es valido en As. [

Definicion 9 Sea £ un lenguaje de primer orden y sea I una interpetaciéon con
universo U. Si A es un subconjunto de U diremos que A es expresable o definible
si existe una férmula ¢ de £ con una dnica variable libre z; tal que para toda
valuacion w : Term — U se tiene que V}*(¢) =1 si y solo si w(z;) € A.

Es decir si reemplazamos x; por cualquier elemento de a la féormula ¢ es ver-
dadera y si reemplazamos x; por cualquier elemento que no pertenezca a A la
formula es falsa. En el caso que A sea un conjunto con un tnico elemento a, A
es expresable significa justamente que a es distinguible. El siguiente resultado
es consecuencia del Teorema anterior.



Teorema 10 Sea L un lenguaje de primer orden y sea I una interpretacion con
dominio U. Entonces si A C U es expresable y g : U — U es un isomorfismo
se tiene que g(A) = A.

Demostracion. Sea d € Ay sea ¢(z;) una formula que expresa al conjunto
A. Sea w una valuacion tal que w(z;) = d. Luego V}*(¢) = 1. Como g es
isomorfismo se sigue del Teorema anterior que V{°*(¢) =1 lo que implica que
g(d) € A. En forma analoga se prueba que si g(a) € A entonces a € A ya que
la inversa de un isomorfismo es un isomorfismo. .

Estos resultados son importantes desde el punto de vista de las aplicaciones.
Veamos algunos ejemplos.

1) Sea £ un lenguaje con igualdad y un simbolo de funciéon binario f2. Sea
I = (N,4) y I = (N, ). Veamos que estas interpretaciones no son isomorfas.
Para ello basta ver por el primer teorema que existe un enunciado ¢ que sea
valida en la primer estructura y no en la segunda. Es decir Vi, (¢) # Vi, (¢).
Para ello debemos encontrar una propiedad que sea expresable en este lenguaje
y que sea valido en una estructura y no en la otra. Un ejemplo sencillo es la
propiedad cancelativa. La suma es cancelativa pero el producto no lo es ya que
por ejemplo 0.3 = 0.2 = 0 pero 2 # 3. La propiedad cancelativa se expresa
mediante el enunciado

(Z) = V$1V$2V$3<f2($1.’173) = fg(.TQIg) — T = 1‘2)

2) Sea L el lenguaje del ejemplo anterior, I; = (N\{0},+) y I = (N\{0},.).
Probar que estas estructuras tampoco son isomorfas. Un argumento algo mas
elaborado que el ejemplo anterior es como sigue. Sabemos que el orden usual
de los numeros naturales es un orden total Por otro lado la relacién < se puede
expresar en N\{0} por medio de la suma por la formula 2 < y si y solosi z =y o
bien existe z € N\{0} tal que = + z = y. Luego definimos el siguiente enunciado

¢ =VoVoy (21 = 22) V Fas f(v123) = 22)) V g f(z2w3) = 1)

Este enunciado en vélido en ;3. Sin embargo no es valido en Is ya que
si cambiamos la suma por el producto lo que expresa el enunciado en esta
estructura es que para todo par de nimeros naturales positivos x, y o son iguales
o x divide a y o bien y divide a x, hecho que no es cierto por ejemplo 2 no es
divisor de 3 ni 3 es divisor de 2.

3) Sea L un lenguaje con igualdad y que no contiene ningtin otro simbolo de
predicados ni tampoco contiene simbolos de funcién ni de constantes. Si I es
una interpretacion con dominio U, entonces A C U es expresable si y sélo si
A =0 obien A= U. Es decir los tinicos subconjuntos expresables son el vacio
y todo el universo. Es claro que el vacio es expresable por la férmula -z, = x1
y U por la féormula 21 = z1. Supongamos que A es un subconjunto expresable
que no sea vacio y A # U. Luego existen elementos a,bcona € Ay b¢ A. Sea
g : D — D lafuncién definida por g(a) = b, g(b) =ay g(x) =xsix #£ayz #b,
Es inmediato ver que g es una biyeccion y por ende un isomorfismo. Notar que
en este lenguaje cualquier biyeccién es automaticamente un isomorfismo. Se
sigue del Teorema 2 que g(A) = A lo que es imposible ya que g(a) =by b & A.



4) Sea £ un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binario f2. Sean
I = (R,+) y I = (Rsq,-). Probar que son interpretaciones isomorfas. En
particular un enunciado es valido en el conjunto de los nimeros reales con la
suma si y sélo si es valido en los reales positivos con el producto.

La funcién exponencial con base el numero e es un ejemplo de un isomor-
fismo, en efecto si g : R — Ry es la funcién g(x) = e® es una biyeccion (la
prueba se ve en los cursos de Andlisis Matemético) y por propiedades de la
exponencial se tiene que g(z +y) = e*T¥ = € - e¥ para todo par z,y € R.

5) Sea £ un lenguaje con un simbolo de predicados binario P2. Sea I la siguiente
estructura ordenada, es decir el simbolo P? se interpreta como la siguiente
relacién de orden parcial. El dominio de I es el siguiente conjunto de 4 elementos
U ={0,a,b,1} donde 0 es el primer elemento de U, 1 es el ultimo elemento de
U, y los elementos a,b son incomparables. Probar que los tnicos elementos
distinguibles son 0 y 1. Para ello sean ¢q, ¢1 las siguientes férmulas:

po = Voo P?(2122), ¢1 = Voo P(z271)

Es claro que ¢ expresa al conjunto unitario {0} y que ¢; expresa al conjunto
unitario {1} lo que dice que 0 y 1 son distinguibles. Por otro lado la funcion
g : U — U dada por ¢g(0) = 0,g(a) =b,9(b) =ay g(1) = 1 es un isomorfismo
que no deja fijoni a a ni a b.

6) Sea £ un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binario f2. Sea I =
(N, -). Probar que el conjunto de los nimeros primos es expresable. Recordemos
que en este caso un numero p es primo si p # 0,p # 1 y si a es un divisor de p
entonces a = 1 o bien a = p.

El problema central aqui es como expresar el complemento del conjunto
formado por el 0 y por el 1. Para ello notar que la férmula 22 = z se satisface
si y s6lo si £ = 0 o bien z = 1. Luego la siguiente férmula expresa al conjunto
de los nimeros primos:

(1) = (f*(2121) = 21 AVT2 (T3 f2(v2w3) = 21 = (f?(2212) = 2aVae = 21))

7) Sea L el lenguaje del ejercicio anterior y sea I = (N,+). Probar que si
g : N — N es un isomorfismo entonces g es la identidad.

Como g debe preservar la suma se sigue que ¢g(0) = g(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0)
lo que implica que ¢g(0) = 0. Probemos por induccién en n que g(n) = n para
todo n € N. Ya vimos que si n = 0 entonces g(n) = n. Asumamos por hipotesis
inductiva que g(z) = x para todo z < n, siendo n > 0. Comon = (n—1)+1
se sigue que g(n) =g(n — 1)+ g(1) =n—1+1 = n. Luego g(z) = = para todo
x. Notar que usamos el hecho que ¢g(1) = 1. Esto se prueba usando el hecho
que 1 = g(z) entonces x = 1. Es claro que z # 0. Luego z = (x — 1) + 1 lo que
implica que 1 = g(z — 1) + g(1). Luego g(1) <1 lo que implica g(1) = 1.



