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Guia de problemas N° 7: Diferenciacion

Definicién 1. Se define el conjunto de las funciones localmente integrables, L%OC(Rd), al con-
junto B
LL.(RY = {f: R = R: f € L'(K) para todo K C R? compacto}.

Definicién 2. Dada f € Li (R?) se definen las funciones maximales de Hardy-Littlewood
como
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Ejercicio 1. Probar que todas las funciones maximales de Hardy-Littlewood definidas arriba
son equivalentes. Es decir, para cualquier par de maximales consideradas M (i)( fHy M (j)( 1)
existen constantes Cq, Cy > 0 que dependen tinicamente de la dimensién d tales que para toda
f € L (R?) se verifica

CiMO(f) < MY(f) < CoMD ().

En lo que sigue notaremos M (f) para referirnos a cualquiera de las cuatro versiones de la
funcién maximal.

Ejercicio 2. Sea LllOC

grables sobre todo compacto K C R¢. Probar:
1. Si f € LP(R?) (1 < p < o0), entonces f € LL (R?).

2. Si f € Ll (R%) entonces M(f) es semicontinua inferiormente.

(RY) el conjunto formado por aquellas funciones medibles que son inte-

Ejercicio 3. 1. Sea E C R% un conjunto medible de diametro finito. Probar que existen
constantes C1, Cy > 0 tales que para |z| suficientemente grande vale

G| Bllx| ™ < M(xp)(x) < Cs| Eljz| .

2. Sea f € Li (R?) no nula. Probar que existe ¢ > 0 tal que M(f)(x) > c|z|~¢ para

|z| > 1. Deducir que M (f) € L'(R?), salvo que f = 0 en casi todo punto.
. _ 1 :

3.5 f:R—R dadla por f(z) = |m|10g2(|m|*1)x[*%7%}($>' Mostrar que f es integrable

pero que M(f) € LlOC(R)'
Ejercicio 4. Sea f € LP(R?).
1. Probar que si 1 < p < 00, existe ¢ > 0 que no depende de f tal que para todo a > 0,

e e R M(f)(@) > a}| < <

/ f(@)| da.
& J{zeRa: |f(z)|>a/2}

Sugerencia: Considerar g = fx{|s>2} y usar que |f| < [g| + 5.
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2. Probar que si 1 < p < oo, entonces M(f) € LP(R?). Ademas existe ¢p > 0 que no
depende de f tal que [|[M(f)|l, < cpll fllp-

Ejercicio 5. Sea f € Llloc(]Rd). Un punto x se dice punto de Lebesque de fsi
\Q!/’f x)| dy — 0 cuando @ | x.

Probar que casi todo punto de R¢ es un punto de Lebesgue de f.

Ejercicio 6. Sea S = {S;: i € I} una familia de conjuntos medibles. Se dice que S se contrae
reqularmente a x si

1. Para todo € > 0 existe S; € S tal que diam(5;) < e.
2. Existe una constante k£ > 0 tal que para todo S; € S vale que |Q;| < k|S;|, donde Q;
es el cubo mas pequeno con centro en x que contiene a 5;.

Los conjuntos .S; no necesitan contener a x.

1. Probar que las siguientes familias se contraen regularmente a x:
= SB = {B: B bola que contiene a z}
» S? = {Q: Q cubo que contiene a x}
» SBC = {B(x,r): r > 0}
» SOC = {z 4[4, >0}
2. Probar que si § es una familia que se contrae regularmente a x entonces existe una
constante C' > 0 tal que

sup o1 [ 11wl dy < CU(p)(a).

S;eS

(R%) entonces en todo punto de Lebesgue de f,

)| dy =0,
|S|a0\5|/|f @)l dy

para toda familia S que se contrae regularmente a x.

3. Probar que si f € Ll

loc

Ejercicio 7. Sea ¢ € L™®(R%), ¢ > 0 tal que sop(¢) C B1(0) y Jga ¢ dx = 1. Para cada e > 0
se define ¢.(z) = e %¢(Z). Dada f € L'(R?), probar que:

lm (f * ¢e)(z) = f(2),
para todo punto de Lebesgue de f.

Ejercicio 8. Sea f € L (R) tal que [; f¢'dz = 0 para toda ¢ € C2°(R). Probar que f es
constante en casi todo punto.

Ejercicio 9. Sea K € L>®(R%) de soporte compacto. Probar que existe C' > 0 tal que para
toda funcion f € L _(R?), se tiene

sup |f* Ke(2)] < CM(f)(x),

loc

para todo z € R? donde K.(z) = e 9K (%).
Ejercicio 10. Sea f: R — R dada por
0 si x =0,
f@) = {x sin(1) sia#0.

Calcular los cuatro niimeros de Dini f en g = 0.



Ejercicio 11. Hallar f: [0,1] — R creciente, continua y tal que

1
/0 f(x)dx < (1) - £(0).

Ejercicio 12. Sea f: [a,b] — R integrable y sea F(z) = [ f(t)dt la integral indefinida de
f. Probar:

1. F es absolutamente continua.

2. F es derivable en casi todo punto y F'(z) = f(x).
Ejercicio 13. Sea g: [a,b] — R una funcién estrictamente creciente y absolutamente continua
con g(a) =cy g(b) =d.

1. Si G C [e, d] es abierto, entonces |G| = fg_l(G) g'(z) dz.

2. Sea H = {z: ¢'(x) # 0}. Si E C [c,d] verifica que |E| = 0, entonces g~ (E) N H tiene

medida nula.
3. Si E C [c,d] es medible, entonces F' = g~!'(E) N H es medible y |E| = [, ¢'(z) dv =

b
Ju xe(9(2))g'(z) dz.
4. Si f es medible y no negativa sobre [c, d], entonces (f o g)g’ es medible sobre [a,b] y

JE Py dy = [P F(g(x))d (@) da.

Ejercicio 14. Sea F': [a,b] — R absolutamente continua en [a,b] y g: [a,b] — R integrable.
Definimos

Probar que vale la formula de integracion por partes

b b
/ F(z)g(z)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / G(x)F'(z) dz.

Ejercicio 15. Probar que si f es de variacion acotada en [a, ], entonces f se puede escribir
como f = g+ h donde g es absolutamente continua en [a,b] y h es singular en [a, b]. Probar,
ademas, que g y h son Tnicas salvo constantes aditivas.

Ejercicio 16. Sean f,: [0,1] — R (n € N) funciones absolutamente continuas, crecientes y
no negativas tales que » 2 fn(x) converge a un limite finito para todo z € [0, 1]. Sea f(x)
ese limite. Probar que f es derivable en casi todo punto y f'(z) = > .7, f,(x) en casi todo
punto.

Ejercicio 17. Sea f: [0,1] — R dada por
rsin(i) siz#0,
fly = ) a7
0 six = 0.

1. Probar que f es continua en [0, 1], pero Vil (f) = oc.
2. Probar que g(x) = zf(x) es de variacion acotada sobre [0, 1].

Ejercicio 18. Sean f,g: [a,b] — R funciones de variacion acotada. Entonces:

1. f4+g, f—g, fgy |f| son de variacion acotada.
2. Si existe m > 0 tal que |f(x)| > m para todo = € [a, b], entonces la funcion 1/f es de
variacion acotada.

Ejercicio 19. Sea g: [a,b] — R integrable Riemann. Probar que f(z) = [*g(t)dt es de
variaciéon acotada.
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Ejercicio 20. Sea f: [a,b] — R una funcion de variacion acotada. Para cada z € (a,b]
notemos V(z) = VF(f) vy V(a) = 0. Dado z¢ € [a,b] probar que f es continua a izquierda
(resp. a derecha) en z si y solo si V es continua a izquierda (resp. a derecha) en xy.

Ejercicio 21. Sea f: [a,b] — R una funcién de variacion acotada. Probar que el conjunto de
puntos de discontinuidad de f es a lo sumo numerable.

Ejercicio 22. Sea f absolutamente continua en [g, 1] para todo € > 0.

1. Si ademas f es continua en 0, jes f absolutamente continua en [0, 1]7
2. Si ademés f es continua en 0 y de variacion acotada en [0,1], jes f absolutamente
continua en [0, 1]7

Ejercicio 23. Sea { f, }nen una sucesion de funciones de variacion acotada sobre [a, b]. Probar
que si sup,ey V2 (fn) < 00y fu(z) — f() para todo x € [a, b], entonces V(f) < oc.

Ejercicio 24. Dar un ejemplo de una sucesiéon convergente de funciones de variaciéon acotada
cuyo limite sea una funcién de variacién no acotada.

Ejercicio 25. Sea f: [0,1] — R dada por f(z) = .7 apa™, donde > 7, |an| < co. Probar

n=1
que f es de variacion acotada y Vi (f) < D°0% |an|.
Ejercicio 26. Sea f: [a,b] — R una funcion de variacion acotada. Sea V': [a
por V(z) = VZ(f). El objetivo de este ejercicio es el de probar que V'(z) =
todo punto. Para eso se propone lo siguiente:

,b] — R dada
|f/(x)] en casi

1. Dada una particiéon a = g < x1 < -+ < x, = b, existe una funcion g: [a,b] — R tal
que
= g(0)=0,

= para cada 0 < j <n—1, g(z;41) — g(x;) = | f(zj41) — f(2))],
» para cada 0 < j < n — 1, existe una constante c¢; € R tal que
g|[%‘#¢j+1] = f|[rjvl"j+ﬂ +e¢oo g‘[wj@jﬂ] = _f‘[wj@jﬂl + ¢

2. Probar que toda funcién g como en el {tem anterior verifica que

» |¢'| = |f'| en casi todo punto,

-1

= g(b) = 22000 | f(2j41) — f(z5)],

= V' — g es mono6tona creciente.
3. Elegir una sucesion de funciones g como en el item 1 tales que > 72, V(z) —gi(z) < oo

para casi todo z € [a,b] y aplicar el ejercicio 16

Ejercicio 27. Sea f: [a,b] — R una funciéon de variacion acotada. Sea V': [a,b] — R dada
por V(z) = V7 (f). Probar que

1. f es continua si y s6lo si V' lo es.
2. f es absolutamente continua si y s6lo si V' lo es. Ademas, en este caso,

V(z) = /w |f'(z)| dx, para todo z € [a, b].

3. f; |f'(z)] dx < V2(f) y la igualdad vale si y sélo si f es absolutamente continua.

Ejercicio 28. Sea f: [a,b] — R una funcién absolutamente continua. Probar que si N C [a, ]
tiene medida nula, entonces f(INV) tiene medida nula. Concluir que la imagen por f de un
conjunto medible es un conjunto medible.

Sugerencia: Probar que la imagen por f de un intervalo [, d] es un intervalo de medida menor
a la variacion de f en [c, d].



