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Guía de problemas N◦ 5: El Teorema de cambio de variables

Ejercicio 1 (Coordenadas polares). Probar que para cualquier función medible no negativa
f de R2 se cumple ∫

R2

f(x, y) dxdy =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

f(r cos θ, r sin θ)r drdθ.

Ejercicio 2 (Coordenadas polares en Rd). Definimos los abiertos G,H ⊂ Rd como

G = (0,∞)× (0, π)× · · · × (0, π)× (0, 2π) y H = {x ∈ Rd : xd 6= 0 o xd−1 < 0}.
Sea S : G→ H la aplicación definida como

x1 = ρ cos θ1,

x2 = ρ sin θ1 cos θ2,
...
xd−1 = ρ sin θ1 sin θ2 · · · sin θd−2 cos θd−1,

xd = ρ sin θ1 sin θ2 · · · sin θd−2 sin θd−1.

Notamos x = (x1, . . . , xd), θ = (θ1, . . . , θd−1) entonces tenemos que x = S(ρ, θ).

1. Probar que S : G→ H es biyectiva y que Rd \H tiene medida cero.
2. Verificar que ρ2 = |x|2.
3. Probar que el Jacobiano de S viene dado por la fórmula

J = ρd−1g(θ), donde g(θ) = sind−2 θ1 sind−3 θ2 · · · sin θd−2.

Sugerencia: expresar S como S2 ◦ S1, donde S1 está dada por

x1 = ρ cos θ1, ρ1 = ρ sin θ1, θ2 = θ2, . . . , θd−1 = θd−1,

y S2 está dada por

x1 = x1, x2 = ρ1 cos θ2, x3 = ρ1 sin θ2 cos θ3, . . . , xd = ρ1 sin θ2 · · · sin θd−1,

y usar inducción con respecto a d.
4. Poniendo ω = S(1, θ), la transformación S puede escribirse de la forma x = ρω, donde
ρ = |x| y ω es un punto de la esfera unitaria Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1}. Mostrar que
para toda función medible no negativa se cumple∫

Rd

f dx =

∫ ∞
0

∫
Θ
f(ρω)g(θ) dθρd−1 dρ,

donde Θ = (0, π)× · · · × (0, π)× (0, 2π).
La integral respecto de θ es una integral de superficie sobre la esfera unitaria Sd−1 y

se la denota usualmente como∫
Θ
f(ρω)g(θ) dθ =

∫
Sd−1

f(ρω) dSω.

Ejercicio 3. Si f es integrable en Rd entonces∫
Rd

f(λx) dx = |λ|−d
∫
Rd

f(x) dx.
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Ejercicio 4. Sea A ∈ Rd×d una matriz simétrica y sea Q : Rd → R la forma cuadrática
asociada definida por Q(x) = xAxt. Probar que la función f(x) = e−Q(x) es integrable en Rd
si y sólo si todos los autovalores de A son positivos.

Probar, además, que en tal caso ∫
Rd

f dx =
π

d
2√

det(A)
.

Ejercicio 5. Decimos que f : Rd → R es una función radial si existe φ : [0,∞) → R tal que
f(x) = φ(|x|). Probar que existe una constante C que depende sólo de la dimensión d tal que
para toda función radial f vale que∫

Rd

f dx = C

∫ ∞
0

rd−1φ(r) dr.

Ejercicio 6. ¿Para qué valores de p es |x|p integrable en la bola unitaria? ¿Y en el comple-
mento de la bola unitaria?

Ejercicio 7. Calcular ∫
Rd

dx

(1 + |x|2)
d+1
2

.

Ejercicio 8. Se define la función Gamma a la función Γ: R→ R dada por

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt.

1. Probar que 0 < Γ(x) <∞ si x > 0.
2. Calcular Γ(1).
3. Probar que Γ(x+ 1) = xΓ(x) para x > 0.
4. Concluir que si n ∈ N, entonces Γ(n) = (n− 1)!.

Ejercicio 9. Se define la función beta a la función β : (0,∞)× (0,∞)→ R dada por

β(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1 dt.

1. Probar que β es simétrica. Es decir β(x, y) = β(y, x) para todo x, y > 0.
2. Probar que

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
,

donde Γ(x) es la función Gamma definida en el ejercicio anterior.

Ejercicio 10. Demostrar que la integral biparamétrica∫ 1

0
xp−1| ln(x)|q−1 dx

es finita si p, q > 0 y expresar su valor en términos de la función Γ.
Sugerencia: Considere el cambio de variables x = e−t.

Ejercicio 11. Sea A ⊂ Rd un conjunto boreliano tal que para cada v ∈ Rd, |v| = 1, el
conjunto

Av = {t ∈ R : tv ∈ A}
tiene medida nula. Probar que A tiene medida nula.

Ejercicio 12. Sea M un conjunto convexo en Rd. Probar que la frontera de M tiene medida
nula y que M es medible.
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Ejercicio 13. 1. Probar que ∫
Rd

e−|x|
2
dx =

C

2
Γ(d2),

donde C es una constante que depende sólo de la dimensión d y Γ es la función Gamma
introducida en el ejercicio 8.

Sugerencia: usar un cambio de coordenadas polares.
2. Usando el ejercicio 4 concluir que

|B1(0)| = π
d
2

Γ(d2 + 1)
.

Observar que ĺımd→∞ |B1(0)| = 0.


