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Guia de problemas N° 2: Funciones medibles

Ejercicio 1. Sea B la o—algebra de Borel de Ry f: R — R. Probar:

1. Si f es medible entonces f ~1(B) es medible para todo B € B.
2. SiB={E=BUA: BeE By AC {-00,00}} entonces, f es medible si y solo si f~!(E)
es medible para todo E € B.

Ejercicio 2. Sean f,g: R? — R medibles. Mostrar que los conjuntos {f > g} v {f = g} son
medibles.

Ejercicio 3. Sea f: R — R.

1. Si para todo v € R el conjunto {z € R: f(z) = a} es medible, jes f medible?
2. Si |f| es medible, jes f medible?

Ejercicio 4. Sea f: R — R. Probar que:

1. Si f es mondtona, entonces f es medible Borel.
2. Si f es derivable, entonces f’ es medible Borel.

Ejercicio 5. Si f: R? — R es medible, entonces existe g: R? — R medible Borel tal que
f = g en casi todo punto.

Ejercicio 6. Sea f: R? — R continua en casi todo punto. Probar que f es medible.

Ejercicio 7. 1. Hallar f: R — R continua en casi todo punto tal que no exista g: R — R
continua que verifique que f = g en casi todo punto.
2. Hallar f,g: R — R tales que g sea continua, g = f en casi todo punto y f sea discontinua
en todo punto.

Ejercicio 8. Sea I un intervalo de R?.

1. Sea E C I medible. Probar que para cada ¢ > 0, existe g: I — R continua tal que
{z e l:g(x)#xp()} <e.

2. Sea ¢ una funcion simple definida sobre I. Probar que para cada e > 0, existe g: I — R
continua tal que

{z eI:g(@) # p(x)}| <e
3. Sea f: I — R medible y finita en casi todo punto. Probar que dados ¢ > 0y § > 0,
existe ¢ simple tal que

{z eI |p(x) — f(z)] = e} <6
4. Sea f como en en {tem anterior. Probar que dados ¢ > 0 y d > 0, existe g continua tal
que
{z el |g(z) — f(z)| = e} <.

Ejercicio 9. Sea E medible y {fx}kren, fr: £ — R, una sucesion de funciones medibles tales
que para todo = € E, existe M, € (0,00) tal que

| fre(x)] < My para todo k € N.
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Probar que si para todo o > 0, existe kg = ko(a) € N tal que

{z € E: |fy(z)| < a}| < T,

i para todo k > ko,

entonces |E| = 0.

Ejercicio 10. Sea E de medida finita y {fx}ren, fx: £ — R, una sucesion de funciones
medibles tal que para todo x € E, existe M, € (0,00) tal que

|fe(z)] < My, para todo k € N.
Probar que dado ¢ > 0, existe F' C E cerrado y M € (0,00) tales que
|IE\F|<e vy |fu(zx)] <M, paratodok €Ny paratodo z € F.

Ejercicio 11. Para cada n € N, sea f,,: [0,00) — R dada por f,(z) = nx, ](x) Probar:

12
n’'n

1. La sucesion { f, }nen converge puntualmente.

2. Para cada ¢ > 0, la sucesion { fj }nen converge uniformemente en [, 00).
3. No existe E C [0,00) tal que |E| =0y {fn}nen converja uniformemente en E°.

Ejercicio 12. 1. Sea E de medida finita y sean {f,}nen, fn: E — R, una sucesion de
funciones medibles, finitas en casi todo punto de F y tales que f, — f en casi todo
punto de E cuando n — oco.

Probar que existe una sucesion de conjuntos medibles de E, {E; };en tal que:
a) |E\UZ, Bl =0,
b) para cada i € N, f, =% f uniformemente en Ej.
2. El mismo resultado vale si E = |J;-; Ax, donde Ay, es de medida finita para cada k € N.

Ejercicio 13. Sean {f,}nen v f funciones medibles definidas sobre un conjunto A y finitas
en casi todo punto. Sea {A,},en una sucesion de subconjuntos de A medibles, tales que

|A\ A,| — 0si n — co. Probar que si x4, fn — f entonces f, -5 f.

Ejercicio 14. Supongamos que f; — f y gr — g sobre E. Probar:

1. fx +gr = f+ g sobre E.

2. Si |E| < oo, entonces frgr — fg sobre E. Mostrar que la hipotesis |E| < oo, es
necesaria.

3. Si |E| < oo, g, — g en casi todo punto de E'y g # 0 en casi todo punto de E, entonces

fr/ gk UiS f/g sobre E.

Ejercicio 15. Sea f;: [0,1] — [0, 1] la funcién de Cantor-Lebesgue y f: [0, 1] — [0, 2] definida
por f(x) = fi(z) + z. Probar:

1. f es continua y biyectiva. Ademas f~! es continua.

2. Si C es el Ternario de Cantor, entonces |f(C)| = 1.

3. Sea g = f~1. Mostrar que existe A medible tal que g~!(A) es no medible.

4. Mostrar que existe un conjunto medible que no es boreliano.

5. Hallar h;: [a,b] — R medible Borel y ho: R — R medible tal que hy o hy no es medible.

Ejercicio 16. Si f: R? — R es semicontinua superior, o semicontinua inferior o continua,
entonces f es medible borel.



