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Guia de problemas N° 1: Medida de Lebesgue

Ejercicio 1. Sea E C R? medible y tal que E = AU B, donde |B| = 0. Probar que A es
medible.

Ejercicio 2. Sea E C A con |A| = 0. Probar que E es medible y que |E| = 0. Deducir que el
cardinal de los conjuntos medibles es 2¢. ;Cudl es el cardinal de los conjuntos no medibles?

Ejercicio 3. Dada un funciéon f: E — F se define el grafico de f como
G(f)={(z, f(z)): x € E} C E x F.

1. Sea f: [a,b] — R continua. Probar su grafico tiene medida cero.
2. Sea f: R — R continua. Probar que su gréafico también tiene medida cero.
3. ;Qué sucede si f posee finitas discontinuidades?

Ejercicio 4. Si E; y Fy son medibles, mostrar que
|E1 U E2| -+ ’El ﬂE2| = ‘E1| -+ ‘EQ‘
Ejercicio 5. Sean v € R? y T: RY — R dada por T'(z) = = + v. Probar:

1. [T(E)|. = |E|. para todo conjunto E C R?,
2. Si E es medible entonces T'(E) resulta medible y |T'(E)| = |E].

Ejercicio 6. Sean A C R? y r > 0. Definimos la dilatacion de A al conjunto
r-A={ra:ac A}.
Probar:
1. |r- Al =rYAl.
2. Si A es medible entonces 7 - A es medible y |r - A| = r?|A|.
Ejercicio 7. Sea B(0,7) = {x € R?: || < r}, la bola de centro 0 € R? y radio r > 0.

1. Calcular |B(0,r)| en términos de wy = |B(0,1)|.

2. Sea A C R? medible. Probar que la funcién f: [0,00) — R, dada por f(r) = |[ANB(0,7)|
es continua.

3. Deducir que si A es medible, entonces para cada s € (0,|A]), existe B C A medible tal
que |B| = s.

4. Concluir que si A C R? es medible y 0 < |A| < oo, entonces dado n € N, existen
{A;}1<j<n subconjuntos disjuntos de A tales que |A;| = 1| A| para todo 1 < j < n.

Ejercicio 8. Sea T': [0,1) — [0,1) definida por

T(z) = 2z s%0§x<1/2,
20 -1 sil/2<z< 1

Probar que si E C [0,1) es medible, entonces T~!(E) es medible y, ademas, |T~(E)| = |E|.
Ejercicio 9. Sean A, B C R? tales que dist(4, B) > 0. Probar que
|[AU Ble = |Ale + |Ble.
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Ejercicio 10. Dada una sucesion de conjuntos medibles { Ay, },en, notamos

A, =liminf A,, = [j ﬁ Ay y A" =limsup A4, = ﬁ Ej Ag.
oo n=1k=n o n=1k=n

Probar:

1. A, y A* son medibles.

|Ax| < liminf,, o0 |Anl.

Si para algin n € N, | U~ Ai| < oo, entonces |A*| > limsup,, ., [An|.

Si Y2 |An| < oo, entonces |A*| = 0.

. Qué pasa si {Ay, }nen es creciente? (Es decir si A, C Apt1). (Y si {Apnen es decre-
ciente? (Es decir si A, D Apt1).
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Ejercicio 11. Probar que cualquier conjunto con medida positiva tiene la potencia del con-
tinuo.

Ejercicio 12. Construir un subconjunto de [0, 1] de manera similar al conjunto de Cantor
excepto que en el k—ésimo paso, cada intervalo que se extrae tiene longitud §3 % con 0 < 6 < 1.
Probar que el conjunto obtenido es perfecto, tiene medida 1 — d y no contiene intervalos.

Ejercicio 13. Sea E el conjunto de puntos del intervalo (0,1) tal que z € E si y solo si en el
desarrollo decimal de x no aparece el digito 7. Mostrar que E tiene medida de Lebesgue 0.

Ejercicio 14. Probar la equivalencia de las siguientes afirmaciones:

1. F es medible.
2. Para todo € > 0, existe F' C E cerrado tal que |E \ F|, < e.
3. Existen H de clase F, y N de medida cero tales que £ = H U N.

Ejercicio 15. Construya una sucesiéon de conjuntos {FEj}ren disjuntos dos a dos tal que
|Uken Ey|, < Y521 |Ekle. (Sugerencia: considerar translaciones racionales de conjuntos de
Vitali).
Ejercicio 16. Para cada F C R? definimos su medida interior como
|E|; = sup{|F|: F C E, Fcerrado}.

Probar:

L. ’E‘z < |E’e
Si E es medible entonces |E|; = |El.
Si |Ele < o0y |E|; = |E|e, entonces E es medible.
Existe E no medible tal que |E|; = |E|e.

FE{ C E5 entonces |E1|z < ‘Eg‘l
6. {En}nen son disjuntos dos a dos, entonces | U, ey Enli = D opey |Enli-
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Ejercicio 17. Sea V un conjunto de Vitali. Probar que si F es medible y £ C V entonces
|E| = 0. Concluir que |V|]; = 0.

Ejercicio 18. Construir una sucesion de conjuntos { E, }nen tal que |, cn Enli > oo | Enli

Sugerencia: considerar V' C [0,1] un conjunto de Vitali y {r,}nen una numeracion de los
racionales del [—1,1]. Si definimos E,, = 7, +V/, entonces [0,1] C U,eny En ¥ 2opeq [Enli = 0.

Ejercicio 19. Sean E C R? medible y A C E. Probar que
|E| = |A]; + |E\ Ale.
Ejercicio 20. Sea Z C R tal que |Z| = 0. Mostrar que E = {2%: z € Z} tiene medida nula.



3

Ejercicio 21. Sea E C R? medible con |E| > 0. Probar que dado € > 0, existe un intervalo
I'talque |[ENI| >0y |[I\(ENI)|<e.

Ejercicio 22. Mostrar que existe un subconjunto H del intervalo [0, 1] de clase F,, de medida
uno, formado solo por puntos irracionales.

Concluir que H es unién numerable de conjuntos cerrados de interior vacio.
Ejercicio 23. Sea E C R medible con la propidad de que si z,y € E entonces ‘TTﬂ” ¢ FE.
Probar que FE tiene medida cero.

Sugerencia: Probar que si I es un intervalo centrado en un punto de E entonces |[ENI| < $|I].



