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Guía de problemas N◦ 0: Preliminares

Ejercicio 1. Sean {Xi}i∈I y {Yi}j∈J dos familias de conjuntos. Probar:

1.

(⋂
i∈I

Xi

)
∪

⋂
j∈J

Yj

 =
⋂

(i,j)∈I×J

(Xi ∪ Yj).

2.

(⋃
i∈I

Xi

)
∩

⋃
j∈J

Yj

 =
⋃

(i,j)∈I×J

(Xi ∩ Yj).

3.

(⋂
i∈I

Xi

)
×

⋂
j∈J

Yj

 =
⋂

(i,j)∈I×J

(Xi × Yj).

4.

(⋃
i∈I

Xi

)
×

⋃
j∈J

Yj

 =
⋃

(i,j)∈I×J

(Xi × Yj).

5. Si I = J y para todo i ∈ I se tiene que Yi ⊂ Xi, entonces(⋃
i∈I

Yi

)
⊂

(⋃
i∈I

Xi

)
y

(⋂
i∈I

Yi

)
⊂

(⋂
i∈I

Xi

)
.

6. Si A ⊂ I entonces(⋃
i∈A

Xi

)
⊂

(⋃
i∈I

Xi

)
y

(⋂
i∈I

Xi

)
⊂

(⋂
i∈A

Xi

)
.

7. Para cada conjunto F se tiene

F \
⋃
i∈I

Xi =
⋂
i∈I

(F \Xi) y F \
⋂
i∈I

Xi =
⋃
i∈I

(F \Xi).

8. Encontrar conjuntos An,k (n, k ∈ N) tales que⋂
n∈N

⋃
k∈N

An,k 6=
⋃
k∈N

⋂
n∈N

An,k.

Ejercicio 2. Sean (Jl)l∈L y (Xi)i∈I dos familias de conjuntos tales que I =
⋃

l∈L Jl. Probar
que ⋃

i∈I
Xi =

⋃
l∈L

⋃
i∈Jl

Xi

 y
⋂
i∈I

Xi =
⋂
l∈L

⋂
i∈Jl

Xi

 .

Ejercicio 3. Si A×B = (A1×B1)∪ (A2×B2) con (A1×B1)∩ (A2×B2) = ∅, A1×B1 6= ∅
y A2 ×B2 6= ∅ entonces

(A = A1 = A2 y B = B1 ∪B2) ó (A = A1 ∪A2 y B1 = B2 = B).

Ejercicio 4. Sea f : E → F y A,B ⊂ E, C ⊂ F . Probar:
1. Si A ⊂ B, entonces f(A) ⊂ f(B).
2. f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).
3. f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B).
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4. Si f es inyectiva, entonces f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).
5. A ⊂ f−1(f(A)) y f(f−1(C)) ⊂ C.
6. Si f es inyectiva, entonces f(E \A) ⊂ F \ f(A).
7. Si f es suryectiva, entonces f(E \A) ⊃ F \ f(A).
8. f−1(F \ C) = E \ f−1(C).

Ejercicio 5. Sea f : E → F y sean {Xi}i∈I e {Yj}j∈J dos familias de subconjuntos de E y
F respectivamente. Probar:

1. f(
⋃

i∈I Xi) =
⋃

i∈I f(Xi).
2. f(

⋂
i∈I Xi) ⊂

⋂
i∈I f(Xi).

3. si f es inyectiva ⇒ f(
⋂

i∈I Xi) =
⋂

i∈I f(Xi).
4. f−1(

⋂
j∈J Yj) =

⋂
j∈J f

−1(Yj).
5. f−1(

⋃
j∈J Yj) =

⋃
j∈J f

−1(Yj).

Ejercicio 6. Dada una sucesión de subconjuntos de E, {En}n∈N, se definen

ĺım inf
n→∞

En =
⋃
n∈N

⋂
k≥n

Ek y ĺım sup
n→∞

En =
⋂
n∈N

⋃
k≥n

Ek

al límite inferior y superior de la sucesión {En}n∈N respectivamente. Probar:

1. E \ ĺım infn→∞En = ĺım supn→∞(E \ En).
2. E \ ĺım supn→∞En = ĺım infn→∞(E \ En).
3. ĺım infn→∞En ⊂ ĺım supn→∞En.

Ejercicio 7. Si ĺım infn→∞En = ĺım supn→∞En, decimos que existe el límite de la sucesión
{En}n∈N y a este conjunto se lo denota por ĺımn→∞En. Probar:

1. Si la sucesión {En}n∈N es decreciente, i.e. En+1 ⊂ En para todo n ∈ N, entonces el
límite existe y se tiene ĺımn→∞En =

⋂
n∈NEn.

2. Si la sucesión {En}n∈N es creciente, i.e. En ⊂ En+1 para todo n ∈ N, entonces el límite
existe y se tiene ĺımn→∞En =

⋃
n∈NEn.

3. Dada una sucesión de {En}n∈N se define inductivamente la sucesión {Dn}n∈N de la
forma

D0 = ∅ y Dn+1 = Dn 4 En para todo n ∈ N.
Probar que existe ĺımn→∞Dn si y sólo si ĺımn→∞En = ∅.

Ejercicio 8. Sea X 6= ∅ y sean A,B ⊂ X. Se define la función característica (o indicadora)
del conjunto A a la función χA : X → R dada por

χA(x) =

{
1 si x ∈ A,

0 si x /∈ A.

Verificar las siguientes afirmaciones:

1. A ⊂ B si y sólo si χA ≤ χB.
2. χA∩B = χAχB.
3. χA∪B = χA + χB − χA∩B.

Ejercicio 9. Sean X 6= ∅ y {En}n∈N una sucesión de subconjuntos de X y sea f : X → Y .
Probar:

1. f(ĺım infn→∞En) ⊂ ĺım infn→∞ f(En).
2. f(ĺım supn→∞En) ⊂ ĺım supn→∞ f(En).
3. Si f es inyectiva, vale la igualdad en los ítems anteriores.
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Ejercicio 10. Sea E un conjunto y f : P(E)→ P(E) una función monótona con respecto a
la inclusión. Es decir, si A ⊂ B ⊂ E, entonces f(A) ⊂ f(B). Sean

V =
⋂
{Z ⊂ E : f(Z) ⊂ Z} y W =

⋃
{Z ⊂ E : f(Z) ⊃ Z}.

Probar que:

1. f(V ) = V y f(W ) = W .
2. Si A ⊂ E es tal que f(A) = A, entonces V ⊂ A ⊂W .


