Algebra II

Primer cuatrimestre - 2024
Préactica 3
Grupos — Tercera parte

Acciones

1.1. Sean G un grupo finito, H y K dos subgrupos de G, y X = HK.
(1) Probar que la siguiente férmula (h, k) - x = hxk~! define una accién de H x K en X.
(11) Probar que la accién es transitiva y que el estabilizador de 1 es isomorfo a HN K.
(111) Deducir de lo anterior que [H||K| = [HK|[H N K|.
1.2. Seap un primoy V = IF%. Consideramos el conjunto X = V'\ {0}.

() Probar que hay una accion transitiva de GL;(IF},) sobre V dada por la multiplicacién de
matrices A - v := Av.

(11) Calcular el estabilizador de (1, 0).
(1) Probar que |GL(IFp)| = (p2—1)(p2—p).
1.3. Sea G un grupo finito y H un subgrupo propio.
(1) Pruebe quelaregla g-xH := gxH define una accién de G en G/H. Deduzca que la asignaciéon
0:G > S(G/H),  p(g)(xH) = gxH
es un morfismo de grupos. Notaremos K := ker(p) e I := im(p)
(11) Pruebe que |K]| divide a [H| e [I| divide a [G : H]!.

(111) Pruebe que si el indice de H es el menor primo que divide al orden de G, entonces [G : K] =
[G : H] y H = K. En particular H es normal en G.

(1v) Pruebe que si G es simple, entonces |G| | [G : H]!.

1.4 (Lema de Burnside). Sea G un grupo finito actuando sobre un conjunto finito X. Denotamos
por X/G = {0y : x € X} al conjunto de 6rbitas de la accion y X9 := {x € X : g-x = x} el conjunto
de puntos fijos por un elemento g € G.

(1) Probar que
D X9U=Hgx)eGxX|g-x=x}=) Gyl

geG xEX
(11) Probar que } , cx ‘olﬁ = |X/Gl.

(111) Concluir que la cantidad de ¢rbitas es igual al promedio de los puntos fijos:
1
X/6l= & > X9l
geG

(1v) Deducir que |X/G| > [X|/|G| y la igualdad se tiene si y s6lo si ningtin elemento (no trivial)
de G tiene puntos fijos.



Producto directo y producto semidirecto

2.1. Dados G y H dos grupos, determinar Z(G x H).
2.2 (Produto directo interno). Sea G un grupo.

(I) Sean N y M dos subgrupos normales de G y supongamos que NNM =1y G = NM.
Mostrar que entonces es G = N x M.

(11) Supongamos que G es grupo finito de orden mn con (m,n) = 1. Mostrar que si G posee
exactamente un subgrupo N de orden n y exactamente un subgrupo M de orden m, enton-
ces G es isomorfo al producto directo de N y M.

2.3 (Teorema chino del resto). Probar que si m y n son ntimeros naturales coprimos, entonces
Zmn = Zm X Zn. Deducir que si py,...,pk son primos distintos dos a dos y «y,...,ax € IN,
entonces Z. «; o =2 o X o X Lo oy

P1 Px P1 Px

2.4. Probar que C* =R X st
2.5. Probar que Dg = S3 x Z.

2.6. Sean f: H — H’y g : K — K’ dos morfismos de grupos. Probar que la funcién f x g : H x K —
H’ x K’ definida por (h, k) — (f(h), g(k)) es un morfismo de grupos.

2.7. Encontrar un isomorfismo entre el grupo Z, x Z, y un subgrupo de A4. Probar que este
subgrupo es normal en A4 y describir el cociente.

2.8. Sean H y K dos grupos y sean S <Hy T <K dos subgrupos normales. Probar que S x T<IH x K

y que
HxK _
ST = (H/S) x (K/T).

29. Sean G, Hy W gruposy u: G — W, v: H — W dos homomorfismos de grupos. Probar que
la aplicacién (u,v) : (g, h) € G x H — u(g)v(h) € W es un homomorfismo de grupos si y sélo si
todo elemento de u(G) conmuta con todo elemento de v(H).

2.10 (Producto semidirecto). Sean G y N dos gruposy 6 : G — Aut(N) un momorfismo de grupos.
Sea K = N x Gy consideremos el producto en K dado por

(n,g)- (', g') = (mB(g)('), 9¢'), ¥ (n,g),(n',g") K.

Mostrar que con respecto a este producto K es un grupo, el cual llamamos producto semidirecto (o
cruzado) de N por G con respecto a 8. Lo notamos N xg G.

(I) Probar que t: N = N xg G,n — (n,1) y m: N x9g G = G,(n,g) — g son morfismos de
grupos.

(11) Probar que N xg G es abeliano si y s6lo si 8 = 1y tanto N como G son abelianos, en cuyo
caso N xg G =N x G.

2.11 (Producto semidirecto interno). Sea K un grupo y sean G y N subgrupos de K con N normal
en K. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) K=NGyNNG={1}
(1) K=GNyNNG={1}



(1) Todo elemento de K puede escribirse de forma tinica como un producto de un elemento de
N por uno de G;

(1v) Todo elemento de K puede escribirse de forma tnica como un producto de un elemento de
G por uno de N.

(v) La composicién de la inclusién G — K con la proyeccién canénica K — K/N es un isomor-
fismo.

(vI) Existe un homomorfismo o : K — G que se restringe a la identidad de G y cuyo ntcleo es N.

Probar ademads que, cuando estas afirmaciones valen, existen un homomorfismo de grupos 6 :
G — Aut(N) y un isomorfismo de grupos & : N xg G — K tales que el siguiente diagrama
conmuta:

N ‘5 NxgG —Z=— G

L

N K/N

2.12. Encuentre un morfismo 0: Z,; — Aut(Z3) tal que S3 = Z3 x¢g Z;.

2.13. Encuentre un morfismo 8: Z,; — Aut(Ay,) tal que S, = A g Z;.

2.14. Mostrar que H no puede ser escrito como un producto semidirecto de forma no trivial.
2.15. Probar que GLy, (k) es un producto semidirecto de SLy, (k) y k*.

2.16. Consideremos el grupo

G:{MGGLz(C):M:( 8 E),a,b,ceC}

formado por las matrices triangulares superiores de 2 x 2, con la operacién usual de multiplica-
cién de matrices. Probar que los conjuntos D € Gy N C G dados por

D—{MeGLZ(C);M—(S g),a,beC}

N:{MEGLZ(C):M:(é ?),aeC}

son subgrupos de G y que G ~ N xg D. Probar que G/N es abeliano y calcular [G, G].

Teoremas de Sylow y clasificacién de grupos finitos

3.1. Mostrar que no hay grupos simples de orden 28 o 312.

3.2. Caracterizar todos los grupos de orden pq con p y q dos primos distintos y probar que
ninguno de ellos es simple.

3.3. Sea G un grupo de orden p"m con p primo, r > 1y p > m. Probar que G no es simple.
3.4. Mostrar que un grupo de orden 12 0 56 no es simple

3.5. Caracterizar los grupos de orden p?q con p y q primos distintos y probar que ninguno de
ellos es simple.



3.6. Mostrar que un grupo no abeliano de orden menor que 60 no es simple.
3.7. Probar que todo grupo de orden 5 -7 - 17 es ciclico.

3.8. Probar que si todos los subgrupos de Sylow de un grupo finito G son normales, entonces G
es el producto directo de sus subgrupos de Sylow. Observar que en particular esto ocurre cuando
G es abeliano.

3.9. Caracterice todos los grupos abelianos de orden finito y libre de cuadrados.

Presentaciones

4.1. Caracterizar los siguientes grupos dados por generadores y relaciones:
M {xIx);
(I (x[x™);
) {(x,y | xyxty=1);
(1v) (xy | x™ xyxty~t);
V) {(xy %% y*xyxy);
(VD) (%, y | xyxyxyxy);
(vir) {a,b|a* abab~!, a?b2).



