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Diagramas de fases de sistemas lineales a coeficientes
constantes
Consideremos el sistema

X' = AX

con Ac R2>X? y X = <X1).

X2
Queremos dibujar aproximadamente las trayectorias del sistema
dependiendo de cémo son los autovalores A1 y Ay de A.

Asumimos que 0 no es autovalor, i.e, A es INVERSIBLE.
En este caso (0,0) es el dnico equilibrio del sistema ya que la dnica
soluciéon de AX =0es X =0
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Resumen. X’ = AX con A coeficientes constantes

Autovalores

Base

Caso I: A1 #£ X R

{eMtvy, eMty,)

V1, Vo autovectores asociados a A1, Ap

Caso Il: A € R dnico autovalor

y hay base de autovectores

CoR]

Caso lll: A € R unico autovalor
y No hay base de autovectores

{eMv, M(tv +w)}
(A= X)w =v

con v autovector asociado a A

Caso IV: \i =a+ip
)\71:)\2€C

X1 = e®*(cos(t) + isen (5t))v1
vy autovector asociado a \;

{Re (X]_), Im (Xl)}
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Caso I: Dos autovalores reales y distintos
Sean v y v, los autovectores correspondientes a los A1 y Ao
respectivamente. Entonces, la solucién general es

X(t) = creMtvy + cpeMtvy.

Llamemos y1(t) e y»(t) a los coeficientes del vector X(t) en la
base {v1,v2}. Es decir,

yi(t) y2(t)
—~ —~

X(t) = cie™tvy + ce™tvy = yivi + yovo

donde c; y ¢ son las componentes del vector X(0) en la base

{Vl,VQ}.

Se puede ver que:
A2

ya = K(lya[)
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Casola) \;1 > X2 >0, e, i—f < 1.

Dibujamos curvas de la forma y» = K(|y1|)®, con a <1
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NODO INESTABLE
La trayectorias se alejan del punto de reposo.
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Caso I b) \; <Xy <0, ie, 0< 32 <L
Dibujamos curvas de la forma y» = K(|y1])®, con v < 1

Es el mismo dibujo que antes pero cambiamos el sentido de las
flechas.

im y1=0= Ilim y» lim y1=0c0= Ilim y»
t—>+ooy t—)—l—ooy t—>—ooy t—>+ooy

94 A
> £
> <
e y = g
> A <
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NODO ESTABLE
La trayectorias se acercan al punto de reposo.
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Caso l c) \; > 0> )\, e, % < 0.
Dibujamos curvas de la forma y» = K(|y1])%, con o <0

lim =00 lim =0 lim =0 lim =00
t——+4o00 % t——+o0 Y2 t——o0 /1 t—>—ooy2
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PUNTO SILLA
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Caso Il A\; = Ap = A # 0 y hay base de autovectores.

El sistema estd desacoplado, A= Al. Entonces x;(t) = creMt,

Xz(t) = C2€>‘t.
ool at (0
X(t) = cie <O + ce 1

Para ¢; # 0 podemos escribir

Xz(t) = %Xl(t)
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Para A > 0 el diagrama es

NODO (estelar) INESTABLE

Si A < 0 el grafico es el mismo pero con las flechas apuntando al
origen y tenemos un NODO (estelar) ESTABLE
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Caso Il A\; = Ay = XA # 0 y No hay base de autovectores.

La solucién general es X(t) = cie*v + cye (vt + w) donde v es
un autovector correspondiente al autovalor . Por lo tanto,
X(t) = y1i(t)v + y2(t)w con

yl(t) = (C1 -+ Czt)eM yg(t) = ch’\t.

Si X(0) = cv se sigue que ¢; = ¢y ¢ = 0. Por lo tanto,
X(t) = ciev y la recta generada por v es una trayectoria
solucioén.

En este caso, la recta generada por w no es una trayectoria
solucién.
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Sea ¢ # 0. Usando que

1
Mt = 22 t="log Q’
(@) A ()]
Obtenemos,
1
y1= )Q(K + 5 log \Y2|>,
donde K = & — 1 log |ca.

Ademads y» no cambia de signo pero como log |y>| tiende a —oo
cuando |y»| tiende a 0 y a 400 cuando |y»| tiende a +00 se ve que
y1 si cambia de signo.
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Dibujemos las curvas (yi(t), y2(t)) en el caso en que A < 0.
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Lo que da como diagrama de fases, para el caso A < 0,

R

Aqui v1 corresponde avy vp a w.
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En el caso en que X > 0 nos queda:
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Caso IV. \{ =a+iB, o=X =a—if con 5 <0.

En este caso la solucidn real es

X(t) =a Re(e(o‘“ﬂ)tz) + czlm(e(a“ﬁ)tz) donde z = v + iw es
un autovector asociado a 1.

Tenemos por lo tanto

X(t) = c1e*(cos Btv — sen Bt w) + coe®*(sen Bt v + cos Bt w).
Escrito en la base {v,w},
X(t) = e**(cy cos Bt + cosen Bt)v + e (—cisen Bt + cp cos Bt)w

= y1(t)v + ya(t)w.
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Recordemos que X(0) = c1v + cow, por lo tanto y1(0) = ¢,
y2(0) = .
Haciendo las cuentas no es dificil ver que

y1(t)2 + yz(t)2 — r2e2o<t
Entonces, cuando o = 0 tenemos discos de radio r y cuando a # 0

espirales logaritmicas.
Notar también que

() e (2 =i (@)

que nos da un rotacién de (c1,c2) en —(t grados en sentido
anti-horario.

Por lo tanto en el plano (yi,y2) la curva (yi(t), y2(t)) se obtiene
rotando anti-horario el punto (c1, ¢) un dngulo —5t > 0y luego
expandiendo (o contrayendo) su médulo por un factor e*.

Esto da los siguientes diagramas dependiendo de .
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a<0
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a>0

Y

FOCO INESTABLE
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En el plano de fases tenemos (las trayectorias van de v a w)
a=0

a<0
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a>0
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Comportamientos.

@ Si todos los autovalores de A tienen parte real negativa, todas
las trayectorias tienden a 0 cuando el tiempo tiende a +oo.

@ Si todos los autovalores de A tienen parte real positiva, todas
las trayectorias tienden a 0 cuando el tiempo tiende a —o0, es
decir, se alejan de 0 cuando el tiempo avanza.
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Comportamientos

@ Si un autovalor es positivo y el otro negativo, hay exactamente
dos trayectorias que se acercan a 0 cuando el tiempo tiende a
+o00. Estas trayectorias son las que corresponden a la recta de
autovectores asociados al autovalor negativo.

Y hay exactamente dos trayectorias que se acercan a 0 cuando
el tiempo tiende a —oo (se alejan del origen cuando el tiempo
avanza). Estas trayectorias son las que corresponden a la
recta de autovectores asociados al autovalor positivo.

Todas las demds trayectorias se alejan del origen tanto hacia
el futuro como hacia el pasado.
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Sistemas autonomos generales X’ = F(x)
Recordemos que dos trayectorias correspondientes a datos distintos
NO se cortan
Definicion: Dado el sistema auténomo X'(t) = F(X(t)) ,
FeClenQ X:1CR—R"
e Decimos que X(t) es una solucién estacionaria si
X(t) = Xp, Vt € 1, i.e., X es constante.

@ Decimos que Xy es un punto de equilibrio o punto critico o
punto de reposo si F(Xp) = 0.
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OBS.
e Si X(t) = Xp es solucién entonces
0= X'(t) = F(X(t)) = F(Xo) y por ende Xy s un punto de
reposo.
@ Sea ahora Xp un punto critico (PC) de F, considero la
trayectoria X(t) = Xp entonces
F(X(t)) = F(Xo) = 0= X'(t). Entonces las trayectorias
X(t) = Xp con Xp un PC son trayectorias solucién del sistema.
Esto justifica porque a los PC se los llama también puntos de
reposo o de equilibrio del sistema.



Linealizacién
[e]e] lelelelelele]e]

Idea de lo que vamos a hacer para lograr diagramas de fases
de sistemas autonomos en general X’ = F(X)

@ Buscaremos los PC de F y notamos que si Xp es un PC, i.e.,
F(Xo) = 0, como F es C' podemos escribir

F(X) = F(Xo) + DF(60)(X — Xo) = DF(60)(X — Xo)

El sitema no-lineal X’(t) = F(X(t)) se puede aproximar bajo
ciertas condiciones por el sistema lineal

X'(t) = DF(Xo)(X — Xo)
Definiendo Z(t) = X(t) — Xo resulta el sistema

Z'(t) = DF(Xo)Z(t)
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o Para analizar el sistema no-lineal X’(t) = F(X(t)) (%)
estudiamos el sistema

Z'(t) = DF(Xo)Z(t)

sobre el que vamos a asumir que A = DF(Xp) es inversible, o
sea que A = 0 No es autovalor de A.

@ Vamos a ver entonces como son los diagramas de fases para
sistemas de la forma Z'(t) = AZ(t), que siendo A inversible
tienen a Z = 0 como tnico PC.

@ A partir de este diagrama poder intuir, bajo ciertas
condiciones, como es el diagrama de fases para el sistema (*).
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Por ejemplo para n = 2 tenemos

x'= fi(x,y)
{y’ = f(x,y)
of  of
DF(x,y) = <3fx'2 3%2)
ax Oy

y vamos a analizar los autovalores de esta matriz en cada PC de F,
i.e., (x0,¥0) tal que fi(x0, o) = 0y f2(x0, yo) = 0.
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Lo que tenemos entonces es que para X(t) cerca de Xo, X(t) — Xo
es parecido a la solucién Y(t) de este sistema cerca de Yy = 0.

Teorema (Estabilidad Lineal)

Sea F un campo C! en R2. Sea Xy un cero de F. Si DF(Xo) no
tiene autovalores con parte real 0, el diagrama de fases del
sistema

X' = F(X)

en un entorno de Xy es localmente conjugado (muy parecido) al
diagrama de fases del sistema

Y’ = DF(Xo)Y

cerca de Yp = 0.
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Comportamientos

o Si todos los autovalores de DF(Xp) tienen parte real negativa
se sigue que todas las trayectorias que pasan cerca de Xy
tienden a Xy cuando t tiende a +oo.

@ Y si todos tienen parte real positiva, todas las trayectorias se
alejan de Xp cuando el tiempo crece (X(t) — Xo cuando
t — —00).
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e Si DF(Xp) tiene un autovalor A\; > 0y un autovalor A\, < 0
hay dos trayectorias del sistema X’ = F(X) que tienden a X
cuando el tiempo tiende a +00. Estas trayectorias son
tangentes en Xp a la recta de autovectores asociados a Aj.

Andlogamente, hay dos trayectorias del sistema X' = F(X)
que tienden a Xy cuando el tiempo tiende a —oo. Estas
trayectorias son tangentes en Xy a la recta de autovectores
asociados a Aj.

Todas las demas trayectorias que pasan cerca de Xy se alejan
de Xp tanto hacia el futuro como hacia el pasado.



Linealizacién
0000000080

Ejercicio 1: Hacer un diagrama de fases para el sistema nolineal

x = —x+2xy
y'=—y+3xy

Tenemos dos PC: (0,0) y (3, 3).

El (0,0) resulta ser un Nodo (estelar) estable.
El (3,3) un Punto silla

A partir de los gréficos del lineal aproximante estimamos el grafico
del No lineal.
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Ejercicio 2: Hacer un diagrama de fases para el sistema nolineal

X = ex(lfx) -1
y'=x(x—1) ~2y

Tenemos dos PC: (0,0) y (1,0).

En este caso (0,0) es un puntos silla y (1,0) es un nodo estable.

A partir de los graficos del lineal aproximante estimamos el grafico
del No lineal.
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