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Introduccion

Estas notas corresponden a la materia Matematica 4 de la Lic. en Cs. Fisicas de la FCEN
UBA. Algunos temas estdn desarrollados mds profundamente de lo que se da en clases y
deben ser considerados como un primer material de profundizacién, en caso de interés.
En lineas generales, los temas se pueden dividir en dos:

» La primera parte: consiste en el andlisis complejo tradicional, teorfa de integracién
y residuos. Toda esta parte estd profundamente influenciada por los recuerdos de la
propia cursada de Analisis Complejo con Carlos Segovia -a cuya memoria dedico
este apunte- y adaptada su presentacién al publico mayoritario de estudiantes de
fisica.

» La segunda parte es sobre Series de Fourier y las transformadas de Fourier y Lapla-
ce, enfocadas todas ellas en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales.
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1. Numeros complejos

Utilizando los nameros reales, si + € R puede ser z > 0,z < 0 0o 2z = 0, pero en
cualesquiera de esos tres casos,
2 >0,Vz €R

y por lo tanto
?2+1> 1,Vx eR

En particular, 22 = —1 es una ecuacién que no tiene solucién en R. Los ntimeros comple-
jos subsanan esta dificultad, introduciendo una unidad imaginaria i, tal que > = —1. Si
queremos sumar y multiplicar nimeros entre si debemos admitir nimeros de la forma
a+ bi con ay ben R, y afortunadamente usando la distributividad, la multiplicacién la
definimos en consecuencia, reemplazando i* por —1 en caso de que aparezca:

(a +bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = ac + (ad + be)i + bd(—1)

= (ac + bd) + (ad + bc)i

Es decir, la multiplicacién de dos “ntimeros complejos” es un “ntimero complejo”.

Con esta construccién, no queda claro qué es un ntiimero complejo, o cual es su natura-
leza matematica, por lo que vamos a dar una definicién formal. Por definicién, los nimeros
complejos son un conjunto dotado de las operaciones algebraicas de suma y producto; co-
mo conjunto, denotado C, definimos

C:=R*={(z,y): 2,y R} & {z+iy:z,y €R}

La ultima igualdad es s6lo notacional, hemos identificado R 3 1 «» (1,0) € R? = C, y
denotamos por i = (0, 1). Es un cambio de nombre de la base canénica de R?. Al definir
R? = C estamos asumiendo que no s6lo vemos a R? con una estructura de R-espacio
vectorial de dimensién 2, sino que tiene una estructura multiplicativa:

CxC—C
(z,w) = (a+bi,x + 1y) — 2w = ax — by + i(ay + bx)
De esta manera R C C se identifica como subespacio via
x4+ 0i=(z,0)

y también como sub-cuerpo: la multiplicacién de los complejos en los elementos de la
forma x + 07 es la misma que la multiplicacién usual de los reales.
Observamos también, a partir de la definicion formal de la multiplicacién:

i =1(0,1)-(0,1) = (0*~1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —1
Es decir, en los ntimeros complejos podemos resolver la ecuacién

=1 = z=+4i



Sin embargo, esa no fué la motivacion histdrica para ”considerar seriamente” a los ntime-
ros complejos, mas alla de un invento matemaético (ver subseccién [1.2). Antes de eso,
veremos algunas propiedades de los ntimeros complejos:

Lema 1.1. Son vilidas las siguientes identidades
1. Conmutatividad: zw = wz.

2. Distributividad:

z(w+w') = zw+ 2w/, (z + 2w = zw + 2w

3. Asociatividad: (z2')z" = z(2'2")

4. Existencia de inverso: Vz # 0 existe w tal que wz = 1 = zw. A éste elemento w lo denota-
1
remos 2~ %, 0 —.
z

Demostracion. La conmutatividad es clara mirando la férmula:
(a+ bi)(z +iy) = ax — by + i(ay + bx),
que no cambia si intercambiamos simultdneamente a <+ z, b <+ y, pues
ax < ra = ax, by <> yb = by,

ay < xb, br <> ya = ay + br <> vb+ ya = ay + bx

La distributividad es obvia a partir de la definicién misma de la multiplicacién com-
pleja y la propiedad distributiva de la multiplicacién de los ntimeros reales. La asocia-
tividad también es una consecuencia directa de la asociatividad de la multiplicacién de
los nimeros reales, aunque la cuenta es un poco mas larga y quizas tediosa. Por el mo-
mento dejamos la verificacion directa como ejercicio, pero en contrapartida, veremos una
manera alternativa de ver los nimeros complejos.

Finalmente si z = x + iy # 0 entonces 2% + y*? € R es no nulo, y se puede definir

x y o
- ]
v +y? 2?4 y?

y es un ejercicio elemental chequear que este elemento funciona de inverso. O

1.1. Los complejos como matrices

Retomamos la férmula de la multiplicacién de los niimeros complejos

(a+ bi)(z +iy) = ax — by + i(ay + bx)



Si fijamos a y b, pero en cambio consideramos variables al par (z, y), entonces la aplicaciéon
z+iy — (a+ bi)(z +iy) = ax — by + i(ay + bx)

es claramente una aplicacion R-lineal de R* en R?, y por lo tanto le corresponde una

matriz. Observamos
a —b\ (x\ [ax—by
b a y) \bxr+ay

Es decir, ésta es la matriz de la transformacién lineal en cuestiéon. Mds atin, las matrices
de este tipo
—b
(a ) — ald4bJ
b a

donde Id = ((1) (1)) yJ= (? _01> , ademds de formar un subespacio de dimensién 2 de

todas las matrices 2 x 2 reales, tienen las siguientes manera de multiplicarse:

o (0 =1\ (0 -1\ _ (-1 0Y)_
J‘(1o 1 o)~ o —1)=—H
[d?=1d, IdJ=JId=J
yen consecuencia
(ald+bJ)(x1d +yJ) = ax 1d* +ay1d J + bxJ Id +byJ* = (ax — by) Id +(ay + bx)J

Es decir, es la misma tabla de multiplicaciéon que la de los niimeros complejos. Concluimos
en particular que la multiplicacién de los complejos es asociativa, pues coincide con un
caso particular de multiplicacién de matrices.

1.2. Disgresion histérica: Los complejos y la ecuacién ctbica
El método de Cardano - Tartaglia - del Ferro

Todos conocemos la férmula de resolucién de la ecuacién cuadrética general:

—bE Vb2 -4
ar’ +br+c=0=z = 5 ac
a

Sin embargo, en algunos ejemplos, la parte de la raiz cuadrada puede introducir un in-
conveniente algebraico. Consideremos por ejemplo la ecuaciéon

22 +2r+3=0

La formula famosa indica:

b+ —dac 24V —4x3  —2+/E—12 —2+,/8
- - . - ; _

2a 2

X
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En el mundo de los nimeros reales estamos en problemas, no podemos calcular /—8.
Pero ésto en principio no es malo, nos da la indicacién de que algo no estd sucediendo. Si
estudiamos la funciéon f(z) = 2% + 22 + 3:

4 3 s T 1 ) f(ﬂ?) — ZE2+2£L’—|—3
0 = 22 +20+1+2
= (z+1)*+2
Vemos que f tiene un minimo en z, = —1, en donde f vale 2, y en los demds puntos es ma-

yor que 2. Si queremos ver dénde interseca el grafico de f con la recta horizontal "y = 0”
la respuesta es clara: en ningiin lado. De la misma manera que ningtin nimero al cuadrado
es —8. De hecho, que no se pueda resolver una raiz cuadrada de un ntimero negativo nos
da una informacién relevante al problema. Porqué entonces la necesidad de introducir
nimeros complejos? qué significan las soluciones complejas de la ecuacién cuando no
existe solucién real? Histéricamente los niimeros complejos tuvieron relevancia no por
proveer soluciones de una ecuacién cuadrética cuando esta no admitia soluciones reales,
sino a partir de las ecuaciones de grado 3.

Repasaremos brevemente la resolucion de la ecuacién ctibica, conocida como el méto-
do de Cardano, ya que éste fue quien publicé el método, obtenido en realidad por Tarta-
glia, y del que se afirma que en esa época, del Ferro también poseia un método (del cual
no hubo registros publicados).

A partir de la ecuaciéon

ar® +bx* +cx+d =0

con a # 0, si pasamos dividiendo a, y eventualmente renombrando las otras constantes
(b =b/a,d =c/a,d = d/a) podemos suponer que la ecuacién es de la forma

2+ b +exr+d=0

Notamos que si y := = + 2, entonces

y* = 2° + ba® + términos de grado 1 o O en x

Luego, a menos de un cambio de variables, podemos considerar como caso general una
ecuacion de la forma
3 _
v +py+qg=0

(Dejamos como ejercicio describir p y g a partir de b, ¢, d.)

8



Supondremos que la solucién de tal ecuacion es de la forma
y=u-+v
entonces
y* = (u+v)* =u® + 3uv + 3uv? +0*
= u® 4+ v* + 3uv(u + v)

En términos de v y v, la ecuacién original queda
0=y’ +py+q=1u’+0"+3uv(u+v)+plu+v)+q

=u’ +v° + Buv + p)(u+0v) +q
?
—07?

Esta expresion ciertamente valdra 0 si u y v verifican simultdneamente

w4+ =—q
3uv = —p
Lo cual a su vez implica
ud +0d = —q
2Tu*v? = —p?

Observamos que éste es un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, y si vemos
u? := U y v® = V como nuevas incégnitas:

U+V =—¢q

21UV = —p°

esto conduce a una ecuacién cuadratica, por ejemplo en U. Pues de la segunda ecuacién
podemos despejar V' = —p*/9U, y al poner en la primera obtenemos

3
_p o
Ut g =1
y multiplicando por U:
3
U? - 729—7 = —qU

que es ciertamente una ecuacién cuadrética, y la sabemos resolver. Nos quedaran dos
soluciones del tipo % Como ejercicio podemos chequear que en realidad es

q /¢ +4p3/27
2




Como sabemos que u? = U, entonces debemos obtener una raiz ctibica. Observamos
que en los ntimeros reales siempre se puede sacar raiz ctbica, pero a su vez, cada nimero
real tiene una #inica raiz ctbica.

De la condicién 3uv = —p, una vez obtenido u, se despeja univocamente v.

Es posible ver que de la simetria de intercambiar « con v (no cambia v + v ni uv), en
realidad la libertad de elecciéon de signo + en % es superflua, pues corresponde al
intercambio de u con v. Pero entonces nos encontramos con una dificultad: en caso de
que podamos resolver la cuadrética para U (porque “b? — 4ac > 0”), obtenemos una tinica
solucion de la ecuacion ctibica. Pero existen ejemplos de ecuaciones de grado tres, con tres
raices reales, y entonces este método se estd perdiendo las otras dos raices! Sin embargo,

en los nimeros complejos observamos que

—14/3i
Ww=——F—
2
verifica (ejercicio!)
WP = A—T\@ W= 1

Por lo tanto, si u? = U, entonces
(wu)? = v = U, (W) =’ =1,

Si u € R, “lamentablemente” wu y w?u son complejos no reales. Si no nos gustan los com-

. . 2 .
plejos, tendremos reparos en usarlos. Pero junto con %v = wv y % v = wv respectivamen-
te, obtenemos tres soluciones reales validas

Yy =uU+v
ygzwu—i-w%
y3:w2u+wv

De esta manera, con ecuaciones ctiibicas a coeficientes reales, en donde el método de Car-
dano provee un U real, con raiz ctibica real u, incursionando en el mundo de los complejos
no reales, se obtienen wu y w?u, ambos complejos no reales, pero que nos proveen de ys € ys,
ambas soluciones reales de la ecuacién real original.

Una situacién atun peor se da cuando ¢* — 4p®/27 < 0. En se caso no hay soluciones
reales para U, y sin usar los complejos no es posible encontrar ninguna solucién, cuando
todos sabemos que la ecuacion ctbica y* + py + ¢ = 0 siempre tiene por lo menos una raiz
real (si p y ¢ son reales), simplemente considerando limite y — +oo vemos que la funcién
f(y) =y + py + q necesariamente toma valores negativos para y < 0y valores positivos
para y > 0; usando la continuidad y el teorema de los valores intermedios debe pasar por
el cero.

Histéricamente ésta fue la razén de peso para que los ntiimeros complejos fueran to-
mados seriamente y no sean simplemente vistos como un divertimento de abstracciéon
matematica, pues interesados en un problema real, el hecho de describir las soluciones
reales se hacia imposible sin pasar por los nimeros complejos.

10



2. Topologiaen C

2.1. Lamétrica, geometria de rectas y circulos

En C = R? tenemos la distancia eucidea usual: si 2y = z1 + iy; y 20 = 22 + iyo, la
distancia entre z; y 2, se calcula via

d(zl,ZQ) = |Z1 - Zz| = \/(xl - Iz)z + (yl - y2)2

Ejemplo 2.1. Sean z; # 2, € C. Entonces el conjunto de los puntos que equidistantes de
Z1'y z2 €s una recta:

{z€Z:|z—z|=|z— 2|} ={tv+ 2t eR}

donde z) = 252 y v = iz — 2).

En efecto, la ecuaciéon

|z — 21| = |z — 23]

equivale a
|z — 21| = |z — 2|?

Escribamos z = x + iy, entonces tenemos
(x—21)* + (y — 1) = (x — 22)* + (y — 1)

Si desarrollamos los cuadrados, vemos que los términos de z? y de y* se cancelaran, dando
origen a una ecuacion lineal entre x e y, cuyos coeficientes dependeran de z1, x5, y1, y2. De
hecho, queda la ecuacién

—2xx1 + x% — 2yy + yf = —2xx9 + x% — 2yy2 + yg

11



o bien ) ) ) )
Ty —T7 + Yy — Yy
2
Esto es una recta perpendicular a (z2 — 21, y2 — y1) = 22 — 21, por lo tanto se puede para-
metrizar en la forma

(z2 —21)z+ (Y2 — 1)y =

tv + 2z

donde v L z, — z; (por ejemplo v = i(z; — 2)) y que pase por z, (por ejemplo z, = 252,
que claramente es equidistante de z; y 2»).
Dejamos como ejercicio el siguiente:

Ejemplo 2.2. Seal < A € R, z; # 2, € C, entonces el conjunto
{2z€Z:|z—z| =Nz — 2|}
es un circulo.

La clave es ver que, a diferencia del ejemplo anterior, los términos cuadraticos no se
cancelan y la ecuacion se puede organizar en la forma

(z—a)’+(y—b)* =R

para ciertos a, b, R € R. Dejamos los detalles como ejercicio.

2.2. Rectas, circulos y homografias
Comencemos por un ejemplo:

Proposicion 2.3. La funcion f : C\ {0} — C\ {0} dada por

manda rectas en rectas o circulos y circulos en circulos o rectas. Mds precisamente manda rectas
que pasan por el origen en rectas que pasan por el origen, circulos que tocan el origen en rectas que
no tocan el origen, circulos que no pasan por el origen en circulos que no pasan por el origen, y
rectas que no pasan por el origen en circulos que pasas por el origen.

Demostracion. Es claro que z — < manda la recta {t -z : t € R} en {t - % :t € R}, con la
salvedad que ¢ debe ser # 0.
Si ahora consideramos una recta que no pasa por el origen

L:{t20+wolt€R}
con wy # 0 un complejo que no sea un multiplo real de 2, es claro que

1 e~

tzoe® + woe®  tzy + wo

12



Como multiplicar por un niimero complejo de médulo 1 es una rotacién, la condicién
geométrica no cambia si rotamos la recta L. Similarmente si multiplicamos por un niimero
real positivo. Podemos suponer entonces que a la recta L la podemos rotar, y multiplicar
por un factor de escala a gusto, por lo que consideraremos el caso L = la recta vertical que
pasa por el 1:

L={l1+it:teR}

Queremos ver ahora que

teR

1+t
parametriza un circulo que pasa por el origen. De hecho, es el circulo de radio § que pasa
por el 3. En efecto
11—t
L+it 1+
Ahora escribamos, parat € R, t = tg(a) con a € (—n/2,7/2). Ahora reescribimos

-sen(a)

- sen (o 2
1 _ 1—’lt: 1_ZKE03 :COS (a)<1_zcos(a))

cos?(a) cos?(a)

 cos?*(a) — i cos(a) sen(a)
cos?(a) + sen?(a)

= cos*(a) — i cos(a) sen(a)

Veamos que esos puntos estan en el circulo de centro 1 y radio 3. Calculamos

1 2

(cos2(a) = §>2 + (cos(oz) sen(a)) =

2

—~

1
= cos*(a) — cos*(a) + Y cos?(a) sen?(a)

|

= cos*(a) — cos?(a)(1 — sen?(a)) +
!

= cos’(a) — cos?() cos* () + i 4 (%)2

Dejamos como ejercicio verificar que esta parametrizacion cubre todos los puntos de este
circulo salvo el 0.

Para ver que manda circulos que pasan por el origen en rectas se razona de manera
analoga al caso anterior, notando que la aplicacién z — 1 es su propia inversa.

Para ver que z — < manda circulos que no pasan por el origen en circulos que no
pasan por el origen haremos el caso del circulo de centro 1 y radio 0 < r < 1. Dejaremos
como ejercicio verificar que los demds casos se pueden reducir a éste multiplicando por
algin nimero dado.

Parametrizamos un circulo con estas caracteristicas:

1 + rcos(t) + irsen(t)
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y via la inversién z — < obtenemos los puntos de la forma

1 1+ rcos(t) — irsen(t)

1+ rcos(t) +irsen(t)  (1+rcos(t))?+ r2sen?(t) a

B 1+ rcos(t) — irsen(t) 1 +rcos(t) —irsen(t)
© 1+2rcos(t) +r2cos?(t) +r2sen2(t) 14724 2rcos(t)

Notar que para ¢ = 0 obtenemos el punto

1
T1 =
Pl
mientras que para t = ™ obtenemos
1
To =
2T 1y

Por esto, podemos sospechar que el centro del circulo estara en

xl—l—xl_l(l N 1)_ 1
2 2\1+4r 1—7r/ 1—12
Calculamos ahora
‘ 1+ rcos(t) — irsen(t) L2
1+ r2 4 2rcos(t) 1—r?

:< 1 4 rcos(t) 1 >2+< rsen(t) (t>>2:

1+72+2rcos(t) 1—12 1472+ 2rcos

que luego de operaciones algebraicas (tediosas pero) elementales da

7,,2

g

]

Corollario 2.4. Las homografias mandan rectas en rectas o circulos y circulos en circulos o rectas.

2.3. Sucesiones y convergencia

Los complejos C = R? tienen la topologia usual del plano real, si f : R? — R? tiene sen-
tido preguntarse si es continua (o diferenciable!), si @ C C = R? podemos preguntarnos
si es abierto, cerrado, conexo por arcos, compacto, acotado, no acotado, etc.

En particular, si 2, = z,, + iy, es una sucesién de niimeros complejos, podemos pre-
guntarnos por la existencia o no de su limite.
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2.4. Laexponencial: ejemplo de definicién como limite

Si z € R, recordamos que podemos definir e” a partir de la serie de Taylor, que de
hecho es un limite: para « fijo tenemos

Como ejemplo importante tenemos lo siguiente:

Teorema 2.5 (Férmula de Euler). Si x € R, entonces la sucesion
(i)
Zn =
n E € C
k=0
es una sucesion convergente en C, mds aiin, su limite es el niimero complejo cos(z) + i sen(zx). Si

definimos
€= Z k!

k=0

obtenemos la formula de Euler

e’L

* 1= cos(z) + isen(x) ‘

Demostracion. Observamos
(iz)* = i* 2"
V=1t =4 ?=—-1,3=—i,it=1 =i " =-1,...

Como i* = 1: las potencias de i se van repitiendo periédicamente con periodo 4. Ademas,
i" es o bien real (+1) o bien imaginario puro (£i), dependiendo de la paridad de n. Por lo
tanto conviene distinguir la paridad y tenemos las posibilidades

n =2k = i* = ()" = (-1)

n=2k+1 = i* =% = (-1)k

Si empezamos a operar sobre las serie suponiendo la convergencia, separamos los térmi-
nos pares e impares:

i\ )" o (i) (i)
=2 _kzzo (2h)! +Z(2k+1)!

n>0 k>0
_ Z (_1)k$2k N Z (—1)’“ i I2k+1
(2R & (k1)
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obteniendo asi la parte real e imaginaria:
B (—1)kz?* (= 1)k Iy
- (X (2K)! )+ (2 2k +1)! )
k>0 k>0

Si en vez de haber empezado con la serie, hubieramos puesto una suma parcial >,
también podriamos haber separado los casos en n par o impar y habriamos obtenido
la misma férmula con sumas parciales. Ahora nos damos cuenta de que son las sumas
parciales asociadas a las series de Taylor del coseno y seno respectivamente, que sabemos
que son convergentes. Deducimos que tanto la parte real como la imaginaria de z, son
convergentes y que sus limites son cos(z) y sen(x) respectivamente. Por lo tanto la serie
de la exponencial original era convergente, y

e = cos(z) + isen(x)

2.5. Comentario histérico

De Wikipedia:
Roger Cotes descubrié en 1714 la relacion entre las funciones trigonométricas y el logaritmo,

iz = In(cosx + isen x)

y fue publicada en su obra péstuma Harmonia mensurarum (1722), 20 afios antes de que lo hiciera
Leonhard Euler. Euler desarrolld la formula utilizando la funcién exponencial en vez del logaritmo
y lo comunicd en una carta enviada a Christian Goldbach en 1741, siendo publicada y popularizada
en su obra Introductio in analysin infinitorum en 1748. Es interesante notar que ninguno de los
descubridores vio la interpretacion geométrica sefialada anteriormente: la vision de los niimeros
complejos como puntos en el plano surgio en 1787 por parte del matemditico Caspar Wessel en su
unico informe para la Real Academia Danesa.

Roger Cotes (Burbage, Leicestershire, 10 de julio de 1682 - Cambridge, 5 de julio de 1716) fue
un matemdtico y fisico inglés, conocido por trabajar en estrecha colaboracién con Isaac Newton.
Inventé las férmulas de Newton-Cotes y presenté por primera vez lo que hoy se conoce como la
férmula de Euler.

Sobre la interpretacién geométrica, veamos lo siguiente:

2.6. Forma polar y notacién exponencial

Dado un punto (z,y) del plano, podemos asignarle » = /2% 4 y? = la distancia al
origen, y en caso r # 0 (o sea (z,y) # (0,0)), estd determinado el dngulo 6 entre el vector
y el eje de las . De esta manera, todo ntiimero complejo se puede escribir como

T +iy = r(cos(@) + isen(@))
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El radio y el angulo de la suma de dos nimeros complejos en términos de los radios y
angulos originales no es tan clara, pero si hay una clarisima relacién para la multiplica-
cién. Si z = ry(cosa + isena) y w = ro(cos f + isen [3), entonces

2w = rira(cos o + isenav)(cos 5+ isen 3)

= rira(cos acos f — sen acsen 5 + i(cos avsen o + sen a cos 3))

y recordando las férmulas trigonométricas del seno y coseno de la suma
= 1112 (cos(a + B) + isen(a + 3))

Es decir, los radios se multiplican y los d&ngulos se suman.
A la luz de la férmula de Euler e = cosf + isenf, la forma polar se puede escribir
también en notacién exponencial

z=r(cosf +isenf) = re?

Y ademds vemos que la férmula del producto es la esperada para la exponencial!
el if ez‘(a+,8) — piatip
Obtenemos en particular '
e*™ = cos(2m) +isen(27) = 1

y para todo natural N,ytodok =1,...,N
(eQJkVﬁ)N =T =1

Es decir, en los complejos, para cada natural IV, hay N raices de la unidad, dispuestas
como los vértices de un N-agono regular inscripto en el circulo de radio 1 con un vértice
enel 1.

Ejemplo de raices quintas de la unidad
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3. Las funciones complejas y el andlisis: las condiciones de
Cauchy-Riemann
Ya que en los complejos se puede sumar, restar, dividir y tomar limite, si f : 2 — Ces

una funcién definida en un conjunto {2 C Cy z es un punto interior en ), tiene sentido
preguntarse si existe el siguiente limite:

o f+ 82 = 1(2)

Az—0 Az

y en caso que exista, lo llamamos f'(z) € C.

Como hemos aprendido en funciones de varias variables, los limites en R? son més
delicados que los limites en una variable y esta condicién (de derivabilidad compleja), de
apariencia inocente, tiene consecuencias mucho maés rigidas que la versién de funciones
reales de una variable.

Observacién 3.1. Supongamos que, para cierto z, existe el limite anterior

flz+h) = f(z)

’ o !
T fwec
esta condicion es equivalente a que
; f(Z + h) — f(z) / _
pm h —f(2)]=0

o bien, luego de un poco de manipulacién algebraica elemental, a que

o WG 0) = () = P _
h—0 |h| B

0

Observamos que la férmula ” f’(z)h” es lineal en h. En particular, si f es derivable en z,
entonces es diferenciable como funcién de dos variables a valores en R?, y su diferencial
en z estd dada por la multiplicacién por el nimero complejo f'(z2).

Ejemplo 3.2. f(z) = 22 es derivable en el sentido complejo:

, (z+h)? =22 2242zh+h?P—22  , 22h+h?
lim ——— = 1lim =lim—=1llm2z+ h =22
h—0 h h—0 h h—0 h—0

Recordemos que si vemos a f como funcién de R? en R?, entonces las férmulas son un
poco mds oscuras:

f(z) =2 +— flz+iy) =2"—y*+ 2y

La diferenciabilidad como funcién real es clara, pero la condicién de derivabilidad com-
pleja no lo es tanto.

Sobre las condiciones de Cauchy-Riemann, mostraremos dos maneras de llegar a ellas.
Comenzaremos con la tradicional:
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3.1. Cauchy-Riemann y las derivadas en los ejes coordenados

Escribamos f(2) = f(z +iy) = u(x,y) + iv(z,y), donde u, v : 2 — R denotan respecti-
vamente la parte real e imaginaria de f(z). Si sabemos que existe el limite

Az—0 Az

entonces deben existir los ”limites coordenados”

o JETAD — () L ule+ Aay) + v + Az y) = (u(e,y) + iv(z,y)

Az—0 Azx Az—0 Az

u(z + Az, y) — u(z,y) i lim v(z + Az, y) —v(z,y)

JR— y — /
Axz—0 Az Az—0 Az = Us Wy = f <Z)

A su vez, también existe el limite con Az = Ay y debe dar lo mismo:

o TEHIBY) = £G) (DU iBy) — f(2)
Ay—0 1Ay Ay—0 Ay

— Ym (=) (u(z,y + Ay) +iv(z,y + Ay) — (u(z,y) +iv(z,y))
Ay—0 Ay

= —iu, + v, = f'(2)

Observando que dos nimeros complejso son iguales si y sélo si lo son tanto sus par-
tes reales como imaginarias, concluimos las famosas condiciones necesarias de Cauchy-
Riemann:

’ Uy = Vy, Uy = —1Uy

Ejemplo 3.3. La funcién f(z) = Z = = — iy no es holomorfa, pues
U, =1#—-1=uv,
Ejemplo 3.4. La funcién f(z) = |z|? no es holomorfa en ningtin punto de C salvoen z = 0.

Dejamos como ejercicio mostrar a partir de las condiciones de Cauchy Riemann que si
f: C — Cverifica f(C) C R, entonces f holomorfa implica f constante.

Ejemplo 3.5. La funcién

es holomorfa en C — {0}.

19



Demostracién. La funcién de R? — {(0,0)} en R? dada por

f(x,y):( . -7 )

x2_’_y2’x2+y2

claramente es diferenciable cuando (z,y) # (0,0). Dejamos como ejercicio chequear las
condiciones de Cauchy-Riemann. Notar que en este ejemplo también se podria haber
encarado el cociente incremental de la definicién y operar de manera analoga al caso de
la derivada real

1

— 12— (z+h) 1 —h ~1 1
imz2r = —fm - fm-—  —lim— = ——
hoo h B0 T (z+h)z hlg(l)h(zjth)z hlg(l)(zjth)z 22

N =

]

3.2. Cauchy-Riemann y la matriz de la multiplicacién por un complejo

A su vez, a partir de la observacién de diferenciabilidad si f es derivable en el
sentido complejo entonces es diferenciable en el sentido real con diferencial igual a la
multiplicacién por el ntimero complejo f'(z). Pero si f = (u,v) : @ — R? = C, la condi-
cién de diferenciabilidad es que f sea aproximable por una transformacién lineal, que es
necesariamente de la forma

_ Uz Uy
pfl.= (1 %)

Pero sabemos que la transformacion lineal en R?* dada por una matriz

()

proviene de la multiplicacién por un namero complejo fijo, si y sélo si es de la forma

G a)=G )

Es decir,
a=d, c=-b
. Uy U .
Para la matriz A = vx vy)’ las ecuaciones “a = d, ¢ = —b” con exactamente las ecua-
x Yy
ciones de Cauchy-Riemann
Uy = Vy, Uy = —U

Concluimos la siguiente caracterizacion:

Proposicién 3.6. [ : Q@ — C, z € Q un punto interior, entonces f es derivable en el sentido
complejo en z si y solo si f es diferenciable (en el sentido real) en z y valen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en z.
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Definicién 3.7. Sea (2 un abierto y f definida en (2. Decimos que f es holomorfa en (2
si f es derivable en el sentido complejo en z para todo z en 2. Equivalentemente, f es
holomorfa en 2 si f es diferenciable y vale Cauchy-Riemann en 2.

Ejemplo 3.8. Si definimos
exp(z) := e” cos(y) + ie” sen(y)
entonces es claramente diferenciable, pero ademas verifica Cauchy-Riemann pues
u, = (e cosy), = (e"seny), = v,
u, = (e°cosy), = —e“cosy = —u,
por lo tanto es holomorfa. Notamos que en el eje real, coincide con la exponencial real.
Observamos la validez de la siguiente proposicion:

Proposiciéon 3.9. 1. Si fy g son holomorfas, entonces f + g también lo es y vale
(f+9)=f+9g
2. Si fy g son holomorfas y componibles, entonces f o g también lo es y vale
(feg)(z) = f(9(2))d'(2)
3. Si fy g son holomorfas, entonces fg también lo es y vale

(fg) = fg+ fd

Demostraciéon. Sabemos que la suma, producto y composiciones de diferenciables es dife-
renciable y que el producto y composicion de funciones complejas se escribe en terminos
de sumas, productos, y composiciones de funcioens reales, luego la diferenciabilidad es
clara. Debemos chequear las condiciones de Cauchy-Riemann. Para el caso de la suma
f + g es obvio. Para el caso de la composicién, sabemos que el diferencial de f es la mul-
tiplicacién por f'(z), que corresponde a una matriz de la forma

a —b
G )
y el diferencial de ¢ es la multiplicacién por el niimero complejo ¢'(z), que a su vez es
corresponde a una matriz del tipo
c —d
(@)

Pero la multiplicacién de matrices de ese tipo es a su vez una matriz del mismo tipo:

669 )

21



Es decir, podemos calcular las derivadas de la composicion y vemos que verifican Cauchy-
Riemann.

Finalmente para el producto, podemos repetir la demostraciéon en una variable y ver
la derivabilidad por definicién:

o LG+ Rge ) = £(2)g(2)
h—0 h

o JE MG+ B) — 2+ Wg(2) + £z + hg(2) — F(2)g(2)
h—0 h
i SRR — FE () | fe ()~ (2)e(e)
h—0 h h—0 h
h) —g(h h) —
~ i (= + h)g(2+ })L g(h) +1im flz+ })L f(Z)g(Z)
= f(2)g'(2) + f'(2)9(2)
pues como f y g son holomorfas, existe el limite del cociente incremental, y como f es
diferenciable, en particular continua, f(z + h) — f(z). O

3.3. Aplicacién abierta e inversa local

Explotando el hecho de que la multiplicacién por un ntimero complejo a + bi es la
transformacion R-lineal con matriz
a —b
6 2)

Si f es una funcién holomorfa en z, su diferencial D f|,, es la multiplicacién por f'(zo),
y observando la matriz rapidamente notamos que

det(Dfl.,) = | (20)]?

Concluimos que si f'(z) # 0 entonces f es localmente inversible, y que su inversa local es
a su vez holomorfa, pues es claramente diferenciable y

a —b _1_ 1 a b
b a a2+ \-b a

Ejemplo 3.10. La funcién exponencial

Observamos que det (Z *ab) =a®+ b2

verifica Cauchy-Riemann.
e” = " = e"(cosy +iseny)
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es nunca nula, y su derivada verifica (¢*)’ = €7, por lo tanto su derivada es nunca nula.
Sin embargo no es globalmente biyectiva, pues para todo z € C vale

ez — 62+27rz

Sin embargo, alrededor de cualquier complejo no nulo, que podemos escribir en forma
polar

Inr ( Inr+ic

zo=a+bi =r(cosa+isena)=e""(cosa+isena)=e

descubrimos su inversa local, que llamamos “logaritmo”, que consiste esencialmente en
alguna eleccién de funcién argumento

20— Inr +i(a + 2kom)

El problema de definir la funcién logaritmo complejo es exactamente el mismo problema
que definir una funcién argumento en el plano.

3.4. Interpretacionesy aplicaciones de las ecuaciones de Cauchy-Riemann
3.4.1. Fluidos

Si f: C — C es una funciéon de los complejos en los complejos, al pensarla como
funcién de R? — R?, al interpretacién obvia es la de un campo vectorial. Es decir, a cada
punto (z,y) de R?, la funcién f le asigna f(x,y) que es un vector de R?. Como si tuviéra-
mos un fluido bidimensional estacionario (bidimensional = depende de = y de y pero no
de z, estacionario = no depende de t).

Escribiendo como siempre

f(z) =[x +iy) = u(z,y) +v(z,y)i < (u(z,y),0(z,9))
las ecuaciones de Cauchy-Riemann se pueden escribir como
Uy — vy =0

Uy +v, =0

En primera instancia no surge ninguna interpretacion clara, pero si en vez de considerar
el campo dado por f consideramos

F(z,y) = f(z + iy) = (u,—v)

entonces
Uy —Vy =0 <= divF =0

Uy + v, =0 < rotF =0
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Es decir, si un fluido (diferenciable) bidimensional estacionario es incompresible (luego,
por Gauss tiene divergencia cero) e irrotacional (rotor cero) entonces F' = (P(z,y), Q(x,y))
es tal que

f<x7y) = P('Tay> - Q(%,y)@

verifica Cauchy-Riemann, y por lo tanto es una funcién holomorfa.
De esta manera, las funciones holomorfas nos proveen (tomando conjugado) de ejem-
plos de fuidos bidimensionales estacionarios que (localmente) no rotan.

3.4.2. Funciones armoOnicas

Una funcién escalar de dos variables u(x, y) se dice armoénica si
Upg + Uyy =0
De manera elemental, podemos probar lo siguiente:

Proposicion 3.11. Sea Q un abierto de Cy f = u + iv : @ — C una funcion de clase C* que es
holomorfa, entonces u y v son arménicas.

Demostracion.
Ugx + uyy = (uI)I _'_ (uy>y

y por Cauchy Riemann
= (—vy)a + (va)y

y por ser C? las derivadas cruzadas coinciden y hay cancelacion.
Para ver que v es armoénica podemos hacer la cuenta andloga, o podemos cambiar
f=u+wpor —if =v—iu.
O

3.4.3. Lacompaiiera armoénica

Ante la pregunta de si toda funcién arménica sucede como parte real (o imaginaria)
de una funcién holomorfa, tenemos la siguiente:

Proposicion 3.12. Sea u : R?* — R de clase C* arménica, entonces existe v : R? — R de clase
C? tal que f(z + 1y) := u(z, y) + i(z,y) es holomorfa. Si v’ es otra con las mismas propiedades,
entonces difiere de v a lo sumo en una constante.

Demostracion. Primera version:
Siuna tal f holomorfa existiera, por Cauchy-Riemann deberia valer



De la primera condicién, podemos despejar

v(z,y) = /Ox —u,(t, y)dt + o(y)

para alguna funcién de una variable ¢. Si imponemos la segunda condicién, entonces
deberia valer

Uy = 8y< - /Ox uy(t,y)dt> +¢'(y) = ua(2,9)

Evitaremos la demosytraciéon de que podemos intercambiar la integral con la derivada
parcial. Consideramos en cambio la ecuaciéon

xT
- / Iyuy(t, y)dt + ¢'(y) = u,
0
como u es armonica, tenemos

ayuy(ta y) = uyy(t> y) = _umc<t7 y)

luego la ecuacién equivale a

0
y usando la regla de Barrow nos queda equivalente a

Uy

" ' (y) = uy
0

es decir
Uy (2,y) — ug(0,y) + &' (y) = ug
o bien

¢/(y) - uz(07 y)

de donde despejamos ¢ (a menos de constante).
Finalmente entonces proponemos

v(r,y) = /Ox —uy(t, y)dt + ¢(y)

donde y
— 2(0, d
o(v) / 0, (0, 1)t

Segunda version:
Buscamos v que verifique Cauchy-Riemann, es decir

Uy = —1Uy
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Vy = Uy
Si definimos el campo vectorial en R? dado por
F(z,y) = (P,Q) = (—uy, us)
la pregunta que tenemos es si existe una funcién v(z, y) tal que

2

Vo = (Vg,0y) = F

Dado que el dominio es R?, podemos usar el teorema de campos conservativos y tenemos
que F es el gradiente de alguien si y s6lo si tiene rotor cero. Pero el rotor (en R?) consiste
en una Ginica componente y es la que aparece en el teorema de Green:

F=(PQ) = (~uyu) ~ =P+ Qu=—(—u), + (), = Vu=0
pues la hipétesis es que u es armonica. O
Ejemplo 3.13. Si u(z,y) = 2> — y?, entonces
Upg +Uyy =2 —2=0

es armO&nica. La férmula de la demostracion anterior nos da
v(w,y) = / —uy(t,y)dt + é(y) = / 2ydt + ¢(y) = 22y + é(y)
0 0

donde , ,
d)(y):/ ux(O,t)dt:/ 0dt = 0
0 0

Reconocemos f(x + iy) = 2% — y* + 2xyi = 2°

Observacién 3.14. La proposicién anterior puede generalizarse para 2 C C un abierto
simplemente conexo. Si {2 no es simplemente conexo, es posible encontrar una compariera
arménica en un 2 C Q donde ) es simplemente conexo, pero nada nos asegura que
podamos tomar Q = ) en general.

Ejemplo 3.15. Si u(z,y) = In(z* + y?), dejamos como ejercicio ver que es armonioca,
con dominio = C — {0}, que no es simplemente conexo. De hecho, una compariera
armonica es la funcién argumento, y vemos que u(z,y) = Re(Iln(z + iy)) es la parte real
del logaritmo complejo, que no es posible definirla con continuidad en C — {0}, pero si es

posible definirlo en un 2 C C — {0} que sea simplemente conexo.
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3.4.4. Familias de curvas ortogonales

Comencemos con el ejemplo:
f(z) =2
0 mejor alin
flz +iy) = 2* — y* + 2xyi

Si observamos las curvas de nivel de """

obtendremos hipérbolas

v,

Si vemos las curvas de nivel de ”"v”:

xYy =c
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ndremos hipérbolas, pero giradas:

también te
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Proposicién 3.16. Sea f(z) = u(x, y)+v(z, y)i una funcién holomorfa no constante, entonces las
curvas de nivel de u y las curvas de nivel de v son familias de curvas mutuamente perpendiculares.

Demostracion. Si zy = xo + 1y es un punto del dominio de f, la curva de nivel de u que
pasa por z; es la de la ecuacién

u(z,y) = u(zo, Yo)

La recta tangente a la curva en ese punto es perpendicular al gradiente de . Similares
consideraciones para v. Para ver que las curvas se cruzan perpendicularmente basta ver
que Vul,, L Vu|,,. Calculamos

(Vu, Vo) = ((ug, uy), (Vg,0y)) = gty + uyvy,

y usando Cauchy-Riemann
= (—vy)ve + (vz)vy =0

O
Observacién 3.17. Vu es perpendicular a las curvas de nivel de u. Por lo tanto, las curvas
de nivel de v tienen el mismo dibujo que las lineas de flujo del campo Vu. Y viceversa.
3.4.5. Transformaciones conformes

El hecho de que la multiplicacién por un nimero complejo fijo zy = a + bi = re™®
T+ iy = zo(x +iy) = re'(z + iy)

consista en la homotecia real con factor de expansioén r compuesta con la rotacién de
angulo « tiene la siguiente consecuencia geométrica a nivel de las funciones holomorfas:

Proposicion 3.18. Sea f : Q@ — C una funcién holomorfa, p € Q y supongamos que f'(p) # 0.
Entonces f preserva los dngulos entre las curvas que pasan por p. Mds precisamente, si o, T :
(—€,€) — Q son dos curvas suaves con

0(0) =p =7(0)

y o' (0) =v # 0 # w = 7'(w), entonces considerando las curvas o (t) = f(o(t)) y 7(t) = f(7(t))
y los vectores

vale la igualdad

L ow) = (7, @)

[o]] fwl] IR

Es decir, el dngulo entre v y w coincide con el dngulo entre v y w.

Las aplicaciones que preservan dngulos se denominan conformes.
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Demostracién. Por ser f holomorfa, (Df)(v) = f'(p)v. Es decir, la matriz del diferencial de
f vista como endomorfismo de R? coincide con la aplicacién “multiplicar por el niumero
complejo f’(p), que es de la forma re’®. Esta aplicacion es la composicion de multiplicar
por el namero real r (que claramente preserva dngulos) seguida de la rotacién por el
angulo o, que es una isometria, y en particular preserva dngulos también. O
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4. Sucesiones y series: criterios

4.1. Series de potencias, radio de convergencia

En el contexto de andlisis complejo, la motivacion principal en el estudio de series esta
dada por el rol de las series de Taylor. Comenzamos por una definicién: Dada una suce-
sion {a, }n>0 de nimeros complejos, que llamaremos los coeficientes n-ésimos, podemos
considerar la serie de potencias

Z a,z"

n>0
o incluso para un dado A € C, podemos considerar la serie de potencias centrada en z,

Z an(z —A)"

n>0

Claramente ante un cambio de variables w = z — A, el estudio de la zona de convergencia
de una de ellas se corresponde con la otra, por lo que nos concentarremos en las series
centradas en 0.

Antes de avanzar sobre las series de potencias, mencionamos los resultados basicos
para series complejas que son muy similares a las series reales.

Definicién 4.1. Dada una sucesion {a, } de nimeros complejos, diremos que la serie

oo
> an
n=0

N 00
converge si 3 A}im ( E an>. Diremos que converge absolutamente si E la,| converge
— 00
n=0 n=0

(como serie real).
Observacién 4.2. Si una serie compleja converge absolutamente, entonces converge.

Para demostrar este hecho, es cémodo recordar la nocién de sucesion de Cauchy, que
(tanto en el caso real como complejo) describe a las sucesiones convergentes sin necesidad
de mencionar su limite.

Definicién 4.3. Una sucesion s,, de nimeros (reales o complejos) se dice de Cauchy si
Ve > 0, dng tal que |s, — sp| < €, sin,m > ng

Un resultado conocido es que en el caso de sucesiones ed ntimeros reales, o de vectores
en R" (en particular de nimeros complejos), una sucesion es de Cauchy si y sélo si es
convergente.
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Demostracion (de la Observacion[4.2). Si " |a,| es convergente, entonces la sucesién

N

Sy =Dl

n=0

es de Cauchy. Para ver que la sucesiéon de sumas parciales (sin el médulo) sea convergen-
te, basta ver que

N
SN — E Qp
n=0

es de Cauchy. Pero si calculamos |sy — sy|, suponiendo N > M, tendremos

N M N N
|SN—3M|:’§ an_E an| = | § an| < § |an| =[Sy — Su
n=0 n=0 n=M+1 n=M+1
Concluimos entonces que sy de Cauchy implica trivialmente que sy es de Cauchy. O

Aligual que con las series reales, la convergencia absoluta es una condicién mas fuerte
que la convergencia a secas, pero en muchisimos casos es muy facil mostrar la convergen-
cia a partir de la convergencia absoluta.

o0
Ejemplo 4.4. La serie geométrica: ) 2" converge (absolutamente) para = tal que |z| < 1.
n=0
Demostracién. En efecto, si una serie converge entonces su término n-ésimo tiene que ten-
der a cero (como condicién necesaria). Si |z| > 1, |z|" no tiende a cero, entonces la serie no
puede converger. A su vez, usando la férmula (para z # 1)

N
N 1— ZN+1
E M=
1—=2
n=0
vemos que si |z| < 1 entonces
N
, " . 1= 1
lim Z" = lim =
N—oo N—oo 1—2z 1—2

n=0

es convergente. Esta convergencia es absoluta pues similar férmula vale para el médulo,
si |z| < 1 tenemos:

N N
1— N+1 1
lim > |2" = lim > |z" = lim Sl
N-oo N—voo Nooo 11—z 1— |z
n=0 n=0
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Ejemplo 4.5. Sea = € R, sabemos que la serie
o I‘n
2
n=0

es convergente (y converge a e”). En particular, si x es positivo es una serie de nime-
ros positivos y sabemos que tenemos (siempre) convergencia absoluta. Si ahora z es un
namero complejo y observamos la serie

o0 n

z
>

n=0

al estudiar su convergencia absoluta vemos que
o0

|5

n!

“— Inl

Escribiendo = = |z| € R, esta serie es convergente, luego la serie de la exponencial com-
pleja es absolutamente convergente, y en particular, convergente.

R

z|

n!

n=

Volviendo a las series de potencias, tenemos el siguiente resultado de convergencia
que motiva la nocién de radio de convergencia:

g apz"”

n>0

si zo € C es tal que la serie converge al ser evaluada en z,, entonces ), ., a,2" converge absolu-
tamente para todo z con |z| < |z|.

Lema 4.6. Dada una serie

Demostracion. Sea z tal que |z| < |z|, donde sabemos que ) | a,z{ converge. En particular
el término general de la serie a, 2] tiende a cero, y en particular existe una cota M global:

lanzg| < M Vn
Por otra parte,
A n z n
E la,2"| = E lan2g | ‘—‘ <M E —
20 20
n>0 n>0 n>0
y esta tltima serie converge pues |z/z| < 1. O

Notar que si para 2 la serie no converge (o converge condicionalmente) entonces la
serie no puede converger para ningtn z de médulo mayor a z,, pues si para algtn z; la
serie converge, el lema anterior implicaria que la serie convergeria absolutamente para 2.

Como consecuencia, las regiones de convergencia de las series de potencia son siempre
un disco de cierto radio (que podria ser infinito, o incluso cero), y en el interior del disco
siempre hay convergencia absoluta. Por otra parte, los ejemplos muestran que en el borde
no es posible hacer ninguna afirmacién en general, pues podria haber (o no) puntos donde
converge absolutamente, puntos donde converge condicionalmente (es decir, converge
pero no absolutamente), o puntos donde no converge.
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Definicién 4.7. El radio de convergencia de una serie se define como el supremo de los

r € Rsp tales que ) a,r™ es convergente.
n>0

4.2. Sobre el criterio de la raiz y el criterio del cociente

o0

Teorema 4.8 (Criterio de Cauchy de la raiz). Consideremos una serie Z ay, Y SUpONgamos

n=0

que
3 lim /|a,| =¥
n—oo
sil{ <1 = laserie converge absolutamente,
si!{ >1 = laserie converge diverge.

Observacién 4.9. En caso de tener la serie geométrica ), ., 7", la raiz n-ésima nos da
justamente (el modulo de) la razén de la geométrica, es decir |r|. Pero el criterio lo pode-
mos usar para un caso en que sospechemos que, si bien no es una geométrica, su término
general se parezca asintéticamente a una geométrica.

n

Ejemplo 4.10. La serie Z : converge para |z| < 2.
n=0

— 2"+ 1
En efecto, aplicamos el criterio y vemos que

n

G R B
v+ 11 v+ 1 2

El criterio nos dice que si ¢ < 1 tenemos convergencia, si ¢ > 1 la serie diverge, y eso es
exactamente ver si |z| < 2, 0 |z| > 2 respectivamente.

Demostracion del Criterio de la raiz. Primero, si { > 1, es claro que no vale |a,,| — 0 (de
hecho, debe tender a infinito), asi que es claro que en ese caso diverge.
Supongamos ¢ < 1, de forma que 1 — ¢ > 0. Tomamos € > 0 de forma tal que / + ¢ < 1

(por ejemplo € = 15£). Como ¢ = lim,, o {/]a,| y € > 0, existe n, tal que

Vlan| — 4 <€ Vn>ng

O bien
C—e< R/|ay| <l+e=r<1

En particular, elevando a la n» una de las desigualdades obtenemos que Vn > n vale
lan| < (L +€)" =1"

En consecuencia,

o] no—1 [e'e) no—1 00
2 = D lanl D ol < D Jaul 3 7" <o
n=0 n=>0 n=ngo n=0 n=ng
y la serie converge absolutamente. O
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o0

Ejemplo 4.11. Si a,, = 1Vn, suraiz n-ésima es 1, y claramente Z a,, diverge. Otro ejemplo

n=0
menos trivial es b,, = %, también vale que su raiz n-ésima tiende a uno (lo veremos luego:
[o.¢]
Ejemplo 4.21), y es conocido que E — diverge (criterio de la integral). A su vez, si ¢, =
n
n=0

o0
1 . o : y
-, tenemos que Z 3 converge (por ejemplo por el criterio de la integral) y la raiz n-
n=0

ésima también tiende a uno. Por lo tanto, cuando la raiz n-ésima tiende a 1, esa tnica
informacién no es suficiente para determinar la convergencia o no de la serie.

Un problema técnico que puede tener este criterio es que quizas la sucesioén de raices
n-ésimas podria no existir.

Ejemplo 4.12. Consideremos la serie ) ., a, con a, = 0sin esimpar, y ag, = r2k.

oo oo
D= 1"
n=0

k=0

Si definimos by, := aq;, = r**, entonces

Zan:Zagk:an

n>0 k>0 n>0

y ademas
bf1/% = |

Concluimos que esta serie converge (absolutamente) para |r?| < 1. Sin embargo, si toma-
mos

|anl

1n _ (r#)1/2k = sin =2k
1 0Yr=0 sin=2k+1

Aqui el criterio de la raiz funciona para b,, pero “falla”para a, porque la raiz n-ésima de
a,, oscila entre 0 y r, en particular no existe su limite.

Con el ejemplo anterior vemos que el criterio de la raiz podria fallar (en el sentido
de que no existe el limite) pero por motivos mas bien artificiales. Este problema técnico
se puede subsanar facilmente considerando lo que se llama “limite superior”, y se de-
nota lim. La ventaja es que el limite superior de una sucesion (no negativa real) acotada
siempre existe, y el criterio dado anteriormente sigue siendo vélido cambiando limite por
limite superior. En la practica, la mayoria de los ejemplos pueden manipularse un poco a
mano para luego calcular el limite en el sentido usual, por lo que muchas veces no resulta
necesario trabajar directamente con el limite superior. De todas formas, para satisfacer la
curiosidad, recordamos la definicién de limite superior

35



Definicién 4.13. Sea {x,},cn una sucesion acotada de ntimeros reales. Se asocian dos
sucesiones a ella:
in = Inf{xy : k >n}

Sp = sup{xzy : k > n}

Notamos que tanto 1, COMO s,, son acotadas, pero también 7,, es una sucesion monoétona
creciente, mientras que s,, es monétona decreciente. En consecuencia ambas tienen limite,
se definen los limites superiores e inferiores como

lim z,, := lim s, lim z,, := lim 14,
n—oo n—oo n—o00 n—oo

Observacion 4.14. Si {z, },cn €s una sucesion acotada de niimeros reales, entonces siem-
S
pre vale i,, < s,, y por lo tanto siempre vale la desigualdad

lim z,, < lim z,,
n—00 n—00

Ademds, la sucesion tiene limite (en el sentido usual, si y sélo si vale la igualdad.

Ejemplo 4.15. La sucesién z,, = (—1)" no tiene limite pero es acotada, luego, si tiene limite
superior e inferior: o
lim (—=1)" =1, lim (-1)" = -1

n—oo n—oo

Teorema 4.16 (Criterio de Cauchy de la raiz, versiéon general). Consideremos una serie

S gy y sea
0= lim /|a,|

n—o0

si!{ <1 = la serie converge absolutamente,
si{>1 = laserie converge diverge.

Si ¢ =1 el criterio no decide.

4.2.1. Calculo de radio de convergencia con el criterio de la raiz

El criterio de la raiz es muy cémodo para calcular radios de convergencia de series de
potencias. En efecto, si tenemos una serie de la forma

o
g apz"”

n=0

entonces el criterio de la raiz nos dice que podemos calcular

V’anz’”ﬂ = {L/

an| |2]
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y dependiendo de si este limite (o limite superior) da menor o mayor que 1 sabremos si
converge o diverge. Pero claramente
anl )12

o] = i (V1) = (i

por lo que concluimos que el radio de convergencia es

R = (Tm m)l

n—o0

n

lim
n—oo

Donde convenimos en llamar radio de convergencia infinito si el limite de la raiz n-ésima
es cero.

4.2.2. El criterio del cociente

Un criterio pariente al anterior es el criterio del cociente:

Teorema 4.17 (Criterio de D’Alembert del cociente). Consideremos una serie -, a, Y su-
pongamos que

3 21l
noe Jan)

si!{ <1 = la serie converge absolutamente,
si{ >1 = laserie converge diverge.

Este criterio, a diferencia del de la raiz, no tiene forma de corregirse técnicamente
cuando el limite del cociente no existe.
Sin embargo, enunciamos y demostraremos el siguiente resultado de comparacion:

Proposicién 4.18. Si el limite del cociente existe, entonces el limite de la raiz también, y coinciden.
Demostracién. Llamemos

[ — lfm (%l
nSeo Jan|

Sea € > 0, sabemos que existe n, tal que, para todo n > n, vale

L—e< |a|2+|1| <L+e
n

Por comodidad supondremos que L > 0y € es tal que L — € > 0. Dejamos como ejercicio
hacer la demostracién (mds facil!) para el caso L = 0.
Supongamos ahora n > ng, escribamos n = n + k y calculamos ahora

‘ano-ﬁ-k" ’an0+k’ |ano+k—l|

|ano+k| = |an0+k—1| - |am+k—2| =

|an0+k—1| |ano+k—1| |ano+k—2|
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_ |a’n0+k| ‘anoJrk*l‘ . ’an0+2| |an0+1‘ |a

= Tamsrotl lamsrczl  lanosa] Tang] 1"

Concluimos
(L = )| an,| < lanor] < (L4 €)*|an,|

o bien
(L — )" ep < angr] < (L4 €)" e

donde c; y ¢, son las constantes positivas

|ano| |ano|

CIZ(L—E)’”O, 02:(L+€)n0

En otras palabras, volviendo a llamar n = ny + k tenemos que, para todo n > n, existen
constantes positivas ¢ y ¢, tales que

(L —e€)" <l|ap| <co(L+€)"
Tomando raices n-ésimas
V(L =) < Vlan| < ea(L+ )
Como para cualquier constante positiva c sabemos que
%:e%mc e 0 g

y por lo tanto

L —e< lim {/|a,| < lfm Van| < L+ e
n—oo

n—oo

Como ¢ es arbitrario, concluimos que

3 lim {/|a,| =L

n—o0

Finalizamos con algunos ejemplos de radio de convergencia:

z
n

Ejemplo 4.19. Como ) Z; converge para todo z, su radio de convergencia es infinito.
n=0

Demostracion. Si usamos el criterio del cociente, con a,,z",
1

|1 _ Gy 1
!

+
= — 0
ni n+1

luego el radio de convergencia es infinito. Notar que en este caso, es mucho mds comodo
el criterio del cociente que el de la raiz. O
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o0
Ejemplo 4.20. Dejamos como ejercicio ver que ) n!z" no converge para ningin z salvo
n=0

z = 0. El radio de convergencia en este caso es 0.

Ejemplo 4.21. lim {/n = 1.

n—o0

Demostracion. Usamos la proposicién anterior con a,, = n, luego

n 1 1
lm 2 g P g (1+—):1
n—oo Ay n—o0 n n—oo n

Como este limite existe, concluimos

lfim /n = lim /a, = lim 22 =1

n—o00 n—00 n—00  Qy,

Como corolario tenemos la siguiente propiedad

Proposicién 4.22. Si tenemos una serie de potencias f(z) = > - a,z" con radio de convergen-
cia R, entonces la serie "derivada” g(z) := Y - na,z""" tiene el mismo radio de convergencia.

Demostracion. Por comodidad consideremos

o0 oo
2g(z) = E na,z" "t = E na,z"

Vemos que ¢(z) converge si y s6lo si zg(z) converge. Veamos que zg(z) tiene el mismo
radio de convergencia que f. Si utilizamos el criterio de la raiz n-esima,

Vinan| = /ni/lan]

y como lim {/n =1, da lo mismo el célculo de radio para f(z) que para zg(z). O
n—oo

Sobre radio de convergencia y singularidades

tiene radio de con-

1
Veamos primero que la serie de Taylor alrededor del 0 de T 22

vergencia 1. En efecto, como la igualdad
1 e}
- = "
Ty

tiene sentido para || < 1y la serie del lado derecho de la igualdad converge exactamente
para |t| < 1.Sit = —z?, tenemos que

1 o0 oo
i Z(—ZQ)" = Z(—l)”z% =1-22+24 -2+ 22—
z
n=0 n=0
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tiene sentido para | — z?| < 1y la serie a la derecha converge exactamente para | — 2*| < 1,
o equivalentemente |z| < 1.

Si consideramos la funcién de variable real ¢(z) = 5, como el denominador no se

. . . . 1 + x . .
anula nunca en los reales, esta funcién es infinitamente derivable como funcién de R en

R, desde este punto de vista no hay razones para sospechar que su serie de Taylor vaya a
tener problemas. Si n embargo, cuando pensamos en la funcién de variable compleja

1
zZ) = ——
vemos que el denominador se anula en z = +1, por lo tanto comprendemos que su serie

de Taylor alrededor del cero no puede tener radio de convergencia mayor que 1, pues si
no, podriamos evaluarla perfectamente tanto < como en —.

4.3. Convergencia en el borde

El radio de convergencia distingue rdpidamente dos regiones, el interior del disco
donde converge absolutamente y el exterior del disco donde no converge. Para estudiar la
convergencia en el borde no hay un método general, pero hay un criterio de convergencia
(no necesariamente absoluta) que es muy ttil en los ejemplos. Recordamos primero un
caso tipico de criterio de convergencia (no necesariamente absoluta) para series reales.

4.3.1. Criterio Leibniz

Teorema 4.23 (Criterio de Leibniz). Si {a,}°, es una sucesion decreciente de niimeros positi-
vos que tiende a cero, entonces su suma alternada converge:

[o¢]
an € R>g an N\ 0 — Z(—l)"an converge
n=0
La notacién a,, N\, 0 significa
Qg 2> Q1 2 Ay 2+ 2 Gy 2> Ay = * Ylfman:()

n—o0

El ejemplo paradigmatico es la serie

= (-1
Z(n)

n=1

n

[e.9]
que converge (gracias al criterio) ain cuando la serie E — diverge, por ejemplo a partir
n
n=1

del criterio de comparacién con la integral

by N
Z— N/ —dx = 1In(N) 22 o
n LT
n=1
Demostraremos una generalizacién del criterio de Leibniz al caso complejo.
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4.3.2. Criterio Abel/Dirichlet

Teorema 4.24 (Criterio de Abel para el circulo, Criterio de Dirichlet en general).

a, € RVn ,(n>0) an N\ 0
N - Z a2y CONVETe
z, € CVn, M | >z | < M,VYN n
n=0

Ejemplo 4.25. Si z, = (—1)", entonces

N
(=) =1-1+1-1+1----%1
n=0

esigual a cero o 1, segtin la paridad de [V, en particular

1)
DI CIESR
n=0

Por lo tanto podemos ver al Criterio de Leibniz como un caso particular del de Dirichlet.

Ejemplo 4.26 (Test de Abel). Si z = ¢ # 1, entonces

>

que permanece acotado cuando N varia. Por lo tanto, este criterio puede ser utilizado
para analisis de convergencia de una serie del tipo

00
E /‘eznean
n=0

generalizando las sumas alternadas del Criterio de Leibniz.

2
. < 4
1 —e ‘_’1—629|

‘ 1 — i(N+1)0

Para demostrar el criterio de Dirichlet, es muy cémodo contar con una férmula anélo-
ga a la integracion por partes, que se entiende muy bien pensando a una sumatoria como
la version discreta de la integral.

4.3.3. Disgresion: La derivada discretay ) como integral discreta

Dada una sucesién {a, },en de nameros, si la pensamos como una funcién f : N — R
(0o de N — C) donde f(n) = a,, podemos definir su derivada discreta ”ddf” como un
cociente incremental, aunque sin la opcién de poder tomar limite, ya que en los enteros,
el valor mas cercano an es n + 1:

fin+1) = fn)

ddf (n) := .

= Qp41 — Qp
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O incluso se podria definir la derivada discreta por izquierda como a,, — a,—;, que clara-
mente no tiene porqué coincidir con la derivada discreta “a derecha”.

De manera elemental, el principio de las sumas telescépicas lo podemos ver como la
version discreta del teorema fundamental, en vez de

b
[ =) - s(@
tenemos:

Observacion 4.27. "Teorema Fundamental” del calculo discreto. Si my < IV, entonces

N

Z (ak41 — ar) = ant1 — g
k=mg

Como aplicacién tenemos una manera de encarar férmulas de sumatorias:

Ejemplo 4.28. La famosa férmula de suma de Gauss

~  n(n+1)
3= i
k=1

Para demostrar esta formula existen diversos argumentos, veamos el punto de vista
de derivada e integral discreta. Busquemos una primitiva discreta de f(n) = n.
2
Si tomamos su version continua ol vemos que no funciona pues

n+1)? n? (m+1)2%-n* 2n+1 1
dd(n?/2 N G S = =n+-
(n/2) 2 2 2 2 nty

Sin embargo, estamos cerca, obtenemos n pero también obtenemos % Facilmente vemos

. : n
que la derivada discreta de 5 es 1 pues

n-+1

Por lo tanto, si definimos

J) =5 —5=—%5 =773
tendremos que su derivada discreta es
1 1
flntl) = f)=n+5-5=n

y por lo tanto

ik:i(f(kﬂq)—f(/f))=f(n+1)—f(1): (n+ln 11-1) nm+1)
k=1

2 2 2
k=1
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Ejemplo 4.29. Si sumamos los primeros ntimeros impares vemos el siguiente fenémeno:
1+3=4=2°

14+3+5=9=3
1+3+5+7=16=4>
1+3+54+7+9=25="5"
14+3+54+7+9+11=236=6

Sera que siempre da un cuadrado perfecto?

A la luz de la derivada discreta, al considerar f(n) = n? vemos que su derivada
discreta es
(n+1)?—n*=2n+1

Observamos que 2k + 1, con k = 0, 1,2, ... es la forma genérica de un niimero impar. Al
sumar (integrar discretamente) los niimeros impares obtenemos

n n

D RE+1)=> ((k+1)*=k)=n+1)?-0"=(n+1)

k=0 k=0

Férmula de sumas por partes

Una consecuencia del “teorema fundamental discreto” es:

Corollario 4.30 (Partes). Supongamos { fi}ren Y {gx }ren son dos sucesiones, entonces, para
cada m < n tenemos

Z fi(grer — gr) = (fn+1gn+1 - fm9m> - Z Grr1 (ferr — Ji)-
k=m k=m

Demostracién. Al igual que la férmula de integracion por partes, calculamos la derivada
(discreta) del producto:

19641 — oGk = fer19k+1 — o196 + fer196 — frugr

= frr1(grr1 — gr) + (ferr — fr)gn
Si sumamos,

n

Z(karlngrl — Jrge) = Z Sre1(gra1 — g) + Z(ka = Jk) 9k
k=m

k=m

n

k=m

Del lado izquierdo usamos el “teorema fundamental” y luego pasamos de término una
de las sumatorias. O
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4.3.4. Demostracion del Criterio de Dirichlet.

Consideremos
n

Sn == E A2
k=1
Vamos a utilizar la férmula de sumas por partes para transformar el problema. Para eso,
necesitamos ver uno de los productos como una derivada. Definimos entonces

n—1

Bn = Ze
1

B
Il

Observamos que
Biy1—By=(zn1+2++za+2z)—(a+zn+ - +20) =2

Es decir, By, es la primitiva discreta de z;. Usando la férmula de “suma por partes”

Sy = Z&kzk = Zak<Bk+1 - Bk)
k=1 k=1

n
= an+1Bn+1 —a1 By — E Bk(ak - ak+1)
k=1

El primer término tiende a cero (B,, acotado y a,, tiende a cero), el segundo es constante,
y la sumatoria converge absolutamente. En efecto, como a,, es decreciente, (a; — aj+1) > 0
y por lo tanto

D 1Bilar — ar)| = Y [Bel(ax — axi1)
h=1 k=1

n
— 00

< M(ak —ak+1) = M(a1 —an+1) b MCLl
k=1

Ejemplo 4.31. El caso de la convergencia no absoluta de _,” ,(—1)"< se generaliza a todo
el circulo unitario:

5=

n=0 n

converge para todo z en el circulo unitario SALVO z = 1.

En efecto: para utilizar el criterio observamos que si z # 1,
>t
2
11—z
y ésta expresion esta acotada si |z| = 1.
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5. Sucesiones de funciones

5.1. Convergencia puntual y convergencia uniforme

El objetivo es el de obtener ejemplos de funciones holomorfas por aproximacién. co-
mo sumas y productos de holomorfas es holomorfa, esta claro que los polinomios son
holomorfos. Nos preguntamos cuando una serie (en su zona de convergencia) define una
funcién holomorfa. Para ésto necesitaremos resultados técnicos de convergencia, luego
mostraremos que toda funcién dada por una serie es holomorfa en el interior del disco
dado por su radio de convergencia. Comenzamos con una definicién elemental de con-
vergencia en espacios de funciones.

Definicién 5.1. Sea X un conjuntoy f,, : X — C una familia de funciones. Diremos que
fn — f puntualmente si, para todo z € X, f,,(z) = f(x).

Ejemplo 5.2. Si X = [0,1] y f.(z) = 2", entonces f,, converge puntualmente a la funciéon

0 si 0<z<l1
1 si rz=1

02 04 06 08 1

Observamos que para cada n, f,(z) = z™ es continua (de hecho, infinitamente deri-
vable), pero la funcién limite no es continua, pega un salto en z = 1. La convergencia
puntual no preserva la propiedad de “ser continua” con el pasaje al limite. La conver-
gencia uniforme es una nocién mads restrictiva de convergencia pero que no tiene este
inconveniente.

Definicién 5.3. Sean {f,, : X — C},eny f : X — C, decimos que la sucesién f,, converge
uniformemente a f y denotamos f, 25 fsi, para todo € > 0, existe ng con

|fulz) — f(z)] <eVr e X

Como definicién emparentada tenemos:
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Definicién 5.4. Dadas {f,, : X — C},cy, decimos que la sucesién es uniformemente de
Cauchy si, para todo € > 0, existe ny con

ful) = fnla)] < €¥n,m > 0,Va € X
O equivalentemente, si para todo € > 0, existe n, con

sup | fu(z) = fin ()| < €Yn,m > 0,
rxeX

Observacién 5.5. Si {f,,} es una sucesion uniformemente de Cauchy, entonces para cada
x, {fn(x)} es una sucesién de Cauchy de ntiimeros y por lo tanto existe lim f,(z). Por esta
n—oo

razon, si una sucesion es uniformemente de Cauchy, siempre existe una “funcién limite”
asociada.

Teorema 5.6. Sea X C R? (por ejemplo X = [a,b],0 X = Q C C), si f, — [y todas las f,
son continuas, entonces f es necesariamente continua.

Demostracion. Sea e > 0, consideramos €’ = ¢/3. Tomamos n, tal que para todo z valga
| fro () — f(2)] < €/3
Fijemos z; € X. Como f,,, es continua en z;, existe 0 > 0 tal que vale la implicacién
To €X, |11 — x| <0 = |fno(x1) — fro(x2)| < €/3

Ahora queremos comparar f(z;) con f(x2), y para eso nos servimos de f,, que esta
cerca de f “en todos lados”; tenemos

|f(z1) — f(z2)| =

= [f(@1) = fao(®1) + fro (1) = fuo (¥2) + fno (2) — f(2)]
< (@) = fao (@0)] + | fao (21) = fro (@2)] + | fao (22) — [(2)] <€

J/ N

—~ N

<e/3 V1 <e/3 <e€/3 Vxa

]

Con la convergencia uniforme la continuidad se preserva, pero la derivabilidad es otro
tema. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.7. Consideremos la sucesién de funciones de R en R dadas por

sen(n’z)

fn(m) =

n

Claramente | f,,(x)| < 1/n independientemente de z, luego f,, converge uniformemente a
la funcién nula, que es trivialmente derivable y con derivada cero.
Vemos el grafico de f; = sen(z), f> = 3 sen(4z), f3 = 5 sen(9z):
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Sin embargo, por més que cada f,, es derivable, la sucesion de las derivadas dista de

ser una sucesion de funciones que tenga limite:
fh(x) = ncos(n’)

n

por ejemplo para v = 0 diverge puntualmente. En este caso tenemos que para todo x
sabemos que 3 lim f,(x) = f(x) (donde f(x) = 0) y claramente existe f'(z) (y es igual a

cero). Sin embargo, por mas que existe f/, para todon, A lim f; (x).
n—00
Un ejemplo menos trivial (proveniente de la teoria de series de Fourier) es el siguiente:

Ejemplo 5.8. Consideremos la siguiente sucesién de funciones

fil) = 5 — 2 cos(a)
fala) = = = 2 (cos(a) + L)
file) = = 2 (con(a) 4 23 cosOaly
falz) = g - %(Cos(x) 4 cos(3z) | cos(bz) Cog(7x)>

9 25 19

T 4~ cos((2k — 1)z)
falw) =35 w; (2k — 1)2
Claramente f,, es 2m-periddica, y se puede ver que f,(x) converge uniformemente a |z|
en [—, 7| (y converge uniformemente en todo R a la funcién |z| esxtendida 27-periédica-
mente a partir de sus valores en [—7, 7).
Aqui vemos el grafico de fi(z), fo(z) y f5(x):

3

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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Vemos que cada f,, es derivable, tiene limite uniforme continuo pero no derivable.

Sin embargo, si tenemos una sucesion de funciones f,, en donde todas las f,, son de-
rivables, en caso de que la sucesién de funciones derivadas f, sea una "buena sucesién”,
tendremos el control de la derivada del limite, como veremos a continuacion.

5.2. Convergencia uniforme de las derivadas: caso real

Una motivacién del andlisis para definir integral compleja

Enunciamos y demostraremos esta versién de buen comportamiento de la convergen-
cia uniforme y la derivada. Una demostracion relativamente sencilla de este teorema se
realiza utilizando integracion (y su relacién con la derivada). En principio no tenemos a
disposicién esta técnica para funciones de variable compleja, por lo que podemos consi-
derar una buena motivacién matematica para definir integrales en los complejos.

Teorema 5.9. Sean f, g, f, : (a,b) = R (n € N) tales que las f, son C' y
fo= fo g
Entonces f es C'y f' = g. En otras palabras,
i g2 = Jim £.)
Observacién 5.10. Si f,, : (a,b) — C entonces podemos escribir
fo(2) = ¢n(x) 4 ithn(2)

y

falx) = ¢ () + iy, (@)
En ese caso, la convergencia uniforme de las f, equivale a la convergencia simultdnea
tanto de las ¢,, como de las 1, y utilizando el teorema tanto para la parte real como la
imaginaria de las f, se puede concluir exactamente lo mismo que antes para funciones
(de variable real) a valores complejos.

Notar que tanto f como g son continuas, porque limite uniforme de continuas es con-
tinua. Fijamos z, € (a,b) y definimos la funcién

O (h) = /Ohg(xo +t)dt

Vamos a probar que ¢(h) = f(xo + h) — f(xo). Necesitaremos el siguiente lema:

Lema 5.11. Si ¢,, — ¢ en (a, b) entonces, para cualquier ', b con a < a’ < b < boale

b b

On(s)ds iy o(s)ds
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Demostracién del Lema. Sea ¢ > 0 y consideramos €' := ;. Como ¢, 5 ¢, existe ng tal
que (para todo s € [d/,b']) vale |¢,(s) — ¢(s)| < €, sin > ny. Luego

v b

buls)ds — [ ols)ds| =

b/

(n(s) — 0ls))ds

¥ b
< / |on(s) — @(s)|ds < / €ds=(b'—d')e =¢

Volvemos a la demostracion del Teorema retomando con la funcién &:

h h
@(h):/o g(:c0+t)dt:/0 ki f, (w0 + )t

y por el lema

h
= 1f£n/0 fulwo + t)dt = lim <fn(x0 +h) — fn(:co)) = f(zo + h) — f(20)

en donde hemos usado el teorema fundamental del cdlculo y que si f,, converge unifor-
memente a f entonces vale la convergencia puntual. Concluimos f(z¢ + h) — f(xo) =

fo (zo + t)dt y por lo tanto

f(xO‘Fh})L_f(xO) :%/O g(xo + t)dt

Pero como g es continua, + foh g(xo + t)dt — g(xy) cuando h — 0, es decir, f es derivable
y " = g¢. En efecto, para ver esta tltima aseveracion, la continuidad de ¢ dice que, dado
e > 0, existe 0 tal que |y — x| < 6 = |g(y) — g(xo)| < €. Luego, si 0 <t < h < § entonces

g(xg) —e < glxg+1t) < glzg) +€

y por lo tanto (supongamos i > 0)

/Oh(g(xo) —€)dt < /Ohg(xo +t)dt < /Oh(g(wo) +e)dt

O Ssea .
(a(ao) = 1 < [ glaa + 1)t < (gla) + O
o bien
g(wg) —€ < fo a:(;Lth < g(mo) + €

y listo. Dejamos como ejercicio la respectiva deduccién para el caso h < 0.
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Observacion 5.12. Si quisieramos tener un resultado analogo en el caso de funciones com-
plejas, necesitariamos tener definida una integral que verifique una regla tipo Barrow pa-
ra [ f'(z)dz, y que sea estable por limite uniforme, es decir, si f,, — f queremos que
[ fulz dz — [ f(z)dz. Con esa herramienta desarrollada podriamos adaptar la demos-
trac10n anterior.

5.3. Ejemplo importante: series de potencias

Antes de desarrollar las integrales complejas, vamos a ver el ejemplo de las series de
potencias, como limite de sumas parciales. Supongamos dada una serie f(z) = >_, -, axz",
de radio de convergencia R > 0.

Proposicién 5.13. Si f,,(z) = > axz* y 0 < r < R, donde R es el radio de convergencia de la

serie f(z) = 3. ap2*, entonces f, — fen B, = {z : |z| < r}. En particular f es continua en
k=0
Br={z:]|z2| < R}.

Observacion 5.14. Cada f,, es derivable porque es un polinomio:

n
= g kayz"1
k=1

y como el radio de convergencia de la serie derivada coincide con el de la serie original
Proposicion4.22)), las f/ también tiene un limite uniforme y continuo en la misma regién.
n g
o

En el caso real, concluimos que las series de potencias Z an(z — xo)" son derivables en
n=0

(xg — r,x9 + 1) para todo r < R (donde R es el radio de convergencia), y la derivada
se puede calcular derivando la serie término a término. Ademads, como la derivada es a
su vez otra serie (y del mismo radio de convergencia), vuelve a ser derivable, etc. etc.
Concluimos que las series son infinitamente derivables dentro del radio de convergencia.
Este resultado, en cuanto tengamos la herramienta de la integral compleja, lo veremos
mutatis-mutandi para las series complejas.

Demostracién de la Proposicion Como r < R, sabemos que la serie converge absoluta-
mente en 7.

Fal2) = F) =1 Y ana® — akz’w—\ > at< Y lalH < Y okt
k=0

k=n+1 k=n-+1 k=n-+1
o
Es decir, podemos acotar por la “cola” de la serie E |ak|rk, que sabemos que es conver-
k=0

oo
n—oo
gente y por lo tanto E \ak|rk 0. Claramente esta convergencia a cero es uniforme

k=n+1
en z porque la acotacién encontrada es independiente de z. O
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6. Integrales complejas sobre curvas

El contexto es el siguiente: (2 C C un abierto, f : {2 :— C, y C una curva parametrizada
por una curva continua C* a trozos o : [a, b] — 2, llamamos C = o([a, b]), queremos definir

/c f(z)dz =77

donde z “recorre” los elementos de la curva C.Escribimos z = z(t) = o(t). A partir de una
particion del intervalo [a, b]

[M=a=ty<ti <ty---<t, =1

podemos considerar una suma de Riemann asociada

—_

3

f(&) Az, =: S

0

i

donde &, = a(?k) y 1), es alguna eleccién de punto intermedio ¢;, < t < tht1, ¥
Azk = Zk4+1 — Rk — U(tk+1) - O'(tk)

Sio(t) = 2(t) = x(t) + wy(t),

n—1
Ax A
s = 3 i@+ 1000 = 3 st (5 452) an
k=0

Luego DEFINIMOS
/Cf(z)dz ::/a f(z(t) 2 (t)dt

=/ f(ff(t))ff’(t)dtz/ F(@(t) +iy(0) (2 (1) + iy (¢))dt
) = u(

Si escribimos f(z) = u(z) + iv(z),

[ 1(:)a - / (u+ iv) (2 + iy )dt

b b
:/ (u:z:’—vy’)dt+i/ (uy’ + va')dt
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Ejemplo 6.1. Sea f(z) = 2%, y C el segmento que une 1 con 1 + 3i, que lo parametrizamos
cono(t) =2+ti t €[0,3]. Entonces o’(t) =iy

/czzdz = /Og(a(t))za’(t)dt = /03(2 + it)%idt = /03(4+4z't — t3)idt

3 3
:/ —4tdt+/ (4 — t)idt
0 0

23 3\ 3
(-8
2 1o ! 3/10

9
=45 +(12-9)i=-18+3i

6.1. Interpretacién geométrica real de la integral compleja

Siauna f: Q2 — C
fla+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

la interpretamos como una funcién a valores en R*:

o~ Fz,y) = (u(z,y),v(z,y))

entonces b b
[ £z = [t oyiesi [+ oahar
b b
= [(F @ =it i [ (F )

que no tiene interpretacién geométrica directa en términos de F' y la curva (z(t), y(t), sin
embargo, si definimos (al igual que en(3.4.1) el campo conjugado

7 A ﬁ(fL’,y) = (U(ZE,y),—U(ZL’,y))

entonces

/Cf(z)dz = /ab(ux' — vy )dt +z’/ab(uy’ + oz’ )dt
_ /ab@:, (2',y'))dt —H'/ab(ﬁ, (v, —a'))dt

y obtenemos asi un producto escalar contra el vector tangente a la curva: (2/,y’), y un
producto escalar contra el vector normal (y', —xz') = (—i) - (2/,y') = el rotado 90 grados de

(«',y'). Luego
/f(z)dz:/ﬁ-dﬁﬂ/ 7 dl
C C c
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Es decir, la integral compleja “empaqueta” en un tinico nimero complejo, tanto la circu-
laci6nde F = f (en su parte real) como el flujo saliente de F (en su parte imaginaria).

Observamos que la integral estd definida en la “curva geométrica orientada”, es de-
cir, no cambia por reparametrizacién orientada, y cambia de signo cuando se cambia la
parametrizacién de la curva.

1 ., —
Ejemplo 6.2. Sea f(z) = = + 1, al que le asociamos el campo vectorial F(z,y) = f(2),
que en el circulo unidad es tangente al circulo!! (ejercicio).

/‘V./'//_'/V ——

.——/V./V//

-\\5\-‘\;\\

-\\A\‘\\
0.5 4 \ \ e

N T

0.5 1.5 2 2
./V —

g
//.V/'/./'
S

Calculamos la integral en el circulo unidad: por simetria, la circulacién de F' deberia
dar cero, y por tangencia el flujo también deberia dar cero. Efectivamente, parametriza-
mos o(t) =€, t € [0, 27],

o(t) = e" = cos(t) +isen(t)

o'(t) = —sen(t) +icos(t) = i(cost + isent) = ie™,

flo(t)) = +1,=—e %41 dz = o'(t)dt = ie'dt
o(t)?

f(2)dz = (—e 2" + D)ie"dt = i(—e " 4 ")dt = i(—2isent)dt
Como f027r sentdt = 0, esta integral da 0.
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1 /
Observacién 6.3. Notar que f(z) = <— + z> Por un lado, veremos luego (Corolario

que para una funcién que es una derivada siempre §, g’ = 0). A su vez (ver Observacién

- las lineas de flujo del campo F pueden ser dibujadas usando las curvas de nivel de
la parte imaginaria de 1/z + z, es decir, de

Z -y
I ( >_— -
m +z 2 y2+y c

|2[?

que son

6.2. &/ ejemplo de integral

Debido a sus implicaciones, el siguiente ejempo elemental es, sin lugar a dudas, el
cdlculo de integral mas relevante de todo el andlisis complejo:

Ejemplo 6.4. SiC = S}r, el circulo unitario recorrido de forma antihoraria, entonces

1
/ —dz = 2w
c VA
2T 2T 2
1 1
/ —dz —/ t / —tze”dt / idt = 21
cz e’ 0o ¢ 0

F=7(2):

Pues

Aqui vemos graficado respectivamente los campos f(z) =

ISEIE
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En el campo conjugado vemos claramente que tiene un flujo hacia el exterior, que es lo
que ve la parte imaginaria del resultado de la integral, y vemos también que si recorremos
el circulo unitario, la velocidad de recorrido es perpendicular al campo, por lo que la
circulacién es cero. Esto es compatible con el hecho de que el resultado de la integral di6

imaginario puro.

6.3. Primer resultado: cilculo de |, f'(z)dz

Proposicion 6.5. sio : [a,b] — Q C Ces Ct atrozosy [ : Q — Ces C* holomorfa, entonces

[ e = 1) = fo(@)
Demostracién. Escribamos f(z) = u + iv, entonces
() = up + iv,

luego

/uxdx — v dy +1 / Uz dy + vpdz
c c

/Cf/(z)dz = /c(ux + ivg)dz =

Pero por Cauchy-Riemann,
Uy = Uy Uy = —Uy

entonces

/uxd:c +u,dy +1 / vydy + vydx
c c

/Cf/(z)dz = /C(u,r +iv,)dz =
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_ /C<vu,di> +¢/C<Vv,d5>

O

Ejemplo 6.6. Podemos facilmente chequear que la cuenta explicita realizada en el Ejemplo
donde la curva es el segmento que une 2 con 2 + 3i y la funcién es f(z) = 2?, coincide
con

2 (2430 28
/Cz z + 3t 5 3

Corollario 6.7. jq{ f'(2)dz = 0 para toda curva cerrada C contenida en el dominio de f.
c

Corollario 6.8. Gracias al ejemplo (6.4 podemos afirmar que no puede existir una “primitiva” de
1
2 definida en C — {0}.

6.4. ;Cuando existe la primitiva de una holomorfa?

Por el calculo de ]4 édz = 2mi vemos que é # f'(z) para ninguna f : C\ {0} —
1
C holomorfa. A su veZS, nuestra intuicién de funciones reales nos dice que el logaritmo
deberia jugar algin rol. Como en la definicién de la funcién logaritmo compleja aparece
el problema de la funcién argumento, podemos intuir que el problema es con el dominio,
y quizas para dominios simplemente conexos el problema de encontrar primitivas tiene
mas chances de poder resolverse. Efectivamente, eso es lo que probaremos.
Comencemos con {2 C C un abierto y f = u + v holomorfa en 2. Buscamos ¢ : 1 — C
holomorfa tal que f = ¢'. Si escribimos ¢(z) = U(z) + iV (z), tenemos que resolver

U:Ux,U:‘/I

y ademas deberé verificar U, =V, y U, = —V/.
Si buscamos una solucién al problema

u="U,, v=-U,
vemos que el problema es equivalente a
;3 U: Q= Rtalque F = (u,—v) = V(U)?

Esto siempre es posible si el dominio de F es simplemente conexo y F verifique el test de
derivadas cruzadas. O sea, hay que chequear u, = —v,. Pero esto vale por (una parte de)
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Cauchy-Riemann! Ahora sabemos que que tenemos un (tinico a menos de escalar U) tal
que U, = uy —U, = v, buscamos V tal que

‘/JC:_Uya V;;:Uz

o bien, que

—

G :=(-U, U,)=VV

De nuevo esto es posible en un dominio simplemente conexo si chequeamos el test de
derivadas cruzadas para G, que en este caso nos da

2

(_Uy)y = (Uac)x
pero ya sabiamos que —U, = vy que U, = v, por lo tanto esta igualdad equivale a
Uy = Uy
y esto es cierto por (la otra parte de) C-R. Concluimos el siguiente:

Teorema 6.9. Sea ) C C un abierto simplemente conexoy f : 2 — C holomorfa. Entonces existe
¢ : Q — C holomorfa tal que f = ¢'.

Corollario 6.10. Toda holomorfa C* es localmente la derivada de alguien.

Corollario 6.11. En un dominio simplemente conexo, la integral de una f holomorfa en una curva
abierta solo depende del punto inicial y final de la curva, si la curva es cerrada la integral da cero.

Corollario 6.12. La integral de una f sobre una curva cerrada (en un dominio general) sélo
depende de la clase de homotopia de la curva.

6.5. Integral y convergencia uniforme
Comenzamos con un lema sobre acotacién de integrales complejas:

Lema 6.13. C una curva orientada C* a trozos, 2 un abierto con C C Q C C yf:Q—=C
continua. Consideramos | f| : C — R como un campo escalar real, entonces la integral compleja de
f sobre la curva estd acotada por la integral de linea del campo escalar |f|:

[ e < [

Demostracion. Fijamos una parametrizacién o : [a,b] — C de C y recordamos que la inte-
gral compleja de f sobre C se define como

/Cf(z)dz = /abf<g(t))0'/(t)dt7
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Por definicién (de integral de Riemann), esto es un limite de sumas sobre particiones. Si
tomamos una particion

M={a=ty<ty <ty <---<t, =0}

tenemos la suma de Riemann asociada, junto con las desigualdades

—_

n—

< D @& o' (€l (i — 1)

i

5ul = | 3 F(o(€)e/ €)1 — 1)

I
=)

donde &; € [t;,t;41] es alguna eleccién de punto intermedio. El término de la derecha lo
reconocemos como otra suma de Riemann de una integral! Tomando limite sobre parti-
ciones cada vez mas finas deducimos

| [ steano o] < [ st o0

lo que, por definicién (de integral compleja y de integral de campo escalar real) significa

[ e < [

O
Corollario 6.14. Con las mismas notaciones anteriores, si M = sup{|f(z)| : z € C}, entonces
/f(z)dz < Llong(C)M
c
Demostracion. Simplemente
f(2)dz| < /|f(z)\d€ < /Mdﬁ = M/ 1dl = Mlong(C')
c c c c
O

Una consecuencia inmediata es la siguiente:

Proposicién 6.15. Sean {f, : Q@ — C} una sucesion de funciones continuas tales que f, — f
y C una curva contenida en S, entonces

/Cfn(z)dqu—Of/Cf(z)dz

lim Cfn(z)dz:/c lim f,(z)dz

n—o0 n—oo

O en otras palabras,
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Demostracion. Consideremos

My = sup{|fa(z) = f(2)] 1 2 €C} < My = sup{|fu(2) = f(2)] : 2 € O}

Como f, — f en Q vemos que M, "=3 0y por lo tanto MS — 0 también. Ahora
acotamos las diferencias

’/cfn(z)dz— /cf(z)dz] < M,long(C) "=3 0
L]

Ejemplo 6.16. si f(z) = >~ a,z" es una serie con radio de convergencia positivo R y C
es una curva contenida en el disco de radio R entonces

/Cf(z)dz - nio%an/cz”dz

[eS)
— E an Zn—i—l
n+1
n=0

C

6.6. Aplicacién: Las series son holomorfas

Con la herramienta de la integral compleja, podemos imitar la demostracién del caso
real al caso complejo.

Teorema 6.17. Sea 2 C C un abierto, f,{fu}nen, g : Q@ — C funciones donde f,, — f unifor-
memente, las f, son de clase C* holomorfas y f,, — g uniformemente. Entonces f es holomorfa y
vale f' = g.

Demostracion. Queremos acotar

fw) = f(z)

o, —9)

Consideramos C=la curva segmento que une z con w:

Q
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que estd parametrizado por
o:[0,1] = Q

o(t) ==z+t(w—2)

y que cae en (1 si z es interior y w es suficientemente cercano a z.
Para cada n tenemos

falw) — fulz) = / £ (1) du

por lo tanto, cuando tomamos limite en n, como f,, = fy f;, — g (uniformemente)

:/0 g(o(t))o’ (t)dt :/0 9(z +t(w — 2))(w — z)dt

por lo tanto

fw) - f(z) :/0 g(z +t(w — 2))dt

w—z
Si estimamos la diferencia

Jo9(s)ds

LEESCHPS

w—z

- g(Z)‘

/0 g((w—2)t + z)dt — g(2)

/ (o(w— )t +2) g(z))dt\

< / 9((w — 2)t + =) — g(2)] dt

Pero g es continua en z (las f, son C' y por lo tanto g es limite uniforme de f/ que son
continuas, luego ¢ es continua). Dado € > 0 existe J tal que si |u — z| < ¢ entonces |g(u) —
g(2)| < e. Si tomamos w tal que |w — z| < §, como t € [0, 1] tenemos

‘((w—z)t+z)—z‘ =lw—zt<|w—2z| <6
luego
1 1
/ lg((w — 2)t + 2) —g(z)’dt</ edt =c¢
0 0
Esto muestra que

o fw) = 1)

w—z w — z

=9(z)
es decir, f es holomorfay f' = g.
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(e 9]

Corollario 6.18. f(z) = a, 2" es C* y holomorfa en el interior del radio de convergencia.
y 8§

n=0
o0
Demostracién. Las series f(x E an2"y g(x) == E na,z"""! tienen el mismo radio de
n=0

convergencia, digamos R, por lo que definen funciones continuas en el disco (abierto) de
radio R que hemos llamado f y g. En esta demostracién todos los discos considerados
seran abiertos. Si tomamos 0 < 7 < R entonces las funciones fy 3. a,2" (son C* pues
son polinomios) y fy ij:o na,z""! convergen uniformemente a f y a g respectivamente
en el disco de radio r. Por el teorema anterior podemos concluir que f es holomorfa en el
disco de radio r y su derivada es g. Como esto es valido para cualquier » < R, concluimos
lo mismo para el disco de radio R. O
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7. Foérmula integral de Cauchy y consecuencias

7.1. Férmula integral de Cauchy

Recordamos (Ejemplo que si C es el circulo unitario recorrido antihorario,

d
—Z:2m'
c <

Corollario 7.1. Si C es un circulo de radio r con centro z, orientado anti-horario, entonces

d
/ v = 2m
Cw—z

Como consecuencia, podemos demostrar:

Teorema 7.2 (Formula integral de Cauchy). Si f el holomorfa alrededor de z y C es una curva
que encierra a z, en sentido antihorario (por ejemplo un circulo centrado en z,) entonces

% . J(_wiodw = f(20)
f(w)

Demostracién. Como ¢(w) := es holomorfa en w € {2 salvo w = z, la integral no

w — 2o
cambia si modificamos C C Q2 \ {zy} cambidndola por otra curva que sea homotodpica a

ella (dentro de Q2 \ {z}).

Supondremos entonces que C = C, = el circulo de radio r y centro z, con r suficien-
temente pequefio para asegurarnos que C, C 2. Incluso, sabemos que el resultado de la
integral sobre C, no depende del radio r.

A suvez, como f es continua en zy, dado € > 0 existe un radio 7’ tal que | f(w)— f(20)| <
e si w dista de z en r’. Achicando eventualmente r, supondremos r’ = r. Acotaremos la
siguiente diferencia:

1 (w) _
7 Crw_zodw—f(zo) =
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QLM/C %dw— %(27&)]‘(20)
%/Crw(_w)odw — %(/Crwizodw>f(z0)
Ll L

w — 21 Jo, w — 2o
:i/ f(w)—f(Zo)dw'
21 | Jo, W —
1

| f(w) — f(20)]
S%/CT drl

|w — 2

L[ - fG)l,

B 2 C, r
1 € 1 e 1 e
< — —dl = ——/( C.)=—=2nmr=
2 Jo, 1 2mr ong(Ch) 2mr e

Como € > 0 es arbitrario, concluimos

=0

1 f(w)
%/CTU)—Zodw_f(ZO)

]

Ejemplo 7.3. Sea C una curva cerrada simple que no toca —3 — . Llamemos D a la regién
encerrada por C. Entonces

JE-CLCiv

z+3+1

0 si—3—i¢D
cos(cos(—3 —1i)) si —3—i€D

En efecto, si —3 —¢ ¢ D entonces el integrando es holomorfo en un dominio simplemente
conexo que contiene a la curva y por lo tanto la integral cero. Si en cambio —3 —i € D,

usamos la férmula integral de Cauchy para zp = —3 —i.
Ejemplo 7.4. Si queremos calcular j{ %dz con p(z) un polinomio con varias raices y C
c P\z

una curva que encierre a todas ellas, por ejemplo algo de la forma

cos(z)

foee=4 o)) ) ) ) — =)

podriamos, o bien hacer fracciones simples con el denominador, o bien, si la curva fuera
como el siguiente grafico:

dz
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la invarianza por deformacion (de la curva) de la integral de linea compleja nos per-

mite afirmar que
6
74@(2) dz = 27{ O(2) dz
¢ i=1 7 Ci

Y en este dibujo, en el interior de cada curva C; hay un tnico denominador a tener en
cuenta. Para esta integral en particular obtendriamos

B s cos(z;)
7%@(2) dz = ; ()

donde
[ (== 2)

pi(z) = (z—21)(z —22) - (2 —zi1) (2 — zig1) - (2 — %) = R
es el producto de las diferencias (salvo la i-ésima).

Observacion 7.5. Con las notaciones previas,

p(2)

pi(z) =

vemos que, a pesar de lo que puede aparentar la férmula, sabemos que p; es un polinomio,
y tiene sentido evaluar p; en z;. De hecho, afirmamos que vale

pi(z) = p'(2)

pues

pi(z) = lim p;(z) = lim p(2)

y usando la regla de 1'Hopital

/ /
i 23 gy P
oz (2 — z)  zoa 1
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f(2)

Mas alld de calcular integrales de la forma con f holomorfa, una consecuencia

zZ — 20
es que los valores de una f holomorfa en un dominio D se pueden reconstruir a partir de
los valores de f en la curva borde. La siguiente propiedad que puede ser demostrada uti-
lizando los resultados sobre funciones armonicas, pero con la férmula integral de Cauchy

resulta una consecuencia inmediata:

Corollario 7.6. Sean f,g : Q — C holomorfas y D C  un dominio con borde C = 0D= un
curva cerrada simple C* a trozos. Si f y g coinciden en C entonces coinciden en el interior.

7.2. Derivadas superiores

Si f’ es holomorfa entonces

L[ f(w)
— | 2w =f
27m'/cw—z0 w=f(z)
pero la derivada (con respecto a w) del cociente da

d (f(w) ) S fw)

dw \w — z w—2zp (w— z)?
(o f it

v fw) 1 f(w)
%]{w—zodw_ %]{ (w—zo)2dw

Usando la férmula de Cauchy para f’(zp) deducimos

f'(z0) = %j{(ﬂ—w)ﬂlw

w — 2p)

luego

y por lo tanto

Por un argumento recursivo podemos obtener la férmula

! f(w)
() = M 7{ S
S o) 2mi ) (w — zo)"H!
Maés adelante (Teorema y subseccién [7.5.2)), veremos no sélo que la hipétesis de
holomorfia de f’ -y todas las derivadas superiores- es superflua, sino que tendremos una
manera compacta de demostrar todas estas férmulas en simultaneo.

Ejemplo 7.7. Si C es una curva cerrada simple orientada positivamente que encierra al 1,
entonces

= 2mi - 2ie" = —4me' = —4m(cos(1) + sen(1))

.2
iz ) )
7{ =T omi(e'Y| | = 2mi(i2z¢)|

(z—1)?
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7.3. Teorema de Liouville

En funciones de variable real no es raro tener funciones C'*° acotadas, como

a2 1 sen(x) cos(z3e3”) 1
e ™, sen(x), T , YO
+x x 27 + sen (m)

pero ninguna de ellas resulta acotada (algunas siquiera bien definida) en C. El siguiente
teorema nos sorprende mostrando la imposibilidad de conseguir una funcién acotada no
trivial definida en todo C:

Teorema 7.8 (Liouville). Sea f : C — C holomorfa y acotada. Es decir, existe M > 0 tal que
|f(2)] < M para todo z € C. Entonces f es constante.

Demostracién. Demostraremos f'(z) = 0 para todo z. Por la férmula integral de Cauchy

para [’ tenemos
oy f(w)
f (ZO) - %% (w _ Z())de

donde la integral la realizamos en una curva que le de una vuelta a z, por ejemplo C=un
circulo de radio R con centro en z,. En ese caso, si

w(t) = 2o + Re™, t € 0,27]

claramente |w(t) — z| = R, y ahora acotamos

7ol = 52| §

J1 W,
21 Jo |w — zo]?
1 M
< — ¢ —dl
27 I R?

M
Pero R es arbitrario! por lo tanto, si | f'(z)| < & para todo R € R, la tinica posibilidad
es f'(z) = 0. A su vez z es arbitrario, concluimos f’ = 0y por lo tanto f constante. l
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7.3.1. Disgresién: Teorema fundamental del dlgebra

A partir del teorema de Liouville se puede dar una demostraciéon del llamado Teorema
fundamental del Algebra, que dice que todo polinomio no constante tiene al menos una raiz
compleja.

Teorema 7.9 (Teorema Fundamental del Algebra). Sea

N
p(z) = Zanzn :a0+a12+a222+...+aNZN

n=0
con N > 0, todos los a; € C, ay # 0. Entonces existe A € C tal que p(\) = 0.
Demostracion. Como

p(2)

Qo a1 a2 Ap—1
=an + (Z_N + .

+ +
ZN—l ZN—2 z

es claro que para un R suficientemente grande, si |z| > R tendremos

P b
N2
En todo caso, existird una constante C' tal que si |z| > R,
1 ‘ C C
—— | < < == =M
‘p(Z) 2N TR

. . . 1 .
A suvez, siasumimos que p(z) no se anula en ningtin lado, — es una funcién holomorfa

p(2)

. . = 1
en C, en particular continua. Como By = {z : |2| < R} es un compacto, —‘ alcanza un

p(2)

maximo en By, digamos

‘L‘ < My, Vz:|z| <R
p(2)

1
Tomando ahora M = méax{M;, M} es claro que ‘ﬁ‘ <M,VzeC.
P\Z

El teorema de Liouville implica que la funcién holomorfa — deberia ser constante,

p(2)
1
lo cual es absurdo. Por lo tanto o) no puede ser una funcién holomorfa en todo C, no
puede ser que p(z) no se anule nunca, p(z) debe dar cero para algin z € C. O

7.4. Principio del Médulo Maximo

Teorema 7.10. Sea f : 2 — C holomorfa no constante. Si D C 2 es un dominio con C = 0D una
curva cerrada C* a trozos, entonces el maximo de | f| en D se alcanza en 0D, y no en el interior.

Daremos tres demostraciones:
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7.4.1. Usando funciones armoénicas

Si f(z0) = 0 entonces tiene médulo minimo, supongamos f(z,) # 0 entonces local-
mente alrededor de z, podemos calcular el logaritmo de f(z), y tenemos

In f = In(|f]) +iarg(f(2))

para alguna eleccién local de funcién argumento.

In(]f[*) = 2In(|f]) = 2Re(In(f))

es armoénica en un entorno de z.

Usamos el resultado de las funciones armonicas: si u(z, y) es armonica, entonces -salvo
que sea constante- su valor en (g, yy) no puede alcanzar un méximo (ni minimo) en el
interior del dominio, pues u(x, yy) coincide con el promedio de u en cada bola centrada

en (o, Yo)-

7.4.2. Usando la férmula integral de cauchy

Tomamos C = 0Dy %z € D un punto interior de D. Queremos ver que | f| restringido
a D se alcanza en el borde de D, y que si llega a alcanzarse también en el interior entonces
f es encesariamente constante.

Tomemos entonces un z; donde se alcanza el maximo de |f| y supongamos que es
interior, este 2z, se encuentra a una cierta distancia R del borde.

L)
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Consideramos ahora Cr, el circulo centrado en z, y radio R. Por la férmula integral de
Cauchy tenemos
1 f(2)

f(z0) = — ———dz

21 Jop 2 — 20
Si acotamos

e =g f Leaef < L f [ L L £ 1EN,

zZ— 2 27 Jeop 12— 20 2 R

Como asumimos |f(zp)| méximo, claramente |f(z)| < |f(z0)| para todo z € Cpg. Pero
ademads, si existiera z; € C con desigualdad estricta: | f(z1)| < |f(z0)|, entonces por con-
tinuidad habria un entorno en donde valga la desigualdad estricta y tendriamos una des-
igualdad estricta para la integral, dando la sigueinte dicotomia:

< LU pong(Cr)  si|f| no es constante en C

)l < = 7{ NG
2r Jo, R i |
= 5. bong(Cr)  si|f(2)| = |f(20)|, V2 € Cr

Como long(Cr) = 2rR, se cancela el factor 27 R y tenemos la dicotomia

<|f(20)] si|f| noesconstante en Cx

1
ol < o f LEa
T Jcr R .
=|f(z0)| sil|f(z)| =1f(0)|,Vz € Cr
Como la primera opcién conduce a un absurdo, concluimos |f(z)| = |f(z0)| para todo

z € Cg.

Notar que el mismo argumento lo podriamos haber hecho con en la curva C, con
0 < r < R, por lo que podemos afirmar que |f(z)| es constantemente |f(z,)| para todo =
en el disco de radio R centrado en z,.

Concluimos entonces que, en los puntos interiores donde se alcanza el maximo del
mobdulo, la funcién | f| es localmente constante. Eso implica que | f| es constante en todo el
interior del dominio D. En efecto, si no fuera asi, tomamos un punto frontera del conjunto
en donde | f| es constante. Si ese punto estd en el borde de D no hay nada que decir, pero
si ese punto estd en el interior de D llegamos a un absurdo porque es un punto interior de
D donde | f| es méximo y por el argumento anterior hay todo un disco donde ese médulo
es constante, contradiciendo que era un punto frontera con esa propiedad.

Ahora recordamos que un ejercicio de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coorde-
nadas polares nos dice que si una funcién f holomorfa tiene médulo constante entonces
es constante y terminamos. Si no queremos usar Cauchy Riemann en polares, podemos
considerar localmente In(f(z)) = In(| f|) +iarg(f(z)) = u(z)+iv(z), entonces u es constan-
te, luego su compariera arménica v también es constante, y si In(f) es constante entonces
f(2) = e™U(®) es constante.
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7.4.3. "Demostracion fisica” usando la ecuacion del calor

Recordando la ecuaciéon del calor
Ut = kAu

Si u es armoénica, fisicamente representa una situacion estacionaria de un proceso de di-
fusion de calor en un sélido:

Au=0 <= u=kAu, u =0

Si hubiera un punto de méxima temperatura, ésta se difundiria y no podria ser una situa-
cion estacionaria.

Ejemplo 7.11. Supongamos f, g holomorfas en un abierto que contiene al disco unitario,

que ¢ no se anula en el disco y que

%) < 5,Vz : |z] = 1. Entonces, si existe un z, con
g\z

|20l <1y f(20) = 59(z0), entonces f(z) = 5g(z) para todo z en el disco.

Demostracién. Como g no se anula en el disco, ®(z) := % es holomorfa ahi, y por el prin-
cipio del médulo maximo, |®| alcanza el méximo en el borde, y no hay puntos interiores
en donde se alcance el maximo de |®| salvo que ¢ sea constante.

Pero la hipétesis f(z9) = 5g(zy) dice que ®(z,) = 5 es un punto interior en donde se
alcanza un valor de médulo igual al méximo en el borde, por lo tanto ® es constante en
el disco, necesariamente constantemente igual a —5, o sea f(z) = 5g(z) para todo z en el
disco.

]

7.5. Analiticidad: las holomorfas son localmente series

Una de las aplicaciones mds importantes de la férmula integral de Cauchy es la ca-
racterizacion de holomorfa como localmente analitica, lo que a su vez tiene muchas mas
aplicaciones.

Teorema 7.12. Sea 2 C C un abierto, zo € ), si f : Q@ — C es holomorfa, entonces alrededor de
2o f se representa como una serie:

f(z) = Z an(z — 29)"

Mis aiin, si Br(z) C ), entonces el radio de convergencia de la serie es por lo menos R.

Demostracién. Sea C un circulo alrededor del cero tal que el disco esta contenido en el
dominio de f y donde f es holomorfa ahi. Digamos, el circulo tiene radio R. Entonces,
para todo z en el interior de ése disco vale
1
flz)=— f(w) dw

2m Jow — 2

Usaremos el siguiente Lema, cuya demostraciéon dejamos como ejercicio:
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Lema 7.13. g, — g uniformemente, f acotada, entonces g, f — gf uniformemente.

Tomamos = tal que |z — 2| < R.

1 1 1 1

w—z (w—2)— (2 —20) (w—zo)(l—i%zz%)

S e P ey M

(w = 20) =

y esto es valido si < 1, es decir, |z — 2| < R porque el w esta en la curva “circulo de

radio R y centro z,”. Ademas sabemos que

—
_ ZO)n—H w—z

i Z_Z(]) N—o 1

gn(w) :

n:O

uniformemente, si |z — 2| < R, luego

f(z) = %;{Md

donde
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7.5.1. Consecuencias de la demostracién de analiticidad
Radio de convergencia y distancia a la primera singularidad

Si desarrollamos Taylor a una funcién holomorfa f alrededor de z, y z; es un punto
singular de f, con una singularidad no-evitable, entonces el radio de convergencia de la
serie de f alrededor de z, no puede ser mayor que |z, — 21|. Concluimos que el radio de
convergencia de la Serie de Taylor de f alrededor de z, es necesariamente la distancia has-
ta la singularidad mas cercana. En particular, f es entera (i.e. su dominio de holomorfia
es C) si y s6lo si estd dada por una serie con radio de convergencia infinito.

7.5.2. Demostracion directa de las férmulas para derivadas superiores
De la férmula
(] f(w) n
f(z) = ; <2m. j{C = zg)”+1dw) (z — 2)

obtenemos que en un disco alrededor 2, f es de la forma

flz) = Z an(z — 2)"

con
I S ()

n T 5 - T N1

27 Jo (w — z)"H!

Pero sabemos que las series son derivables, y que la derivada de la serie es la serie deri-

vada. Por lo tanto, a partir de

dw

f(z)® = (Z an(z — Zo)n) " = klag + (cte)(z — zp) + (cte)(z — z9)* + -+~

Al evaluar en 2, concluimos f(z)*) = kla,. O dicho de otro modo, si

fz) =) an(z—2)"
n=0
entonces necesariamente a,, = % y la serie no es otra que su Serie de Taylor. Como
subproducto tenemos
(n) 1
/ ('ZO):an:—, f(w) _dw
n! 270 Jo (w — zo)™t
o bien
|
myo M S,
f (ZO) 27 fé (w _ Z(])n+1 w

Recolectamos algunos corolarios directos del teorema de analiticidad:
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» Ya que sabiamos que las series son holomorfas dentro de su radio de convergen-
cia, ahora el teorema nos dice que f es holomorfa (y C?) si y sélo si es localmente
analitica.

» f holomorfa (luego localmente analitica) entonces es Hol*
» Si¢:Q— Res C?yarmonica entonces es C™.

= f holomorfa y se anula en un abierto entonces es identicamente nula, pues su desa-
rrollo de Taylor es identicamente nulo. Idem si f se anula en un segmento

» f|r determina f en los complejos. Por ejemplo, sabemos ahora que hay a lo sumo
.. .z . 2
una Unica extension holomorfa de las funciones reales e”, cos(x), sen(x), e*”, etc.

7.6. Liouville generalizado

Teorema 7.14 (de Liouville generalizado). Si f es entera y verifica una desigualdad de la forma
|f(2)| < C + D|z|¥, entonces f es un polinomio, de grado a lo sumo k.

Demostracion. Al igual que en la demostracion del teorema de Liouville, si 2, € C, toma-
mos Cr=el circulo de radio R cengtrado en 2, y acotamos

|f(k+1)(z0)‘ _ ‘(k+1)!j€j< f(w) dw

2mi w — 2)k+2

_ (kD [ |f(w)]

= o o Rk+2

| k
- (k+1).j{ C+ Dl
C

dat

=" or Rk+2
] ~ N k W2 n k
2 Jo RF+2 27 RF+2
B cte1(z0)  ctea(z0)  R—oo
= gk 7 — 0

Por lo tanto f*+Y) = 0 y en consecuencia f resulta un polinomio de grado alosumo k. [

7.7. Tipos de ceros y principio de identidad

Mostraremos que salvo el caso f = 0, los ceros de las funciones holomorfas son aisla-
dos.

Teorema 7.15. f holomorfay f(zy) = 0, si f no es identicamente nula entonces existe m € Ny
g holomorfa con g(z) # 0y

f(z) = (2= 20)"g(2)
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Demostracion. f es desarollable Taylor alrededor de z:

F=3" e - =)t
k=0

Notamos que, a diferencia del caso C* real, si f # 0, entonces su desarrollo de Taylor no
es identicamente cero. Tomamos m= el primer k tal que a;, # 0, luego, alrededor del cero

vale
F(2) = (2 = 20" (D ")
k=0
Tomamos ¢ = la serie habiendo sacado 2™ de factor comun. O

Ese m se llama el orden del cero.
Ejemplo 7.16. La funcién

1
sen(z) =z— =24+ —=2"— .- = Z(_l)k(gk - 1)'22k+1
! £ .

se anula en z = 0. Como su desarrollo de Taylor empieza en el término lineal, podemos
escribir

sen(z) = zg(2)
con g holomorfa y g(0) # 0. De hecho,

[e.e]

1
9(2) = ) (- oy
— (2k + 1)!
Vemos que g coincide con la funcién partida
sen(z) 240
g(zx) =1 ~°
1 z=0

msen(z) i

En otras palabras, la funcién es holomorfa en todos lados, atin en el cero si la

extendemos por continuidad.
Corollario 7.17. f holomorfa no constante entonces sus ceros son aislados.

Demostracién. Sea z, tal que f(zp) = 0. Si f no es identicamente nula, entonces escribimos
f(z) = (2 — 2)™g(z) con g holomorfa alrededor de z, y g(z) # 0. La funcién (z — z)™
s6lo se nula en 2y, y g(20) # 0, luego, por continuidad, g no se anula en un entorno de z.
Concluimos que existe un entorno de z, donde

f(z) = (2= 20)"g(2)
se anula solamente en z = z. O

Corollario 7.18 (Principio de identidad). Si dos funciones holomorfas coinciden en un punto
de acumulacion entonces son iguales. Equivalentemente, si z, — 2 Y 2, # 2y, para todon # my
f holomorfa con f(z,) = 0Vn entonces f = 0.
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7.8. Cantidad de ceros

Teorema 7.19. Sea f holomorfa en Q y C una curva cerrada simple que es borde de D C (.
Supongamos que f no se anula en C, entonces, la cantidad de ceros de f contenidos en D, contados
con multiplicidad, coincide con

ECn

2mi Jo f(2)

Demostraciéon. Haremos la demostracién para el caso de que f tenga un cero con cierta
multiplicidad en el 0 y que la curva sélo encierra al 0.

Como en el Teorema f holomorfa luego analitica alrededor del cero y podemos
escribir f(z) = 2"¢g(z) con g analitica y g(0) # 0. De hecho, g no tiene ceros "extra” porque
si no f tendria ceros también. Tenemos

f/ — nZn_lg—f— an/

/ 1 /
ff d—j{m g+2gd—j{n<—+g—>dz
g . \z g

como ¢(0) no tiene ceros en esa region, el término ¢'/¢g es holomorfo y por lo tanto su
integral da cero: la integral queda

Luego

1
:}{n—dz:Zm'n
C V4
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8. Desarrollo en series de Laurent, singularidades, residuos

Vimos antes que, gracias a la férmula integral de Cauchy junto con la expansién en
serie de la geométrica, toda funcién holomorfa en un disco se puede desarrollar en serie
de Taylor. Veremos ahora lo que sucede cuando el dominio de la funcién holomorfa con-
tiene no necesariamente un disco, pero si un anillo. En este caso serd desarrollable en serie
de Laurent, donde se incluyen potencias tanto positivas como negativas.

8.1. Series de Laurent

Proposicion 8.1. f(z) holomorfa en un abierto 2 que contiene al anillo
DRl,Rg = {0 < R; < |Z — Z0| < Rg} .
entonces, para Ry < |z — 2| < Ry,

foy =4 L@ g, L f W,

2m Cp, W— %2 2m Cp, W— %

Demostraciéon. Tomamos z un punto interior del anillo, por la férmula integral de Cauchy
usual podemos calcular f(z) usando cualquier curva C que encierre a z que sea una de-
formacion de un pequefio circulo C, alrededor de z:

<
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Vemos del dibujo que C;" se deforma en C}; U Cj, . Notar que Cp, estd orientada
positivamente mientras que Cg, esta orientada negativamente, luego

flw) W) [ fw)
c, W—=z2 CRQw—Z Cle—Z
Dividiendo por 27i y usando la férmula de Cauchy para C, concluimos la férmula. [

Como corolario, utilizando la misma técnica que cuando demostramos el desarrollo
en serie de Taylor, podemos mostrar el siguiente resultado:

Teorema 8.2 (Desarrollo en series de Laurent). f(z) holomorfa en un abierto 2 que contiene
al anillo
Dp,r, = {0 < Ry < |z — 2| < Ry}

entonces, para Ry < |z — 2| < Ry,

f(z)= Z an(z — 29)"

n=—oo

1
L W ki
21 Jop, (W — 20)"
donde a,, =

1
g (RS R
21 Jop, (W — 20)" !

Demostracion. Comenzamos con la féormula

L fw) L[ fw)
f<z>—%ﬁR2mdw—%ﬁledw

que la re-escribimos como

1 fw) f(w)
f(z) = 271 72%2 (w—20) — (2 — 20) d 21 Jop,, (W —wo) — (2 — 20)

Notamos que en la primera integral,
|z — 20| < |w — 20| = Ry

mientras que en la segunda,
Ry = |w — 2| < |z — 2|

Por lo tanto es conveniente hacer un manejo algebraico levemente diferente en cada inte-
gral:
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_ b f(w) oo L f(w) .
19" o 72@ (w=z20)(1 = 5=2) " o fém (z = z0) (= — 1) !

w—=20 2—20
! W 1 fw)
omi 22 o w—2
T om Cr, (w — zo)(l w_z‘;) 2mi Cr, (z — Zo)(l — z__Zg)

Ahora usamos la férmula
1 = n
T !
n=0
valida para [t[ < 1 para la primera integral con ¢ = Z=2 y para la segunda integral con
t = 4=2, y obtenemos

1 2/ z— 2 1 > —zo>
- 2mi 02 Zo< —z0> +2m Cr (z — 20) Z(z—zo

1
)(z —2)" f(w)(w — z)"
dw +— dw
T omi j{CR nzz: w — zp)"t1 271 7{;1?1; (z — zo)t!

Usando convergenc1a uniforme

flw)(z = 2)" )(w — )"
= d d

y como los factores de potenc1as de (z — Zp) NO dependen de la variable de integracion:

=X (i, e ) o+ X (g, 0w )

n=

La primera sumatoria es de la forma >~ ja,(z — 2)" con a, como en el enunciado. La
segunda sumatoria estd indexada por n = 0,1,2,... pero claramente vemos que las po-
tencias de (¢ — zp) que aparecen son todas negativas, asi que haciendo un cambio de
variable
n=0,1,2,3,... fi=—(n+1), n=—1,-2-3—4...
tenemosn =-n—1y
-1

Por lo tanto podemos unificar ambas sumatorias en una sola, de la forma

= Z an(z — 29)"

n=—oo

donde a,, tiene “la misma” férmula para n positivo y negativo, con la diferencia de que
en los n > 0 se usa la integral sobre C'r, mientras que para los n < 0 se usa Ck, .
O
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8.2. Un ejemplo facil de cdlculo de serie de Laurent
Consideremos la funcién f : C\ {0,1} — C dada por
1 1

Claramente tiene singularidasdes en 0 y en 1. Podemos desarrollar en series de Laurent
alrededor de varios puntos y en distintos anillos:

Alrededor de z, = 0

» Caso |z| < 1. Usando el conocido desarrollo de la serie geométrica, tenemos

1 1 1 1 R — 1
- _ - _ = n_T ]2 3 A
z+z—1 z 11—z z Zz & & i

Este desarrollo es vélidoen 0 < |z| < 1
(dibujo)

» Si|z| > 1, el desarrollo anterior de la serie geométrica no es convergente, es conve-
niente en este caso arreglar las potencias de otra manera. Cuando |z| > 1, claramente
2] < 1 por lo que es conveniente usar la geométrica con potencias para 1 :

1 1 1+ 1 1+1 1 1+1°°<1>n
2z z—1 =z z(l—%)_z z(l—%)_z 24

[e.9]

1 1 2 1 1 1
SItlomTitmtatat

Este desarrollo es vélido en |z| > |1.

Alrededor de zp = 1

Ahora, en la formula
1 1

z z-—1

el segundo sumando ya es una potencia de z — 1, debemos calcular el desarrollo en serie
de Laurent del primer sumando alrededor del 1, para esto escribimos

NS D S
z z—1 (z=1)+1 2z-1

Podemos hacer un estudio similar al caso anterior, o bien llamando w := (z — 1) tenemos
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» Si0 < |w| <1, 0equivalentemente 0 < |z — 1| < 1,
S S S
z z—1 w+l

1
=—+1l-w+w —w"—--
w

+1—(z=12+(z—-1P - (z—-1*—

(z-1)
(dibujo)
» Si|w| > 1, 0 equivalentemente 1 < |z — 1
LS SN NS SR SO SR
2z oz—1 w4+l w w(l+d) w
1= (=)™ | 1
- (25
WA= w
2 1 n 1 1 i 2 1 n 1 1 L
Cw ow? wd wt (z -1 (z=1)2% (z2—1)3 (z—1)*
Pero zp = 1y % = —1 no son los tinicos puntos alrededor de los cuales se puede
1

considerar el desarrollo de Laurent. Haremos el caso 2z, =

1

Alrededor de z =
1 1
= 3, luego para [z — 3| < ;3

» Caso |z — 3| < 3. Claramente f es holomorfa en z
tendremos un desarrollo de Taylor. En efecto

LN DR S
2z oz—1 (z—-H+L (z-3H-1
B 1 1
e 1) 50-2-D)
2 2
S l4u 1—uw

1 A
— 3), y usando la geométrica

oo o
u)" —2 g u" = —4 E TR
n=0 n=0

donde u = 2(z

2 2
=2

14uv 1—u o

— _4 Z 22n+1 (Z 2n+1 2 Z 4n+1 2n+1
n=0
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= Sin embargo, el desarrollo anterior no es vélido para |z — 1| > 1. Ahora podemos

considerar la region
(dibujo)
En esa zona habra un desarrollo en serie de Laurent, que podemos calcular también
a partir de manipulaciones algebraicas:
1 1 1

1
_ = +
z z—-1 (-H+1 (-1

Lo tinico que ahora |z — 1| > 1 por lo que no es conveniente sacar factor comun 3,

sino (z — 3):

donde u = - % Luego

(Zi%)<1—|1—u+ liu) - (Zi%)<§%(_1)"u"+g)u”)

Concluimos que para |z — 3| > 3 es vélido el desarrollo

oo
=2 T e
2n+1

n:O

8.3. Singularidades aisladas

El objetivo de esta seccién es obtener una descripcion de los tipos de singularidades
aisladas de las funciones holomorfas. Hay varios enunciados equivalentes, uno de ellos
es el siguiente:

Teorema 8.3. Sea f holomorfa en un abierto Q) que contiene un disco punteado D \ {z} donde
D= un disco (de cierto radio positivo) centrado en z,. Entonces hay tres posibilidades para el tipo
de singularidad de f en zy:

1. (singularidad evitable) f se puede definir en z, de manera que f sea continua en z y au-
tomdticamente serd holomorfa en z,
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2. (polo de orden m) 3m € Ny g : D — C holomorfa con g(zy) # 0 tal queVz € D \ {z}
vale

fo)= 2

(z — zo)™

3. (singularidad esencial) no existe ninguna potencia m € N tal que (z—z)™ f(2) tenga limite
cuando z — z.

Observamos la diferencia con el caso real a través de un ejemplo.

Ejemplo 8.4. Consideramos la funcién médulo de un namero real: f(z) = |z|.

-4 -3 -2 10 1 2 3 4

Claramente f(z) = |z| es derivable en R \ {0} y también es claro que 3 lin% |z|. Esto dice
T—

que f(x) = |z|, ademds de ser derivable en R \ {0}, también es continua en R incluyendo
el 0. jPero de ninguna manera eso implica que f sea derivable en 0! Contrariamente al
caso real, en el caso complejo esta situacion nunca se da. Si una funcién f es holomorfa
en un disco salvo eventualmente un punto z, y 3 Zh_)ngg f(2) (es decir, f se puede extender

por continuidad en z,) entonces también sera derivable ahi.

Volviendo a las singularidades aisladas en los complejos, antes de demostrar el Teore-
ma [8.3], observamos una f holomorfa en un disco salvo su centro zj, tiene un desarrollo
en series de Laurent alrededor de z,. Para z € D \ {2} vale

o0

f(z) = Z an(z — 29)"

—00

A partir de esta descripcion en serie de Laurent vemos que hay una tricotomia: la serie
de Laurent bien podria ser una serie de Taylor, o bien puede empezar en algtina potencia
negativa, o bien puede tener infinitas potencias negativas. Esta tricotomia corresponde
a la primera parte de la siguiente proposicion, la segunda parte es una caracterizacion
alternativa:

Teorema 8.5. Hay tres posibilidades:
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o
1. f(z) = E an(z — 29)" con ng > 0, en ese caso, extendiendo f de manera continua resulta

n

holomorfa.
2. f(z)= Z an(z — 29)" conny < 0,
n=0
3. f(z) = Z an(z — 20)" con infinitos a,, # 0y n < 0.

que corresponden a las siguientes tres situaciones:

1. (Singularidad evitable) 3 lim f(z).
Z—rZ20

En ese caso, extendiendo a f de manera continua en z,, resulta holomorfa en .

2. (Polo de orden m) A lim f(z) pero 30 < m € N tal que 3 lim (z — 29)™ f(z) y es # 0.

Z2—20 Z—20
1
g(z),Vz € D\ {2}

En ese caso, 3g holomorfa en D con g(z) # 0y f(z) = AT
— <0

3. (Singularidad esencial) Vm € N, A lim (2 — z)™ f(2).

En otras palabras, la singularidad de f en z, "no se arregla” con ninguna potencia de (z —
Zo).

Antes de la demostracién, notemos la siguiente observacién sobre el comportamiento
de la parte negativa en singularidades aisladas:

Observacion 8.6. Sean R € R.o, D = {2z : |z — 2| < Ry f : & — C holomorfa tal que
D\ {z0} C Q. Si consideramos su desarrollo en serie de Laurent en centrado en z:

o0

)= S ante = Soente s+ 55

entonces la serie >~ a,(z — z)" tiene radio de convergencia al menos R (pues es con-
vergente para |z — zy| = Ry la serie

o0

E a_pw"

n=1

tiene radio de convergencia infinito, pues es convergente en ﬁ para z tan cercano a z
como querramos, es decir, convergente en w para w de médulo arbitrariamente grande.
oo

En particular s(w) := E a_,w" es una funcién entera.

n=1
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Demostracion del Teorema[8.5 Lo tnico no trivial es ver que si

) =Y aulz — )"

con infinitos a,, # 0 con n negativos, entonces para cualquier m € N,

Alim (z — 29)" f(2)

Z—20

Escribimos, alrededor de 2y, f = f. + f- donde

fr(2) =) an(z = 20)"

n>0

J-(2) =) an(z = z)"

n<0

Como f; es analitica, es claro que existe lim._, ., (z — 29)™ f(z) para cualquier m, por lo que
basta probar que
YmeN, Alim(z— 2)"f_(2)
Z—20

Como vimos en la observacién anterior, al poder evaluar

F() =D anle =) = Y e

n<0 n>0

en cualquier z arbitrariamente cercano a z, esto significa que la serie de potencias

s(w) = Z a_,w"

n>0

tiene radio de convergencia infinito y por lo tanto una funcién entera. Pero ademas tiene
infinitos coeficientes no nulos asi que 70 es un polinomio.
Si existiera mgq con
lim (2 — 2z9)™ f_(2) =0
z—20
en particular, esa expresion seria acotada en un disco de un cierto radio r, es decir, existiria
C > 0tal

m 1
‘Z—Zo‘ 0 Za,nw <C

n>1

Llamando como antes w := ﬁ, tendriamos

1 n
w]o Za_nw < C

n>1
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para todo w en el exterior de un disco de radio 1/r, o sea

E a_pw"

n>1

< Clw|™

Como en el interior y borde del disco de radio 1/r esa misma expresion es acotada por
continuidad y compacidad (digamos < A), se sigue que

E a_,w"

n>1

<A+ Clw|™ VYw e C

Pero el Teorema (de Liouville generalizado) implica que s(w) deberia ser un polino-
mio de grado a lo sumo my, y estamos en el caso en que justamente hay infinitos a_,, no
nulos, por lo tanto llegamos a un absurdo. O

Observacion 8.7. Los polos de f (de orden m) se corresponden con los ceros de ? (de

orden m), y si f tiene una singularidad esencial aislada en 2, entonces % también.

Demostracion. Si f tiene una singularidad aislada en z, al juntar las posibilidades de sin-
gularidad evitable y polo, tenemos la dicotomia:
» 0 bien (Singularidad evitable o polo) 3m € Z tal que (¢ — 29)™ f(z) tiene limite no
nulo cuando z — 2z,

= 0 bien f tiene una singularidad esencial en z.
Claramente la primera opcién es estable por cambiar f <« %, por lo tanto la segunda
opcién también. O
Ejemplo 8.8. La funcién
f(z) =sen ()
es holomorfa en C \ {0}, tiene ceros en z = & con n = +1,42,+3, ... y tiene una singula-
ridad esencial en z = 0. A su vez, la funciéon

11
f(z)  sen (g)
tiene singularidades que son polos (de orden 1) en £1,£2, £3,... y tiene una singulari-

dad esencial en z = 0. Notar que, a diferencia de los ceros, las singularidades podrian ser
no aisladas, como es el caso de z = 0 en este ejemplo.

Definicién 8.9. f en (2 se dice meromorfa si es homolorfa salvo puntos aislados en los
cuales tiene a lo sumo polos.

Ejemplo 8.10. Sean f, g : {2 — C holomorfas y supongamos que g no es la funcién identi-
camente nula. Entonces ! es meromorfa en (), pues las tinicas singularidades que podrian

aparecer serian por los ceros de g son siempre aislados éstas singularidades dan a lo sumo
polos.
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8.4. Residuos: Integracion de funciones con singularidades aisladas

Definicién 8.11. Sea z, una singularidad aislada de f, se define

R
es(f 2m j{ f(z

donde una curva cerrada simple orientada positivamente que encierra a 2, (y a ninguna
otra singularidad).

Observacién 8.12. Si z, es una singularidad aislada de fy Cr = {2z : |z — 20| = R}
(orientada positivamente) entonces

Res(f, zp) = lim L]{ f(z)dz
Cr

R—0 271

[e.e]

Teorema 8.13. si f(2) = > a,(z — z0)" alrededor de z,, entonces

n=—oo

RBS(f, ZQ) =a_1

Demostracién. Es claro que si

= Z an(z — 29)"

n=—0oo

entonces
1

zZ— 20

f(z) = Z an(z — 20)" +a_y

n=—oo,n#—1

& - n+ly 1
(> M) b
n+1 Z— 2

n=—oo,n#—1

Como para cualquier holomorfa g y curva cerrada C vale 7{ ¢’ (z)dz = 0 concluimos
c

1 1 1
211 f(z)dz 27 Ca 1z—zo - 2m’a 1emt = a1

Un corolario inmediato, pero de increible utilidad es el siguiente:

Teorema 8.14. f : QO — C holomorfa, C C ) una curva cerrada simple orientada positiva, de
forma tal que f es holomorfa en todo el interior de la curva salvo eventualmente una cantidad de
puntos, si denotamos Sing(f,C) = {z1, 22, ... 2 } al conjunto de singularidades de f encerradas
por la curva C, entonces

k
j{f_%m Z Res(f,z —27TiZR€S(ka

z€Sing(f,C)
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Demostracion. La demostracion se visualiza a través de la deformacién de la curva C y la
unién disjunta de pequefios circulos alrededor de cada singularidad:

por lo que

k k
]éf(z)dz = ]gf(z)dz = ;fél f(z)dz = ;ZWZRQS(f, 2k)

]

22

Ejemplo 8.15. Consideremos f(z) = T Esta funcién es holomorfa salvo en las tres

3
z
raices ctibicas de la unidad:

Sing(f) = {1,w,w}
dondew = —1 + \/732 Si queremos calcular por ejemplo el residuo de f en w, vemos que

2 2
e® e?

f(Z):Zs_l - (z—w)(z—w)(z—1)

y deberiamos calcular el desarrollo en serie de Laurent de f alrededor de w. Pero obser-
vamos que [ es de la forma

g(z) 1 g(2)

1) = o = G=w) o)

donde % es holomorfa en z, = w pues p(z) no se anula en w, y ademads ¢(z) tampoco

se anula. Si desarrollaramos Taylor la funcién % alrededor de 2z, = w obtendriamos una
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expresion de la forma

M:M—i—cl(z—w)+c:2(z—w)2—|—~~

p(2)  pw)

y por lo tanto
f(2) z—w) (z—w)p(w)+ 1+ e ) +

y concluimos

9(w)
Res(f,zg = w) = —/—=
( ) p(w)
Por otra parte,
2
gw) _ _x & e (W)
) ~ 20 = liple m )y =i
y usando la regla de 'Hopital
w2 1’ 1 w2 l/ 1 (.d2 1
=€ m ———— = € m — =€ —
Z—w (23 — 1)/ Z—w 322 3w2
Concluimos entonces
Res(f, 20 = w) = er L _wt @l Lt
' 3v2 3w 3 2
Anélogamente

w?
Res(f, 2 = W) = 9() °__ leféefi(x/ﬁ/ﬂzw/za)

P (w) )
ReS(f,ZO - ]') :g

Ahora sabemos que, si integramos f en una curva cerrada simple orientada positivamen-
te, sblamente necesitamos saber cudles de las singularidades quedaron encerradas por la
curva, el resultado de la integral sera 2mi veces la suma de los respectivos residuos. Por

ejemplo, si solamente encierra al 1, la integral dara 2mi<.

8.5. Foérmula 1til de Residuo

Repitiendo el argumento de calculo de residuo del ejemplo anterior podemos demos-

trar la siguiente férmula, elemental pero bastante til:

9(2)

Proposicién 8.16. Consideremos una funcion de la forma =—— con g y p holomorfas alrededor de

p(2)

20. Si g(z0) # 0y p tiene un cero simple en z, entonces

Res <%, zo) = 9(z0)
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Demostracién. Como p tiene un cero simple en z, el residuo de g/p en z, se puede calcular
como

, 9(2) (2 — )
lim (z — 20) == = g(20) lim
Jim (= = 20)7 5y = 9(0) lim =2
y por la regla de L’'Hopital
. (2= 2) , 1 1
= ¢g(20) lim = g(z) lim = g(z
i T T I e T ey
O
8.6. Derivada logaritmica, cantidad de ceros y de polos
La derivada logaritmica de f se define, donde f(z) # 0, como
f'(2)
f(z)
Proposicion 8.17. = Si f tiene un cero de orden m en z, su derivada logaritmica tiene un
polo simple, y
foN
Res( 7 ,zo> =m

Obs: en esto se baso el calculo de cantidad de ceros

» Si f tiene un polo de orden m en zy, su derivada logaritmica tiene un polo simple, y

!/

Res (fY, zo) =—-m

Corollario 8.18. f definidaen 2 D D y holomorfa en ) salvo cantidad finita de puntos donde las
singularidades son a lo sumo polos, entonces C' = 0D entonces

L f'(w) w = cerost — 0los
7 § 2w = p{eeros) — #{polos)

contados con multiplicidad.

Observaciéon 8.19. = Si f tiene un polo simple en 2, y g es holomorfa en z, entonces
Res(fg,20) = g(z0)Res(f, 20)
» Si f tiene un polo de orde 2 en z; y g es holomorfa en z, entonces
Res(fg,z0) = g(z0)Res(f,z0) + g'(z0)Res((z — 2) f, 20)
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8.7. El teorema de Rouché

Teorema 8.20. C' = 9D, f y g holomorfas en un dominio que contiene a D. Si |f — g| < |g| en
C, entonces la cantidad de ceros de f y de g adentro de C es la misma.

f(2)

Demostracion. notar que ni f ni g pueden ser cero en C. Consideraremos al funcién )
g(z
Queremos ver que

#2(f) = #2(9)
en D, o bien, que #Z(f) — #Z(g) = 0. Recordamos que la cantidad de ceros de f y de g,
en la region D encerrada por C se puede calcular como

j{C]%:#Z(f), fc%z#Z(g),

Pero |f — g| < |g| en C implica que g no se puede anular en C, més ain

HEREIEE

Es decir, la funcién f/g restringida al area encerrada por la curva tiene imagen con-
tenida en ese circulo, y ahi estd bien definida una rama (por ejemplo la principal) del
Logaritmo! Por lo tanto, en un abierto que contiene a C, la funcién

2+ ®(z):=1In (%)

es analitica, y su derivada es

@  fg f g

/
_j{g_:j{q)/:o
c 9 c

pues la integral de la derivada de una holomorfa, en cualquier curva cerrada, es cero. [J

j)’gf’g—gf’f’g—gf’f_'_g’
o f

Concluimos que

8.8. Residuo en el infinito

Se dice que f es holomorfa alrededor del infinito si existe un R > 0 tal que f es holo-
morfa en {z : |z| > R}. Si ése es el caso, entonces la funcién f* dada por

) = f G)
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resulta holomorfa alrededor del 0. Se dice que f tiene un cero en oo si f* tiene un cero en
cero. De manera analoga se define polo, y se calculan sus érdendes:

Definicién 8.21. Son equivalentes

= f tiene un cero de orden k£ > 0 en oo

= f* tiene un cero de orden £ > 0 en 0

3t 0

» 3 lim 2k f(2) #0

Z—00

Uno podria estar tentado de definir el residuo en el infinito de f por el residuo en
el cero de f*(z) = f (%), sin embargo, si lo que queremos es obtener el resultado de una
integral, observamos que en realidad deberiamos transformar la expresiéon f(z)dz y no
solo f(z), y si realizamos esa operacion observamos

1
f@a - () = L
z
Etso motiva la definicion de residuo en el infinito no como el residuo de f(1/z) en 0 sino

Definicidon 8.22.

Res(f.o0) = Res (/1% 0)

22

El sigueinte resultado relaciona el comportamiento en el infinito con el comportamien-
to en el resto de las singularidades:

Teorema 8.23. C una curva cerrada simple, C = 0D. Supongamos que f esta definida en un
dominio que contiene a C y que contiene a C \ D (la parte de afuera de C), supongamos que f no
tiene ninguna singularidad (salvo eventualmente en co) en C \ D, entonces

# syt - 7{ » UCTOE

Demostracién. Podemos suponer C = circulo de radio R con R suficientemente grande, es
decir C esta parametrizada por o(t) = Re",y

2m
fw)dw = f(Re™)iRe™dt
Cr 0
Por otra parte, tomando la curva |z| = 1/R, que se parametriza con y(t) =
del lado derecho del enunciado se calcula como

rag), _ i (am)
7{,|:1/R —Zdz:/o —/R—ze dt

2 %e% R

+e', la integral
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2w
:/ Rf (Re_it) ie dt
0

Si hacemos le cambio de variable t = 2 — t = dt = —dt y queda

_ /:% Rf(Rei?)ieif(— 7)

Perot =0<t =27 y?: 2m < t = 0, entonces

- /;jﬂ Rf (Reiz> ieltdf = — /20 Rf (Rei%v) et di = + /027r Rf <Re“~> i T

™

]

Corollario 8.24. Si f tiene una cantidad finita de singularidades, entonces la suma de todos los
residuos, incluido el residuo en el infinito, da cero.

Demostraciéon. Tomando un radio suficientemente grande, como la cantidad de singula-
ridades es finita, en algiin momento quedaran todas encerradas. La suma de todos los
residuos se puede calcular entonces con la integral con ese radio grande via

> Res(f,z):i fw)dw

2w
z€Sing(f),zeC Cr

pero en virtud del Teorema eso se puede calcular con

L, ng)dz = —Res(f, )
21 Je, m Z
O
Ejemplo 8.25. Si f(z) = Z a,z" es vélido en el infinito (por ejemplo f(z) = 1), entonces

Res(f,00) := —a_
(En particular, Res(f, c0) + Res(f,0) = 0)

En efecto,

f(z) = Zanz" = f*(2) = Z a2z " = 1) = Z —a,z "2

22
—00 —00

y el término con potencia 2! corresponde a

—n—2=-1 <<= n=-1
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1

€z
2+ 1 .
0 tiene una singularidad esencial, mientras que en =i tiene polos de orden 1. Los residuos
en +i son faciles de calcular, derivando el polinomio del denominador (ver Proposicién
8.16):

Ejemplo 8.26. Consideremos f(z) = Sus puntos singulares (en C) son {0, ¢, —i}. En

1 1
et

2(—1)
sin embargo, para calcular el residuo en el cero, la cuenta es mas complicada. Podemos
calcular el desarrollo en serie de Laurent y ver el término a_:

Res(f, i) = 627 Res(f, —i) =

1 o0
ez 1 11
z2+1_1+z2205z_n

n=

Calculamos el desarrollo en serie (de Taylor) de H% alrededor del cero, que es

1 1
1+22 1-— (—22) B Z(_ZQ)H B Z<_1)nZ2n
n=0 n=0
y habria que hacer el producto de Cauchy
(=) (X am) = X @

y ver el término a_;. Esto se puede hacer, pero resulta mucho mas sencillo calcular el
residuo en el infinito:

Res(f, ) :Res(— fS),O) :Res<— ﬁﬁ) :Res(— %,0) =0

22

eZ

e es holomorfa en 0. Concluimos
z

ues
pues 5

0 = Res(f,0) + Res(f,7) + Res(f, —i) + Res(f, o)

= Res(f,0) + Res(f,i) + Res(f, —i) + 0

y podemos despejar
Res(f, 0) = —Res(f, Z) - Res(f, _Z)

1 L i
:_ez. e .:e .6 :sen(l)
21 —27 21

7
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8.9. Cdlculo de integrales reales usando residuos

2m
8.9.1. Ejemplos del tipo / R(cost,sent)dt=?
0

En general, para una funcién de dos variables evaluada en sen y cos, si z = e’ entonces

z+z*1 z—2z1

2’22’)’

R(cos(t),sen(t)) = R< dz = iedt = izdt

por lo que

2

24271 2—271\dz
R( )=
2 21 1z

R(cos(t),sen(t))dt = %

0 Cy

donde C} es el circulo unitario orientado positivamente. Si la formula resultante fuera
holomorfa con ciertas singularidades, esta integral puede ser calculada por los residuos
encerrados en el circulo unitario. Por ejemplo, si R es una funcién racional en cos y sen,

entonces . -
R(Z + z ’ z— z >'_
2 21 12

resulta es racional en 2!

2 1
Ej lo 8.27. ———dt =7
jempro /0 5+ 4 cos(t)

27
1 1 1
/0 5 + 4 cos(t) o <5+4@) iz

/ z 1d / 1 d
— —az = —1 z
o \Dz+2(22+1) ) iz o, 5z +2(22+1)
1
27 S Res [ ——
WZ es(5z+222+2’zo)

z0€D

donde D es el interior del disco unitario. Para encontrar las singularidades vemos donde
se anula el denominador:

—5+25—4x2x2 —5+3 1
5o 4227 420 o= DEVI XX e{-2--}
4 4 2
Como ! A + 2 queda afuera del circulo de radio 1, mientras
= zp = —2qu frcu iol, mi
Bet2:212 242 24177 1

2
que 2y = % queda adentro, concluimos

2T
1 1 1
———dt=271Res (| ——————,20= —= | =27B
/0 5+ 4 cos?(t) Res (5z+222+2 =0 2) "
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Ejercicio: B = 1/3, A = —B resuelve el problema de fracciones simples, luego

/271’ 1 92
S .
o D+ 4cos(t) 3

O bien, sin usar fracciones simples, sabiendo que se trata de un polo simple,

1 1 1 1 242
R (—’ e —) — R <—’ — _> — 1’ 2
C\ser22yr 20 2) T\ Py T 2) T LAY

.-l P(2)  Plr) 5-4L 5-2 3

21
:>/ L g —omR ! 1) _2
oy 5+ 4cos(t) sz 2T T2) T 37

8.9.2. Integrales el tipo / ng dx

o

—0o0

Supongamos que el grado de () es mayor o igual al de P+2 y que Q(x) # 0 para todo

x € Ry supongamos que () no tiene raices reales, de forma que la integral en R converge
(absolutamente).

Proposicién 8.28. Denotando H, = {z = a + bi € C : b > 0} al semiplano complejo superior,
la integral impropia de P/() se calcula con los residuos de las raices de () que estin en H., :

T Px ,
- QEx;d:ﬂ = 27 Z Res(P/Q, z;)

z€H4+:Q(z)=0

Demostracion. La condicién de que el grado de ) es mayor o igual al de P+2 hace que
para |z| = R con R grande valga

p(2)| _ ctol

la(2)] R
|22P(z)

(pues S5 es acotado para |z| grande) entonces, si C es la curva ”semicircunferencia de
radio 12 en el semiplano superior”, parametrizada por

o(t) = Re™, te|0,7]

la integral sobre esa curva se puede acotar

P(z2) ™ P(Re't)
| / 2%l / Q(Ret)

. i 1 Ct@l R—o0
'R ”dt‘< t / —Rdt = =0
117e < cte ; 2 R
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Por otra parte, si calculamos

R
P(x P(z
/ ( )dw + / ( )dz
_r Q2) ¢ Q(2)
es una integral en una curva cerrada, y da la suma de los residuos encerrados, que tiende
a la suma de todos los residuos en el semiplano superior, pues en algun momento, para
R grande, quedan todos encerrados, porque () tiene finitos ceros, y esos son lo tinicos

posibles lugares de residuos.
O sea que a partir de un momento (para algun Ry y los R > Ry) , esa integral da

+o0 P
constantemente la suma de residuos. Pero el primer sumando tiende a QExi dx, que
oo x
es lo que queremos calcular, y la otra tiende a cero.
O
Ej 1 c =
jemplo 8.29. e 1da: =T.

En efecto,

<1 , 1
/_Oo I2+1d$:27TZ Z ReS(m,Zi)

zi€H
Pero las raices de z*? + 1 son =i, hay una sola singularidad en el semiplano superior,
tenemos
<1 , 1 , 1
e 1dx = 27rzRes<Z2 n 1,2) =2M— =7

Si este ejemplo también lo hubiéramos podido calcular usando la arcotangente como pri-
mitiva, el método lo podemos usar en otros casos donde la primitiva no es tan clara:

+o0

dr =7

Ejemplo 8.30. / T2

—00

Factorizamos el denominador:
ot 1= (2 + i) (2 — i)

Llamemos ,
14

V2

a

podemos ver que a? = i, luego

A suvez,



por lo tanto
2 +i=(r—a)(z+a)
En resumen, las raices de z* + 1 son
{o,a, —a,—a} = { (L £ i)}
Claramente los polos en el semiplano superior corresponden a
2 € {a, —a} = { (£l +1)}

Calculamos ahora los residuos, usando la férmula de la proposicién[8.16|para una funcién
, f(20) # 0y p(z) tiene un polo simple:

Res(ﬂz) > S(z0)

p(z)"" P (z)
obtenemos
R ( ) +Res( ! a) = L]
S\ NI T s 4(—a)?
y usando a* = —1 paraa = a, —@,
1( a) 1 -2 —1
= — — o)== - — = —-
4 42 2\/'
< 1 ™
— [ ——dr=2
/_oo T = s =
+o0 1
Ejemplo 8.31. Sia,b € R\ {0} con a # +b entonces /_OO R bQ)dx =

Este es un ejemplo de factorizaciéon maés facil ya que tiene raices +ia y +ib, las que
estan en el semiplano superior son ¢a, :b (asumimos a, b > 0).

+o0 1
/_ (513'2 + a2)(l'2 I b2)d$ = 2m <Res(f, az) + Res(f’ bz))

—2m( L n 1 >_ ” (1_1)_L
B 2ai(—a®+b2) = (=b2+a2)20i/ a2 —b2\b a/ (a+b)ab

: > cos(t)P
8.9.3. Integrales del tipo / N %dt

Si proponemos cos(z) = 3(¢'*+e~%) e integramos en el semicirculo de radio R en el se-
miplano superior, lo podemos parametrizar en dos partes. El segmento [ R, R| poniendo
directamente z = ¢t con ¢t € [—R, R] y el semicirculo superior con

z(t) = Re", t €0,
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Pero esto nos conduciria a una férmula con suma de integrales del tipo:

R m 1(_iR(cost+isent) —iR(cost+isent) it

: cos(t)P(t) / 5(e +e P(Re")  _ .

2mi Yy Res = ——=dt + , 1Re"dt
Z /—R Q(1) 0 Q(Re™)

Vemos en la segunda integral que en la exponencial, tenemos (viendo la parte real del ex-
ponente) tanto e~ #*5*®) como e*f15"(*), Por lo tanto, si bien la primera integral (en [~ R, R])
es la que queremos, no esta claro que la integral en el semicirculo tienda a cero con R
grande.

Una alternativa es considerar la funcién

_ €”P(z2)
" ="06)

En ese caso, la integral en la semicircunferencia superior dard

T iR(cost—i—isent)P Re't )
/ ¢ (Re )iRe”dt
0

Q(Re")
Entonces el médulo del integrando lo podemos acotar por

eiR(costJri sent)P(Reit) iReit B efRsent|P(Reit>|

Q(Re") = [QRen)

y recordamos que ¢t € [0,7] y por lo tanto sen(t) > 0. Con la cota grosera e~fsn(®) < 1
obtenemos que el integrando va como ~ R9"(")=9"(@+1 y i por ejemplo, el grado de Q es
por lo menos 2 més que el grado de P tendremos algo menor o igual a %, que claramente
tiende a cero cuando R — oo. Por otra parte, la integral en [— R, R] queda

B e“P(t)dt _ /R cos(t)P(t) ” +i/R sen(t)P(t)dt

_r Q1) r Q) r Q)

Concluimos que

/Z % = Re(?m’ Z Res(e”P(z)/Q(z)7 Zo))

Im(z0)>0

y por el mismo precio

* sen(t)P(t) : iz
[0 s

> cos(t)

dt =7
24+ 1

Ejemplo 8.32. /

—00
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¥

. . . € . .. .
Primero vemos las singularidades de 725 que son +i. La tnica en el semiplano
z

superior es 2y = %, luego

/°° cos(t) Re (27TiReS(€iZ/<22 +1),20 = 2))

Bl
Como 3
Res(e”/(2* + 1) ) e _e
e z 20 =1) = — = —
70 2% 2
tenemos
A ) el 7
2miRes(e” /(2> + 1), 29 = 1) = 27m'7 =—
1 e

Por lo tanto
/OO cos(t)
L2 H1 e

Notar que en este caso 2mi-veces el residuo di6 un ntimero real, su parte imaginaria es
cero, lo que es compatible con

*sen(t) . B
/oo mdt =Im(n/e) =0

cosa que ya podiamos saber desde el principio pues se trata de la integral de una funcién
impar.
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9. Series de Fourier

9.1. Serie de Fourier y serie de Laurent

Supongamos definida una funcién f en S* ;se puede extender (de manera holomorfa)
a alguna region de C? En tal caso podemos calcular el desarrollo de Laurent en un anillo
que contenga a S':

=Y

Si restringimos f(z) al circulo obtenemos una descripcién de f en términos de exponen-

ciales imaginarias:
[e.o]

Br) = f(e") = 3 ene

n=—oo

Escribiendo e™* = cos(nz) + i sen(nx) obtenempos una escritura mas tradicional de una
funcién 27-periédica en términos de las funciones trigonométricas.

Escritura real con senos y cosenos.

Claramente una expresion del tipo

flx)=c+ i a, cos(nz) + i by, sen(nx)
n=1 n=1

(en caso de ser convergente) define una funcién 2r-periédica. Surgen muchas preguntas,
entre las que mencionamos

» ;Qué tipo de funciones periédicas pueden escribirse de esa forma?

» Suponiendo que una funcién 27-periédica pueda expresarse de esa forma, ;como se
encuentran ¢, los a,, y los ,,?

= ;qué tipo de regularidad tiene una expresion asi? es continua? es derivable?
Si tenemos una funcién del tipo

o(x) = f(e™) = Z cpe™ = Z cn(cos(nz) + isen(nz))

nez neL

entonces, usando que cos(—nx) = cos(nx) y sen(—nx) = — sen(nz), podemos reacomodar
la sumatoria con exponenciales en términos de las funciones trigonométricas:

c+ Z a, cos(nx) + Z b, sen(nz)
n=1 n=1

donde ¢ = ¢,
Up =Cp+C_py, by=1i(ch, —c_,) (n€N)
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9.2. Relaciones de ortogonalidad

Teorema 9.1. Son vilidas las siguientes relaciones de ortogonalidad

/ cos(nz) sen(mz)dr = 0,Yn,m € N

/7r cos(nz) cos(mx)dxr =0 = /7T sen(nz) sen(mx)dz,Vn # m

—Tr —Tr

/ cos?*(nx)dr =7 = / sen’(nx)dzr,¥n € N

Observacién 9.2. Si consideramos C([—,7],C) = {f : [-7,7] — C continua} con el
producto interno

9= | 1@z
entonces el teorema anterior dice que
cos(nz) L cos(mx),VYn #m € N € Ny

cos(nz) L sen(mz),Vn,m € Ny
| cos(na)||* = 7 = || sen(nz)||?, Vn € N
Si normalizamos, obtenemos que el conjunto {\/%? cos(nzx) : n € N, \/%? sen(nz) : n € N} es

un sistema ortonormal.

Antes de demostrar estas féormulas, veamos la versiéon exponencial:

™ ™

Teorema 9.3. Para todon # m € Z / eMTeimz dy = () mientras que / eMTeinedy = 2,

—T —T

T T T
/ N oim o — / T =M 1. / el(nfm)zdx
-7 -7 -7

Sin = mentonces queda [ 1dx = 27. Sin # m,

T i(n—m)x
/ ez(nfm)xdm — €

n—m

Demostracion.

7r:O

—T

—T
pues la funcién a evaluar es 2m-periddica. O

Observacion 9.4. El teorema de relaciones de ortogonalidad para las funciones trigo-
nométricas se puede demostrar de manera directa usando férmulas trigonométricas, o
bien se pueden deducir de las relaciones de ortogonalidad entre las exponenciales, y la
forma de despejar sen y cos en términos de las exponenciales.
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Observacion 9.5. Si f : R — C es una funcién 27-periddica, entonces para cualquier
zo € R podemos desplazar el intervalo de integracién y obtener una igualdad

[ s [ o

En particular, podemos integrar en [0, 27] en lugar de [—, 7], que suele ser otra posible
convencién para las férmulas de coeficientes de Fourier.

Aplicacién: cdlculo de coeficientes de Fourier

Supongamos que una f periddica se puede escribir como

o
g a, cos(nx) + E a, sen(nx)
n=0 n=0

entonces, usando las relaciones de ortogonalidad obtenemos

/ f(z) cos(mz)dx = Zan/ cos(nzx) cos(mx)dx + Zb / sen(nz) cos(mzx)dx

y todos los términos son nulos salvo en la primera sumatoria cuando n = m, obteniendo
amm m#0

ag2mr m =20

Lo que permite despejar como condicién necesaria

= iﬂ /027r f(z)dz, Uy = %/0% f(z) cos(maz)dx Ym # 0

Analogamente,

entonces

2pi o
/ f(z)e ™ dy = Z cn/ T eTImE (0 — cm/ dx = 2mc,,
0 0

n=—oo

1 2

= em=o | fl@)e ™ da M
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La onda cuadrada

Ejemplo 9.6. Consideremos la funcién 27-peridédica determinada por

-1 z€[-m0
f(‘”):{ 1 z€l0,7/2)

-2

Como f es impar, f(x) cos(mz) es impar y por lo tanto luego
f(z) cos(mz)dx =0 = b,, = 0Vm

A su vez, los coeficientes de sen(mz) se calculan por

= %/: f(z)sen(mz)dz = z /” sen(mx)dr = z( - M)

T Jo T m

™

0

™

m m

:2(_C08(m7r)+ 1):2(_(_1)n+ 1>: 0 si m = 2k es par

™ m m 4

ki) sim=2k—+1
Graficamos las sumas parciales correspondientes a uno, dos y tres sumandos:

4 Ksen((2n 4 1)z) 4

LS B g

sen:(33$) n Sené5l’) + sen(7x) 4+ .. )

2




y 20 términos:

2
L SR IER|

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-2

Observamos -ademads del fendmeno de Gibbs- que las series de Fourier permiten apro-
ximar funciones no necesariamente continuas!

9.3. Regularidad
9.3.1. Series y convergencia uniforme: aplicacién a continuidad

Proposicién 9.7. Si consideramos una serie de la forma

c+ Z a, cos(nz) + Z by, sen(nx)
n=1 n=1

donde Y " | |a,| < ooy o |by| < oo, entonces la serie define una funcion continua.

Demostracién. Consideramos la sucesion de funciones gy, iy : R — C dadas por

N N
= Z a, cos(nx), hy == Z b, sen(nzx)
n=1

n=1

Dejamos como ejercicio mostrar que la hip6tesis de convergencia absoluta de los coefi-
cientes implican que las funciones gy(z) y hn(z) convergen uniformemente a las funciones
dadas por las suma hasta infinito. Como limite uniforme de continuas es continuo, con-
cluimos. [

Ejemplo 9.8. Consideramos la serie trigonométrica

> 2]{3 1
f) = E Z L +%; )z) _ :2 (cos(:p) N 0083(23:1:) N COS5(25£E) N COS7(2733) L )
k=0
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Como aqui los coeficientes tienen un comportamiento asintético a, ~ -5 sabemos que
esta funcién serd continua. Graficamos la suma del primer y segundo arménico:

N PN il

-6 -5 -4 -3 - -1 0 1 2 3 4 5 6

Dejamos como ejercicio verificar que corresponde al desarrollo de Fourier de la funcién

lineal a trozos
fla) = { 1—2z/m 2z €0,

1+2z/m z € [—m0]
P 5 4 1 o0 \\/
De paso -asumiendo la validez de la representacion de esta funciéon por su serie de

1q
Fourier- obtenemos la formula

8 — 1
= ——T
WQ;(2k+1>2

o bien

i;—1+i+i+i+i+ —7T_2
c~(2k+1)2 32 52 T 92 8

Observacién 9.9. Como en este ejemplo a, ~ 3 = na, ~ + y vemos que la serie "deri-
vada término a término” tendrd mds dificultades en la convergencia, lo que es compatible
con el hecho de que f no sea C*. De hecho, derivando término a término obtendremos -a
menos de factor multiplicativo- la onda cuadrada del ejemplo previo.

9.3.2. Series y convergencia uniforme: aplicacién a derivadas

Dejamos como ejercicio el siguiente resultado andlogo a la Proposicion[9.7con demos-
tracion andloga, invocando una version adecuada del Teorema

Proposicién 9.10. Si consideramos una expresion

flx)=c+ i a, cos(nx) + i by, sen(nx)
n=1 n=1
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donde Y 7 | |a,| < 00, Y 0 |b,y| < o0, y ademds

o0 o0

Zn|an| < 00, Zn|bn| < 00

n=1 n=1

entonces [ es C' y f' tiene el desarrollo de Fourier

E nb COS 7’LCC E nany, sen nx

Demostracion. El ejercicio consiste en mostrar mostrar que las hipétesis pedidas son su-
ficientes para mostrar convergencia uniforme tanto de sucesion de las sumas parciales
como la de la sucesién de la derivada (de las sumas parciales). [

9.3.3. Series y primitivas

Observamos que las hipétesis de la Proposicion 9.10[son bastante fuertes, de hecho, el
enunciado no se aplica al ejemplo de la onda serrucho cuya derivada es la onda cuadrada,
pues la onda cuadrada no es continua (o bien, la onda serrucho si bien es continua y
derivable a trozos, no es C!). Pero en vez de considerar la derivada y su relacién con
la serie de Fourier, podemos adoptar el punto de vista de la primitiva, de esta manera
obtendremos un resultado que incluird al ejemplo precedente. Primero dejamos como
ejercicio mostrar lo siguiente:

Lema 9.11. Sea f : R — R acotada, continua a trozos y 2m-periddica. Entonces su primitiva

_ /0 oy

2m
es 2m-periddica si y sélo si f(t)dt =
0
Ahora si, la relacion entre los coeficientes de una funcién periédica con primitiva pe-
riédica y los de su primitiva:
Proposicién 9.12. Sea f acotada f : R — R, continua a trozos y 2m-periddica tal que
2

f)dt =

0

(es decir, su primitiva es periédica). Si

- /0 "t
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entonces, para todos los n # 0 los coeficientes de Fourier de f y F se relacionan por

1

Cn(F) = %Cn(f)v vn 7& 0

En otras palabras, la serie de la integral es la integral de la serie:

n=—00 0#n€eZ

Demostracion. Tomemos n # 0, entonces

1 o —inx 1 o ’ —inx
cn(F) —%/0 F(z)e da:—% i </0 f(t)dt)e dx

= %//D f(t)e ™ dtdx

es una integral doble en la regién D = {(t,z) : 0 <t < z < 27} C R% Si usamos Fubbini
e integramos en el otro orden, tendremos

_ % 0% ( /t " Ft)e =z )t
27

:% O Fin( /t " e ) di

1 2T inx

e
“ o), f(t)

1 [ 1 — e
- ' dt
o= A0

r=27

dt

=t

—imn

—in
2T

- (i T byt + L f(t)e )t

—imn J —imn J

= % (0 + 27TCn,(f))

_ o)

mn
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9.4. Aplicacién de representacién en series de Fourier al resorte forzado

La ley de Newton ”F = ma”para un resorte ideal alrededor del punto de equilibrio
conduce a una ecuacion del tipo:

—kz(t) = ma(t)”

o bien
7" = —wx(t)

donde w = \/%, que tiene solucion z(t) = A cos(wt + ¢y)
Si agregamos un término de friccion por velocidad: F' = —kx — v obtenemos
—kz(t) — vya' = ma”
o bien, una ecuacién del tipo
ar” +bxr' +cx =0
(con a, b, c constantes) cuyas soluciones son bien conocidas. Si ahora pasamos a considerar
un resorte forzado, tendremos F' = F, ...t + f(), 0 bien una ecuacién del tipo

ar” +bx' +cx = f(t)

Claramente el comportamiento dependerd de f (), aunque sabemos que la estructura de
las soluciones es de la forma

Lgeneral = LThom + Tpart

donde x},,, es una solucién del homogéneo (problema archi-conocido) y -+ €s una solu-
cién particular, que puede ser complicada si la f es complicada, pero sabemos encontrar
facilmente soluciones particulares para f “facil”, como f(t) = e, f(t) = cos(wt) 6 sen(wt).

Ejemplo 9.13. Si f(t) = ', proponemos z,(t) = Ape’, entonces debe valer
a(Aoeiat)// + b(Aoez‘at) + C(A[)Giat) — 6iat

o equivalentemente
Ag(—aa® +iba +c) =1
Si —aa?+iba+c # 0, es decir, si ia no es raiz del polinomio caracteristico de la ecuacion
X(\) =a\? +b)+c
1

x(ia) ,
Si —aa? + iba + ¢ = 0 se propone Zp,.; := Agte’™ y obtenemos

entonces g+ (t) := e es una solucién particular.

T = 10T part + Ape

/
part
"

2 : ioet
Tpart = —Q Tpary + 2i¢Age

108



/ 2 . it - it
— axpart + by + CTpart = a< — O Tpgp + 2i00Ape™ > + b(zampm + Ape™™ ) + CTpart

= X (i) T part + (2aic + b) Age™™ = (2aic + b) Age™™
Notar que
2aia + b = X' (i)
Si llegara a ser x/(ia) = 0 entonces i« seria una raiz doble de x. En caso de que x no tenga
raices dobles eso no pasa nunca y podemos considerar la solucién particular
te’iat
X' (i)

Tpart =

(Notar el fenémeno de resonancia por el factor ¢.) En caso de que x tenga a ia: como raiz
doble dejamos como ejercicio ver que podemos encontrar una solucién particular de la
forma cte t?e™.

En cualquier caso, para f(t) una exponencial, resulta sencillo encontrar soluciones
particulares de una ecuacién de la forma

2" +bx' +cx = f(t)

Como la ecuacion es lineal en z, el desarrollo de Fourier junto con el el principio de super-
posicion permite entonces obtener soluciones particulares para ”cualquier” f(t) periédi-
ca: si queremos resolver

az” +bx' +cx = Z A, et

suponiendo por comodidad que ninguna de las raices de x(\) = a\? + b\ + ¢ sea de la
forma iw, proponemos como solucién particular

A” inw
xpart(t> = Z — ¢ !

X (inw)

Si hubiera una sola raiz simple de x de la forma inw, entonces podemos proponer

A A
ar t) = 1o te inowt n nwt
Tpart (1) —X (inow) + T; —mw)e

Si hubiera dos raices distintas in,w y inew entonces

I~ art(t) — Anl teinlwt+ Anz mzwt_|_ Z mwt
b X' (inyw) X (insw) o X X (1nw)

y finalmente si tuviéramos inow como raiz doble, la solucién particular se la puede elegir
de la forma

A
o t) = 70 t2 ingwt mwt
T t( ) + Z mw
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9.5. Algebra lineal y analisis

Recordamos que en un espacio vectorial complejo, se define producto la nocién de
interno de la siguiente manera:

Definicién 9.14. Sea V' un espacio vectorial sobre C, diremos que (—,—) : V' x V — Ces
un producto interno si satisface

» Sesqui-linealidad: Vv, v, w,w’ € VyVA e C
v+, w) = (v,w) + V', w)

(v, w~+w') = (v,w) + (v, w")

(A, w) = ANv, w), pero (v, \w) = A(v, w)

» Conjugado-simétrico: Vv, w € V

(v, w) = (w,v)
» Definido positivo: notar que la propiedad de simetria anterior nos asegura (v, v) € R

Vv € V. Pedimos (v,v) >0y

(v,v) =0 <= v=0

Se define la norma de un vector como ||v|| = 1/ (v, v).

Ejemplo 9.15. V = C" con

(21, z), (W, W) = sz

es un espacio vectorial con producto interno.

Ejemplo 9.16. El espacio de todas las funciones continuas en [0, 27] a valores complejos
V =C[0,2n] = {f : [0,27] — C continua }
se puede definir un producto interno via

1 2

(f,9) = o ), f(x)g(x)dx

Notar el factor -, esta puesto para que las funciones e

ortonormal y no sélo ortogonal.

inx

(n € Z) sea un conjunto
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9.6. Coeficientes de Fourier en espacios con producto interno

Si®B = {vy,...,v,} C V es una base de un espacio vectorial con producto interno,
diremos que es una base ortonormal (b.o.n.) si se verifica

<Ui7 Uj> =0,Vi 7& J
<Ui7 Ui) = ]_,VZ
La siguiente proposicién es muy facil de demostrar, pero de grandiosa utilidad:

Proposicion 9.17. Sea B = {v1,...,v,} una base de V. Si v € V es un vector, como B es una
base, sequro existirdn tinicos escalares Ay, . .., \, tales que

v = Z )\ivi
i=1
Si la base es una b.o.n. entonces vale la féormula
>\7L - <U> Ui)

Demostracion. En efecto,

(v, 0;) = <Z Ajug o) = > A {vj,v)

j=1

pero todos esos productos escalares dan cero salvo cuando j = i
D N0 ) =04+ 0+ X0, 0) + 0+ + 0= ) 1
j=1

Es decir, (v,v;) = A;

]

Cuando se tiene un espacio vectorial con un producto interno y se ha elegido una
b.o.n., los coeficientes de un vector en ese espacio con respecto a esa b.o.n. se suelen
denominar coeficientes de Fourier.

Ejemplo 9.18. Recordamos el producto interno del ejemplo si V es el espacio de
todas las funciones continuas en [0, 27| a valores complejos

V =C[0,2r] = {f : [0,27] — C continua }
entonces con el producto interno

1 2

(f,9) =2 ), f(x)g(x)dx

111



tenemos que B = {e™* : n € Z}, si bien no es una base en el sentido algebraico, es un
sistema ortonormal, pues (recordando el Teorema de ortogonalidad [9.3)

1 2m ) 1 2m ) )
_ eMToimz o — T o= IMT ],
2m Jo 2m Jo

0 n#m

<e’l,7’LZB7 ezmm
1 n=m

Y los coeficientes de una funcién que sea una combinacién lineal (o una serie) en esta base
son los tradicionales coeficientes de Fourier (versién exponencial) ya que si

f(l'): Z Cneinx

entonces -ecuacion (I)- los ¢, se calculan via
1 2pt ) 1 2pi _ )
Cp = —/ f(x)e ™ dx = —/ f(x)einzde = (f, ")
2w 0 2w 0

9.7. Ladesigualdad de Cauchy-Schwartz, desigualdad triangular y dis-
tancia

En cualquier espacio con producto interno, tanto el espacio euclideo R" como el de las

funciones periédicas y el producto interno dado por la integral, hay una manera standard

de definir una distancia entre sus elementos, mds precisamente, se define la distancia

como la norma de la diferencia, donde la norma a su vez se calcula a partir del producto

interno:
[o]|* = (v, v)

La desigualdad clave para que esta nocién de distancia tenga las propiedades que permi-
ten desarrollar el andlisis (de sucesiones convergentes, continuidad, etc.) es la desigual-
dad triangular, que en el caso de los espacios con producto interno proviene de la cele-
brada desigualdad de Cauchy-Schwartz:

Teorema 9.19. En un espacio (real o complejo) con producto interno, es vilida la desigualdad
[{v, w)| < [Jo]] [|w]
Mis atin, vale la desigualdad estricta si y sélo si v y w son linealmente independientes.

Demostracion. Primero veamos el caso linealmente dependiente. Supongamos que v = Aw
(el caso w = Av es andlogo). En ese caso,

(v, w)| = [(Mw, w)] = [Adw, w)] = [A] [Jw]®

yasuvez
[l flwll = l[Awll lwll = [A] {lwl] lw]
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y vemos que vale la igualdad.
Si en cambio v y w son linealmente independientes, v + tw # 0 paratodot € Ry en
consecuencia la siguiente funcién f : R — R es estrictamente positiva:

(Vt€R) 0< f(t) = (v+tw,v+ tw) = (v,v) + t{v,w) + t{w,v) + t*(w, w)
— ol + ¢ (v, w0) + w,v)) + e

= ||v||* + 2Re{v, w)t + ||w]|*t*

Pero si sabemos que una funcién de la forma
f(t)=at® +bt +c>0vteR
entonces no puede tener raices reales, luego
b? — 4ac < 0

o bien
b < dac

|> obtenemos

Reemplazando a = ||w||?, b = 2Re(v, w), ¢ = ||v
2
4(Refv,w))” < Afjo[P*[lw]
Cancelando el 4 y tomando raiz cuadrada tenemos
| Re(v, w)| < [[v]| [|wl]

En el caso real, hemos terminado. En el caso complejo, si escribimos al nimero complejo
(v, w) en forma polar:
(v,w) = z = |z]e

podemos cambiar v por v = e~ tendremos
W, w) = (e v, w) = e (v, w) = e ?|z|e" = |2| = |(v,w)] €R
y usando la desigualdad anterior paravy wenvezde vy w,
v, w)] = (¥, w) = Re(@,w) < |[0]] [lw]| = lle”v]| lw]l = [Jv]] [w]
O

Corollario 9.20 (Desigualdad triangular). Si V' es un espacio vectorial con producto interno,
entonces es vilida la desigualdad

[o +wll < Jofl + [Jw]
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Demostracién. Calculamos la norma al cuadrado:
o+ w|* = (v +w,v+w) = [v]* + 2Re(v, w) + o]
Notar que si z = a + bi, entonces
a < la| = Va2 < Va2 +1?
Es decir, Re(z) < |z| para cualquier z € C, en particular para z = (v, w), y por lo tanto
lv + wl* < [lvll* + 2[(v, w)] + w]]*
Ahora usamos la desigualdad de Cauchy Schwartz
< Jlll® + 20wl lwll + llwl® = (ol + fJwl)?

Es dedir,
o+ w|* < (lvll + llwl])?

y tomando raiz cuadrada concluimos. O]

Esto nos permite definir una distancia entre vectores via
d(v, w) = |[v = w]
y obtendremos la desigualdad triangular para la distancia
d(v,w) < d(v,u) + d(u,w), Yu

pues
d(v,w) = [lv —wl| = flv —u+u —w]
< o —=ull + flu = w|| = d(v, v) + d(u, w)

Con esta nocién de distancia tendremos las nociones usuales del andlisis como limite y
convergencia. Esto es conveniente no sélo en espacios como R”, sino también en espacios
funcionales.

9.8. El ejemplo ¢*(N)
Definimos el siguiente subconjunto de C™¢ de todas las sucesiones:

[e.9]

E(No) = {{an}zo Y lanl? < 00} < €

n=0
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A los elementos de ¢?(Np) los llamamos “sucesiones de cuadrado sumables”. La primera
afirmacion es que las sucesiones de cuadrado sumables forman un subespacio del espa-
cio vectorial de todas las sucesiones. En efecto, si a = {a,}nen, ¥ 0 = {bn}nen, son dos

sucesiones en /?:
o0 o0
D anP <oo, )bl < o0
n=0 n=0

entonces para cada suma parcial verifica

N

N N N N
Dolan+ 0P =D lanl + D 1bal* + D anba + Y @nbn
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

N N

Z|an\2+2|b >+2Re> " ayb,
n=0 n=0 n=0
an|2+2|b |2+2|Zanb |

|Mz

Llamemos
agN:(ao,al,...aN), ng:<b07b1>-~7bN)
Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz en C¥*! tenemos
[{a<n; b<v)| < lla<n|l [b<xll

luego, la férmula anterior se acota por

N N
<D lanl + Y 1bal + 2llasnl [b<n ]l = (lasnll + [b<n1)* < (lall + [1b]1)?

n=0 n=0
Concluimos dos hechos:

1. ZnNzo lan, + b,|* es (absolutamente) convergente, es decir, a + b € (%(Ny).

2. En (?*(Np) esta bien definida la férmula
> = Z a'ngn
n=0
y es absolutamente convergente pues para todo N vale

N
Y lanba| = {Jal<n, [bl<n) < lasnll <n]l < llal ljo]

n=0
En particular, £*(Nj) es un espacio vectorial con producto interno.

Observacién 9.21. Si denotamos C™) al conjunto de sucesiones que a partir de algtn
momento son cero, podemos identificar C™) = U_ C¥*!, que es un subconjunto denso
de 62 (N())
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9.9. Convergencia, completitud y espacios de Hilbert

Dado un conjunto X, una funcién distancia
d: X xX — RZO

verificando
Vo,y € X)) d(z,y) =d(y,z)
(Va,y € X) dlz,y) =0 <= z =y
(Vo,y,z € X) d(x,y) < d(z,z)+d(z,vy)

serd llamada una métrica para X y el par (X, d) serd llamado un espacio métrico. En un tal
espacio tiene sentido tanto la nocién de sucesién convergente:

x, — xen X siysélosid(z,,z) — Oen R

como asi también la nocién de sucesién de Cauchy:
{2y }n>0 €s de Cauchy si Ve > 0, Ing = ng(€) € N tal que d(x,,, x,,) < €, Yn,m > ny

Sabemos que para X = R" ambas nociones son equivalentes, y se puede probar bas-
tante facilmente que en general “ser convergente” implica ”“ser de Cauchy”, aunque la
reciproca no siempre es cierta.

Ejemplo 9.22. Si consideramos X = Q como subconjunto de R, podemos tomar una
sucesion ¢,, de racionales que converga a un niimero irracional. Por ejemplo, tomando el
desarrollo decimal, tenemos la siguiente sucesién de ntimeros racionales que convergen

a \/5:
14 141 1414 14142 141421
1 14=— 141=— 1414=—— 14142=—— 1,41421 =
10 100 1000 10000 100000

Esta sucesion es convergente en R pero converge a un elemento que no estd en Q.

Observacién 9.23. Se podria argumentar que para definir la sucesién anterior uno debe
conocer a priori el desarrollo decimal de v/2, pero hay otras alternativas para encontrar
sucesiones de racionales que converjan a v/2. La siguiente es debida al método de Newton
para encontrar raices, se puede definir recursivamente

Gy — 2

2n
Claramente si ¢, € QQ entonces ¢,4; también, y como ¢, € Q vemos que g, € Q para todo
n. En cualquier curso de cdlculo numérico se prueba que esta sucesiéon converge (y mucho

més rapido que la del ejemplo anterior!) a v/2, por ejemplo
3 17 577
= - = —_-—= 1 LR = —_-—— 1 4 4 1 LY
=g 1,5 ®©=1 1,4166666 =158 = b 142156

ya tiene 5 decimales exactos.

¢ =1 On+1 = qn —
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Definicién 9.24. Decimos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion de
Cauchy es convergente a un elemento de X.

Ejemplo 9.25. Q con la distancia d(¢i, ¢2) = |¢1 — ¢2| no es completo. Sin embargo, R si es
completo. Similarmente R" con la distancia Eucidea usual es completo.

Ejemplo 9.26. C[—1, 1] con el producto interno dado por la integral

(f.g) = / Ja)gla)ds

y la distancia

d(frg) = 1If — gl = VIF = g|2\/ / f(2) - g(a)Pde

lamentablemente no es completo.

-1 ze[-1,-1)
Para esto, podemos considerar la sucesion de funciones f,(z) = { nx € [-% 1]

n’n

1 ze(s,1]

Por ejemplo, el grafico de f4 es

-1 z€[-1,0)
Es claro que f,, converge puntualmente a la funcién dada por f(z) = 0 =0
1 ze(0,1]

y también podemos ver que converge en el sentido de la distancia dada por

d(f,g) = |If — gl == \/ / 1fle) ~ gle) o

En efecto, )
= 17 = [ Ufule) - |dx—2/ fal) — £(2)de
1
1/n
:2/ (1 — nx)*dr
0
(L =nx)d\i/n Iy 2
_2( —3n )0 2<0+3n)_3nﬁo




En particular, f, es de Cauchy por ser convergente, pero no converge a una funcién con-
tinua! Vemos que C[—1, 1] con la norma proveniente de este producto interno, no es com-
pleto.

Asi como antes veiamos a Q dentro de R, el subconjunto Q no era completo y lo
“completdbamos” agregandole los irracionales, ahora podemos pensar a C[—1, 1] como
subconjunto no completo, y para “completarlo” debemos agregarle algunas funciones no
necesariamente continuas, como el limite anterior. Es un hecho que el menor subconjunto
de todas las funciones que hay que agregar para obtener un espacio completo es el de las
funciones medibleq|de cuadrado integrables, que denotaremos L*[—1, 1].

Diferencia de completitudes

» Sabemos que la convergencia uniforme de continuas es continua, esto significa que
C([a,b],]| — |ls) es completo, donde

[ Flloe = 1 Fllswp = sup{[f(z)[ : = € [a, b]}

» C([a,b], ] —||2) no es completo.

A diferencia del caso R", donde las convergencias en cualquier norma son equiva-
lentes, en caso de espacios funcionales hay que prestar atencién en qué norma se da la
convergencia. También observamos que si M = sup{f(z) : = € [a, b]} que por definicién

es || f|loo, entonces
b b
18 = [ [1r@Pde< [ [ 3ae= o=

= || fll* < cteM = cte| f]|~

Esto implica que si f,, — f con respecto a || || (1o que equivale a la convergencia unifor-
me) entonces necesariamente converge con respecto a || ||2. Sin embargo la reciproca no
es cierta, pues vimos una sucesién de continuas ocnvergente en norma 2, con limite no
continuo, por lo que la convergencia no puede ser uniforme, es decir, no es una sucesién
convergente para la norma del supremo.

Repetimos: cuando en un espacio funcional se habla de convergencia de una cierta
sucesion de funciones, es muy importante aclarar con respecto a qué nocién de distancia
se estd considerando la convergencia.

Observacion 9.27. Asi como los nimeros racionales no son “completos” en el sentido de
que existen sucesiones de Cauchy de niimeros racionales que no convergen a un racional,
dado un espacio métrico (X, d), es un hecho matematico que siempre existe un espacio

métrico X que contiene a X como subespacio métrico tal que X es completo y X es denso

'No definiremos aqui la nocion de funcién medible, concepto esencial en la teoria general de integracion.
Simplemente diremos que es la hipdtesis general necesaria para que tenga sentido integrar.
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en X. Al conjunto X se lo denomina la completaciéon de X (con respecto a la métrica d). Es

un hecho que (X,d) queda univocamente determinado (a menos de biyeccién isometria)
por (X, d).

Definicién 9.28. El espacio L?[a, b] se define como la completacion de Cla, b] con respecto
a la norma 2.

Observacion 9.29. El espacio L?[a, b] se puede identificar con el conjunto de funciones f :
la,b] — C de cuadrado integrable, pero con la relacién de equivalencia f ~ g cuando fy g
coincidan en [a, b] salvo eventualmente un conjunto de medidad cero. En el caso que tanto
f como g sean continuas, eso equivale a que f = g para todo z, pero si no son continuas
no. Una igualdad ”f = ¢” como igualdad de elementos en L?[a,b] lamentablemente no
implicard f(x) = g(x) para todo z, sino f(z) = g(z) para todo z salvo eventualmente un
subconjunto de medida cero.

Ejemplo 9.30. El espacio vectorial /*(Ny) con la norma

||(CL(), ai, ag, . .. )H2 = Z |6Ln|2
n=0
es completo. De hecho, es la completaciéon del subespacio de las sucesiones de soporte
finito: S = U2 ,CV ! C 2(Ny).
Ejemplo 9.31. El espacio vectorial £*(Z) con la norma
Haw:neZ}P= ) laf’
es completo.

Definicién 9.32. Un espacio de pre-Hilbert es simplemente un espacio vectorial con un
producto interno. Diremos que un espacio es de Hilbert si, ademads de tener producto in-
terno, resulta completo con respecto a la distancia dada por la norma asociada al producto
interno.

Ejemplo 9.33. Todo espacio vectorial con producto interno de dimension finita es automati-
camente de Hilbert.

Ejemplo 9.34. (*(N,) y (*(Z) son espacios de Hilbert.
Ejemplo 9.35. L?[a,b] es de Hilbert (por definicién).
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9.10. Proyeccién ortogonal y mejor aproximacion en media cuadratica

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y S C V' es un subespacio, en caso de
contar con un producto interno, hay un complemento natural de S:

V=8@s+

Mas atin, si v € V, y lo escribimos de manera tinica como

convg € Sywv, € St

La componente vg tiene la siguiente propiedad

m g €S,

» siw € S entonces ||[v — w|| > |Jv — vg].
Es decir, vg es el elemento de S mds cercano a v. En efecto, recordamos primero que
ulw=[lu+wl®=ul* + v
pues
lu+w||* = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) = ||ul|* + 0+ 0+ ||w?||

En particular, si tomamos w € S tenemos que (w, vg1) = 0, y si calculamos la distancia de
v a w tendremos

lv —wl* = || (vs +vs1) — wl?
= [[(vs — w) + s [ = [[(vs — W) |* + [Jos |
> Jlose|I* = llv = vs|®

Es decir, la distancia de v a w es por lo menos la distancia de v a vg, y ademas la igualdad
se da sélamente cuando ||(vs — w)|| = 0, es decir, cuando w = vg.

Esto permite tener un criterio de aproximacion, si se tiene una fucnién en cierto es-
pacio vectorial (por ejemplo una funcién 2m-periédica continua) y se busca una aproxi-
macién por funciones trigonométricas, usando un producto interno se puede buscar la
proyeccion ortogonal sobre el subespacio generado por las funciones trigonométricas.
Eso dara la combinacién lineal de trigonométricas “mads cercana” a la funcién original.
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Férmula de la proyeccién ortogonal

Supongamos dado V' un espacio vectorial con producto interno y sea S un subespacio
de dimensién finita. Supongamos elegida {u, ..., u,} unab.o.n. de S.
Proposicion 9.36. Con las notaciones anteriores, si v € V, entonces

n

Pg(v) = Z(v,ui>ui

i=1
es la formula de la proyeccién ortogonal en S.

Demostracién. Es claro que para cualquier v € V,

n

Ps(v) = Z(U,uz)ui €S

i=1
y también es claro que
V= PS(U) + (U — Ps(v))
Mostraremos que
v — Ps(v) € S*
y como la descomposicién v = vgs + vgL es Unica se seguird que Ps(v) = vg como
queriamos ver. Para ésto calculamos

n

(0 = Ps(o)), us) = (0,1) = (Ps(w), ) = (0,00) = (3 0,5}y )

j=1

= (v, u;) — i(v,uj)<uj,ui>

=1
Pero como los u; forman una b.o.n., (u;, u;) = 0 salvo cuando j = 7 y obtenemos

n

(v, ui) — Z(v,uﬁ(uj,ui} = (0, us) = (v, ui) (ui, ug) = 0

J=1

Con esto mostramos que v — Ps(v) L u; para todo ¢, por lo tanto v — Ps(v) L S pues S
estd generado por los ;. O

9.11. Desigualdad de Bessel e identidad de Parseval

Teorema 9.37 (Desigualdad de Bessel e identidad de Parseval en abstracto). Sea V' un
espacio vectorial con producto interno y {u, }nen sistema ortonormal en V finito o numerable. Si
veVy

Cp = (U, Up)
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entonces
oo
> el < lv)l?
n=1

y la igualdad se dd si y sélo siv € S, la clausura de S, donde S es el subespacio generado por los
Up.

Demostracién. Hacemos primero el caso de tener un sistema ortonormal finito, us, ..., un.
Definimos Ps como la proyeccién ortogonal de V en S:

Ps:V -V
v Z(v,un>un

Llamamos ¢, = (v,u,). Sabemos que Ps(v) € S es la componente de v en S y vt =
v — Ps(v) € S* es la componente en S+

v=uvstvr = ol = [lus|® + lvr ] > [lus]l®

y notamos que la desigualdad es una igualdad si y solo si v+ = 0, es decir, si y s6lo si
v € S. Ademads, como los u,, son ortonormales,

N N N N
losl> = 1Y entiall? = D llentwal? = D leal®lunll* =Y leal?
n=1 n=1 n=1 n=1

En el caso numerable u;, uy, . .., u,, ..., la desigualdad vale para cada subfamilia finita:

N 00
D el < oll% VN = el < [lv)?
n=1 n=1

y hemos demostrado la desigualdad de Bessel.

Para la igualdad en el caso v € S daremos la linea argumental junto con las indicacio-
nes de las partes técnicas que se necesitan.

Primero, si dim S = oo, no es cierto en general que V = S & S+ sino

V=8@st

Lo que observamos es que el generado por u4, ..., uy se identifica (como espacio de Hil-
bert) con CV, y que el generado por todos los u,, se identifica con

U2_,CN C A(N)

y como ¢?(N) es completo, tenemos un modelo de S. Es decir, S se identifica con las ex-
presiones de la forma ", z,u, con Y |z,|> < co. Ahora, si v € S, entonces

oo o0 o0
v = E 2y, = E (U, Up YUy, = E Crllp,
n=1 n=1 n=1
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y es claro que |[v]| = Y7, |c,|*. Reciprocamente, si v es vector arbitrario, no necesaria-
mente en S, descomponemos
V=vg+ UL

perovg = Y. Cpln, y

oll> = osll? + lloLl* = Y leal® + flor|?
n

||2 —

si suponemos valida la igualdad ||v]|* = _ |c,|* obtenemos |v.||* = 0, luego v, =0y
[

veS.
La aplicacién que haremos del teorema anteriro serd en la siguiente forma:

Corollario 9.38. Si V un espacio de Hilbert que admite un sistema ortonormal {u,, : n € Ny} tal
que genera un subespacio S que es denso, entonces para todo elemento v € V es vilida la férmula

En particular, V es isomorfo a (*(Ny) como espacio de Hilbert.

Demostracién. Vimos en la demostracién del Teorema anterior que

Z (v, U ) Uy,

n€Ng

es la féormula de la proyeccion ortogonal de V en S, pero si S es denso, S = V y por lo
tanto esa proyeccién es la identidad de V. O

Antes de saber cudl es la completaciéon de C|0, 27| con la norma 2, podemos concluir
del teorema anterior el siguiente corolario concreto:

Corollario 9.39 (Desigualdad de Bessel). Si f : [0, 27] — C es continua a trozos y

1 2m )
Cp = —/ f(x)e "™ dx
2 Jo

entonces

+00o 1 2
> lal <5 [ 1@l

n=—oo

Demostracion. Simplemente notamos que si consideramos el producto interno

) =5 [ f@aa)ds
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entonces {Un =e":n e Z} es un sistema ortonormal, y

1 2

= [ fl@)e™dr = (f,e™) = (f un)

2w Jo

Por lo tanto

+o0 1 o
S Il IR =(f 1) = 5 / (@) e

n=—oo

]

Corollario 9.40. La suma de los cuadrados de los médulos de los coeficientes de Fourier de una

funcién continua a trozos converge siempre es convergente. Por ejemplo, la serie de Fourier de la

. - cte i
funcién escalonada, sus coeficientes van como c,, ~ — que no convergen absolutamente, pero st
n

n—oo

son de cuadrado sumable. Ademds, en particular, c,, — 0

9.12. Stone-Weierstrass

Mencionamos sin demostracion dos teoremas histéricos de vital importancia en el
célculo de clausuras y completaciones. Recordamos que dado un espacio métrico V, de-
cimos que un subconjunto S C V' es denso si la clausura de S es V, o equivalentemente, si
para todo v € V existe una sucesion {s, : n € N} donde s,, € S para todony s, — v.
Por ejemplo Q es denso en R.

Teorema 9.41 (1885 K. Weierstrass). Los polinomios son densos en C|a,b] con la norma supre-
mo, en particular con la norma 2.

Es decir, dada una funcién f : [a,b] — R continua, si damos un € > 0 entonces el
teorema nos asegura que podemos encontrar un polinomio p(z) tal que

sup {|f(z) — p(z)| : x € [a,b]} <¢
Una generalizacion posterior fue dada por Stone:

Teorema 9.42 (1937 M. Stone). X Hausdorff, A una subalgebra de C(X,R) que contiene a las
constantes y separa puntos entonces A es densa. Si se toma A C C(X,C), se pide ademas A sea
estable por conjugacion.

En este enunciado, cuando decimos que A separa puntos queremos decir que dados
cualquier par de puntos z, y en X, siempre se puede encontrar algiin f € A tal que
1) # /(o).

El teorema de Stone generaliza ampliamente el resultado de Weierstrass, que en si
mismo fué un resultado muy influyente. Para hacer honor a ambos, el Teorema se
lo denomina Teorema de Stone-Weierstrass, ain cuando Weierstrass y Stone no hayan
coincidido en sus vidas sobre la tierra (Weierstrass murié en 1897, Stone naci6 en 1903).
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Corollario 9.43. Las combinaciones lineales de {¢"* : n € Z} -notar que forman una subdlgebra-
son densas con la norma supremo en C'(S1), y por lo tanto son densas en L*(S') = L?[0, 2.

De esta manera, asignando a cada f € L?[0, 27] sus coeficientes de Fourier
L?0,27] > f = {ca(f) : n € Z} € (*(Z)

resulta L?[0, 27] = (*(Z). En particular, en la desigualdad de Bessel vale la igualdad, co-
nocida como identidad de Parseval:

+oo 1 2
S e = - / f(2)2da
2 Jo

n=—oo

Vemos entonces que la buena nocién de convergencia para desarrollos de Fourier es la
convergencia en norma 2, es decir, en “media cuadrética”. Eso dice que dada f, digamos
continua a trozos en [0, 27], entonces

fla) = Yo e e
nez

es una igualdad en L?[0,27], que es el completado de C|0, 27]. Necesitamos a L?(0, 27]
porque es un espacio de Hilbert, mientras que el espacio de las funciones continuas si
bien tiene producto iterno, no es completo con respecto a la norma proveniente del pro-
ducto inetrno. Esto nos asegura que la igualdad vala para todo z salvo eventualmente un
subconjunto de medida cero. Lamentablemente esto no nos dice que la igualdad valga
para todo z, ya que si dos funciones coinciden salvo medida cero, definen el mismo ele-
mento de L?[0, 2n]. Ademads, dos funciones que coinciden salvo medida cero tendran los
mismos coeficientes de Fourier, asi que no es posible mejorar esta situacién. La pregunta
de la convergencia puntual es més delicada y requiere un desarrollo adicional.

9.13. Sobre la convergencia puntual

En lo que respecta a esta seccién, tomamos la siguiente convencién de nombre:

Definicién 9.44. Diremos que f : [0, 7] — C es continua a trozos si f es continua salvo una
cantidad finita de puntos, y en cada punto de discontinuidad existen los limites laterales.

-3 -2 -1 0 1 2 3
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En esta seccién demostraremos el siguiente resultado:

Teorema 9.45 (Dirichlet). Sea f : [0,27] — C una funcién continua a trozos en donde en cada
sector de continuidad, f también es C'. Asuminos que en cada punto de discontinuidad de f o
de f' existen los limites laterales (tanto de f como) de f'. Entonces para todo = en donde f es
continua, la serie de Fourier de f converge puntualmente a f(x), mientras que en los puntos de
discontinuidad converge al promedio de los limites laterales:

floy) + fle)
2

La situacion de tener convergencia puntual (en el caso de continuidad) o de conver-
gencia al valor promedio (en el caso de los saltos) vale con mayor generalidad. Mencio-
namos sin demostracién el siguiente resultado llamado Criterio o Test de Jordan:

Teorema 9.46 (Dirichlet-Jordan). Sea f : R — R una funcién medible 2m-periddica de la forma
f = fi— fadonde f1y fs son dos funciones reales monétonas. Entonces para todo x, su serie de
Fourier converge al promedio de los limites laterales 1 (f(z1) + f(z_)).

Observacién 9.47. Vemos que la condicion de C'! es suficiente pero no necesaria. Sin em-
bargo, la condicién de continuidad sola no alcanza: se sabe de la existencia de ejemplos
de funciones continuas cuya serie de Fourier diverge en algunos puntos (ver por ejemplo
capitulo 12) aunque los ejemplos son sofisticados y escapan al alcance de este texto
en esa direccion.

No demostraremos el Criterio de Jordan. Sobre el Teorema de Dirichlet, demostrare-
mos la siguiente proposicién, que es una versiéon mas débil, y dejaremos como ejercicios
guiados la demostracién completa, que se basa en esta proposicién y en clculos explicitos
en dos ejemplos.

Proposicion 9.48. Si f : [—n, 7] — C es acotada, continua a trozos, con f C' en un entorno de
xo = 0 (i.e, en (—e, €) para algiin € > 0), entonces la suma parcial de la serie de Fourier de f

N

Sn(f)(z) = Z e

n=—N
converge puntualmente a f(0) en xo = 0.

Observacion 9.49. La demostracion que daremos no es la tradicional, se debe a P. Cher-
noff agradezco a Pablo de Napoli por haber sefialado esta referencia.

Demostracién. Dado que las funciones constantes son -trivialmente- representadas por su

serie de Fourier, cambiando f(z) por f(x) := f(z) — f(0), asumiremos sin pérdida de
generalidad que f(0) = 0. Definimos

/() siz %0
e — 1
g(r) =
fl@) _ f(0) size0
r—0 eix —1 7



Claramente g es continua en x = 0, por lo tanto acotada en un entorno del cero, y también
sigue siendo acotada y continua a trozos fuera del cero en donde f lo era, por lo tanto
g € L?*|—n,7]. Notar que f también pertenece a L?|—m, 7| por ser acotada y continua a
trozos. Ahora calculamos los coeficientes de Fourier de f y los comparamos con los de g:

ca(f) = (f,e7™) = (g(2) (e — 1), e7™)
= (g(x)e",e™™") — (g(x),e™™)
= (g(w), e "7VT) — (g(x), ™)
= cn-1(9) — ¢alg)
Entonces

Como g € L? tenemos que Z len(9)? = |lg]|* < oo, en particular cy(g) — 0 cuando

N — +ooy por lo tanto

lim Sy (f)(0) = lim (c_n_1(g) — en(g)) = 0= f(0)

N—oo N—oo

El siguiente lema lo dejamos como ejercicio:

Lema 9.50. Si f es 2w-periddica y x, € R, entonces

f(x) = f(x—x0)

también es 2m-periddica. Y si E cne™ es la serie de Fourier de f, entonces

n=—oo

o0

Z (Cne—inxo ) einac
n=—o00

es la serie de Fourier de f.

Observacién 9.51. Cambiando f por f como en el lema anterior, podemos concluir que si
f es continua a trozos y C' a trozos, entonces la serie de Fourier de f converge puntual-
mente al valor de f para cualquier punto z, € (—, 7) donde f sea C".

127



9.14. Ejercicios para completar la demostracién del Teorema[9.45

1. Considere la funcién “cuadrada” f;, : [—m, 7|, para cada 0 < L < 7 definida por

1 ze[-L, L]
fr(z) = {

0 otro caso

a) Muestre que el desarrollo de Fourier estd dado por

SF(x) = L + % Z sen(nl) cos(nzx)

v n
n=1

b) Utilizando el hecho de que f es C* alrededor del cero, muestre la férmula

Zsen(nL):W—L Vo< <
n 2

n=1

c) Muestre (y reserve para luego) que la férmula de Parseval conduce a

L L 1 4 Ksen?(nl)
F RS T D

y por lo tanto, para todo 0 < L < 7 vale

> sen?(nL L(r—L
$ o) _ Lir =D

n=1

d) Utilizando la férmula del item b) muestre que la serie de Fourier de la onda
cuadrada evaluada f;, evaluada en +L vale SF(£L) = % Es decir, el valor
promedio de los limites laterales

1
SP(L) = 5 (F(L) + (L)
2. Similarmente al ejercicio anterior, considerando la funcién “serrucho” g, : [—7, 7],

para cada 0 < L < 7 definida por

r x€|-L, L
gr(x) = {

0 otro caso

a) Muestre que el desarrollo de Fourier estd dado por

%i (sen(nL) — nLcos(nL)) sen(nz)

n2
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b) Utilizando las férmulas de los items b) y c) del ejercicio |1l muestre que la serie
evaluada en +L vale +£. Es decir, el valor promedio de los limites laterales.

3. Seana,b e C,zy € [—m, 7]y 0 < A tal que zy + A € (—m, 7). Definimos

a+b(x —xy) x € [ro, 10+ A

f:[-m 7] — C, f(z) =
0 otro caso

A partir de una combinacion lineal y traslacién conveniente de los ejemplos ejerci-
cios anteriores, muestre que el desarrollo de Fourier de f converge puntualmente
a f en cada punto de continuidad, y en los saltos de discontinuidad converge al
promedio de los limites laterales.

4. Consideremos una funcién f es 2r-periddica acotada, continua a trozos y C* a trozos
tal que en todo punto de discontinuidad, tanto de f como de f’, existen los limites
laterales de f y de f’. Sea xy uno de esos tales puntos. Muestre que existen a, b, A
como en el ejercicio anterior de manera tal que f +g es C' en zy. Concluya la validez
del enunciado del Teorema[9.45|para f en x.

Aqui vemos el grafico de Serie de Fourier de la onda serrucho g;, para L =1con 3,8y
100 armonicos:
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10. Ecuacion del calor / onda y separacién de variables

El método de separacion de variables permite obtener, en algunos ejemplos, familias
de soluciones especiales, pero cuando las ecuaciones son lineales, se obtienen muchisi-
mas soluciones considerando las combinaciones lineales de éstas soluciones especiales.
Con suerte, estas familias de soluciones son suficientes para ajustar condiciones iniciales
dadas. Veremos el método en los ejemplos de la ecuacion del calor y la ecuacién de ondas.

10.1. Ecuacion del calor

La experiencia cotidiana nos indica que cuando colocamos cerca un objeto frio con
otro caliente, el caliente se enfria y el frio se calienta. Interpretamos esto como un flujo de
calor desde el objeto caliente hacia el objeto frio. A su vez, si un sélido esta a temperatura
pareja, nunca se observa que se enfrie o se caliente espontdneamente. Esta experiencia la
podemos formalizar proponiendo un modelo en donde el (vector) flujo de calor esté ali-
neado con la direccién de crecimiento de la temperatura, o sea, el gradiente de la funcién
temperatura. Si llamamos u(x,y, z,t) a la funcién temperatura de un sélido en el punto
(x,y, z) en el momento ¢, como el flujo va de lo caliente a lo frio, el flujo serd proporcional
a menos el gradiente:

—

F(z,y,2,t) = —=kVu = =k (0yu, Oyt, 0.U)|(2,y,2)

donde k serd una constante caracteristica del material.
Ahora consideremos un punto p = (¢, o, 20) Y una pequeia region W > p, (por
ejemplo una bola de radio R centrada en py). La temperatura promedio en la regién W

serd proporcional a
/// u(z,y, z,t)dedydz
w

y en caso de que haya una variacién del promedio de temperatura en esa region, ésta
serd debida al flujo de calor por la superficie borde de la regién (estamos modelando
transmisién de calor en un sélido, donde no hay transferencia de calor por otras razones,
como transporte por movimiento o existencia de fuentes). Cuando haya flujo de calor neto
hacia afuera, la temperatura descenderd, cuando haya flujo hacia adentro la temperatura
media se incrementard. Proponemos la relaciéon

8t///wudxdydz:—//aw(ﬁ,ﬁ>dfl
= +//8W<kVu,ﬁ)dA

_ / / /W div(kVu)drdyd-

130

y por el teorema de Gausss



Si suponemos que tenemos un sélido homogéneo, es decir, su conductividad térmica &
no depende de la posicién, entonces

—k / / /W div(Vu)dzdydz = k / / /W Au dzdydz

Finalmente, si asumimos una regularidad suficiente en el tiempo de forma tal que

0, /// u drdydz = // Oyu dxdydz
w w

// Oyudxdydz = k:/// Audzxdydz
W W

y como esto es valido para cualquier regién W, necesariamente

10.2. La ecuacién del calor unidimensional y separacion de variables

podemos concluir

Consideremos la ecuacién
of _o°f
ot 0x?
Siresolvemos utilizando el método de variables separadas, proponemos f(xz,t) = T(t) X (x),
entonces

T'(t) X (2) = aa_{ - % = T()X"(z)

pasando de miembro, al menos donde no se anulan, tendremos

T X'()
Tt)  X(x)

como a a derecha no depende de ¢ y a la izquierda no depende de z se sigue que existe
una constante A (en R si 7'y X eran funciones a valores reales, o A € C en general) tal que

por lo tanto
T =T(0)eM, X = AeV™ 4+ Be V™

y asi
f($7t> - f)(ic,t) = Ae\F/\er/\t + Be*ﬁx+)\t
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es una solucioén. Por el principio de superposicion (la ecuacion es lineal!)
flz,t) = Zf,\(a:,t) = Z (A()\)eﬁxﬂt i B()\)e—ﬁx+,\t>
A b

es solucion para cualquier eleccién de A(X\) y B(\), podria incluso ser una serie (si los \’s
fueran numerables) o también, si tuviera sentido, podria ser algo de la forma

fla,t) = / <A<)\)eﬁx+)\t +B(}\)e—ﬁx+/\t> d\

10.3. Ecuacion de onda
El método de variables separadas también lo podemos aplicar a la ecuacién de onda:
1or_9F
v2 Of2  Ox?

(v una constante con unidades de velocidad). De nuevo proponemos una solucién de la
forma f(x,t) = T(t)X(z) y obtenemos

1T X"(x)

2T X@)

De aqui concluimos
X(z) = AeY™* 4 Be VA

T(t) = CeVM 4 Dem?VN
y por lo tanto
f(l’, t) — X(I)T(t) — A++€\/X(ac+vt) + A+_€\/X(x—vt) + A_+6_\/X($+Ut) + A__e—\/X(r—vt)
Observacién 10.1. f(z,t) = fi(z + vt) + fo(x — vt). Al menos esto vale en dim 1 (para ).

De nuevo por superposicién, puedo sumar para varios valores de ), o considerar in-
tegrales con funciones “peso” f:lt (A) y obtener soluciones de la forma

f(l’, t) _ / (—é_(/\)ex/x(x+vt) + A(A)ex/x(x—vt) + ﬁ()\)e—\/x(z-&-vt) + A(/\)e—\/X(m—vt)>d)\

10.4. Ejemplo de aplicacion de la ecuacion del calor: 1a bodega ideal

Supongamos que en una dada locacién, la temperatura cambia a medida que descen-
demos en profundidad, digamos 7'(¢, ) = temperatura a tiempo ¢ y a profundidad z.
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Supondremos que es una muy buena aproximacién que 7 sea periddica con respecto
a t, con periodo 1 afio, pues desde hace mucho tiempo que en verano siempre hace calor
y en invierno siempre hace frio... Planteamos la ecuacién del calor unidimensional

2
ALt @
ot 0x?

donde £ es la constante de conductividad términa del suelo, que dependera del tipo de

suelo en cuestién, que asumimos homogéneo. (Por ejemplo, un orden de magnitud de

piedra arenosa o quarzo es es k &~ 1,2 x mm?/seg.)
Supongamos conocida la funcién “temperatura tipica durante el afio al aire libre”=

f(t) = T'(¢,0). Entonces, para cada z, desarrollamos en serie de Fourier la dependencia

temporal
l’) _ ch(x)€2ﬂ'int/x4

nel

donde A es un afio. Si exijimos la validez de la ecuacién (2) obtenemos

Z Cn<x>27”” int/A Z ke () e2mint/A

nez nez
y por lo tanto, para cada n debe valer

2min
/" -
(@) = Tten(@)

Para n = 0 tenemos que c¢o(xz) = a + bx. Desconocemos a y b (salvo que a = ¢,(0)=
el coeficiente 0 de f(¢) = la temperatural media anual), pero la dependencia temporal
asociada

co(x)e*™ 0 = ¢y(z)

no nos aportard a una variaciéon temporal. Por lo tanto no nos interesa en este analisis.
Paran # 0,

AnT

¢n(z) = combinaciones lineales de e

2min

27 .
donde \* = kA.51n>O,
™
A =FE(1+1)4/—
n=EHD\
Sin < 0, digamos n = —|n|,
N [T 7|n
)\_|n‘::t(1+l)l k"A’ :t( 1+ ) k’_A’

Una de las soluciones tiene una exponencial con parte real positiva: la desechamos, por-
que observamos que a profundidad de unos pocos metros, la temperatura no aumenta
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exponencialmente con la profundidad (estamos suponiendo que no vivimos cerca de un
volcan!). Proponemos entonces

T(t,z) = co(z) + Z < 27Tint/A 4 c_n(x)e—%rint/A)

_'_ Z ( —(1+i)y/ 22 :re27rmt/A + C,n(O)e(ilJﬂ')’ = e 27Tznt/A)

n=1

+ Z ( 27r";p+27mnt/A) +eo ( )ei(+\/2k7r7:1727rint/14)>67\/ 2,:71:1
n=1

Como f(t) = T'(t,0), necesariamente

[e.e]

f(t)="T(t0) = Z £ (0)2mint/A

n=—oo

sabemos que ¢, (0) = el coeficiente n-ésimo de Fourier de f. Como f es real, necesaria-
mente c_,,(0) = ¢,(0), luego

T(t,z) = co(x +22R€<0n i(2mnt/A— ’/%’”))e’ Zzm,

Vemos que la “influencia” en z se ve reflejada en dos aspectos: el méas evidente es que
decrece de manera exponencial (real) negativa, y la tasa de decaimiento es més rédpida
cuanto mayor es el n. Por lo tanto, el término con n = 1 sera rapidamente el preponderan-
te cuando empecemos a aumentar en profundidad. El segundo aspecto de dependencia
se da a través de un “desfasaje” temporal. Asumamos ahora que nos posicionamos en
una profundidad fija x, entonces

T<t, xo) = Co(l‘o) + Z 2Re (Cn(O) i(2mnt/A— 27::330))6_ 2}::10
n=1

Viendo que dependencia temporal mds importante es la debida al primer armoénico, apro-
Ximamos
T(t,x9) = co(xg) + 2Re (01(0)6 i(2mt/A—/ 2 Aam))

Vemos que podemos ahora calcular -o despejar- la profundidad z, de manera tal que el
“desfasaje” sea maximo. en otras palabras, si

2
kA

— Xy =T

entonces
o2t/ A~ V) _ pi@mt/A—) _ i2m (t—A/2)
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y asi logramos un desfasaje de 6 meses (medio afio): para ese valor de profundidad z, la
bodega tendrd maximo frio en verano y maximo calor en invierno :-), concretamente,

kA
To =1\ ——
0=V

Sik~12x ";T”j (tomado de Wikipedia el material “sandstone”)

1 afio = 365 x 24 x 60 x 60 seg ~ 3,1536 x 107 seg

mx 1,2 x M 3,1 x 107seg
— Iy =~ 92

En una zona de suelo de piedra arenosa, la bodega ideal deberia estar hubicada aproxi-
madamente entre un segundo o tercer subsuelo.

~ 7700 mm = 7,7 metros

Observacion 10.2. Una alternativa a la bodega, es construir unas cafierfas que vayan y
vuelvan a radiadores a esa profundidad, teniendo asi la opcién de un sistema de cale-
faccién en invierno y de refrigeraciéon en verano, aprovechando el calor acumulado en el
verano anterior y el frio del invierno pasado respectivamente.
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11. Transformada de Fourier

Si f:R"— C, f € L'(R"), se define su transformada de Fourier como

.]/C\(yl, . ,yn) = // R / f(xh o 7xn)e_i«xl““’zn)’(yl’“"y"»dl'l I

En particular, para dependencia en una sola variable, si f : R — C,

Fo = [ staerda

Esta transformada debe su nombre a Fourier, que perfeccion¢ las ideas previas de su
época sobre oscilaciones de cuerdas vibrantes (formalizando las ahora llamadas Series de
Fourier) aplicando estos métodos al estudio de la ecuacién del Calor. La transformada de
Fourier tiene las siguientes propiedades importantisimas:

» “intercambia” la operacion de derivar con la de multiplicar por la variable (ver Pro-
posiciones[I1.6y[11.6

» La operacién de “transformar Fourier” es inversible, con inversa muy similar (ver
Seccién [11.6).

» Es una isometria en L*(R) (ver Seccién Férmula de Plancherel).

La primera propiedad hace que ecuaciones en derivadas parciales a coeficientes cons-
tantes (o que no dependan de la variable con respecto a la que se estd derivando) se
conviertan en ecuaciones algebraicas, que se pueden resolver con los métodos algebrai-
cos tradicionales como “pasar dividiendo”. Y una vez resuelto el problema respectivo
de la transformada de f, se aplica la transformada inversa y asf se resuelve el problema
original.

11.1. Primeros ejemplos y propiedades

Ejemplo11.1. Si f : R = C, f(z) =1siz € [-1,1] y f(z) = 0 en otro caso.
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~  2sen(y)

entonces f =
Yy
—
=T -8 c~— D 0 2 NN— 8 10
-2

En efecto, siy =0,

:/Zf@ﬂx:/jszZ

/ flz ﬂwm—/ e i dy
- /_ (5= (=)

) , 2seny
= —( — QZSeny> =
Yy Y

Para y # 0,

Ejemplo 11.2. (Relacién entre fase y traslacion) Si f(z) = g(z)e"*, (a € R), entonces
(y) =9y —a): . .

:/ f(x)e_imydx:/ g(x)e e " dy
— [ gt =gy - a)

~

Ejemplo 11.3. (Relacién entre traslacién y fase) Si f(x) = g(x — a) entonces f(y) =
e "¥g(y), pues con el cambio de variable & = = — q,

Tly) = /_ " gl — a)e vz = / " g@e gy

o0 —00

e [ g@e i = e gly)

[e.e]

Ejemplo 11.4. (Expansiones y contracciones) a € R-0, g(z) = f(az) entonces

i) = [ gla)e e = [ flas)e s

[e.9]
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= /OO flaz)e ™Vdr = /OO flaz)e " ™¥/%d(az)1/a

~

fy/a)

a

~

Ejemplo 11.5. g(z) = f(—x) entonces § = f.
Proposicion 11.6. f € L' entonces fes continua, si ademds f(z)x € L' entonces fes derivable
y ['(y) = g(y) donde g(x) = f(x)ix.

Demostracién. Dado € > 0, afirmamos que existe R > 0 tal que | f|x‘> R f(x)e™dr] < €/2

para cualquier y. En efecto, como f € L'(R), para cualquier y € R también ¢,(z) :=
f(z)e™¥ también pertenece a L' y como la integral se puede calcular como

R
/ f(z)edx = lim f(z)edx = ¢
R R R

—+o0 J_
Entonces existe ? tal que
R
)/ f(z)e“dx —4 < €/2
-R

y ése I sirve.
Veamos ahora la continuidad. Dejamos fijo el e y R.

-~

Fly+ Ay) - Fw)l = | / f(w)e =0 A0 gy / f(@)e i
< z)e (Y _ 1)|dx + €/2
/x I G Y

[l sy o2
— €
|z|<R ]xAy\

< (/ ‘f(x)“e”” Y de) R\Ay\ + /2
—_— 6
|z|<R |95A3/’

Recordamos que la funcién compleja

e” —1

z

es holomorfa en z = 0 y por lo tanto continua alrededor del cero, y para t € R de médulo
muy grande
e 1]

i

138



tiende a cero cuando t — 00, luego =Y es acotado para todo ¢ € R. En particular, para

le?*2y 1|

cualquier z y Ay | Ayl esta globalmente acotado.
Vemos entonces que el factor de la integral

f LA €
|lz|<R [z Ay|

queda acotada sin importar Ay. Recordamos que el € esta fijado y el R depende sélo de ¢,
pero vemos que auin hay un factor Ay, y concluimos continuidad, a la vez que adivinamos
el camino a seguir para ver la derivabilidad.

Derivabilidad:

Ay Ay

/f —w:y za:Ay 1)d£['

mAy
e
iTAy 1 )
- /@'xf(:z:) (—6 Ay ) e “dx

Seguimos con la idea y dejamos los detalles como ejercicio:

ixAy _ ., .
1. usamos que ! es una funcién acotada, y por lo tanto el integrando € L'y
1xAy

podemos, dado un € > 0, encontrar un R > 0 tal que la integral en todo R dista de

[ s (S L) e
_R/lx s /LIAy € i

en menos de e.

2. En[—R,R],
ixAy 1 :
e i
lim ——— = lim — =1
Ay—0 1Ay Ay—0 11X
) eit -1 . )
3. IlflIIOI = 1, entonces, para todo e > 0 existe t, tal que si |¢| < |ty| entonces
_>
et —1 ‘ L€
t RI| flx
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4. Ahora tomando Ay tal que |RAy| < t, tendremos y por lo tanto [zAy| < tysix €
[—R, R]. Podemos comparar la integral original y la integral con el valor limite:

zmAy ) R )

'/ i f(x ( oAy )e dm—/Rmf(a:)e dx
zxAy )

‘/ iz f(z ( oAy —1)6 dx

ezacAy -1
< / el I7(2)

R €
</ RIS g

R
€
~ 201 /_R|f(a:)|d9; <

De demostracion sensiblemente mas sencilla es la siguiente Proposicién, analoga a la
anterior en enunciado:

—1|dz

1xAy

N

]

Proposicién 11.7. f € C' con f' € L' y supongamos que 3 lm f(z) (necesariamente cero).

r—too
Entonces (f’)(y) = iyf(l/)

Demostracion.

:/fmamm

= +iy / fla)e ™ de = +iyf(y)

— f —my

Resumen de las primeras propiedades

L (fle)e ) (y) = fly —a)
2. flz—a) = e ]y)
3. Flaa) (y) = LW/ (ya/ )

—

4. Tomando @ = * tenemos también f()(y) = af(ay)
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6. Lf(x)(y) =iy f(y)

Corollario 11.8. m f € C"yen L' entonces y’“f(y) acotada, en particular f € C* yen L'
entonces f decae mas rdpido que cualquier potencia.

w fen L' tal que 2* f(x) € L' entonces feCt En particular, si f € L' decae mas ripido
que cualquier potencia (i.e. x™ f(z) € L' para cualquier n) entonces f € C™.

= Denotando S(R) al espacio de Schwartz de todas las funciones infinitamente derivables tales
que decaen mds rdpido que cualquier potencia polinomial, entonces si f € S(R), tenemos

que 7 e SR).

11.2. Demostracién de regularidad utilizando analisis funcional

Nosotros comenzamos definiendo la transformada de Fourier para funciones en L*(R),
es decir, funciones f : R — C tales que

1l = / ()| < oo

o0

las llamadas funciones absolutamente integrables. Denotamos L'(R) al conjunto de todas
las funciones absolutamente integrables en R. Si tenemos una funcién f € L' y g una
funcién acotada, digamos

AM >0:9(z) <M, VzeR

entonces claramente f(z)g(x) es absolutamente integrable y valen las siguientes desigual-

dades -
[t < [ i@t

g/_oo|()|de_M/ )| Mda
= M||f]lx

De esta desigualdad obtendremos muchisimas consecuencias.

Primero observamos que la cuenta anterior es valida para cualquier cota de |g|, por
lo que consideraremos ”“la mejor cota” de |g(z)|, es decir, el supremo. Como serd de gran
relevancia le pondremos nombre.

Definicién 11.9. Sea g : R — C una funcién acotada. Definimos la norma supremo (o
norma infinito) de g como

HgHOO = ”gHsup = Sup{|g(w)] T € R}
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Dejamos como ejercicio verificar que tiene las propiedades esperadas de una norma:
" [[gllsup = 0y llgllsup = 051y s6losig = 0.

" [lg + hllsup < llgllsup + [llsup

" [Agllsup = [Alllgllsup para todo A € C.

Puesto que por construccion [g(z)] < ||g]|sup, tendremos que, si f € L'(R), entonces

[ s@st@ds] <151 ol

Utilizando esta desigualdad, tenemos los siguientes corolarios:

Corollario 11.10. Si {g,, : R — C} es una sucesion de funciones acotadas que convergen unifor-
memente a g (necesariamente acotada) y f € L'(R), entonces

/fgnx%/f

lim h f(z)gn(x)dx = /_OO lim f(x)g,(z)dx

n—o0 ) n—o0

Es decir, vale
—00
Similarmente, si fijamos g y variamos f tenemos la siguiente version:

Corollario 11.11. Si {f, : R — C} es una sucesion de funciones en L'(R) que converge a una
funcion f € L'(R) en norma 1, es decir, tal que

Ifo =l =0

Y g es una funcion acotada, entonces
/ fulz nog / f@

lim _00 fo(x)g(x)dx = /_00 lim f,(z)g(z)dz

n—oo ) n—o0

Es decir, vale

Demostracién. Para el primer corolario, tenemos

‘/_Z f@)gn(w)dw — /_: fla)g(z)dz| =

= )/Z f(@)(gn(z) — g(x))dx‘ < |l [lgn — gllsup
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y notamos que g,, converge uniformemente a g si y solo si ||g, — ¢l|sup — 0, y por lo tanto
la desigualdad anterior implica

ﬁ/:ﬂ@%@Mw—/ifumwmﬂ—%o

Similarmente, si fijamos g y consideramos una sucesion de funciones f,, — f en el sentido
L', es decir, tal que || f,, — f|l1 — 0, tendremos

L/:ﬁummmm—/Zf@M@qu

| [ (@ = @) gt@)ds| < 152 = 7l gl — 0
O
Estas generalidades tienen las siguientes aplicaciones a la transformada de Fourier:

Proposicion 11.12. f € L'(R) de soporte compacto (i.e. existe R tal que f(x) = 0si |x| > R)
entonces f es analitica con radio de convergencia infinito.

Demostracién. Supongamos que el soporte de f estd contenido en [— R, R], entonces
n

f = [rweie= [ swesar= [ @ (S

n=0

Pero, fijado y, como el radio de convergencia de la exponencial e*¥ (vista como funcién
de ) es infinito, entonces tenemos una convergencia uniforme para x € [—R, R] de las
sumas parciales

N . 00 .
(—izy)™  unif (—izy)"

n=0 n=0

y luego




(—ix)"

n!

dz.

donde a,, = /Zf(:z:)

Vemos entonces que f(y) es de la forma )~ a,y" para los a, calculados anterior-

~

mente, es decir, f estd dada por una serie con radio de convergencia infinito. O

Si bien claramente no toda funcién en L'(R) es de soporte compacto, tenemos lo si-
guiente:

Proposicion 11.13. Sea f € L*(R) y definimos, para cada N € N

f(z) sixz e [-N,N]

fn(x) =
0 otro caso
N—oo
Entonces || fx — f|1 ' — 0.
Demostracién. Por hipétesis f € L*(R), es decir, / |f(x)|dz < co. Como

| 1@lde = g [ s

0o N—oo _N

dado € > 0, existe N, tal que para N > N, vale

[t~ [ sla] <

Pero
]/_Zlf(x)ldx—/_z!f(a:)ydx‘ :/_OON|f(x)]da:+/N+ooyf(3;)|dx
-/ :|f<x>—fN|dx
pues

¢

f(z) six € (—oo,N)

Fl@)— fv =40 siz € [-N,N]

| f(z) siz €[N, +00)
Es decir, hemos mostrado que dado ¢ > 0 existe Ny tal que || fx — f]1 <esiN > N,. O

A partir de esto podemos dar una segunda demostraciéon de la primera parte de la
Proposicion [11.6}

Corollario 11.14. Si f € L'(R) entonces f es continua.
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Demostracion. Definiendo fx como antes, al tener soporte compacto fx es analitica, en
particular continua. Pero como

fy 1 1
entonces RN
fy 2l g
Sabemos que la transformada de una de soporte compacto es analitica, en particular con-
que ! P p p
tinua, luego f es limite uniforme de continuas or lo tanto continua. O
g yp

Con las mismas técnicas podemos dar una demostracién de la segunda parte de la
proposicién mencionada anteriormente:

Corollario 11.15. Sea f € L'(R).

1. Si f es de soporte compacto, entonces (sabemos que f es analitica)

(1) ) = (i () )(w)
2. En general, si f tiene soporte arbitrario pero x f (x) € L*(R) entonces fect y

(f) (y) = ( —izf(x) )(y)

Demostracién. Si f tiene soporte compacto, digamos f(z) = 0si z ¢ [—R, R], entonces
/ (y) = Z any"
n=0

(—ix)"

n!

donde a,, = /zf(:z:)

dz y tenemos



R
:/ —ixf(z)e "Vdx

R

oo —

_ / —izf(z)e ™z = (izf(z) )(y)

o0

Para la segunda parte, si f(z) € L'(R), definiendo fy como antes sabemos que fAN es
analitica y

—

() ) = (= afnl2) ()
Pero asumiendo z f(z) € L'(R), tenemos que
iz fy(x) T —iaf(x)

y por lo tanto tenemos que la sucesién de funciones fx(y) son una sucesiéon de funciones
C* (por ser analiticas) que verifican

- unif -~
fn————Ff

y fn == Ziafy "% (Zia])
por lo tanto (Teoremay Observacion b concluimos que FesCt y (F)(y) = (—/m:\f )(y).
0

11.3. La transformada de la Gaussiana

Como ejemplo importante de aplicacién de las propiedades realizaremos el siguiente
célculo: R
Si f(z) = e *"/? entonces f(y) = v2me ¥ /2,
Demostracién. Primero observamos que f'(z) = —xze *"/2 = —xf(z), por lo tanto

iy fly) = (f) (v) = —xf(2)(y) = ilizf())(y) = —i(f ) (y)

Es decir (simplificando la < en ambos miembros), la transformada de f verifica la mis-
ma ecuacion diferencial que f:

~

diyﬂy) _———

Concluimos f(y) = cte e ¥*/2, y como f(0) = / e ?dx = \/2m, entonces f(y) =
V2me V)2,
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Si no recorddbamos el valor de la integral de la Gaussiana, repasamos cémo calcular

/e_’”de =/

Esto es consecuencia por ejemplo del siguiente argumento: Si llamamos I al valor de esa

integral
+oo 9
I := / e Tdx

= (/_:O e_zzdlv) (/_:O e_yZdy> = //R2 eV drdy
= /02“ (/O+°° e_rzrdr> do
=27 /0+°° e rdr =7 /O+OO e rdr = 7T(€7T2>

Es decir, I? = 7, luego I = /7. Para e~%*/2 hacemos un cambio de variable lineal:

entonces

r=-4o00
=T

r=0
/eIQ/de = /e(“/ﬁ)Qd:L’ = \/5/6(93/‘/5)265(96/\/5) =V2ym =21

Ejemplo 11.16. Dejamos como ejercicio mostrar la férmula (para a > 0)

o0 2
/ efax2+bx+xdx — \/E 627+C
a

y el célculo de la transformada de Fourier de f(z) = e~***+*+¢ a partir de la transformada

de e—7°/2,

11.4. Producto de Convolucion

Observamos quesi f y g si acotadas, entonces fg también puessi |f(z)| < My |g(z)| <
C para todo x entonces claramente

[f(x)g(x)] < MC

Perosi f € L'y g € L', no siempre el producto fg € L', por ejemplo, si f y g son cero
paraz <0yaz > 1y f(z) = g(z) =1/Vx,

1 1
d d
/yfy:/\g\: o tim [ S = w2Vl =2<
0 VT

a—>0+ a \/E a—>0+
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osea, f,g € L', pero

U dx Vdx
- 2= — =1 — =1 —
Jusi= [ 5= [ 5=t [ 5t i) = o

es decir, fg ¢ L'. Sin embargo, si f y g estanen L',

I+l = [ 1 < a)@lae = [ | [ ot - nay
< [ [15wgte - y)ldys
— [ [17wgte ~ y)ldsay
= [ (1£01 [ 1otz = iaz ) dy
— [ ([ tatoiac) dy
~ [l9@lds [ 17wlay = 1711lgl;

Ejemplo 11.17. x|, ;= funcion caracteristica de [a, b] entonces

dx

es decir, f xg € L.

(o)) = [ 16~
Ejemplo 11.18. Supongamos que en un sistema unidimensional, un objeto puntual con

carga ¢ genera un potencial de forma que si su posicién es z’, el potencial en z es

q
|z — |

V(z) =

Si en cambio, tuviéramos una configuracion con una “densidad” de estos objetos, con
una densidad de carga dada por una funcién p(x), superponiendo los potenciales del
caso puntual tendriamos que el potencial en x estaria ahora dado por

|z — |

Esta férmula “conocida” puede ser interpretada en términos d econvolucién, pues si lla-
mamos



al potencial de una carga unitaria centrada en el origen, entonces el potencial debido a
una distribucién de cargas dada por p se escribe como

p([El) o 2 1 o = « x
o = [ A = e

De esta manera, una convolucién entre f y g

0= [ 1@l - )as

uede pensarse como una “superposicion” de una dada funcién “potencial” g, con factor
de peso dada por una funciéon ”densidad”f.

Mas alld de las interpretaciones, tenemos la siguiente propiedad fundamental de la
convolucién con respecto a la transformada de Fourier:

Proposicién 11.19. La transformada de Fourier manda producto de convolucién en producto
usual de funciones:

—_— ~

fxg(y) = fy)gy)
Demostracion.

ﬁ5@=/U»QMeww

/(/f x_vm)emmx
_ / ( / F)gla — U)e—iwydx) do
_ / ) ( / oz — v)emydx) o
_ / f(v) ( / oz — v)e‘i(“_“)ye_wyaM) dv
_ / fw)e ( / gz — v)e_i("”_”)ydx> du
_ / F(v)e ( / g(x)e‘”%x) v
— [ f@e )

/f Je v Yi(y) = Flu)iy)
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Observacion 11.20. A la vista del resultado anterior no resultard sorprendente saber que
el producto de convolucién es asociativo (f *g) xh = f*(g*h)y conmutativo fxg = g* f
(dejamos la demostracién como ejercicio), aunque no tiene unidad.

Observacion 11.21. Si al resolver una ecuacion para la transformada obtenemos que (la
transformada de) la solucién deseada es un producto de dos funciones, entonces la fun-
cién original puede ser descripta en términos de un producto de convolucién. Una ilus-
tracion de este hecho se dard en la Secciéon al resolver la ecuacién del calor utilizando
transformada de Fourier.

11.5. Unidad aproximada para la convolucién

2
e~ 2

.. / .o
Recordemos la funcién ®(x) = \/% verifica

B(y) = e V2

Si tomamos a > 0 y definimos

150



donde la convergencia es puntual, pero también es uniforme sobre compactos.

P, P,
2
1 /
-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
a = 1 2 ) 0| 1 2 ~s P
2
—4=
1
-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
a=2 2 1 [) 1 2 1P
2 2
’ //__\
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
a=5 2 i [) 1 2 1
4
3
4 2
1
17 do- 1115 4 23 2 di-Ho 1 2 3 4 5 6
_ -2 e ) 1 2 iy
a — A 1

Vemos que ¢, se concentra cada vez mas alrededor del origen, con integral total igual a
uno, mientras que su transformada se parece cada vez mds a la funcién constantemente
1. La funcién constantemente 1 es la unidad para la multiplicaciéon usual de funciones,
pero no es la transformada de ninguna funcién, sin embargo, la funcién @, jugard el rol
de unidad aproximada para la convolucién.

Recordamos

(F+22)(w) = [ fla = ), ()dy
y cuando transformamos Fourier obtenemos

o — -~

(Fr®) W) = TW)Baly) = ) 5= =5 fly)



donde el dltimo limite es para cada y fijo (y si fijamos R > 0, es uniforme en [—R, R]). El
objetivo es mostrar que tomando ¢,(x) = \/L;re*(‘”“")2 y f continua, entonces para cada x

(@05 )(w) — f(2)

Para esto veamos primero un Lema:

Lema 11.22. Dados § > 0y € > 0, existe a > 0 tal que

5
'/e_y2dy— a/ e_(“y)Zdy
-5

Demostracion. |y| < § <= |ay| < ad, por lo que un cambio de variables nos da

0 ) ad )
a/ e~ (W) qy :/ e Y dy
-0 —ad

y como e¢~¥" es integrable y, fijo d, el limite cuando a va a infinito da la integral impropia
de e‘y2, concluimos. ]

<€

El siguiente resultado es la razén por la que llamamos a la famila {®, : ¢ > 0} una
unidad aproximada:

Proposicién 11.23. f € L' y continua en x entonces

lim (f % ®,)(z) = f(z)

a—0o0

Demostracién. Sea e > 0. Como f es continua, existe  tal que | f(y) — f(z)| < esi|z—y| <,
es decir

F(2) =€ < f(y) < fl2)+
y por lo tanto

(f(z) — €)e~(@w—2)* < e—a(y—x)2f<y) < (f(z) + 6)6—(a(y—ac))2
Integrando en la zona donde vale la desigualdad obtenemos

e~ gy < 4 /
z—9

T+

0 f(y)dy < (f(@) +)a [ ey
r—0

T+ T+6

(@) = 9a [

z—0

Usando el lema anterior sabemos que existe un « tal que

2 $+6 2 2 +6 2
‘ / e gy _ g / o (aly—2)) dy‘ _ ’ / e~ gy _ 4 / e gy
z—0 —6

y como la integral de la Gaussiana da /7, tenemos

<€

€ 49 ey F €
()= =Sz <a [ e 0 )y < (@) + 1+ )
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Lo que le falta al medio para toda la integral es

x40
o [ sty o [ s <

-4

x—0 o
gm/" aW%@ﬁﬂwmy+g/ e~ | £ () dy

— 00 z+48

—a2682 o _a252
<o [y = e 1l 2 0

oo

11.6. Anti-transformada

Definimos una versién diferente pero muy similar a la transformada de Fourier:

flo)i= o= [ fw)evay

Esta formula de transformacién funcionard como operacién inversa a la transformada
de Fourier. En la demostraciéon usaremos las unidades aproximadas y la propiedad de
“anti-transformar” a las Gaussianas.

Primero, empezamos con algunas propiedades. Andlogamente al caso de la transfor-
mada (con un signo de diferencia) tenemos:

L f(0) = & [ f(y)dy

2 flay)a) = 10

3. L f(z) = +iyf(y)(x)

—_—

4. L f(y)(x) = —ixf(x)

Una consecuencia inmediata es que podemos repetir el argumento de célculo de trans-
formada de la Gaussiana: si ¢(y) = e ¥/, usando diy(b(y) = y¢(y) y las propiedades de
intercambio de multiplicacién y derivacién de la transformada de Fourier:

d — — d

—izg(x) = (d—ycb(y))(ﬂf) = yo(y)(x) = —i(iyo(y))(z) = —i%(qﬁ(x))

O sea, 5 verifica la ecuacién diferencial
d ~ -
—d(z) = 23(z)
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Esto implica que ¢ tiene la dependencia funcional de la forma
o(z) = cte e /? = cte ()

Y como ¢(0) = (1/27) [ ¢(y)dy = /27 /2, concluimos

—z2/2

~

Con esta cuenta vemos que (®) = @, y simplemente usando las propiedades formales
de las transformadas también tendremos (é\a) = @, para todo a > 0. Utilizando la con-
volucién y tomando limite veremos que esto es suficiente para mostrar la formula de la
anti-transformada en general (para funciones f € L' continuas).

Demostracion de la férmula de inversién para las continuas:

Tomemos f € L' continua. Por un lado sabemos que

f(x) = Tm (g * f)(z)

a— o0

pero también
ae (ay)Q /2

(Po* f)(z) = Tf(x —y)dy

1 )
= / (%/e(z/“)Q/Qe”ydz> flz —y)dy
1 —(z/a)?/2 iz
=— e e flr —y)dy | dz
2
_ 1 [ e / @) )y ) de
2w
— i ef(z/a)2/2eizz /e“yf(y)dy dz
27

_ %/6_(2/(1)26@'%]?(2)@ . i/e”‘”A(z)dZ = (f)()

o~

Concluimos (f)(z) = f(z).
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11.7. La ecuacion del calor con transformada de Fourier

Consideramos la ecuacién del calor unidimensional

Ouf (w,t) = 0. f(x,1)

Si transformamos Fourier con respecto a la variable z:

/ O fe™dx = / 2 fe"Vdx

Bajo condiciones de regularidad suficientes en la dependencia temporal como para sacar
la derivada temporal fuera de la integral, y usando la propiedad de la transformada de
Fourier en relacién a la derivada espacial obtenemos

atJ/C\: _?/2J?

Si fijamos y, al verla como una constante (con respecto a t) esta ecuaciéon rdpidamente se
resuelve en general como

flyt) = Al)e™"
Si imponemos una condicién a tiempo inicial dada f(z,0) = u(z), entonces debe valer

~

f(y,0) =1u(y)

luego A(y) no es otra cosa que u(y). Es decir, hemos calculado fpara f una solucién de
la ecuacion del calor f; = f,, junto a la condicién inicial f(z,0) = u(z):

~

fly.t) =a(y)e "

Ahora podemos despejar f anti-transformando:

1 ~ ; 1 2
— YT — -~ —y“t iy
fla,t) —zﬂ/f(y,t)e dy 2W/U(y)e erdy
1

= — (/ u(z)e‘izydz) e Ve dy
2m

Aplicando Fubbini, adecuado cambios de variables y manipulaciones elementales tene-

mos .
S —izy—y2t+iyzd d
5 //u(z)e ydz
1 ~ 2
= — —z(z—x)y—y td d
5 //u(z)e zdy

1 , 2
=5 // u(z + x)e "V dzdy
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1 .
~ o / / u(z + x)e TV dydz
1 —izy—y2t
=— [ u(z+2) e VTV dy ) dz
2m
1 —22
=5 u(m—l—z)\/?e“dz

_ (z—at)2

1 e 4

= (ux* K;)(x)

donde ,
Ki(z) = i

Tenemos entonces un “resolvedor automatico” de la ecuacién del calor a condicién incial:
dada una condicién inicial u(x) = f(z,0), la solucién a tiempo ¢ se consigue con u * ;.

11.8. Transformada de Fourier en L2: férmula de Plancherel

Recordamos que para las funciones periddicas, la identidad de Parseval nos decia que
la norma al cuadrado de una funcién se podia calcular a partir de la norma 2 de los
coeficientes, vistos en (?(Z):

f:]0,27r] = C
00 T oo
2 inT 1 2 2
L0.2n] 3 f~ Y ™ = o= [ |f(@)Pde =) |l
2m ) .
n=—00 n=-—0oo
De esta manera, tomar Serie de Fourier de una funcién 27- periédica puede ser consi-
derado como una isometria entre L*(S') y ¢*(Z). Ahora, con la Transformada de Fourier
de una funcién de variable continua ”arbitraria” obtenemos otra funcién también de va-
riable continua. Nos preguntamos por la condicién de isometria con respecto a la norma
2, lo que se conoce como la férmula de Plancherel. En principio, la transformada de Fou-
rier se puede calcular a una f € L'(R) y podria no tener sentido querer calcular la norma
2 de una funcién de L. Para remediar este hecho, hacemos las consideraciones siguientes:

Como la transformada de Fourier (a menos de factor ¢) intercambia la derivada con
multiplicacién -y viceversa- concluimos que la transformada de Fourier preserva el subes-
pacio de las funciones que son infinitamente derivables y con decaimiento mas rdpido que
cualquier polinomio, llamado el espacio de Schwartz y denotado S(R). Este subespacio
es muy comodo porque S(R) estd contenido tanto en Cy(R) (las continuas que tienden a
cero en el infinito) como L'(R) y L*(R), y es un subespacio denso en cualquiera de los
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casos (respectivamente con la norma supremo, la norma 1 y la norma 2). Calculemos en
particular la norma 2 de la transformada de Fourier de una funcién f, que por comodidad
la tomamos en S(R):

—2r [ |fP(udu

= 2| f13

y hemos mostrado la férmula de Plancherel: 1112 = 27| f||2, o bien

=715 = lIF112

Observacién 11.24. En espacios con producto interno, preservar la norma equivale a pre-
servar el producto interno, por lo que también tendremos

(f.9) = 2x(f.9)

Esta férmula se puede obtener como corolario de la versién en norma, o también se puede
obtener con casi exactamente la misma demostracion que antes.

En efecto,

@@_/m@@@

= / fw) ( / 9(2)6”3’612)059
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= [ 7 [ ateis) ay

= 27(f, 9)

Corollario 11.25. La transformada de Fourier estd definida para L', y en particular en S(R). Pero
se puede extender la definicion por densidad a todo L?. Si una sucesion es de Cauchy con norma
2, su transformada de Fourier también lo es, pues salvo el factor 27, la transformada de Fourier es
una isometria con respecto a la norma 2.

Observacion 11.26. Muchas veces se toma la convencién de poner un factor \/%7 en la

definicién de transformada de Fourier, a diferencia de nuestro caso en que no pusimos
ningtn factor. Salvo la desventaja obvia de introducir un factor donde no habia, la ventaja

es que con esta convencién por un lado la anti-transformada tiene el mismo factor (y no

5= COmo en nuestro caso) y ademas la transformada de Fourier con este factor \/LQ—W resulta

directamente una isometria, y no una isometria a menos de factor 27.

11.9. Transformada de Fourier - Resumen de resultados
Definiciéon
Si f:R — Cestal que N
I = [ 1@lds < o

[e.e]

se define su transformada de Fourier como

F = [ e
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Propiedades algebraicas y diferenciales
= f(z) = g(w)e’™, (a € R) = f(y) = Gly — a)
),

= f(x) = g(z—a) = fly) = e Gly
/o

f(y/a)

m a>0,9(x)= flax) = g(y) =

= e L' = fcontinua, si ademds f(z)z € L' = f € C! y vale

F'(y) = g(y) donde g(z) = —ixf(x).
» feClyffelly3 lim f(z) = (/)(v) =ivf(y).

» f € L'(R) de soporte compacto (i.e. existe R tal que f(z) = 0si |z| > R) entonces 13
es analitica con radio de convergencia infinito.

= f(z) = e ""/? entonces f(y) = v2mev*/?

. (va > 0) / —aw2+2bx+cdx _ \/> —+c

Convolucion

[e.o]

= (frg)@) = [ [flu)gle—u)du

—00

—_— ~

= fxg(y) = f(v)9y)

Férmula de inversion:

f:R — C continua tal que f € L'y f € L' (por ejemplo si f € L' N C?2) entonces

f@) = 55 | Fwperovay

F6rmula de Plancherel

f € L' N L? entonces

| 1Frway =2x [ if)pas

o més generalmente, si f,g € L' N L? entonces

[ o 1
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12. Transformada de Laplace

Asi como la transformada de Fourier es muy utilizada en el ambiente tanto matemati-
co como fisico para resolver ecuaciones diferenciales, en el ambiente de la ingenieria,
estudio de circuitos, sefiales etc. es mucho mds popular la Transformada de Laplace. Es-
ta transformada tiene la ventaja que puede ser definida directamente para funciones de
variable real, sin consideraciones de nimeros complejos (aunque para demostrar sus pro-
piedades fundamentales es muy conveniente ver su extension compleja).

12.1. Definicién y algunas propiedades

Sif:Rsp — Cesuna funcién tal que, para cierto s en R o C, existe la integral impropia
J,° e f(t)dt, entonces se define su transformada de Laplace via

L) = [ e
0
Observacién 12.1. Si £(f) esta definida en s entonces lo esta para todos los's > s (0 si s

es complejo, para todos los s tal que la parte real sea mayor que la parte real de s)

Definicién 12.2. Si f : Ry, — C, diremos que f crece a lo sumo exponencialmente si
existen constantes positivas A, B tales que

|f(t)] < AeP', paratodot >0

El subconjunto de funciones que crece a lo sumo exponencialmente es un subespa-
cio vectorial de todas las funciones, y resulta muy conveniente para la transformada de
Laplace pues si f crece a lo sumo exponencialmente con constantes asociadas Ay B, en-
tonces la transformada de Laplace esta definida por lo menos para Vs > B.

Observacién 12.3. No toda funcién crece a lo sumo exponencialmente, por ejemplo L(f)
no esta definida para f(t) = e,

De aqui en adelante asumiremos, cada vez que calculemos una transformada de La-
place, que la funcién en cuestion es de crecimiento a lo sumo exponencial.

Proposicién 12.4. Propiedades de la transformada de Laplace:

1. Eslineal: L(c1fi1+caf2) = a1 L(f1) + coL(f2) para todo par de funciones fi, fo y constantes

2. L(f") = sL(f) = f(0)
3. L(f") = s*L(f) — s£(0) = f'(0)
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L(f)(s)

S

5. Si F(t) = [} f(x)dx entonces L(F)(s) =

Demostracion. Demostraremos la férmula de la derivada primera. La derivada segunda
es consecuencia de aplicar dos veces la férmula de la derivada primera, y la férmula de
la derivada n-ésima se demuestra haciendo una recurrencia en n.

L(f)(s) = / ety

)| - / et

= lim e *f(t) — e ""f(0) + s / N et f(t)dt

t——+o0 0

= —f(0) +sL(f)(s)

donde hemos usado que f es de crecimiento a lo sumo exponencial y que por lo tanto
lim e~ f(t) = 0.

t——+4o00
Para demostrar 5, si F'(t) = fot f(z)dx entonces F' = fy F(0) = 0, usando la férmula
de la derivada
L(F") = sL(F)— F(0)

obtenemos

L(f) = sL(F)
es decir, L(F) = 1L(f). O
Ejemplo 12.5. £(1) =7

Podemos calcular £(1) a partir de la definicién, pero es interesante ver que también
se puede calcular a partir de las propiedades que acabamos de ver. Sabemos que L(1’) =
L(0) = 0, pero por otra parte

L(1) = sL(1) — 1(0) = s£(1) — 1

— L(1) = E
5
Andlogamente, L(t) =7
L(t") = sL(t) — t|i=0 = sL(t)
1., 1 1
— L(t) = gﬁ(t) = gﬁ(l) =2
Notar que también podriamos haber utilizado la férmula de la derivada segunda:

L(f") = s"L(f) = sf(0) = f'(0)
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que para f(t) =t nos da

y como £(0) = 0 concluimos L(t) = —;.
S

También podriamos haber calculado L£(t) a partir de t = fot ldz luego
1
£(t) = ~£(1)

Y por supuesto también podriamos haber calculado

L(8)(s) = /0 et

integrando por partes, cosa que dejamos como ejercicio ver que coincide con el célculo
anterior. Dejamos también como ejercicio mostrar por recurrencia en n que para todo
n € Nvale

Observacién 12.6. La funcién constantemente 1, asi como la funcién f(t) = ¢ se caracte-
rizan por ser soluciones de ecuaciones diferenciales muy sencillas (1’ = 0, y t” = 0). Esta
condicién fue la que nos permitié calcular sus transformadas de Laplace a partir de las
propiedades generales que relacionan £(f) con L(f’). Estas mismas ideas nos permitiran
calcular facilmente la transformada de Laplace de una funcién que sepamos de antemano
que sea solucién de alguna ecuacién diferencial particular.

Ejemplo 12.7. Se quiere resolver
au” +bu' + cu = f(t)

donde
1 z€][0,1]
0 otro caso

f(t) = X[o0,1] (t) = {

y queremos que satisfaga las condiciones iniciales u(0) = u/(0) = 0.

En principio, la solucién podria costar cierto trabajo encontrarla, pero en cambio su
transformada de Laplace serd bastante facil de calcular. A partir de la igualdad

au” +bu' + cu = f(t)
Si transformamos Laplace en ambos miembros obtendremos

al(u") +bL(u') + cL(u) = L(f)
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y como pedimos u(0) = 0 = u/(0) tenemos
1
as’L(u) + bsL(u) + cL(u) = / e *ldt
0

o bien _
e—st = 1—¢e 8

y por lo tanto
1—e€e*
Llu)ls) = s(as? 4 bs + ¢)

Despues, para hallar u, hay que buscar la antitransformada... con un poco de préctica
y conocimiento de varios ejemplos, muchas veces se puede descubrir una funcién cu-
ya transformada sea lo que acabamos de despejar. Por ejemplo en este caso se puede
manipular un poco utilizando fracciones simples y asi simplificar el problema. También
veremos que hay una versiéon de la operaciéon de convolucién, tal que -similar al caso
Fourier- la transformada de la convolucién es el producto usual, y asi podremos muchas
veces describir la solucién buscada como producto de convolucién de ciertas funciones
mas basicas. Mostraremos esta metodologia en la seccion [12.6]

12.2. Algunas transformadas de Laplace

1 £(1)=1

2. L") =L

3. L(sin(at)) = P
4. L(cos(at)) = =15
s £(3) - ¥

La férmula 1 ya la hemos visto y es un caso particular de la 2, que se demuestra tanto
de manera directa como utilizando la propiedad

(eat)/ — aeat

Para demostrar 3 y 4 podemos manipular la férmula 2 para ‘. Alternativamente, si
f(t) = sen(at), entonces sabemos que

"= —f, [0)=0, ['(0)=a

entonces



de esta manera despejamos
a

D =ars

Dejamos los demas célculos y detalles de 1-4 como ejercicios, mostraremos la férmula 5:

£ = [ e_j{”

Si hacemos la sustitucién u = /¢, entonces t = u? y dt = 2udu,
y

/°° e stdt B /OO e=5"* udu,
0 Vit 0 u

pero nos ird mejor si proponemos u = /st, st = u?, sdt = 2udu

/Oo e stdt [ e~ 2udu/s
0 u/V's

o [T T
0 Vs s

12.3. Mais ejemplos: la funcién Heaviside

0 t<ec
Hc(t):{ 1 c¢c<t¢t

Suponiendo ¢ > 0 tenemos

ey = [ ermna= [ e = ()

La funcién Parte entera (en los positivos)

400 eS¢

c S

Parat > 0, podemos escribir
[t =D Hat)
n=1

Luego (para s > 0)

[e.o]

1—sn__ —sn_ e’ — 1
£|_t Zﬁ )—n:1g€ = Z - 1_es>_8(es_1)
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12.4. Mas propiedades

Similarmente al caso de Transformada de Fourier tenemos las siguientes identidades
para la transformada de Laplace:

Proposicién 12.8. Sia > 0, entonces
1
= L(f(at))(s) = ~L(f)(s/a)

= L(e"f(t))(s) = L(f)(s — a)
m e “L(f)=L(f(t —a)H,), donde H, es la funcién de Heaviside en a.

—S8C

En particular, para f = 1 reobtenemos L(H.) = e *°L(1)(s) = €

S

Notar en la tercera propiedad, la apariciéon de la funcién de Heaviside, a diferencia de
la version andloga en transformada de Fourier.

Demostracion. Planteamos por definicion

£(f(at))(s) = / " flat)etdt

Con la sustitucién v = at tenemos du = adt y por lo tanto

| taean= [ e iekau = Lo(r)(s/a)

Para la segunda férmula,

C(e f(1))(s) = / e f (et = / " Ft)e et = £(f)(s — a)

y finalmente
0 t<a

Haf(t_a):
flt—a) t>a

por lo tanto

L(H,f(t—a)) = /000 H,f(t —a)e *dt = /OO f(t—a)e*dt

Si ahora hacemos el cambio de variable u := ¢ — a, entonces los limites de integracién
vuelven a ser 0 y +oo:

/:O f(t —a)e dt = /: fu)e st dy = /000 flu)e e *%du = e **L(f)(s)
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12.5. Convolucién para Laplace

Dado que la transformada de Laplace tiene sentido para las funciones definidas en los
positivos, comenzamos con una propiedad de la convolucién con respecto a las funciones
con soporte en Rxy.

Proposicién 12.9. Las funciones con soporte en R es una subdlgebra para la convolucion.

Demostraciéon. Supongamos f(z) = g(x) = 0siz < 0. Si calculamos la convolucién usual

(f * 9)a / )9z — y)dy

observamos que, como f(y) =0siy <0y g(zx —y) = 0siz —y < 0, entonces la integral
da lo mismo que hacerla en
0<y<z

_ / " F)gla — y)dy = / (gl — y)dy

A su vez, si bien la expreseién anterior tiene sentido para x < 0, como f(y) =0siy <0
tenemos que (f * g)(z) = 0 paraz < 0. O

Es dedir,

Esto motiva la siguiente definicién de (una nueva) convolucién en el contexto de trans-
formada de Laplace:

Definicién 12.10. Para funciones definidas en R se define un producto de convolucién
de la siguiente manera:

(frg)(x /‘f y)dy, Vo >0

Observacion 12.11. Notar la diferencia notacional f * g para la convolucién usualy f x g
para esta nueva convolucion.

Veremos ahora que la misma propiedad de crecimiento a lo sumo exponencial, que
nos permite definir tranquilamente transformada de Laplace, se lleva bien con la convo-
lucién, y que ademas la transformada de Laplace tiene el comportamiento esperado con
la convolucién:

Proposicion 12.12. Si f y g son a lo sumo exponenciales (i.e. f(t) < Ket)y f(x) = g(z) =0
para x < 0 entonces la convolucion también y

L(f*g)=L(f)L(g)
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Demostracion. Podemos suponer |f(z)| < Ke* y |g(x)] < Me* (0 sea, el mismo exponen-
te, si no, usamos el mas grande de los dos). Ahora acotamos:

(F % g)(@)] = gz - y)dy\ < [ ot -l < [ Karemestay

= KM / edy = KMze®™ < KMe®e®™ = K Meloth?
0

Ahora transformamos la convolucidn:
L)) = [ (o do= [ ([ fog - e i)
0 0 0

Notar que esa integral corresponde a la version iterada de la integral doble en la region
de R? formada pro los pares (¢, z) con ¢ < x. Si utilizamos Fubbini obtenemos

:/Ooo (/:o F(tygle — t)e>"dr) dr
:/OOO f(t)(/toog(:v—t)e_”dw>dt

ahora sustituimos 7 = = — t y el limite de integraciéon paradeser x > tax > 0:

_ /0 b f(t)( /O h g(z)e—s<5+t>d55)dt: /0 h f(t)( /0 " g(@)e e Stdx>dt

el factor e* sale de la integral en ©

/f st(/ooog e T ) dt

/ Forear) ( /Ooog e dE) = L(/)E(y)

Ejemplo 12.13. Sabemos que = = L(e"*)(s), pero G —1a)2 = L(7)(s).

Si llamamos f(z) = e**, como L(e*”) = -~ obtenemos

Pty = [ ety = [y = gee
0 0

y por lo tanto




Ejemplo 12.14. Queremos resolver la siguiente ecuacién diferencial con condiciones ini-
ciales
" +2u' +u=e" u(0)=ug, u(0)=mu

Si observamos el polinomio caracteristico: A> +2X+1 = (A + 1)? vemos que es un caso
de raiz doble. Mds aun, la funcién e~* es soluciéon del homogeneo. Sin embargo, no nos
dejamos intimidar, calculamos transformada de Laplace en ambos miembros:

L") +2LW") + L(u) = L(e™)

y usando las propiedades de la Transformada de Laplace, junto con las condiciones ini-
ciales obtenemos

1
S2L(u) 4+ 2sL(u) + L(u) = (s* + 25+ 1)L(u) = L(e™") = ]
por lo tanto
1
£lw) = (s +1)3
Como L(e™") = =7, entonces
Lletxetxe™) = L(e™)? = !
(s +1)°

Para calcular esa convolucién al cubo recordamos que recién calculamos e™* xe™* = ze™7,
luego

((e_z *xe ) x e_z) (t) = (xe_m * 6_1> (t) = /Ot ze ey

t t2
= / xetdr = —e™t
0 2

t2

¢! efectivamente es solucién del proble-

Y podemos comprobar facilmente que u(t) =
ma
" +2u' +u=e" u(0)=ug, u(0)=mu
12.6. Ejemplo genérico
Consideremos una ecuacién de la forma

W (8) + bu' () + cu(t) = f(t)

donde b y ¢ son constantes y f es de crecimiento a lo sumo exponencial (o que admite
transformada de Laplace), donde u esta sujeta a condiciones iniciales

u(0) = ug, u'(0) =1y
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Si transformamos Laplace en ambos miembros, recordando las propiedades

L(u") = sL(u) — u(0)

L") = s*L(u) — su(0) —u'(0)

obtendremos
s°L(u) — sug — uy + b(sL(u) —up) + cL(u) = L(f)

y despejando obtenemos

ﬁ(f) + ($+b)U0+U1 1 (8+b)U0 + uq

L{u) = s24+bs+c :E(f).52~|—bs+c+ s +bs+c

Caso raices simples

Consideremos primero el caso en que el polinomio caracteristico de la ecuaciéon
2
5+ bs+c
tiene raices simples, digamos A y i (podrian ser reales o complejas). Para el sumando

(s 4+ b)ug + uy
s2+bs+c

estd claro que con el método de fracciones simples podemos describirlo como una combi-

nacién lineal
(s+bug+w A By

s2+bs+c _S—)\+S—M

De hecho, A, es el residuo en Ay B, es el residuo en .. Recordando que para un polinomio
p(s) con raices simples y una funciéon holomorfa f(s) tenemos

Res (f(s) ’ So) _ f(s0)

p(s) P'(50)
concluimos
A . (/\—|—b)U0+U1
L)

(e + b)ug + uy
2u+b

1=

Incluso, como
S 4bs+ce=(s—N(s—p) =5 —(A+p)s+ Ay
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sabemos que

Alz—uuo+u1
A—p
b=-A\—p =
Blz—)\ug—i-ul
= A

En definitiva,

(s +b)ug + ug Ay By At ¢
= =L(A Bye
s2+bs+c s—/\+s—,u L(Are™ + Bre")(s)

Si llamamos

¢1(t) == Are™ + Byel
vemos que ¢ (t) estd determinada como la tnica solucién del homogéneo que verifica las
condiciones iniciales

¢1(0) = Uy, ¢/1(0) =

1 A By
s24+bs+c s—)\+s—u
para ciertos Ay y By, que podemos calcularlos con la férmula anterior (de A, y B;) po-
niendo up =0y u; = 1t

Similarmente

1 S X
= Aoy A :£<ﬁ6)‘t+—e“t>()

Llamemos
— 1 A M
¢o(t) == 57€ +u sel't
Observamos aqui que ¢, también estd definida como la tnica solucién de la ecuacién
diferencial homogénea que satisface

$o(0) =0, ¢,(0) =
Utilizando ahora la propiedad de que la transformada de Laplace manda convolucién en
producto, tenemos
1
L) ape e = LU - L(o) = L(f x o)

Concluimos entonces que la solucién de la ecuacion diferencial con condicién inicial
estd dada por

u(t) = (f > ¢o)(t) + o1 (1)

/ f 1 )\(t x) +ﬁ6 (t— x))dl’—i- uuo+u1 At+ f)\:oJ)Tule ut
fo fx)eMde — pug +uy N f(f f(x)e *dx — Aug + uy
e
A— = A

et
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Caso raiz doble

Si el polinomio caracteristico de la ecuacién diferencial
s>+ bs+c
tiene una raiz doble, entonces es de la forma
24 bs+c=(s— N =35> =2\ + \?

Al igual que el caso anterior, la transformada de Laplace de la solucién es

- 1 (S + b)uo =+ Ui
L(u)—ﬁ(f>.32+bs+c+ s2+bs+c
que ahora suponemos de la forma
B 1 (s —2X\)ug + uy
TR T T Gy
B 1 Ug —A\ug + uq
AR Py v iy v

Sabemos (Ejemplo|12.13))

1

= L(MxeM)(s) = L(teM)(s
G = L (6) = L))

Notar que si ahora definimos ¢,(t) = te*, nuevamente ¢, estéd determinada como la tnica
solucion del homogéneo que verifica ¢(0) = 0y ¢'(0) = 1.
Para el primer sumando tenemos

1

= L(f * ¢o)

y para el sumando
Up —>\U0 + up

s—)\+ (s —A)?

vemos facilmente que

Uo —>\U0—|—u1
s—A - (s — )2

= [,(uoeAt + (—)\UO + Ul)teAt) = [’(9251)

donde ¢;(t) = upe™ + (—Aug + uy)te estd, al igual que el caso previo, también caracte-
rizada como la dnica soluciéon del homogéneo que satisface ¢;(0) = uyy ¢}(0) = u. La
estructura de la solucién, al igual que antes, estd dada por

u(t) = (f * do)(t) + o1(t)
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que ahora es igual a

= /t F@)(t — )M dx + (ug + (=g + uq)t) e
0

= uo — / f(x ’\xdm M+ / f(x _’\mdx — Aug + u1)>t6’\t
Ejercicio: Muestre directamente “aplicando £ a la ecuaciéon” que si ¢ es solucién de
¢ +0¢"+cop =0
satisfaciendo la condicién inicial

#(0) = ug, ¢'(0) =uy

entonces ( b)
(s +b)ug +ug
L(#)(s) = s24+bs+c
1
E 1 1 e / — =
n particular, si $(0) = 0y ¢'(0) = 1 entonces L(¢)(s) Ry B

Ejemplo 12.15. Queremos resolver la ecuaciéon

y' +y=f(t)
con y(0) =0 =(0),
0 t<0
ft) =41 0<t<t
0 t>tg

El método anterior nos lleva a buscar ¢, soluciéon del homogéneo con ¢(0) = 0y
¢'(0) = 1: en este caso facilmente vemos ¢ (t) = sen(t) funciona. Y para ¢;, como ¢;(0) =
0 = ¢/(0), necesariamente ¢; = 0. Concluimos

y(t) = (senxf)(t / f(z)sen(t — z)dx = / f(z sen( ) cos(z) — cos(t) sen(x))dx

= (/Ot f(x) cos(x)dx) sen(t) — (/Ot f(z) sen(x)dx) cos(t)

Observamos que para t > t, la funcién f vale cero y por lo tanto

/Ot f(z) cos(z)dx = /Oto cos(z)dz =: A(to)
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_ /Otf(x) sen(x)dr = — /Oto sen(z)dx =: B(ty)

y(t) = A(to) sen(t) + B(to) cos(t), (t >to)

Si pensamos en este sistema como un resorte ideal forzado, podemos preguntarnos por
el “empuje ideal”, es decir, forzandolo con una fuerza constante durante cierto lapso de
tiempo ¢, (y habiendo partido del reposo), cudnto debe ser t, para que A(ty)* + B(ty)?
sea maximo. Observamos que para ¢, = 27 tenemos A(ty) = 0 = B(ty), asi que no con-
viene empujar mucho tiempo para el mismo lado. Dejamos como ejercicio averiguar el ¢,
optimo.

y tenemos

12.7. La funcion

La transformada de Laplace de t*, & € R, a > —1 se calcula por definicién como :

L(t*)(s) = /O h e S dt

oo—uuadu 1 Oo—ua
:/0 e (;) ?:30‘“/0 e "u“du

_ cte(a)
o gatl

siu = st

Definicién 12.16. A menos de un corrimiento, se define la funcién I' como la que aparece
en esa dependencia en a:
o0
MNa) = / e "u* du
0

£y = 10D

En particular, si o« = n € N sabemos que

De esta forma obtenemos

L(t")(s) = Sﬂl =T(n+1)=nl

Otro valor particular de I'(«) es

( ) =LtV =T(1/2) =7

Observacion 12.17. I'(a + 1) = al'(«)
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Demostracion. Integramos por partes:

F(a+1):/ e_“uadu:/ (—e™™)u®du
0 0

u=-+o0

- / e "(u®) du
0

u=0

=0+ a/ e “u® tdu = al'(a)
0

Corollario 12.18. 1. I'(n4+a)=(a+n—1)-(a+n—2)---(a+1)-al(«)

2. F(2n+1) F('I’L+ ) (2n+1)(2n 1) 7531\/— luego

Fn+3) @+ @Cn+1)/7

sntl/2 2ngnta dnpl s e

LUm)(s) =

Observacién 12.19. Definiendo como es usual para o € Cy u € R,

u® = e In(u)

notamos que
F(a):/ e "u* tdu
0

tiene sentido para o € C con parte real mayor que —1. Esta funcién en realidad resulta
holomorfa en «. Incluso, la férmula I'(a + 1) = oI'(«) permite extender (de maner holo-
morfa) la funcién I' en regiones en donde en principio la definicién por la integral no tiene
sentido. Informalmente, la funcién I' se puede considerar como “la extensién holomorfa
del factorial”.

12.8. Integracion ”“por partes” de la transformada de Laplace

Proposicion 12.20. Si f,g : R>o — R son tales que F(z,s) := f(s)e *"g(x) es integrable en
R>o x R, entonces es vilida la férmula

/ ([, f x)dr = / f(s Eg
0
Demostracion.

| en@atae= [ ([ s as)atarin = [ [ e gtaras)is
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y usando Fubini

- / / F(s)e~%g(z)dzds

RZO XRZO

= [ (] 160 gtarie)as
_ /OOO f@)(/ooo e g(w)dr ) ds

_ / " (5)Lg(s)ds

* senx T

de = —
2

Ejemplo 12.21. /

0 T

Efectivamente, sabiendo que (L[1])(z) = £,

o0 o0 1 o0
/ SN gy = / —senxdr = / (L1)(x) sen xdx
0 0 0

T T

o0

o0 o0 1
:/0 1-£(senx)(s)ds:/0 1+S2ds:arctg(s)0 _
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13. Ecuaciones ordinarias de orden 2

13.1. Soluciones analiticas

Es conveniente remarcar que, cuando uno se enfrenta a una ecuacién diferencial ordi-
naria con coeficientes analiticos, como podria ser

» " — 2y +y=0,0bien
- y//_xy/+y:6x

si bien no hay métodos generales para obtener una férmula de la solucién del homogéneo
o una solucién particular, siempre es posible proponer como solucién una funcién holo-
morfa escrita alrededor de cierto punto como el desarrollo en serie de Taylor de la misma.
Por ejemplo, en el caso de querer resolver

y//_xy/+y:€$

escribimos ¢” = Y7 La", y si
o0
y(xr) = Z anx"
n=0
tendremos
o0
y'(x) = Znanx" !
n=0
oo
y'(x) = Zn(n — 1)a,z"?

En nuestro caso particular nos interesa

—xy(z) = Z —na,z"
n=0

y si escribimos y” como serie con z" (y no en serie con z"~%) tenemos

[e.o]

y'(x) = Z(n +2)(n + 1)ap 22"

n=0

y por lo tanto
y//_xy/_'_y:em

equivale a
o0 ) 00 o 1
S 2+ Danaa™ + Y naa” + Y aa” =Y
n=0 n=0 =0 o
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o bien

o o 1

; ((n + 2)(” + 1)Gn+2 “+ na, + an)xn — ; Exn

Esta igualdad seré ciertamente verificada si para cada n vale

1
(n+2)(n+ 1apie + na, + a, = ]
y este sistema infinito de ecuaciones se resuelve facilmente definiendo arbitrariamente a,
y a; (a partir de condiciones iniciales y(0) = ag e ¥'(0) = a; y recursivamente, para los
demas a,, a partir de
L — (na, + a,)

n!

(n+2)(n+1)

Con un poco de suerte se podra tener el caso de conseguir una férmula cerrada para a,,
y con mds suerte se tendrd una férmula para la serie ) a,z". Pero si ninguna de estas
cosas es posible, siempre se podra tener recursivamente tantos a,, como se deseen calcular
a partir de la recurrencia, y por lo tanto tantos terminos del desarrollo de Taylor de y como
se quiera.

Este método funcionaré para ecuaciones lineales no homogeneas con coeficientes analiti-
cos. Si los coeficientes no son analiticos pero son de tipo polo de orden a lo sumo 1 en el
factor de ¢’ y alo sumo de orden 2 en el factor y, se puede hacer una variacién de esta pro-
puesta que funcionard casi identicamente. Antes de mostrar el método, veamos un caso
concreto y de mucho interés: el Laplaciano en coordenadas curvilineas, que al plantear la
resolucién de la ecuacién armoénica por el método de separacion de variables, la ecuacion
resultante para la dependencia radial es justamente singular, pero con estas singularida-
des en las que tenemos método para resolver.

Apy2 =

13.2. El Laplaciano en cilindricas y separacién de variables
Aparicién de una ecuacién ordinaria de orden dos con singularidad

Sif = f(r,6,2), entonces el operador Laplaciano
V2 =0+ 0.+ 02
en términos de las derivadas con respecto a las coordenadas curvilineas se escribe como
Vf = L0(r0.f) + kS + 0%
Por el método de variables separadas, al proponer

f=R(r)o(0)Z(z)
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tenemos 1 1
Vif = @Z;&T(TR’) + T—Q@”RZ + 7" RO

R 1
— @Z(— n R”) +50"RZ + 2'RO
T

Si suponemos V?(f) = 0, dividiendo todo por f(r,0,2) = R(r)©(0)Z(z) tendremos

R/ R// @// Z//
0= =+ +35+7

o bien

R/ R/l @/l Z//
RTR P67

Concluimos que existe una constante \ tal que

R/ R// @// Z//
RTRTPe AT
Incluso si A = —w?,
(TR/>/ + @// _ _w2
rR r20
7" =wZ

De la segunda ecuacién obtenemos (salvo el caso w = 0 que lo dejamos como ejercicio)

Z(z) = Ae** + Be™*

Q" B ) ) (TR/>/
o (w * rR

De esto se sigue que existe otra constante —c? tal que

@/,_ 2 .2 o (PR
CRE (‘*’ TR

mientras que de la primera

y por lo tanto, si ¢ # 0 ‘ '

@(0) — Clezce + 0267109
y si ¢ = 0 entonces ©(0) = c¢; + 6. Pero esta funcion debe ser periddica en 6 de periodo
27, luegoc = kconk € N6 k = 0y O es constante. Resumiendo, hasta ahora tenemos la
forma funcional de Z(z) y de ©(#), mientras que de la dependencia radial R(r) tenemos

la ecuacion (R (R
2_ 2, 2, I _ 202 T
k—r(w%—rR) rw+R
luego
KR =7r"w*R+r(rR')
o bien
PR +rR + (wr* —k)R=0 (3)
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Observacion 13.1. Esta ecuacion de orden 2 en R es singular en » = 0 pues si queremos
despejar R” en términos de Ry R’ tendremos

R'+ iR + (- E)R=0

r2

Por ejemplo, si damos R(0) y R/(0), de esta ecuacién no podremos despejar R”(0). De
hecho, no sabemos hasta ahora si serd posible expresar a R como una serie de Taylor
alrededor del cero. Esta cuestion serd respondida (afirmativamente para k entero) en

13.3. Singularidades, método de Frobenius

Atacaremos una ecuacion diferencial de la forma

24" (2) + 2 b(2)u'(2) + c(2)u(z) =0
con b(z) y ¢(z) analiticas alrededor del 0 y nos interesa saber su comportamiento cerca del

0. El método consiste en proponer una solucién de la forma u(z) = =z Z a,z", donde por

n=0
convencion tomamos ay = 1:

u(z) = 2% E 2" = 2% 4+ a12°T + a2t + E ap2*

n=0 n>1

= 2% +Zan

Recordamos, para z y a en C, por def1n1c1on

Za — ealnz

estd bien definido siempre y cuando (y donde) esté bien definido el logaritmo. De aqui en
adelante fijamos una definicién de logaritmo. Notamos que la derivada de 2 resulta lo
que era de esperar:

Y alnz ! alnz / a & a—1
(z) = (e =e¢ (alnz) =% — =z
z

Si ponemos a v en la ecuacién, forzamos un factor comtn z* y miramos los términos
de menor grado tenemos

U+ b 4 cu =27 (e — D)2+ ) fzb (T ) e (2 + )

:a(a—]_)Za+..._’_b0a2a+...+coza+...

= 2 (a(a — 1) + boax + ¢ + Z(* * *)z”)

n>1
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y concluimos que una condicién necesaria es que a debe ser solucién de la ecuaciéon

I{a) == ala— 1)+ bya+ ¢ =0 4)

Después, intentaremos resolver los otros términos por recurrencia. Comencemos enton-
ces, suponiendo que « verifica la ecuacién (@), a ver la recurrencia que nos queda al plan-
tear la ecuacion:

220" + zb(u)u’ + c(u)u =0

Siu=2%+3 ., a,2""", recordamos ay = 1

cu = (Z cnz”> <z°‘ + Z anz”m) = Z(Z ApCrp) 2"

n>0 n>1 n>0 k=0

u = Z(n + a)a, 2"t

n>0

2u' = Z(n + a)a, 2"t

n>0

2bu’ = (Z bnz"> <Z(a + n)anz"+o‘>

n>0 n>0

=S 0 4 Baghe)

n>0 k=0

u' = Z(n +a)(n—1+a)a,z" 2
n>0

2 = Z(n + a)(n — 1+ a)a, 2"
n>0

Luego, z%u"

Z(n +a)(n — 1+ a)a,z"" + Z(Z(& + k)agbn_x)2" T + Z(Z apCn_k)2" T

n>0 n>0 k=0 n>0 k=0

= ((n +a)(n—14+a)a, + Z(a + k)agb,_x + Z akcn_k> Jnta

+ zbu’ + cu es igual a

n>0 k=0 k=0
—Z(n—i—a n—1+aan—|—z (o + k)agbn 1 + agcn— k)) nrae
n>0 k=0
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= ((n +a)(n -1+ a)a, + Z ar((a+ k)by,—i + an)> Snta

k=0

= Z ((n+a)(n — 1+ a)a, + a,((a +n)by + cg)) 2"

n>0

+> (ki ar((a + k)b_i + cnk)> Ze

n>0 =

= Y (@4 m)((@tn) — 1)+ o+ by + o))"

n>0

+> (i ar((a + k)b,_i + cn_k)> Ze

n>0 \k=0

—_

= Z and (o +n)2"t + Z (Z ak((oz + k)b_k + cn_k)>z”+°‘

n>0 n>0 k=0

3

Recordamos que o eraraizde I(a)) = a(a—1)+bya+co, por lo que en principio I (a+n)
no tiene porqué ser cero, salvo que tengamos la mala suerte de que justo la diferencia entre
las dos raices sea un natural n, en ese caso tomamos « la raiz “mds grande” (es decir, la
otra es a — ng) y por lo tanto « + n no es raiz para ningtin n € N.

Asumiendo que /(a + n) nunca es cero obtenemos la ecuacién de recurrencia:

i ak((a -+ k)bnfk -+ Cn,k)

k=0
o += I{a+mn) ®)

Si las raices o y 3 de I no son tales que o — 3 sea entero, este método produce dos

soluciones linealmente independientes. En caso contrario, por un lado si /(«a + ng) = 0,
no—1
se podria tener suerte y E ap((a + k)byy—k + cno—i) = 0, en ese caso cualquier a,,, serfa
. k=0
solucién de
(py - 0=0

(por ejemplo a,, = 0) y después seguimos la recurrencia (en realidad, si a,, = 0 después
todos los siguientes serian cero). Pero si esa suma en n, # 0 entonces no podemos encon-
trar solucién por éste metodo, y debemos conformarnos con la solucién asociada a la raiz
mas grande.

En cualquier caso, siempre es vélido a partir de una solucién u, dada, encontrar una
segunda solucién por el método de reduccién de orden. Por completitud, recordamos
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rdpidamente el procedimiento de reduccién de orden: si u(z) es solucion z*u” + zbu' + cu
se propone una solucién de la forma u(z) = f(2)ug(z), calculamos

cu = cfug
zbu' = 2b( fug)’ zbfug  +2bfug
20" = 22(fug)” = ZAfuf +222flul + 22 f g

por lo tanto
ec(fuo) = f x ec(ug) + 2bf'ug + 22 f'ufy + 2% f"ug

obteniendo
0 =0+ (2bug + 22%up) f + 2% f"ug

<  (zbug +22%up) ff = —2%f"ug
PN zbug + 22%uf, _ _f_”
221//0 / f/,/

— b oomo _ S

, < Uo I
= (/ é) +In(ud) = —In(f")

z

b

— —f; —In(ud) = In(f")

donde el simbolo [ lo utilizamos aqui para denotar la eleccién de una primitiva (o anti-
derivada) de la funcién en cuestién. (La constante de integracién la absorvemos en la
primitiva.) Luego

e_fg B f'
ul
. ez . e~ /2
o bien f = 5— y asi finalmente u = fug = g 5
uj Up

13.4. [El método de Frobenius para el Laplaciano en ciclindricas: l1a fun-
cién de Bessel

Recordamos que al plantear variables separadas para el Laplaciano en cilindricas, la
dependencia radial R(r) debia satisfacer la ecuacion (3):

PR +rR + (wr* —k)R=0

donde w € Cy k € Nj (aunque la ecuacién -y la solucién que encontraremos- tendré
sentido también para k € C). Esta es una ecuacién diferencial ordinaria con una singula-
ridad en la que el método de Frobenius se aplica, las llamadas singularidades regulares.
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Proponemos una solucién de la forma
o0
R(r) =1r¢ 5 a,r"
n=0
Recordamos la ecuacioén (4) para o« asociada a una ecuacién de la forma
?R" +rb(r)R' + c¢(r)R =0

es
I{a)=ala—1)+ba+c¢ =0

En nuestro caso tenemos b(r) = 1, ¢(r) = —k* + w?r?, luego ¢y = —k?, tenemos
O=I(a)=ala—1)+a—-k*=a® -k

que tiene soluciones a = k. Pero notamos que si k < 0, entonces R(r) no estaria definido
enr = 0, por lo que esa solucién no nos interesa. Tomamos entonces

Recordamos la ecuacién de recurrencia (5) para los a,, era

n—1
Z ak((a + k)bn—k + Cn—k)
k=0
an =
I(a+n)
que en nuestro caso s6lo hay by y ¢y y c; = —w?, por lo que en la sumatoria sélo se tiene el

término de ¢, (sin > 2), queesc,_, parak =n — 2,y asi

Ap—2 C2

I(k+n)

ap =
mientras que paran = 1 nos da a; = 0. Es claro que entonces a,, = 0 para todo n impar, y
2

QAp—2 Co . —W a
I(k+n) I(k+n) "

Ay —

o bien

w2

TI2n+ k)Y

Q2n
Recordamos I(a) = a® — k? luego
I(n+k)=n+k)?—k*=n?+2nk =n(n+2k)
= I(2n + k) = 2n(2n + 2k) = 4n(n + k)
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Tendremos

w? w?

12+ I2+k)

(Hemos usado ay = 1, no siempre se usa esta convencién, veremos al final que a veces es
conveniente considerar ag = ;.)

o = —

w? w? w? wt

TA+k)"? TA+kI2+k) IA+RICZ+E)

ay = —

w? w? w? Wt

16+ T T6+ k) IA+kI2+k)  I6+RIA+kI2+k)

g =— —

(_1)nw2n
I2n+k)I(2n—2+Fk)---I(A+k)I(2+k)
Ahora usamos I(2n + k) = 2n(2n + 2k) = 4n(n + k) para explicitar un poco mas el
denominador:

Q2p =

I2n+ k)20 —24k) - T4+ k) I(2+k) = f[ 1(2) + k)

Jj=1

v ([ (o) -2

J=1

Luego

Qop =

(—1)"k! <g)2n
nl(n+k)I\2
y la solucién R(r) estd dada por

o

et =S () e (D)

L R(r) = KNk (wr)

donde Jj; es la llamada Funcién de Bessel de primer tipo, definida en general para k =
a € C (cambiando (n + a)! <» I'(n 4+ ac + 1)), dada por

Jalz) = 7; n!F(7<’L_—1—1)c7:+ 1) (9%&

Dejamos como ejercicio verificar (cuando £ € Ny) que estas series de potencias tienen
radio de convergencia infinito.
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