FEcuaciones Diferenciales No Lineales,
1° cuatrimestre de 2023.

Lista de ejercicios niimero 3

METODOS VARIACIONALES

1. Hallar L = L(p, 2z, x) tal que la ecuacién diferencial
—Au+D¢-Du=f en {2,
sea la ecuacion de Euler-Lagrange del funcional

I(w):/QL(Dw,w,x) dz.

En este problema, ¢, f : 2 — R son funciones regulares dadas.

2. La regularizacion eliptica de la ecuacién del calor es
up — Au —euy =0 en 2 x (0,71, (%)

donde £ > 0. Mostrar que (%) es la ecuacién de Euler-Lagrange asociada a un
funcional de energia

T
Ia(w):/o /QLg(Dw,wt,w,x,t)dacdt.

3. Explicar por qué los métodos variacionales no funcionan para probar la existencia
de un minimizante del funcional

I(w) = /Q (1+ |Dw|2)1/2 dx

sobre A = {w € WH4(Q) |w = g en 90N}, para algiin 1 < ¢ < oc.

4. Sea 1 < p < co. Probar que existe una tnica solucién débil del problema

—Apu=f en )
u=>0 en 0f)

donde f € L¥(Q) es dada y Apu = div(|DulP~2Du) es el p—laplaciano. Verificar
que ademads se tiene la estimacién

lullypogy < CIFIL g,




5. Probar, minimizando un funcional adecuado, que existe una solucién débil no trivial
del problema

—Au = |[ulPlu en )
u=20 en 0f),
donde 0 < p < 1.

6. Sea L : R” x R x U — R un Lagrangiano de clase C? y asumamos que u es un
minimizante del funcional

I(v) ::/UL(DU,v,x)dx.

Usar el hecho de que si i(t) := I(u + t¢) entonces i”(0) > 0 para deducir que

Z Lyp; (Du,u, )6 >0 (§ € R™, z € U).
ij=1

Sugerencia: Usar las funciones test

60)i=en (") o) (we D)

€

donde ¢ € C°(U) y p: R — R es la funcién “zig-zag” periddica, definida por:

s si0<s<%
§) = - , p(s+1) =p(s) (s € R).
p(s) {1_3 lcez) MDA (ER)

IN ]

7. Sea u € H'(U) una solucién débil de

~> (Lp,(Du))e; = f enT,
i=1
donde L verifica:

L=L(p), [D’L(p)|<C (peR"), Y Lyy (p)&& > 015 (p,& €R").
ij=1

Probar que u € H?

loc

(U).

8. Sea A :={w € H}(U)|w > hct.p. U} donde h : U — R es una funcién regular
llamada el obstdculo. Sea f : U — R regular y asumamos que el conjunto de
funciones admisibles A es no vacio. Probar que existe una tunica funcién v € A que
verifica

I(u) = inf I(w),

donde .
I(w) ::/ ~|Dw|* - fwdz.
U2




9. Con la notacion del ejercicio anterior, probar que u verifica la siguiente desigualdad
variacional

/uDu-D(w—u)de/Uf(w—u)dx,

para toda w € A.

10. Con la notacién del ejercicio 8, probar que si u € W% (U) se tiene que
O:={zxeU|u(x) > h(x)}

es abierto, y
C:={zxeU|u(x)=h(x)}

es (relativamente) cerrado. M4s aun, probar que u € C*°(0),

—Au=f en O

—Au>f c.t.p. U.

11. Probar que existe un tinico minimizante u € A de
1 2
I(w):= [ z|Dw|* — fwdx.
U 2

donde f € L*(U) y
A:={we HY(U)||Dw| <1 ct.p.}.

Probar luego que u verifica

/uDu-D(w—u)de/Uf(w—u)dx,

para toda w € A.

12. Probar, usando el Teorema del Paso de la Montana, que existe una solucién débil
no trivial de la ecuacién

—Au = f(x,u) en
u=20 en 0f),
donde f: Q) xR — R es regular y, para algin 1 < p < 2* — 1 verifica
[f&) <CA+[sP), [ (9 <CO+][sPP™)

con C' > 0 una constante. Ademas, existe v < % tal que

0< F(s) <7f(s)s



donde F(s) = [; f(t)dt y, finalmente,

als|PTt < F(s) < Als|PTL.

En el siguiente ejercicio hay que usar el siguiente teorema (Teorema de trazas)

2(N-1)
N—2 -

Teorema 1 Sea Q C RY un abierto con borde suave y sea 1 < p < 2, :=
Entonces se tiene que
LP(09) cc HY(Q).

13. (a) Probar que u € H'(2) es una solucién débil de

—Au4+u=0 en {2
% = |u[P~2u en 05}

si y solo si es un punto critico del funcional
I(w) == [ |Dw|* + |w|*dz — - |wl|P dS.
2 Ja P Joq

(b) Probar que el funcional I dado en (a) tiene un punto critico si p # 2. (Sugeren-
cia: separar en casos 1 < p <2y p>2). ;Qué sucede si p =27

14. Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para probar la existencia de una
solucién débil de

u =20 en 0f),
donde 1 <p<2*, p#£2. ;Ysip=2?

{Au = |u[P~2u en )




