
Ecuaciones Diferenciales No Lineales,

1◦ cuatrimestre de 2023.

Lista de ejercicios número 3

Métodos variacionales

1. Hallar L = L(p, z, x) tal que la ecuación diferencial

−∆u+Dφ ·Du = f en Ω,

sea la ecuación de Euler-Lagrange del funcional

I(w) =

∫
Ω
L(Dw,w, x) dx.

En este problema, φ, f : Ω→ R son funciones regulares dadas.

2. La regularización eĺıptica de la ecuación del calor es

ut −∆u− εutt = 0 en Ω× (0, T ], (?)

donde ε > 0. Mostrar que (?) es la ecuación de Euler-Lagrange asociada a un
funcional de enerǵıa

Iε(w) =

∫ T

0

∫
Ω
Lε(Dw,wt, w, x, t) dx dt.

3. Explicar por qué los métodos variacionales no funcionan para probar la existencia
de un minimizante del funcional

I(w) =

∫
Ω

(
1 + |Dw|2

)1/2
dx

sobre A = {w ∈W 1,q(Ω) |w = g en ∂Ω}, para algún 1 ≤ q <∞.

4. Sea 1 < p <∞. Probar que existe una única solución débil del problema{
−∆pu = f en Ω

u = 0 en ∂Ω

donde f ∈ Lp′(Ω) es dada y ∆pu = div(|Du|p−2Du) es el p−laplaciano. Verificar
que además se tiene la estimación

‖u‖
W 1,p

0 (Ω)
≤ C‖f‖p

′/p

Lp′ (Ω)
.
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5. Probar, minimizando un funcional adecuado, que existe una solución débil no trivial
del problema {

−∆u = |u|p−1u en Ω

u = 0 en ∂Ω,

donde 0 < p < 1.

6. Sea L : Rn × R × U → R un Lagrangiano de clase C2 y asumamos que u es un
minimizante del funcional

I(v) :=

∫
U
L(Dv, v, x) dx.

Usar el hecho de que si i(t) := I(u+ tφ) entonces i′′(0) ≥ 0 para deducir que

n∑
i,j=1

Lpipj (Du, u, x)ξiξj ≥ 0 (ξ ∈ Rn, x ∈ U).

Sugerencia: Usar las funciones test

φε(x) := ερ

(
x · ξ
ε

)
ζ(x) (x ∈ U),

donde ζ ∈ C∞c (U) y ρ : R→ R es la función “zig-zag” periódica, definida por:

ρ(s) =

{
s si 0 ≤ s ≤ 1

2

1− s si 1
2 ≤ s ≤ 1

, ρ(s+ 1) = ρ(s) (s ∈ R).

7. Sea u ∈ H1(U) una solución débil de

−
n∑
i=1

(Lpi(Du))xi = f en U,

donde L verifica:

L = L(p), |D2L(p)| ≤ C (p ∈ Rn),
n∑

i,j=1

Lpipj (p)ξiξj ≥ θ|ξ|2 (p, ξ ∈ Rn).

Probar que u ∈ H2
loc(U).

8. Sea A := {w ∈ H1
0 (U) |w ≥ h c.t.p. U} donde h : U → R es una función regular

llamada el obstáculo. Sea f : U → R regular y asumamos que el conjunto de
funciones admisibles A es no vaćıo. Probar que existe una única función u ∈ A que
verifica

I(u) = inf
w∈A

I(w),

donde

I(w) :=

∫
U

1

2
|Dw|2 − fw dx.
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9. Con la notación del ejercicio anterior, probar que u verifica la siguiente desigualdad
variacional ∫

u
Du ·D(w − u) dx ≥

∫
U
f(w − u) dx,

para toda w ∈ A.

10. Con la notación del ejercicio 8, probar que si u ∈W 2,∞(U) se tiene que

O := {x ∈ U |u(x) > h(x)}

es abierto, y
C := {x ∈ U |u(x) = h(x)}

es (relativamente) cerrado. Más aún, probar que u ∈ C∞(O),

−∆u = f en O

y
−∆u ≥ f c.t.p. U.

11. Probar que existe un único minimizante u ∈ A de

I(w) :=

∫
U

1

2
|Dw|2 − fw dx.

donde f ∈ L2(U) y
A := {w ∈ H1

0 (U) | |Dw| ≤ 1 c.t.p.}.

Probar luego que u verifica∫
u
Du ·D(w − u) dx ≥

∫
U
f(w − u) dx,

para toda w ∈ A.

12. Probar, usando el Teorema del Paso de la Montaña, que existe una solución débil
no trivial de la ecuación {

−∆u = f(x, u) en Ω

u = 0 en ∂Ω,

donde f : Ω× R→ R es regular y, para algún 1 < p < 2∗ − 1 verifica

|f(s)| ≤ C(1 + |s|p), |f ′(s)| ≤ C(1 + |s|p−1)

con C > 0 una constante. Además, existe γ < 1
2 tal que

0 ≤ F (s) ≤ γf(s)s
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donde F (s) =
∫ s

0 f(t) dt y, finalmente,

a|s|p+1 ≤ F (s) ≤ A|s|p+1.

En el siguiente ejercicio hay que usar el siguiente teorema (Teorema de trazas)

Teorema 1 Sea Ω ⊂ RN un abierto con borde suave y sea 1 ≤ p < 2∗ := 2(N−1)
N−2 .

Entonces se tiene que
Lp(∂Ω) ⊂⊂ H1(Ω).

13. (a) Probar que u ∈ H1(Ω) es una solución débil de{
−∆u+ u = 0 en Ω
∂u
∂ν = |u|p−2u en ∂Ω

si y sólo si es un punto cŕıtico del funcional

I(w) =
1

2

∫
Ω
|Dw|2 + |w|2 dx− 1

p

∫
∂Ω
|w|p dS.

(b) Probar que el funcional I dado en (a) tiene un punto cŕıtico si p 6= 2. (Sugeren-
cia: separar en casos 1 < p < 2 y p > 2). ¿Qué sucede si p = 2?

14. Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para probar la existencia de una
solución débil de {

−∆u = |u|p−2u en Ω

u = 0 en ∂Ω,

donde 1 < p < 2∗, p 6= 2. ¿Y si p = 2?
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