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Practica 4 - Teoremas Fundamentales

. Sea f: C — C entera y sea R € Ry tales que que |f(z)] < M|z|" si |z| > R.
Entonces f es un polinomio de grado menor o igual que n.

. Hallar todas las funciones enteras f : C — C para las cuales es

lim |f(z)| = 5.

|z]—o0

. Sea u : R? — R una funcién arménica no suryectiva.

a) u estd acotada superior o inferiormente.

b) u es constante.
Por lo tanto, toda funcién arménica es constante o suryectiva.

. Sea f : C — C una funcién entera tal que existen dos nimeros zq, z; € C que
son R-linealmente independientes y para los que es

fz+20) = f(z+21) = f(2)
cualquiera sea z € C. Muestre que f es constante.

a) Sea © C C un abierto y sea f : Q@ — C una funcién holomorfa no idénti-
camente nula. Si a €  es tal que f(a) = 0, entonces existen n € Ny
g : © — C holomorfa con g(a) # 0 tales que f(z) = (z — a)"g(z) para
todo z € €.

b) Sea 2 C C un abierto conexo y sea f : 2 — C una funcién holomorfa no
idénticamente nula. Entonces el conjunto de ceros de f es discreto y en
todo compacto de €2 la funcién f tiene sélo un nimero finito de ceros.

a) (Existe una funcién f : B;(0) — C holomorfa y tal que
Fd) = ) = 1
para todo n € N?
b) (Existe una funcién f : B1(0) — C holomorfa tal que

fG) =55

para todon € N conn > 17
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Hallar todas las funciones enteras tales que
n*fGP G =0

para todo n € N.

. Sea ) C C un abierto no vacio conexo y simétrico con respecto a R y sea

f 2 — C una funcién holomorfa tal que para todo z € QN R es f(z) € R.
Entonces para todo z € {2 se tiene que

. Consideremos la funcion

f:z€ Bi(0) — cos 1 € C.
Muestre que los ceros de f son los puntos de la forma z, = Z;jrg conn € N
impar, que f es holomorfa en B;(0) y que los ceros de f tienen un punto de
acumulacién. jEs f =0 en B;(0)? ;Contradice esto algin resultado conocido?

Sean (2 C C un abierto conexo y sean f, g : {1 = C dos funciones holomorfas
que no se anulan en €. Si existe una sucesién convergente (a,),>1 de puntos
de Q tal que lim,,_ o, a, = a € Q, si a, # a para todo n € N y si ademas

fan) _ g'(an)
flan) g(an)

para todo n € N, entonces existe una constante ¢ tal que f(z) = cg(z) en Q.

Si 2 C C es un abierto conexo y si f, g : €& — C son funciones holomorfas
tales que fg es holomorfa en €2, entonces g =0 o f es constante.

Sea ) C C un abierto acotado y conexo y sean P, ..., P, € Rj Probar que
el producto PP; - ... PP, de las distancias de un punto P en {2 a los puntos
Py, ..., P, alcanza su maximo en un punto de la frontera de €.

Sea f : C — C una funcién entera tal que f(0) = %y [f(2)| < |¢* — 3| para
todo z en C. Entonces f(z) = €* — % para todo z en C.

Formule y demuestre un “principio de médulo minimo” para funciones holo-
morfas.

Sean 2 C C un abierto conexo con Q compacto y sea f : Q — C una funcién
continua, holomorfa en € y no constante. Si | f| es constante sobre 02, entonces
existe z € Q tal que f(z) = 0.
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Sea f : B1(0) — B;(0) una funcién holomorfa. Si existen dos nimeros com-
plejos distintos a, b € By(0) tales que f(a) = ay f(b) = b, entonces f(z) = z
para todo z € By(0).

Considere la funcién g(z) = f_‘?&; con h(z) = f(£2) v use el Lema de
Schwarz.

Sean f, g : B1(0) — B;(0) funciones holomorfas y biyectivas. Si f y ¢ coinciden
en dos puntos distintos de B;(0), entonces f(z) = g(z) para todo z € B;(0).

Encuentre todas las funciones holomorfas f : B1(0) — By(1) tales que f(0) =3
y f(3) =1
Si f: B1(0) — By(0) es una funcién holomorfa con f(0) = 0y |f'(0)]

=1
entonces existe A € C con |A| = 1y tal que f(z) = Az para todo z € B;(0).

Y

Encuentre todas las funciones holomorfas f : B1(0) — Bs(0) tales que f(0) =1
y f'(0) =3



