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Practica 3 - Ecuaciones de Cauchy-Riemann
1. Sea f:Q C C — C. Probar que
lim f(z) =a+ib < lim Re(f(z)) =ay lim Im(f(z)) = b.

Z—r20 Z—r20 Z—r20

2. Sea f : C — C definida por:

2 —yPti(a +y°) : ' )
s = { S a0
0, six+iy =0.

Muestre que f es continua en 0 y que cumple las condiciones de Cauchy-
Riemann pero que no es holomorfa.

3. Analizar donde son holomorfas las siguientes funciones de z = = + ¢y. Hallar
f'(z) en cada caso:

a) f(z) =y + iz,

b) f(z) =7,

c) f(z)=2%—y* —2zy +i(z? — y* + 2zy),
d) f(2) = 2% +iy?,

e) f(z) =e"(cosy + iseny),
) f(z) =e¥(cosx +isenx),
9) f(z) =2" =2z,

h) f(z) =2%-%,

i) f(z) =15,

| T
7)) = {0,+ si z=0.

., . L. .92 2
4. Una funcién u : R — R de tipo C? es armoénica si 2% + g—;; = 0. Por otro
lado, decimos que una funcién v : R? — R es una conjugada armonica de u si

la funciéon f: C — C definida por f(x + iy) = u(x,y) + iv(z,y) es holomorfa.
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a) Probar que si la parte real y la parte imaginaria de una funciéon holomorfa
son C?, entonces ambas son funciones armoénicas. Deducir que si u es una
funcion C? que admite una conjugada armoénica, entonces v es armonica.

b) Si vy ¥ son conjugadas armonicas de u, entonces v y ¢ difieren en una

constante.
c¢) Encuentre, cuando sea posible, conjugadas armonicas de las siguientes
funciones:
2 _ 2
1) w(z,y) =2° —y?,

2) ug(:c,y) = $2y27
3) us(w,y) =2z(1 —y).
d) Muestre que si v es conjugada armonica de u, las curvas de nivel de u y v
se cortan de manera ortogonal.

5. Sea () C C un subconjunto de C abierto, conexo y no vacio.

a) Para todo zp y 21 en € existe una curva «y de tipo C' a trozos tal que
Y(0) =2 y (1) = 2.
b) Si f es holomorfa en Q y f' =0 en €, entonces f es constante.

6. Sea f : C — C holomorfa. Entonces:

a) Re(f) es constante = f es constante.
b) Im(f) es constante = f es constante.
c¢) |f| es constante = f es constante.
d) arg(f) es constante = f es constante.
e) f es holomorfa = f es constante.

7. Sean Ly, ..., L, C C n rectas distintas. Si g : C — C es holomorfa y g(C) C
Ly ULy U---UL, entonces g es constante.

8. Sea () un abierto simétrico respecto del eje real y sea f : 2 — C holomorfa.

Entonces la funcion g : Q@ — C definida por g(z) = f (E) es holomorfa.

9. Encuentre todas las funciones holomorfas f : C — C tales que f/(0) =1y
f(x +iy) = e" f(iy)
para cada x, y € R.
Defina ¢, s : R — R de manera que sea f(iy) = c¢(y) + is(y) para cada i € Ry

muestre que ¢ = —s y que s’ = c.

10. Regla de L’Hospital. Sean f, g funciones holomorfas en zy tales que f(zg) =
9(z0) =0y ¢'(20) # 0. Entonces

PO R HCD
=z g(2)  g'(20)

11. Calcule
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12. Sea v : R — C una curva de clase C'. Sea v = 7/(ty) el ntimero complejo que
se obtiene transladando al origen el vector tangente a la curva en t = t;. Sea
f : C — C holomorfa y sea z = f'(y(to)). Entonces zv es el ntimero complejo
que se obtiene transladando al origen el vector tangente a la curva f oy en
t — to.

13. Sean 71,72 : R — C definidas por v(t) =t y 12(t) = (1 +i)t. Sea f : C —
C, f(2) = sen(z) + z*. Calcule en qué angulo se cortan las curvas fo~y; y fo7ys
ent=0.

Logaritmo y Raices n-ésimas

14. Sea 2 C C un abierto conexo. Una rama del logaritmo en € es una funciéon
continua ¢ : © — C tal que e9%*) = z para todo z € Q.

a) Toda rama del logaritmo es inyectiva y holomorfa en €.

b) Si g1y g2 son dos ramas de logaritmo en 2 y si existe zg € Q tal que
91(20) = g2(20), entonces g; = go.

¢) Si existe una rama del logaritmo en €, entonces 0 ¢ Q 'y S* € Q.

15. Sea g : 2 — C una rama del logaritmo y sean b € C y a € (). Definimos
b _ obg(a)
a’=e .

a) Sib € N, entonces el valor de a’ no depende de la eleccién de g y coincide
con el producto g - - - a.
——
b veces
b) Determine todos los valores que pueden tomar i, (—1)3
todas las posibles elecciones del logaritmo.

y 1™ al considerar

¢) Fijando una rama del logaritmo, mostrar que las funciones
hi:2€Q—22cC vy hy:2€Cr—a*eC

son holomorfas.

d) Sean z € 2y a, b € C {Qué relacién hay entre 24 y 292°? Si ademas

2% € Q, jqué relacion hay entre 2% y (22)°? ;Y si b € Z7?

16. Sea Log la rama principal del logaritmo definida en C\ R¢y. Muestre que para
todo t € R se tiene que

1 1 —t
arctant = — log - :
21 1+t




17. Sea n € Ny sea 2 C C* un abierto. Una rama de la raiz n-ésima en ) es una
funcion continua g : Q — C tal que g(2)" = z para todo z € Q2. Sig: Q - C
es una rama de la raiz n-ésima, escribimos {/z a g(z).

a) Si 2 =C\ Ry, hay exactamente dos ramas de 1/z en . Delas explicita-
mente.

b) Toda rama de la raiz cuadrada es holomorfa en su dominio.

c) Si 2 es conexo y si f es una rama de la raiz cuadrada en 2, entonces f y

— f son todas las ramas.

18. Sea Q2 = C\ R<y, sea g(z) una rama del logaritmo definida en Q y notemos /=
a la rama de la funcion raiz ctibica definida en Q tal que /z = ¢9(*)/3,

a) Cualquiera sea la rama g elegida para el logaritmo, /= pertenece a €) para
todo z € €.

b) Encuentre todas las ramas g del logaritmo para las cuales se tiene que

9(¥/z) = 3g(2) para todo z en Q.

c¢) Probar que si en lugar de considerar el abierto € consideramos a C\ Rxy,
aumenta la cantidad de ramas que satisfacen la condicién el item anterior.



