ANALISIS AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2023

Practica 4

1. Decidir cudles de las siguientes funciones son continuas:

(a) [ (R27d2) - (R’ d2)7 f(a:,y) = 2 +y2'
(b) f:(R2,ds) — (R, da),

ﬂxw:{bhghwwSM%w#mm%

(c) idpe : (R%8) — (R?,ds), la funcién identidad.
(d) idge : (R%, dy) — (R2%,4), la funcién identidad.
Aqu ds es la métrica euclidea usual, y 0 es la métrica discreta.

Cambia algo si en lugar de ds consideramos dy 0 doo?

_)x, sizeQ,
ﬂm_{a sizdQ.

Probar que f es continua tinicamente en x = 0.

2. Sea f: R — R dada por

3. Dado = € Q, denotamos den(x) =n six ="' con m € Zy n € N coprimos.
Sea f:(0,1) — R dada por

1
_ ) da@@p r € Q,
jio = { e <8

Probar que f es continua en x € (0,1) si y solo si x es irracional.

Sugerencia: para cada n € N el conjunto {z € (0,1) NQ : den(z) < n} es finito.

4. Sea E un espacio métrico, y sea g € E. Sea f : I — R una funcién continua
en xo. Probar que si f(zg) > 0 entonces existe r > 0 tal que f(z) > 0 para todo
x € B(xg,T).

5. Sean FE y E’ espacios métricos y f,g: E — E’ funciones continuas.

(a) Probar que {z € E: f(z) # g(z)} es abierto.
(b) Deducir que {z € E: f(x) = g(x)} es cerrado.

6. Considerando en cada R™ la métrica euclidea ds, probar que:

(a) {(z,y) € R?: 2? + ysen(e” — 1) = —2} es cerrado.
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(b) {(z,y,2) e R?: =1 < a® — 3y* + z — 2 < 3} es cerrado.
(c) {(:cl,xg,xg,x4,x5) eRY:3 <z — xg} es abierto.

Cambia algo si en lugar de dy consideramos las métricas di 0 doo?
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7. Sean f,g: R — R dadas por f(z) = 22, g(z) = ez

Probar que:

(a) f continua, y sin embargo existe G C R abierto tal que f(G) no es abierto.

(b) g es continua, y sin embargo existe F' C R cerrado tal que g(F') no es cerrado.
8. Sean E y E’ espacios métricos y f,g: E — E’ funciones continuas.

(a) Sea D C E un subconjunto denso. Probar que si f|p = g|p, entonces f = g.
(b) Concluir que la funcién R : C([0,1]) — {f : QN [0,1] — R} dada por R(f) =

f |Qﬂ[0,1} es inyectiva.

9. Sean E y E’ espacios métricos y f : E — FE’ una funcién continua y suryectiva.
Probar que si D es denso en E entonces f(D) es denso en E'.

10. Consideramos las funciones £,7 : C([0, 1]) — R definidas por:

1
E(f) = £(0), I(f)—/0 f(x) da.

(a) Demostrar que si utilizamos en C([0,1]) la distancia dw ambas resultan con-
tinuas.

(b) Demostrar que si en cambio utilizamos en C([0,1]) la distancia di, Z es una
funcién continua pero £ no lo es.

(c) Analizar si es posible que una funcién F : C([0,1]) — R sea continua para la
distancia d; pero no para deo.

11. Sea (FE,d) un espacio métrico.

(a) Sea 9 € E, y sea f : E — R dada por f(x) = d(z,x9). Probar que f es
continua.

(b) Usando esto rehacer los items (b), (d) y (g) del Ejercicio 5 de la Préctica 3.
12. Sea (F,d) un espacio métrico.
(a) Sea AC E, yseag:E — R dada por g(z) = d(zx, A).

i. Probar que g es continua.

ii. Probar que si A es cerrado entonces g(z) > 0 para todo x ¢ A.

(b) Sean A, B C E cerrados, no vacios y disjuntos, y sea h : E — [0, 1] dada por

d(z, A)
d(z,A) +d(z,B)

h(z) =

Probar que h es continua, y que h(z) =0Vx € Ay h(z) =1Vz € B.



13.

14.

15.

16.

17.

(c) Sean A, B C E cerrados, no vacios y disjuntos. Probar que existen conjuntos
abiertos y disjuntos U y V talesque ACU y BCV.

Nota: esta tltima afirmacién estd comprendida en el llamado Lema de Urysohn.

Probar que las funciones f y g de los ejercicios 11 y 12 son de tipo Lipschitz. Deducir
que son uniformemente continuas.
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(a) Verificar que la funcién f(z) = -

en [g,+00) para € > 07

no es uniformemente continua en (0, +00). Y

(b) Verificar que la funcién f(x) = sen(1/z) no es uniformemente continua en (0, 1).

Sean E, E' espacios mtricos y sea f : E — E’ una funcién uniformemente continua.
Sea (Zn)nen una sucesién de Cauchy en E. Probar que (f(x))nen €s una sucesion
de Cauchy en E'.

(a) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R acotada y continua pero no uni-
formemente continua.
(b) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R no acotada y uniformemente con-

tinua.

Sea f : (E,d) — (E',d') una funcién uniformemente continua, y sean A,B C E
conjuntos no vacios tales que d(A, B) = 0. Probar que d'(f(A), f(B)) = 0.




