ANALISIS AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2023

Practica 1

. Probar que si x < y + ¢ para todo € > 0, entonces = < y. Deducir que si |z —y| < ¢
para todo € > 0, entonces x = y.

(a) Sean x,y € R tales que y — x > 1. Probar que existe un entero entre = e y.
(b
(c

(d) Sean z,y € R tales que = < y. Probar que existe un irracional entre x e y.

Sean z,y € R tales que x < y. Probar que existe un racional entre z e y.

Sean x,y € Q tales que x < y. Probar que existe un irracional entre x e y.
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. Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. Probar:

1 < a para todo a € A,

it =inf A <= ) _ _
para todo € > O existe a € Atal que i < a <i+e.

. Hallar, si existen, supremo, infimo, maximo y minimo de los siguientes subconjuntos
de R, y probar que lo son:

(a) (a,0] (c) BU{0}
(b) B= {5 :neN} (d) {#2—z-1:2€R}

. Sean A C B CR, con A # (). Probar:

(a) Si B esta acotado superiormente, entonces A también lo est, y sup A < sup B.
(b) Si B estd acotado inferiormente, entonces A también lo est, e inf B < inf A.

(c) Si A no esta acotado, entonces B tampoco lo est.

. Dados un conjunto de nimeros reales A y ¢ € R, denotamos cA = {ca:a € A}. Ms
an, —A denotar al conjunto (—1)A. Probar:

(a) Si A estd acotado superiormente, entonces —A estd acotado inferiormente e
inf(—A) = —sup A.

(b) Sic > 0y A estd acotado superiormente, entonces cA estd acotado superior-
mente y sup(cA) = csup(A4).

. Sea f :[a,b] — [a,b] creciente. Supongamos que f(a) > a. Sea
7o = sup ({ € [, 1] : () > 2}).

Probar que f(z9) = xo.
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Probar, usando la definicién de limite:

Sean (xp)neN, (Yn)nen sucesiones de nimeros reales tales que z,, — (1 ey, — la.
n—oo n—oo

Probar que si x,, <y, para todo n, entonces £1 < {s.

Si (Zn)nen € (Yn)nen son sucesiones de niimeros reales tales que (x,,),en converge a
0 e (Yn)nen estd acotada, probar que (,yn)nen converge a 0.

Sea (xn)n>1 € R decreciente. Probar que:
(a) Si (zn),cy s acotada inferiormente, entonces tiene limite y
lim z, = inf{z, : n € N}.
n— oo

(b) Si (2n),cn €s no acotada inferiormente, entonces x;, —7 —oo.
n [e.o]

Sea A C R acotado superiormente y no vacio. Probar que si A no tiene maximo
entonces existe (a,)neny € A estrictamente creciente tal que a,, — sup(A).
n—oo

Sea (zn)n>1 € R una sucesién no acotada superiormente. Probar que existe una
subsucesion (2, ),y que diverge a +oo.

Sean (zn)p,>1 CRy £ eR.

Probar que si toda subsucesién (z,, ),cy tiene una subsucesién (mnk) que con-
J

jEN
verge a £, entonces la sucesién (mn)neN converge a £.

Sea (zp)n>1 € R. Probar:

(a) Si (Tor)pen ¥ (T2r—1)pey SON convergentes, y sus limites coinciden, entonces
(Tn),en €8 convergente.

(b) Si (@2r)pens (T2r—1)pen ¥ (T3k) ey SON convergentes, entonces (), oy €S con-
vergente.




