Facultad de Ciencias Exactas y Naturales — Universidad de Buenos Aires

Algebra 1
Practica 7 - Polinomios

Generalidades.

1. Calcular el grado y el coeficiente principal de los siguientes polinomios en Q[X]:
i) (4X°—2X°+3X%2-2X+7)7,
i) (—3X7+5X3+ X2 - X +5)*—(6X*+2X3+X —2)7,
iii) (—3X°+ X*— X +5)* —81X20 +19X19,
2. Calcular el coeficiente de X?2° de los siguientes polinomios
i) (XB4+ X0+ 1) ( X5+ X4+ X3+ X2+ X +1) en Q[X] yen (Z/2Z)[X],
i) (X —34)13% en C[X],
iii) (X — D)HX +5)19 + X33 —5X20 + 7 en Q[X],
iv) f=XY(X°%+4)" en (Z/5Z)[X].

3. Hallar, cuando existan, todos los f € C[X] tales que

i) f2=Xf+X+1, iii) (X +1)f%2= X6+ X,
i) f2P-Xf=-X*+1, v) f#0y fP=g(f) Xf.

4. Hallar el cociente y el resto de la divisién de f por g en los casos

i) f=6X1+2X3 - X +4, g=X2+2 en Q[X], R[X] y C[X],

i) f=4X*+X3—-4, g=2X%2+1 en Q[X], R[X], C[X]y (Z/7Z)[X],
i) f=X"—1, g= X -1 en QX], RIX], C[X] y (Z/pZ)[X],

iv) f=X2-(1+i)X?+1,9g=iX +2 en C[X].
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5. Determinar todos los a € C tales que
i) X3 +2X2+2X + 1 sea divisible por X2 +aX + 1,
i) X% —aX3+2X2+ X + 1 sea divisible por X2 + X + 1,
iii) El resto de la divisién de X° —3X3 — X2 —2X + 1 por X2+ aX + 1 sea —8X + 4.

6. Definicion: Sea K un cuerpo y sea h € K[X] un polinomio no nulo. Dados f,g € K[X], se dice que
f es congruente a g médulo h si h | f — g. En tal caso se escribe f = g (mod h).

i) Probar que = (mod h) es una relacién de equivalencia en K[X].
ii) Probar quesi fi = ¢1 (mod h) y fo = g2 (mod h) entonces f1+ fo =¢g1+g2 (mod h)y f1-fo =
g1 - g2 (mod h).

iii) Probar que si f =g (mod h) entonces f™ = g™ (mod h) para todo n € N.
iv) Probar que r es el resto de la divisién de f por hsiy sélosi f = (mod h) yr =06 gr(r) < gr(h).

7. Hallar el resto de la division de f por g para

) f=X-X-1y g¢g=X""-2 en Q[X], R[X]y C[X],
i) f=X1004 X404 X041 ¢g=X%+1 en QX]|, RIX], C[X]y (Z/pZ)[X],
i) f=X200_3X101 12 4=X'9_X11 en Q[X], R[X]y C[X],

iv) f= X3016 1 ox1833 _ X174 L X187 L ox4 X341, g=X*+X>+ X2+ X +1en Q[X],
R[X] y C[X]. (Sug: ver Ej. 4)iii)).
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8. Sea K un cuerpo. Seann € Ny a € K.
i) Probar que X —a | X™ —a” en K[X].
ii) Probar que si n es impar entonces X +a | X™ + a™ en K[X].
iii) Probar que si n par entonces X +a | X™ —a™ en K[X].
Calcular los cocientes en cada caso.

9. Calcular el méximo comin divisor entre f y g en Q[X] y escribirlo como combinacién polinomial de
f v g siendo

) f=X°+X2-6X2+2X+2, g=X*—-X3-X2+1,

i) f=X4+ X4+ X%2+1, g=X3+X,

iii) f=2X%—4X% 4+ X% +4X% - 6X%2+4X +1, g=X°>-2X*+2X%?-3X +1.
(Cambia algo si se consideran los polinomios en R[X] o C[X]?

Fuvaluacion y raices.

10. Sea f € Q[X] tal que f(1) = =2, f(2) = 1y f(—1) = 0. Hallar el resto de la divisién de f por
X3 —2X?% - X +2.

11. Sea n € N, n > 3. Hallar el resto de la divisién de X" +3X"t! +3X" —5X2 +2X +1 por X3-X
en Q[X].

12. Hallar la forma binomial de cada una de las raices complejas del polinomio X6 4+ X3 — 2.

13. Sea w = e 7. Probar que w + w? + w?* es raiz del polinomio X2 4+ X + 2.

14. i) Probar que si w = e% € G, entonces

XP+X-1=[X-(w+w H][X - (w+w?).

ii) Calcular, justificando cuidadosamente, el valor exacto de cos (257r )

15. i) Sean f,g € C[X] y sea a € C. Probar que a es raiz de f y de g si y sélo si a es raiz de (f : g).
ii) Hallar todas las raices complejas de X* 4+ 3X — 2 sabiendo que tiene una raiz comiin con X* +
3X3 —3X + 1.

16. Determinar la multiplicidad de a como raiz de f en los casos

i) f=X°-2X°+X, a=1,
i) f=X0-3X4+4, a=i,
i) f
) f

=X -2X(X° -4+ (X -2°(X 1), a=2
= (X —2)%(X2—4)—4(X —2)3, a=2.

iii

iv

17. Sea n € N. Determinar todos los a € C tales que f = nX""! — (n+ 1) X" + a tiene sélo raices simples
en C.

18. Determinar todos los a € R para los cuales f = X?"*1 —(2n+1)X +a tiene al menos una raiz multiple

en C.

19. Sea f = X2 4 8X'0 4 24. Determinar todos los valores de a € C para los cuales f admite una raiz
multiple en C. Para cada valor hallado determinar cudntas raices distintas tiene f y la multiplicidad
de cada una de ellas.

20. Sea f = X% —17X* — 16 € C[X]. Determinar la forma binomial de cada raiz mailtiple de f en C y
la multiplicidad de cada una de ellas.
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21. i) Probar que para todo a € C, el polinomio f = X®—2X°+(1+a)X?—2a X3+ (1+a)X?-2X +1
es divisible por (X — 1)2.
ii) Determinar todos los a € C para los cuales f es divisible por (X —1)3.
22. Determinar todos los a € C tales que 1 sea rafz doble de X% — aX? — 3X? + (2 + 3a)X — 2a.
23. Sea n € N. Probar que Z T € C[X] tiene todas sus rafces complejas simples.
k=0
24. Sea (fn)nen la sucesién de polinomios en C[X] definida por
fHi=X"+2X2+1 y fop =X —0)(fu+fr), VnEN
Probar que i es raiz doble de f,, para todo n € N.
25. Sea (fn)nen la sucesién de polinomios en Q[X] definida por
A=X42X vy foa=Xf24+X%f ¥YneN.
Probar que para todo n € N vale que:
i) gr(fn) =2""1 -1
ii) 0 es raiz de multiplicidad n de fj.
26. Sea o € C raiz de multiplicidad 3 de f € C[X]. Probar que el resto de dividir a f’ por (X — )3 es
a(X —a)?, conae€C,a#0.
27. i) Hallar todas las raices racionales de
(a) 2X5+3X44+2X3 - X,
(b) X°—iXx4—2X3+1X?-1IX -3,
ii) Probar que X* + 2X3 — 3X? — 2 no tiene raices racionales.
Factorizacion.
28. Factorizar en C[X], R[X], Q[X] y en (Z/7Z)[X] los polinomios cuadréticos
i) X?+6X —2, i) X2+ X —6, iii) X2 —2X + 10.
29. Factorizar en C[X] los polinomios
) X2+ (1424) X +24, i) X% -1, iii) X6 — (2 —24)'2.
30. Factorizar en C[X], R[X] y Q[X] los polinomios
i) X6—9 i) X1+ 3, iii) X% - X3+ X2 -3X —6.
31. Factorizar los polinomios
i) X*—1en (Z/52)[X]y (Z/)72)[X], iv) X7 — X en (Z/7Z2)[X],
i) X*+3en (Z/72)X], v) X3+ X2+ 1en (Z/32)]X],
iii) X4+ X%+ X2 en (Z/7Z)[X], vi) 3X2 4 210X + 5 en (Z/239Z)[X].
32. Sea n € N. Probar que Z X* € C[X] tiene todas sus raices complejas simples.
k=0
33. Factorizar los siguientes polinomios en C[X], R[X] y Q[X]
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i) X5 —4X* - X3 4+9X? - 6X + 1 sabiendo que 2 — /3 es raiz.
i) X

5 _ X3417X? - 16X + 15 sabiendo que 1+ 21 es raiz.

)

)

i) X6 4+ X% +5X% 4 4X3 +8X2 4+ 4X + 4 sabiendo que v/2i es rafz multiple.

iv) X4 +2X3+3X?+10X — 10 sabiendo que tiene una rafz imaginaria pura.

v) X° —3X*—-2X3+13X2% ~ 15X + 10 sabiendo que tiene alguna raiz en comin con X2 + 1.
)

vi) f = X* —6X3 +11X% — 2X — 10, sabiendo que tiene alguna raiz en comiin con el polinomio

g=X*—5X3+7X2_6

34. Hallar todos los a € Q tales que f = X* — (a +4)X> + (4a + 5)X? — (5a + 2) X + 2a tenga a a como
raiz doble. Para cada valor de a hallado, factorizar f en Q[X], R[X] y C[X].

35. Hallar todos los a € C para los cuales al menos una de las raices de
f=X4+X°-3X*4+2X3+X?-3X +a

es una raiz sexta de la unidad que no es una raiz cibica de la unidad.
Para cada valor de a € Q hallado, factorizar f en Q[X], R[X] y C[X].

36. i) En cada caso, hallar un polinomio f € Q[X] de grado minimo tal que:
(a) X2(X2+1) [ (f: f)
(b) (f:f)=X>-5X"+2X3 y [f(1)=3.
() X+2|f (f:(X-V2)H=X-+v2 y fmoénico.
i) Determinar todos los f € Q[X] mdnicos de grado 5 que satisfacen simultdneamente que (f : f')

tiene grado 2, 1 +2i esrafz de fy f(1) = %

37. Sean a, b, c € C las raices de 2X°% — 3X? +4X + 1. Determinar

i) a+b+c, ii) ab+ ac+ be, iii) abe.

38. i) Hallar todas las raices en C del polinomio f = X* — (i +4)X? + (8 + 4i) X2 — (2i +24)X + 12
sabiendo que tiene al menos una raiz real.

ii) Hallar todas las raices en C del polinomio f = X% —3X* — (2 4+ 84) X3 + 24X + 16, sabiendo
que tiene al menos una raiz entera.

39. Sea p un nimero primo. ;Cuédntos polinomios ménicos de grado 2 hay en (Z/pZ)[X]? ;Cuédntos de
ellos son reducibles y cuantos irreducibles?

40. i) Hallar todos los polinomios de grado 2 irreducibles en (Z/2Z)[X].

ii) Decidir cudles de los siguientes polinomios son irreducibles en (Z/27Z)[X]:

(a) f=X"+X+1, (b) f=X*+X2+1, (c) f=X*+X3+1.
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