Algebra 1

Practica 4: NUumeros Enteros y Divisibilidad
Viernes 28/4/2023
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Propiedades de la Divisibilidad.

Sean a,b,c,me Z:
albnalc=al(b+c) N al(b-c)
alb= ambvVmeZ
ab= a'\b"vneZz
ab <— al(-b) < (-a)lb < —a|(-b)
alb A blc = alc
La divisibilidad es una relacion de orden en N:

reflexiva, antisimétrica y transitiva
No es antisimétricaen Z : —1|1 A1|(—1) pero 1 # —1
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¢;, Qué n dividen a 387

Ejemplo: El conjunto de divisores de 38 es:

D(38) = {+1,+2,+19, +38}
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Divisibilidad.

Hallar todos los n € Z : (4n— 6)|(n+ 8)

Solucién: Seane€ Z: (4n—6)|(n+ 8), entonces, por
propiedades de la divisibilidad:

= (4n—6)|[4n+ 32 — (4n— 6)]

J

=

-~

=38

(4n—6) | 4(n+8)
(4n-6) | (4n6>}

= (4n—6)|38
= (4n—6) € D(38) = {+1,4+2,+19,+38}
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= (4n—6) € D(38) = {+1,+2,£19, +38}

Falta chequear cuales de estos valores sirven
efectivamente para la condicion:

(4n—6)|(n+ 8)
la flecha es una implicacion sélo de izquierda a derecha.

Falta chequear para cada posible 4n—6 = ne Z

Por ejemplo 4n — 6 =1 <— n:%gzz
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Chequearne Zy (4n— 6)|(n + 8) para cada

divisor de 38

4n—6 = -38
4n—-—6=—-19
4n—6= -2
4n—6=—1
4n—-6=+1
4n—-6=2

4n—-6=19 4n—-6 =38
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4n—6=-38=|n=-8|=4n-6|n+8

=-38 =0
4n—-6=-19=n=-2¢7

4n—6=-2=n=1pero4n—-6=-2 /9=n+8

4n—-6=-1=>n=2¢7%

4n—-6=+1=>n=71¢7

4n—6:2:>:>4n—6|n+8

=2 =10
4n—-6=19=n=2¢7

4n—-6=388=n=11pero4n—6=38 [19=n+8
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Hallarlos n € Z : (4n — 6)|(n+ 8)

Por lo tanto, las Unicas soluciones sonn= -8y n=2
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Divisibilidad.

Hallar todos los a € Z : (3a + 6)|(&® + 11)

Solucién: Sea a€ Z : (3a+ 6)|(a + 11), entonces, por
propiedades de la divisibilidad:

= (3a+6)|[3a° + 6a— 3a® + 11]
—62-33

(3a+6) | a(3a-+6) }

(3a+6) | 3(a+11)

= (83a+6)|6a— 33
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(3a+6) ] (6a— 33)
= (3a+6)] [6a— 33 — (6a 1 12)]

-~

(3a+6) ] 2(3a+6) s

= (3a+ 6)(45
— (3a+ 6) € D(45) = {+1,+3,+5,+9, +15, +45}

Chequeando en cada uno de estos valores, obtenemos
como soluciones a

a=-7,a=-5 a=-1 nNna=13
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Calculos: chequear
acZ
(3a+6)|(a® + 11) para cada divisor de 45

Notar que

n—=6

Z
3 €

n= 3a+6 = g=
RGN
divisor de 45
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Calculos: chequearac Ny

(8a+ 6)|(a® + 11) para cada divisor de 45

3a+6=-45 3a+6 = +45
3a+6=-15 3a+6=+15
3a+6=-9 3a+6=+9
3a+6=-5 3a+6=+5
3a+6=-3 3a+6=+3

3a+6= -1 3a+6=+1
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3a+6=-45=a=-17=3a+6 /& + 11
=—45 =300

3a+6=-15=a= —7yvale —15/60 = & + 11

3a+6=-9=a=-5=3a+6|a+11
—_——  ——
=9 —36

Ba+b6=-5=a=-1¢%Z

8a+6=-3=a=-3¢Zpero -3 /20 = & + 11

Ba+b=—-1=a=-[¢Z
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Ba+b=+1=a=-32¢7Z

3a+6=83=a=-1=3a+6|a + 11
=3 =12
Ba+6=5=a=-1¢%Z

8a+6=9=a=1pero9 f12 =2+ 11
3a+6=15=a=3pero15 f20 = &° + 11

3a+6=45=a=13y &+ 11 =180 =45 x 56

=3a+6|a&+ 11
—_—  ——
—45 —180
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Divisibilidad.

Probar que 6|(n®* 4+ 3n? +2n) Vn e N

Solucién: Llamemos
N=n®+3r°+2n

Sea n una solucién, entonces
2|6 N 6|N = 2|N
3|6 A 6|N = 3|N.
Mas aln,
6|N <— 2|NA3|IN

pero esto no o podemos usar aun...
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Por induccién: 6/(n® +3n? +2n) Vn € N

P(1):6|6
P(n)= P(n+1):(n+1)°+3(n+1)? +2(n+1)
—6k?
= (n+1)° +3(n+1)>%+2(n+1)
N—_—— N——
=n3+3n24+3n+1 =n242n+1

Hl: = (n® + 3" +2n)+ (3 +3n+1+6n+3+2)

N /
-~

=6q

=6q+6+6n+3n(n+1)
=6k
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Probemos que
3n(n+1) =6k

n=2m par

= 3n(n+1) =8-2m(n+1) = 6m(n +1)

n=2m+1esimpar=n+1=2m+ 2 par

= 3n(n+1) =3n-2(m+ 1) = 6n(m + 1)
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Ejercicio 4

Probar que 17| (3‘“”2 +2. 43”+‘> paratodo n € N

Solucion: Por induccion.
17| (3‘”2 +2. 43“) pues

(36+2-44):1241=17-73

17|(34(n+1)+2 1. 43(n+1)+1> — 17|<34n+6 19, 43n+4)

-~

Queremos escribir al lado derecho como = 17k : k € 7Z:
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HI: 3412 1. 2. 431 —17g: g€ Z
Lado Derecho de P(n+ 1) = 346 2. 43n+4

=3%12.3% 1 2. 431 . 43

Sumo y resto el término £34"2 . 43

_ 34n+2 . 34 +2. 43n+1 . 43
_34n+2 . 43 + 34n+2 . 43
— 34n+2 . (34 o 43) + [34n+2 + 2 . 43n+1] X 43
e

=3%2.(17)+179: g€ Z

:(34”+2+q>-17: qeZ
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Ejercicio 5.

Divisibilidad.
Hallar todos los a € N : (a+ 1)|(2a% + 9)

Solucién: Ver que se obtiene a=0, —2, 10, —12
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Congruencias
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Congruencia médulo me Z, m+# 0

n =k mod(m) <= m)(n — k)
< n—-k=m-q: Q€7
<= ny k tienen el mismo resto en la divisidon por m
Ejemplo: 117 = 17 mod(5) porque 5‘(1 17 —17) = 100
17 = 2 mod(5) porque 5'(17 _2)=15

— 117 = 2 mod(5)
— 117-2=5.23 = 117=5-23+2
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Clases de congruencia moédulo 2

7. = Pares U Impares
Z=A{2n: neZ} U {2n+1: neZ}

={-2,0,2 4,6} U {-3, -1, 1,3, 5}

Z=0 U 1

= union disjunta de clases de congruencia modulo 2
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Clases de congruencia moédulo 5

n=k mod(5) <= 5((n k)

— (¢(0)={-5,0,5,10,15,--- € Z} =0

C(2)={-8,2,7,12,17,--- € 7} =2
C(3)={-2,3,8,13,18,--- €7} =3
C(4)={-1,4,9,14,19,... €7} =4

— Z=0U1U2U3U4 = uniodn disjunta de clases
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Clases de congruencia moédulo 5

— Congruencia modulo m es una relacion de equivalencia
— Clases de congruencia médulo m=5:

C(0)=1{59:q€Z}=0

C(2)={5q+2:qecZ}=2
C(8)={5q+3:qcZ}=3

C(4)={5q+4:qcZ}=4

Patricia Jancsa Enteros, Divisibilidad, Congruencias



Ejercicio 6. Hallar todos los k € NU {0} : k! =0 mod 48

Se pide: Hallar los k tales que k! sea multiplo de 48.
Solucién: « 0! =1 =1 mod 48

e11=1=1 mod 48

e 2! =2=2mod 48

¢3! =6 =6 mod 48

o 41 =24 =24 mod 48

¢ 51 =120 =48 x 2 + 24 = 24 mod 48 pues
120 - 24 =96 =48 x 2
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k! =0 mod 48 Vk > 6

6! =6-5.4.3.2 =48 x 15= 0 mod(48)= 0 mod(48)
Por lo tanto, todo factorial mayor es mdltiplo de 48:

Vk>6= kl=k-(k—1)...6! =0 mod(48)

Respuesta: Los k tales que k! es multiplo de 48 son los
k>6
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Restos usando congruencia

Calcular el 0 < r < 48 tal que el numero

n
N = (-1)"k! = r mod(48) para cadan € N
k=0

Solucion: N = r mod(48),0 < r < 48 —
=> usemos congruencia

Célculos auxiliares: 48 =6-8 =2%.3
n=0=—0'=1=1 mod(48)

n=1="> (—1)kk! = 0l+(-1)11 = 1—1 = 0 mod(48)
k=0
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n=2=> (-1)"k! = 0l4+(-1)11+2! = 2= 2 mod(48)

n=38=> (=1)kl =0l + (=1)1+2! +(-1)3!
k=0 ~

=2 -6 = —4 =44 mod(48)

4
n=4=> (-1)kl= —4+41= —4 4 24 =20 mod(48)

k=0

5
n=>5=> (~1)k! =20+ (~1)5!= 20 — 120 = 100
k=0

= —4 = 44 mod(48)
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61=6-5-4-3.2=48 x 15 = 0 mod(48)= 0 mod(48)

6 5
n=6=> (—1)kl =) (~1) + 5= 44 mod(48)
k=0 k=0 =0
=44
= 0 mod(48)

Vk>6= ki=k-(k—1)...6l

Entonces, si n> 6

n 5
= D (1)K =D (1)K + - !
k=0 k=0 -0
=44
= 44 mod(48)
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Obtuvimos

N=r: 0<r<48

Se dice que r es el resto de dividir a N por 48.
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iBuen fin de semana!
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