Algebra 1

Practica 2: Naturales e Induccion
Patricia Jancsa
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Pruebas por Induccién

Introduccion: Calcular la cantidad de diagonales de un
poligono convexo de n lados.

Poligono convexo: es aquél que contiene todos los
segmentos entre dos puntos cualesquiera del poligono

Estrellas = no son convexos
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Un poco de geometria para empezar

Calcular la cantidad de diagonales de un poligono

#D_4=2

Rectangulo, trapecio O trapezoide = P(4): #D,=2
trapezoide = cuadrilatero convexo sin lados paralelos
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Pentagono =-P(5): #Ds=5=2+3
5(5-3)
2
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3 4 #D_6=9=5+4=#D_5+4 ‘

Hexagono = P(6): #D¢=9=5+4
6(6 —3)
2
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#D_7=(7.4)/2=14

#D_645=9+5=14

Heptagono = P(7): #D;=14=9+5
7(7 —3)
2
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Ej 1. Probar que la cantidad de diagonales de un poligono

-3
convexo de n lados es #D,, = @ Vn>4 neN
Solucién: por induccion.
Caso base: P(4) : #Dy =2
Probemos el paso inductivo:
nn—23 n+1)(n—2
#Dn: (2 >:>#Dn+1:( )2< )

Atencion: la cantidad de diagonales que se agregan al
pasar de un poligono de n lados aunoden+1esn — 1:

#Dn+1: #Dn+<l’l—1) = @_’_n_l — n(ﬂ—3)—21—2(n—1)
 n*=3n+2n-2
B 2
_en-2 (D -2)
— 5 — ;

= #Dn+1
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Atencion cantidad de términos!

Ej 2. Probar que

2n
> (Bk+5) =n6n+13) VneN
k=1

Solucién: La suma tiene 2n términos:

2n

> (Bk+5)=8+11+14+17+-- + (6n+5)
k=1

queremos ver que la anterior es igual a

=n6n+13) vneN
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2n

Probar P(n) : Z(E’)k +5)=n(6n+13) VneN

k=1
2n=2
P(1): ) (3k+5) = (3-145)+(3-2+5) = 19 = n(6n+13)
k=1
4
P(2) > (Bk+5) =8+11+14+17 =50
k=1
=2(6-2+13)=n(6bn+13) paran =2
6
P(3) > (3k+5) = 8+11+14+17+20+23 = 93

i
I

3-(6-3+13)=n(6n+13) paran =3
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P(n) : zn:(3k—|—5) =n6n+13) VneN
k=1

Demostracion por induccion:
Caso base: P(1) es verdadera
Paso inductivo: P(h) verdadera = P(h + 1) verdadera:

2(h+1)
P(h+1): Y (Bk+5)=(h+1)(6(h+1)+13)
k=1

Patricia Jancsa Practica 2: Induccion



Atencion a la cantidad de términos en el paso inductivo

2(n+1) 2n4-2
2 m=)
k=1
2n
= g Ak + A2p41 + A2n42
k=1
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2(n+1) 2042

> (Bk+5) = > (Bk+5)

k=1 k=1

- i@k +5)+[3(2n + 1)+ 5]+[3(2n + 2)+ 5]

k=1
—_———
Hip Inductiva

=~

= nl6n + 13|+ (6n +8) + (6n + 11)
=nl6bn + 13] + 6n + 61 + 19
= n[6n+6 + 13| 4 611 + 19

=nl6n +19]+ 6n+19= (n+ 1)[6(n + 1) + 13] \/

=6n+19
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Por lo tanto, queda probado:

P(n) es verdadera para todo n € N
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Otra resolucion posible: usando el ejercicio 4 que afirma

L :Zkzzn(zgﬂ)

entonces P(n) se obtiene de la anterior calculando:

2n

P(n): Y (3k+5) :3-ik+i5
k=1

k=1 k=1

=n6n+3)+10-n

= n(6n + 13)
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Ej. 2. Probar que el digito de las unidades de 6" es 6 para
todo n € N, es decir, probar que

6" es un entero que terminaen 6 Vn € N

Solucién: por induccion
P(1):6! =6 )

P(2):62 =36=3-10+6
P(3):6% =216=21-10+6
P(4): 6 =1296=129-10+6

P(5):6° =7776=777-10+6

P(6) : 6° =46 656 =4665-10+6 |
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Paso inductivo:

6" =100 +6=6""=6-(100+6) =6(-10 + 36

=6/(-10+3-10+6
= (60+3)-10 + 6
multilplo de 10 digito de las unidades

= queda probado P(n) Vn € N
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Ej. 3. Probar que
VneN

1 4
(15_|_25_|_35_|_. . ._|_n5)_|_(17+27_|_37_|_. . ._|_n7) -2 {@]

Solucién: Evaluemos P(n) para los primeros naturales:

nn+1)

P(1) : 1+1=2:2{ 5

4
] paran =1

PR2):(1°P+2)+ (17 +2")=1+32+1+128 =162

n(n+1)

_ .24 _
=2-3 2{ >

4
} paran = 2
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P(3) : (1°4+2°+3°) + (17 + 27 + 37)
=1+32+243 + 1+ 128 + 2187 = 2592

241 [rtr )

4
:2~64:2{ 5 5 >1 paran =3

A continuacion, probemos el paso inductivo.
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4
Probar P(n) : 37, K+ 370 K =2 [”(”; 1)]

Paso inductivo: P(h) verdadera = P(h + 1) verdadera

n+1 n—+1

Ladoizg = > |+ > K
k=1 k=1

= 1P42°43%+ 41+ (1 + 1)+ 17427437+ - 40’ +(n + 1)

n

=Y K+ (n+1) +§:W +(n+1)

k=1
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= [n*+ (n+1)° [1+ (n+1)%]

8
_ ("21)4 :n4+8(n+1) [1+(n+1)2]]
_ (”21)4 :n4—|—8(n+1)+8(n+1)(n—|—1)2}
_ (”21)4 :n4+8n+8+8(n+1)(n2+2n+1)]
_ (”7;1)4 1t + 80 + 242 + 320 + 16
= O [z [ 2T
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Por lo tanto, queda probado:

P(n) es verdadera paratodon € N
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DESIGUALDADES
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Ej. 4. Probar que
1
ﬁ <2
=1
. , a1
Demostracion: Definamos P(n): >, 2 < 2

P(1) : Zkl—1<2

1 1 1 205
P(4) : ;k2_1+4+§+ﬁ o
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P(n) : <2

1
K2
k=1

Porinducciénenn: e P(1): >, s =1<2

e Paso inductivo: P(h) = P(h+1)

~ 1 1
D - ;kz MEESE
——
Hip Inductiva <2

1
24— 2
2t nre 7
¢ No se llega a probar la desigualdad usando la hipétesis
inductiva?
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Camino alternativo: Probar primero a) y deducir luego b),
como corolario de a).

n

n 1 1
a) Qn) : ZEQ**
k=1

b) P(n) : Zn:% <2
k=1
Demostracion: Probemos Q(n) por induccion en n.
Caso base :  Q(1) : il_l §1:2_1
1

Paso inductivo: Q(n) = Q(n+1)
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Q(n) = Q(n +1)
+ 1 n 1 1 Hip Induc. 1 1
;—ﬁ(Z >+(n+1)2 = <2n)+(n+1)2

k=1

queremos probar 1

- n+1
luego, es suficiente probar que

11 1
n (n+1)2~ n+l1
—(n+1)2+n<_ 1
nn+1? — n+1

& —m+1)?+n< —nn+1)

o —n?P-2m—14n<-n*—n

& —-1<0 locualvaleV zz\/
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— Q(n) esverdaderaVn = VneN:

n 1 1
Q(n) : ZESZ—E
k=1
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b) Q(n) verdadera V n = P(n) es verdadera V n porque

"1 1
k7§2*£< 2 VneN

k=1
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Ej. 5. Probar

L2k —1 1
a) Qm): [ < VneN
Pl 2k V3n+1

L2k —1 1
b) P(n): ][] < VneN
k=1 2k V3n

Observacion en b): plantear el paso inductivo y ver que

no sale usando solamente la hip inductiva, porque queda
2n+1 - V3n

2(n+1) 3(n+1)

que no vale
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Solucion:

Q(1) 111% :%S\/%I

Q) : [l &t =1-3=3< \%pues7<(§)2:69—4

Q@) : ITi-, & Z%%%:%Sﬁpues10<(%)2:%

Q@4) : £=12k2_;1 :%.%.%.5213258< pues13<(128)2
= 13.37...
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Paso inductivo:

ok —1 1

Q(n):>Q(n+1):k:1 S AT

n+12k_1 2k —1 2(11—}—1)—1
Lado izq : H - (H 2k > (W)

Hip Ind < ! . (2n+1>

V3n+1 2n+2
1
queremos ver <
3(n+1)+1

3n+4 2n +2 3n+4 2n + 2\ 2
N e/
3n+1 2n+1 3n+1 2n +1
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2
3n+4 2n+42
= 3n+1 S (2n+1>
3 2n+-2 z 1 2
n —
&1+ 3n+1 < (2n+1) o (1 + 2n+1)
3 2 1
1+ 3n+1 < (1 + 2n+1 + (2n+1)2>
3 2 1 _ 2@2n+1)+1
= 3n+1 < (2n+1 + (2n+1)2> T (2n+1)?

& 3(2n+1)? < (3n+1)(4n +3)

3.4 +4n+1) <3-(4n’+3n+35n+1)
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Atencidn:

En todas las desigualdades anteriores los factores son
positivos, luego al multiplicar se mantienen las <

Los enunciados anteriores son todos equivalentes:
valen los «<—

= Queda probado Q(n) es verdaderaVn €N

%1 _ 1 1
: <
= Q) E % SVl - van el

= Queda probado P(n) es verdaderaVn €N
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Induccidn corrida
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Induccidn corrida

¢, Es verdad que

5" >n® Vn?
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Induccidn corrida

Ej. 6. Hallar n, tal que
5" >n’ Yn>n

y probar la afirmacién por induccion.
P(1):5=5">n>=1 = P(1) es verdadera
P(2): 25 =52 %#2°=32 = {P(2) es falsal
P(3): 125 =53 % 3° =243 = {P(3) es falsa!
P(4): 625 = 5% £ 4° =1024 = {P(4) es falsa!
P(5):5° #5° = |P(b) es falsal

P(6): 15625 =5° > 6> = 7776 = P(6) es.verdadera
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Sean > 6 entonces P(n) = P(n+1) :

Hip inductiva

——
5l —=5. 5"~ pn .5
=+’ +n’ +1n +

> n° + 50t +10n° + 101” + =n+1)

lo cual vale pues
en>6>5=n>5=n-n*>5-n*= n’>5n
en>6>5= n’>25= n>>10= n’° > 101°
en>6>5= n*>10= n" > 10n°
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C.A: 1" =51+ 1V n>6porque

" =ntn>2n=16n
>6n=>5n+n

>b5n+1

= Queda probado P(n) es verdaderaVn > 6, n € N \/
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Ej. 7. Hallar un ny € N a partir del cual se verifique la
desigualdad y comprobarla por induccion

(3n)! > 2" V¥ n>ng

P(1): 3! =6 #2°=64 = {P(1) es falsal
P(2): 6! =720 # 22 = 4096 = jP(2) es falsal
P(3): 9! = 362 880 > 28 = 262 144

= P(8) es verdadera
P(4): 12! = 479 001 600 > 2% = 16 777 216

= P(4) es verdadera

Patricia Jancsa Practica 2: Induccion



Probemos por induccién

(3n)! >2°" ¥n>3

P(3) es verdadera
Sean > 3 entonces P(n) = P(n+1) :

(3(n 4 1))! > 260+D)
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Sea entonces
(B(n+1)! = (3n+3)

=0Bn+3)3n+2)3n+1) (3n)
N~
Hip Ind>26"

>(Bn+3)(3n+2)(3n +1) -2
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Sea entonces
Bn+1)! =(Bn+23)!

=0Bn+3)3n+2)3n+1) (3n)!
—~—
Hip Ind>26"

>Bn+3)3n+2)3n+1) - 2%

>12-11-10 - 2%
> 1320 - 26"
> 64 - 26n _ 26 26n _ 26(n+1)

entonces P(n) es verdaderaVn € N
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Una desigualdad con otra técnica

Ej. 8. Probar que

21”
1 n+3
VneN
;2k—1> 1 ne

Demostracion: Probemos P(n) por induccion en n.

1 _n+3

1
base : — =1+ =
Caso base — +3>1 1

SN—
i
-
;
N
»‘

Paso inductivo: P(n) = P(n+1):

on 211+1

n+3 (m+1)+3
sz—l ZZk—l 4
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Atencion: cantidad de términos!

22
on=2= Zak:a1+a2+a3+a4
k=1
23
on=3= Zak:a1+a2+---+a8
k=1
24 23 24
on—4—= Zuk:a1+a2+--~+a1622ak+ Z a etc
k=1 k=1 k=23+1
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M =2". 2 =2" 42"

2n+l
= Pn+1): Zak =@+ a4+ a0+ +
k=l » términos » términos
on 2n+1
= Zﬂk + Z A
k=1 k=2m+1
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Estrategia para acotar: supongamos que entre los a; el
mas chico es ay entonces

N
E ﬂk2ﬂN+"'ﬂN
k=1

> N - el mas chico
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211+1 1 2n 1 + 2n+1 1

ado izquierd S2k—1 =2k-1 5, 2%—1
——

>% por HI
2n+1
>n+3
4 2k —1
k=2"+1
n+3+ﬂ 1
4 2.2n+1 1
>n+3+

n+4_n+3+1
4 4 4

queremos probar >
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Queremos probar

n+3Jr >n+3+1
4 - 4 4
& >1
4

—4 \/

= P(n) es verdadera V n

Patricia Jancsa Practica 2: Induccion



