PROBABILIDAD Y EsTADISTICA (M) SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2022

PRACTICA 8 CONVERGENCIA EN DISTRIBUCION Y TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Ejercicio 1. Sean X e Y variables aleatorias. Para cada n € N definimos la variable aleatoria
Zy=21.X+(1-2)-Y. Hallar el limite en distribucién de (Z,)nen.

n
Ejercicio 2. Sean (X,)nen y X variables aleatorias discretas a valores en NU{0}. Mostrar que

X, 3 X si y s6lo si limy, o pn(k) = p(k) para todo k € Ny.

Ejercicio 3. Sean (pn)nen ¥ (An)nen dos sucesiones convergentes tales que vale 0 < p, < 1y
An > 0 para todo n € N. Sean p = limy, 400 P ¥ A = limy 5400 Ay

a) Si X,, ~ Bi(k,p,) para cada n € N entonces X, Py X con X ~ Bi(k,p).
b) SiY, ~ Ge(p,) para cada n € N entonces Y, 2y YconY ~ G(p).
¢) Si Z, ~P(A\n) para cada n € N entonces Z, L2y Z con Z ~ P(N).

Ejercicio 4. Sea X,, una variable aleatoria con distribucién binomial de pardametros n y py,.
Probar que si p, tiende a cero cuando n tiende a infinito de manera tal que lim;, oo npp, = A > 0

entonces X, — X ~ P(N).
Ejercicio 5. De un bolillero que contiene en su interior B bolillas blancas y N bolillas negras
se extraen sucesivamente y sin reposiciéon n de ellas. Sea Xp n la cantidad de bolillas blancas
obtenidas.

a) ;Cudl es la distribucién de Xp N7

b) Probar que si B y N tienden a infinito de modo tal que BJFLN — p entonces

Xpn 25 X ~ Bi(n,p).

c) Establecer la convergencia en distribucién del item b en términos de distribuciones cono-
cidas. [

Ejercicio 6. Sean (fin)nen € Ry (04)nen € R>q sucesiones convergentes tales que limy, 4 oo tin, =
wy limy 4o 0 = 0.

a) Probar que si X,, ~ N(ju,,02) para cada n € N entonces X, 2o X~ N(u,a2)

b) ;Qué sucede con la convergencia en distribucién si || = 400 0 0 = +00?

'Este ejercicio muestra que si el nimero de bolillas en el bolillero tiende a infinito entonces sacar con o sin
reposicién pierde importancia. ;Por qué serd esto?
2Por convencién, denotamos por N(u,0) a la variable aleatoria constante p.



Ejercicio 7. Hallar el limite en distribucién de la sucesién (Z,,),en en cada uno de los siguientes
casos:

a) Para cada n € N la variable aleatoria Z, tiene distribucién uniforme en el conjunto {% :
1<i<n}
A

b) Para cada n € N la variable aleatoria nZ, tiene distribucién geométrica de pardmetro 2.

Ejercicio 8. Sea (Up,)nen una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién
Ula,b]. Para cada n € N definimos las variables aleatorias

Y, = min{Uy,...,U,} y Zn =max{Uy,...,U,}.
a) Hallar los limites en distribucién de las sucesiones (Y5, )nen ¥ (Zn)nen-

b) Hallar los limites en distribucién de las sucesiones (Vy,)nen v (Wh)nen, donde para cada
neN
Vi = n(Yn - a) y W, = ’I’L(b — Zn)

Ejercicio 9. Sean (an)neny € R una sucesion que satisface lim, o0 @, = +00 ¥ (X )nen una

sucesién de variables aleatorias tal que a, (X, — X) Ny para ciertas variables aleatorias X y
Z.

a) Probar que X, X

b) Sea (X,)nen una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con media u y varianza o2. Mostrar
que
B L [0 si0<a<y
n*( X, —u) —
oo sia> %,

donde n*(X,, — u) NS significa que para todo M > 0 se tiene

lim P(|n*(X, —p)| < M) =0.

n—-+oo
. , . _ 1
L, Qué sucede si a = 2?E|

Ejercicio 10. Sean (X,,),cn una sucesiéon de variables aleatorias y X otra variable aleatoria no

necesariamente definidas sobre un mismo espacio. Probar que X, L2 X si y s6lo si g(X,,) 2,
g(X) para toda g : R — R continua.

Ejercicio 11.

a) Sean Xj,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con den-

sidad dada por
2
fX(l') = ﬁﬂ(l,oo) (CL‘) :

Calcular aproximadamente P (H?:l X; > 655) con n = 100. Sugerencia: Hallar la dis-
tribucién de log X.

3Observar que esto muestra que las fluctuaciones del promedio con respecto a su media son de orden —= en el

N
casos de variables aleatorias i.i.d. con varianza finita.



b) Hallar n tal que la el error cometido sea menor a 0.1.

Ejercicio 12. Sea (X,),en una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con funcién de distribucién acumulada F'. Para cada n € N y ¢ € R se define la

variable aleatoriam
Fo(t) = #{ie{l,...,n}: X; <t}

n

a) Probar que para todo t € R se satisface F},(t) —» F(t).
b) Mostrar que v/ (Fy(t) — F(t)) — Z ~ N(0, F(t)(1 — F(t))).

Ejercicio 13. Sea (X,)nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas tal que E(X;) = 0, E(X?) = 2 y E(X{) < co. Si para cada n € N definimos las
variables aleatorias

2

noX; "X, 1 &

Y, = \/ﬁnZz::[ > Z = Zl—l W,=n|= ZXz ’
Zi:l Xi Vv Z?:l Xi? [

hallar el limite en distribucién de las sucesiones (Y;,)nen, (Zn)nen ¥ (Wh)nen-

Ejercicio 14. Sea (X,,)nen una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién
. P s C . <2
Poisson de pardmetro \. Hallar el limite en distribucion de /n(X, — A2).

Ejercicio 15. Sean X, e Y,, dos variables aleatorias independientes con distribucién Poisson
de pardmetros n y m, respectivamente. Probar que
(X —n)+ (Y, —m)
VX, + Y

Ejercicio 16. Se realizan n ensayos Bernoulli en forma independiente, cada uno de ellos con
probabilidad de éxito 0.6.

2,7~ N(0,1) cuando n,m — +o0.

a) Si n = 10* Estimar la probabilidad de que se produzcan entre 7901 y 8100 éxitos. Acotar
el error.

b) Hallar n tal que el error cometido sea menor a 0.1.

Ejercicio 17. Sean (Y, ),en una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién
Cauchy C(0,1) y (¢n)nen una sucesion de nimeros reales. Consideremos la sucesién (X, )nen de
variables aleatorias definidas para cada n € N como X,, = ¢,,Y,,. Probar que:

a) Si Y, cnlen] = ¢ < 400 entonces Y )| Xy Ly ¢X con X ~ C(0,1).

D

b) Si Y, cnlen| = +00 entonces no existe ninguna variable aleatoria Z tal que > ;_; X} —

Si
Z.
. 1 1 n P
c) Sicp, = entonces -, ; X — 0.

Sugerencia: Puede resultarle util la desigualdad > ; % < log(n) 4+ 1 para todo n € N.

4Observar que la aplicacién F,, : R — R es una funcién de distribucién acumulada aleatoria, es decir, si
definimos F, : 2 X R — R por F,, (w,t) = Fy,(t)(w) entonces para cada w € Q la aplicacién F), (w, ) es una funcién
de distribuciéon acumulada.

5A las funciones de distribucién acumulada F,, se las conoce como medidas empiricas (o funciones de dis-
tribucion muestral) y son estimadores de la funcién de distribucién F. Valen resultados de convergencia de F), a
F atin mas fuertes de los que se muestran aqui.



