ALGEBRA III 2D0 CUATRIMESTRE 2022

Practica 4: Grupos de Galois

Repasar o buscar como se clasifican todos los grupos finitos de orden menor que 12.

Nota. Un recurso que puede ser titil tener a mano en esta guia es el sitio

https://groupprops.subwiki.org/

En cada uno de los siguientes casos, calcular el grupo de Galois de E/K, donde E es un cuerpo
de descomposicion sobre K del polinomio f € K[X] dado:

(@ f=X%2-3, K=Q © f=X*-2, K=Q()
b f=X*-5)Xx*-7), K=Q @ f=Xx>-2, K=Q

Sean K un cuerpo, f € K[X] un polinomio irreducible y separable de grado n y E un cuerpo
de descomposicién de f sobre K.

(a) Probar que Gal(E/K) es isomorfo a un subgrupo de S,,.

Sugerencia. Un elemento de Gal(E/K) queda determinado por su valor en las raices de f.

(b) Deducir que [E : K] es un divisor de n!.

Para cada una de las extensiones E/K del ejercicio , hallar todas sus subextensiones,
indicando cudles son normales.

En cada uno de los siguientes casos, calcular el grupo de Galois de E/Q y determinar todas
sus subextensiones de grado 2.

@ E=0Q(vV2++2)

(b) E = cuerpo de descomposicién de X* —2X2 — 1 sobre Q.

|E| Sea E un cuerpo de descomposicién del polinomio X —4X3 + 1 sobre Q.

(a) Calcular Gal(E/Q).
(b) Calcular la cantidad de subextensiones de grado 6 de E/Q.

(¢) Determinar todas las subextensiones de grado 4 de E/Q.

Sugerencia. En la guia anterior ya calcularon [E : Q].

(Sylow, el regreso) Sea E/K una extensién de Galois de gradon=p™-s,conpts.

(a) Probar que para todo k con 0 < k < m existe una subextensién de E/K de grado p* -s.

(b) Probar que la cantidad de subextensiones de grado s de E/K es congruente a 1 médulo
p y divide as.

(¢) Probar que si F;/K y F,/K son dos subextensiones de grado s, entonces son isomorfas.
Deducir que una subextension de grado s es normal si y solo si es la tinica subextension
de ese grado.
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Sea E/K una extension de Galois de grado 2n. Probar que la cantidad de subextensiones
normales de grado n es igual a la cantidad de elementos de orden 2 en el centro de G.

Nota. El centro de un grupo G, que se denota Z(G), es el conjunto de los elementos que conmutan
con todos los elementos de G.

IE| SeaE=Q(«3/§, 1/§,i).

(a) Probar que E/Q es una extension de Galois.
(b) Determinar todas las subextensiones de grado 2, 3y 4 de E/Q.
(c) ¢Existe alguna subextension F/Q tal que Gal(E/F) = Z,?

Sea K un cuerpo cuya caracteristica no es 2 y sea E/K una extensién de Galois tal que
Gal(E/K) = (Z,)". Probar que existen a;,d,,...,a, € E tales que ccl.2 € K paratodoiy
E=K(aj,aq,...,a,).

Sean K un cuerpo cuya caracteristica no es 2, f = X%+ bX2 + ¢ un polinomio irreducible en
K[X], v E un cuerpo de descomposicién de f sobre K.

(a) Probar que si ¢ es un cuadrado en K, entonces Gal(E/K) = Zy X Z,.
(b) Probar que si c(b? —4c) es un cuadrado en K, entonces Gal(E/K) = Z,.

Sea K un cuerpo cuya caracteristica no es 2 y sea E/K una extension de Galois tal que

Gal(E/K) = Z,. Probar que existen a, b € K con b ¢ K? tales que E es un cuerpo de descom-
posicién del polinomio (X2 —a)? — b sobre K.

(a) Probar que Gal(Q(&,)/Q) = %(Z/nZ).
(b) ¢(Existe algtin n € N tal que v2 € Q(&,,)?

(a) Probar que Q(£5)/Q tiene una tinica subextension F/Q de grado 2.
(b) Hallar el tnico d € Z libre de cuadrados tal que F = Q(+/d).

Sean p > 2 primo y E un cuerpo de descomposicion del polinomio XP — 2 sobre Q.

(a) Probar que Gal(E/Q) = {(g 11)) a,beZ/pZ, a+# 0}.

(b) Probar que E no contiene ninguna raiz p2-ésima primitiva de la unidad.

Sea E/Q una extension de Galois tal que E € R. Probar que [E : ENR] = 2.

Sean K un cuerpo, f € K[X] un polinomio separable de grado n y E un cuerpo de descom-
posicion de f sobre K. Supongamos que Gal(E/K) = S,,.
(a) Probar que f es irreducible en K[X].
(b) Probar que si a € K es una raiz de f, entonces K(a)/K no tiene subextensiones propias.

Sean p > 2 un numero primo y f € Q[X] un polinomio irreducible de grado p que tiene
exactamente dos raices no reales. Sea E un cuerpo de descomposicién de f sobre QQ. Probar
que Gal(E/Q) =S,,.

Sugerencia. En S, si o es un p-ciclo y T es una trasposicion, entonces (o, T) = Sp-
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Probar que los elementos o = (12345) y 7 = (12)(34) generan el grupo As.

Sugerencia. Encontrar un elemento de orden 3 en (o, T) y usar que As es simple, es decir no tiene
subgrupos normales no triviales.

Sea f € Q[X] un polinomio irreducible de grado 5 que tiene exactamente una raiz real,

sean a,a,ﬁ,ﬁ las otras raices de f. Sea E un cuerpo de descomposicién de f sobre Q.
Supongamos que existe un elemento o € Gal(E/Q) de orden 5 tal que o(a) =ay o(f) = .
Probar que Gal(E/Q) es isomorfo a A5 0 a Ss.

Sea E un cuerpo de descomposicién del polinomio X2 — 3 sobre Q.

(a) Determinar todas las subextensiones de grado 8 de E/Q.
(b) Determinar todas las subextensiones de grado 3 de E/Q.
(c) Probar que Gal(E/Q) no es isomorfo a Dy, ni a S .

Nota. Este puede ser muy cuentoso. Pueden no hacerlo si no les divierte, o pueden usarlo como
excusa para investigar como hacer estas cuentas en la computadora.

Sea E = C(X). Consideremos los automorfismos f y g de E definidos por g(X) = X'y
f(X)=£&X, donde & es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Probar que:
(@ fr=g?=idgyfg=gf".
(b) El subgrupo H generado por f y g es isomorfo a D,,.
(© Ef =cx™+x™).

Sea E =7Z/7Z(X) y sea o € Aut(E) definido por o(X) = 2X. Si H es el subgrupo de Aut(E)
generado por o, calcular EX.



