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Practica 2: Extensiones de cuerpos

Sean E/K una extensién de cuerpos, a € E un elemento algebraico sobre K y F/K una
subextension de E/K.

(a) Probar que a es algebraico sobre F y que m(a, F) | m(a, K).
(b) Mostrar ejemplos donde m(a, F) = m(a,K) y donde m(a, F) # m(a,K).
Sean E/K y F /K dos extensiones finitas, con E y F subcuerpos de un cuerpo L.

(a) Probar quesi[E : K]y [F : K] son coprimos entonces [EF : F]=[E : K].

(b) Mostrar con un ejemplo que tener [EF : F] = [E : K] no implica que [E : K]y [F : K]
sean coprimos.

(¢) Probar quesi[E : K]y [F : K] son coprimos entonces ENF =K. ¢Vale la vuelta?

De aqui en adelante, salvo que se aclare lo contrario, £,, siempre denota una raiz n-ésima primitiva
de la unidad (en C).

(a) Probar que m(&,,Q)=X""1+X"2+...+X +1 siysélosin es primo.
(b) Calcular m(&6,Q) y [Q(E6) : Q.
Sea K = 7Z/37Z x Z/3Z con la estructura de cuerpo del ejercicio 10 de la Practica 1.

(a) Calcular el polinomio minimal de cada uno de los elementos de K sobre su cuerpo primo.

(b) Determinar todos los polinomios irreducibles f € Z/3Z[X] de grado 2, y probar que
para cada uno de ellos se tiene que Z/3Z[X]/{f) =K.

Calcular el grado de cada una de las siguientes extensiones de cuerpos:

@ Q(v3)/Q " @(V3+v7)/Q 0 Q(v2,1)/Q
by C/R © o(v7+4v3) /0w O Q(V2i)/Q
© Q/Q 0 Q(vZ+v3)/Q (m) Q(V3,1)/Q()
@ Q(v2)/Q(v2) ) QW2 V3,v6)/Q m Q(V5,77)/Q
() Q(V5)/Q(V5) » Q(v2i)/Q © Q(¥V3, ¥3)/Q

|E| Sea f € K[X] un polinomio irreducible de grado d. Sea E/K una extensién cuyo grado es
coprimo con d. Probar que f es irreducible sobre E.

Consideramos el polinomio f = X3+ 6X +3 € Q[X].

(a) Probar que f tiene exactamente una raiz real.
(b) Sea a € C una de las raices no reales de f, y sea E = Q(v/2, ). Calcular [E : Q].
(¢) Calcular ENR.

Probar que [R : Q] > X,.
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IE| Sea f € Q[X] un polinomio irreducible de grado 3 y sean a, 3 € C dos raices de f.

(a) Probar que [Q(a,B):Q]=306.
(b) Probar que si [Q(a, ) : Q] = 3 entonces todas las raices de f estdn en R.

Nota. Mads adelante podremos probar que no vale la vuelta en (b).

Probar que el polinomio X1° + 4 es irreducible en Q[X].

Sugerencia. Estamos en la Practica 2, no en la Practica 1. Acttien en consecuencia.

Sea K un cuerpo cuya caracteristica no es 2 y sea E/K una extensién de cuerpos. Supon-
gamos que a, 8 € E son tales que a2, 2 € K y a+ 8 # 0. Probar que K(a, ) = K(a + ).

Sugerencia. Probar primero que a —f8 € K(a + f8).

Sea E /K una extensién de grado impar y sea a € E. Probar que K () =K (az).

Sea p un numero primo. Hallar todos los valores de n € N para los cuales el polinomio
X" —p? es irreducible en Q[X].

Sean p un niimero primo y E/K una extensién de grado p2. Probar que existen a, 3 € E tales
que E =K(a, ).

Sea p > 2 un ntimero primo. Sean a, 3 € C dos raices distintas del polinomio X? —2. Probar

que Q(a) # Q(p).

(a) Sea K un cuerpo cuya caracteristica no es 2y sea E/K una extension de grado 2. Probar

que existe 3 € E tal que E = K(3) y B2 € K. (En otras palabras, E se obtiene agregando
una raiz cuadrada de un elemento de K.)
¢En qué paso se usa que K no tiene caracteristica 2?

(b) Sea L/K una extensién de cuerpos y sean a, 3 € L tales que a2, 32 € K pero a, 3 ¢ K.
Probar que K(a) = K(f3) siy sélo si afp €K.

(c) Caracterizar completamente las subextensiones de grado 2 de R/Q. (Esto significa: dar
una “lista” de subextensiones de modo que cualquier subextensiéon de grado 2 de R/Q
es igual a exactamente una de las de la lista.)

Probar que m(&5 + Eg, Q) = X?+X — 1. Deducir que Q(&5)/Q contiene una subextensién de
grado 2. ¢Cual es?

Sean p4,p,, ..., P, Primos (positivos) distintos y sea E = Q(4/P1, 4/P2,- - -» 4/Pr)-

(a) Probar que si a € E es tal que a? € Q, entonces existen ¢ € Q y J C {1,2,...,n} tales

que a=q-,/]_[jej pj-

(b) Calcular [E : Q].

Calcular el polinomio minimal de /3 + /5 sobre Q, sobre Q(i) y sobre Q(+/7).

Sugerencia. Mirar el ejercicio .
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Sea E/K una extension algebraica de grado infinito. Probar que para todo ny € N existe
alguna subextension finita F /K tal que [F : K] > ny.

Sea K un cuerpo y sean f y g dos polinomios en K[X ], no constantes. Sea a una raiz de f
en una extensiéon de K. Probar que el polinomio h(X) = f(g(X)) es irreducible sobre K siy
solo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

f esirreducible sobre K,

g — a es irreducible sobre K(a).

Convencerse de que, con las herramientas que venimos usando, no es facil calcular el grado

de la extensién Q(v/2, v3)/Q.

O encontrar una demostracion que sirva como contraejemplo.

@

®)
©

Probar que todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.
Sea E/K una extension algebraica. Calcular el cardinal de E en funcién del de K.

Deducir que para todo cardinal infinito a existe un cuerpo algebraicamente cerrado de
cardinal a.

Sea K un cuerpo.

(a)
®)

Sea t trascendente sobre K. Para cada n € N, calcular m(t,K(t")) y [K(t) : K(t™)].

Sean {t{, t5,...,t,} un conjunto algebraicamente independiente sobre K y e1, s, ..., e,
numeros naturales. Calcular [K (t1,to,...,ty): K (til, tgz, e tfl”)].

Sean K un cuerpo y f € K[X] no constante. Probar que [K(X) : K(f)] = gr(f).

Sea E/K una extensién de cuerpos y sean x, y € E. Decidir si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas.

(@)
(b)
()
(d)
(e)

)

Si x2 es trascendente sobre K entonces x también lo es.

Si x e y son trascendentes sobre K entonces x + y o xy es trascendente sobre K.

Si x es trascendente e y es algebraico sobre K entonces x + y es trascendente sobre K.
Si x es trascendente e y es algebraico sobre K entonces xy es trascendente sobre K.

Si x e y son trascendentes sobre K entonces {x, y} es algebraicamente independiente
sobre K.

Si x es trascendente sobre K e y es trascendente sobre K(x) entonces {x,y} es alge-
braicamente independiente sobre K.



