ANALISIS AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2021

Practica 2

1. Sea (An)nen una sucesién de conjuntos y sea A = J,cn An. Hallar una sucesion
(Bn)nen de conjuntos disjuntos dos a dos tales que B,, C A,, para todon € N y

A= UneN B

2. Dada una funcién f: X — Y y subconjuntos A, B de X y C, D de Y, probar que

(a) fF(AUB) = f(A)U [f(B).

(b) f(ANB) C f(A ) (B)  Vale la igualdad?
(c) fFH(CUD)=fHC)U (D).

(d) fFH(CND)= f H(C )ﬂf (D).

)
(e) AC f~1(f(A)). Probar que si f es inyectiva, vale la igualdad.
(f

(g

(f~1(C)) C C. Probar que si f es suryectiva, vale la igualdad.

) [
) [THD)e = fHD).

3. Decimos que A ~ B (A es coordinable con B) si existe f : A — B biyectiva. Probar
que ~ es una relaciéon de equivalencia.

4. Hallar el cardinal de los siguientes conjuntos

Zi<_3 57 7Z x N (—1,1)0@

5. Probar que si A y B son conjuntos entonces:

a) P(A)NP(B) = P(AN B).

b) P(A)UP(B) CP(AUB).

c) A~ B=— P(A) ~P(B).
)
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a) Sean A C B conjuntos tales que A es numerable y B\ A es infinito. Probar
que B\ A~ B.

(b) Hallar el cardinal del conjunto de los nimeros irracionales.

7. Sean Ay, Ay v By, By dos pares de conjuntos tales que A1 ~ By y Ay ~ Bs.
(a) Si Ay y Ag son disjuntos y By y B también, probar que Ay U Ay ~ By U Bs.
(b) Si A; y Bj son numerables, probar que A; U Ay ~ By U By.

Nota: en este inciso los conjuntos A; y As no necesariamente son disjuntos; lo mismo
para Bl y Bg.

8. Probar que si #A4 = n entonces #P(A) = 2™.
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(a) Sea Ay B conjuntos contables. Probar que A U B es contable.

(b) Sea (An)nen una familia de conjuntos contables. Probar que [ J, oy An es con-
table.

(¢) Sea A un conjunto finito y no vacioy S = A™. Probar que #S = .

Deducir que, cualquiera sea el alfabeto utilizado, hay mas nimeros reales que pal-

abras para nombrarlos. ;Cudntos subconjuntos de N? pueden ser definidos en un

lenguaje fijo? ;Cuéntos hay en total?

meN

Sea c el cardinal de R. Probar:

a) Si #A =cy #B = ¢, entonces #(AU B) = c.

b) Si #A, =cVn €N, entonces #(U,,cny 4n) = C.
a)
b)

Probar que el conjunto de ntimeros primos es numerable.

(
(
(
(b) Escribir a N como unién numerable de conjuntos numerables disjuntos dos a
dos.
Probar que si A es numerable entonces Pr(A) = {B C A : B es finito} es numerable.
(a) Probar que P(A) ~ {0,1}4 = {¢: A — {0,1} funciones}.
(b) Probar que [0,1) ~ {0, 1}.

Sugerencia: escribir el desarrollo binario de los nimeros del intervalo [0,1). jOjo! la
escritura no es unica.

(¢) Concluir que R ~ P(N).
Calcular el cardinal del siguiente conjunto:
E={BCN:#B=4#(N\B)=NRo}.
(a) Calcular el cardinal de P(N) x P(N).

(b) Calcular el cardinal de [0,1) x [0,1).
(c) Calcular el cardinal de R¥ para cada k € N.

Calcular el cardinal del conjunto formado por todos los polinomios con coeficientes
reales.

Calcular el cardinal de los siguientes conjuntos:

(a) {(an)nen C Q : (an)nen es periddica}.

(b) {(an)nen : an €N, Vn € N}.

(¢) {(an)nen €N:a, < apg1, Vn € N},
Sea I un conjunto (de indices). Supongamos que existe una coleccién de intervalos

no vacios y disjuntos {A;}icr C R indexada por I. ;Qué podemos decir del cardinal
de I7?

Sea f : R — R una funcién mondétona. Probar que el conjunto de sus discon-
tinuidades es contable.




