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ALGEBRA LINEAL - Practica N°7 - Primer cuatrimestre de 2021

Forma de Jordan

Ejercicio 1. Dadas las matrices A y A’ en K"*"

00 ... 00 01 0 ... 0
10 0 0 0 1 0
A=10 1 0 0 y A=1": :
: . : 0 0 O 1
0O 0 ... 10 0 0 O 0

i) Probar que ambas son nilpotentes y que A es semejante a A’.

ii) Dar bases B y B’ de R, _1[X] tal que la matriz de la derivacién en la base B sea A y en la
base B’ sea A'.

iii) Sea B una base de K" y sea f : K™ — K™ tal que |f|p = A. Probar que no existen
subespacios propios f-invariantes S y 1" de K" tales que K" =S & T.

Ejercicio 2. Hallar la forma y una base de Jordan para cada una de las siguientes matrices:

0 000 O0O0O0OO0OOP O
0 000 0O0O0TO0OTO 1 0 1 0 0 -1 0
0 000 0O0O0O01 1 0 1 0 0 0 O
0 000 O0O0O0TO0O© O -1 0 -1 0 0 1 O
i)]0 01 0 00O O0O i)l-1 -1 -1 0 0 1 0
0 000 0O0O0OO0OO O 0 0 1 -1 0 0 1
0001 0 O0O0O0O©O0 0 1 0 0 0 0 O
0 000 01000 0O -1 0 0 0 0 O
110 00 0 O0O0O0

Ejercicio 3. Sean A; (1 < i < 6) matrices en C®*® nilpotentes tales que m4, = X3 (1 <i < 6).
. Es cierto que necesariamente dos de estas matrices son semejantes?

Ejercicio 4. Sean A, B € C%*6 nilpotentes tales que m4 = mp y rg(A) = rg(B). Probar que A y
B son semejantes. ;Es cierto esto en C7*7?

Ejercicio 5. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz A = (a;;) € C"*"™ donde
o Jo i<y,
T\ 1 siio> g
Ejercicio 6.

i) Decidir si existe A € C3*8 nilpotente tal que rg(A) = 6, rg(A2) = 4, rg(A3) = 3, rg(4*) =1
y 1g(A%) = 0 simultdneamente. En caso afirmativo, exhibir una.

ii) Decidir si existe A € C!*16 tal que ma(X) = X°, rg(A) = 9, rg(42%) = 5, rg(A3) = 3,
rg(A*) =1y rg(A%) = 0 simultdneamente. En caso afirmativo, exhibir una.
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Ejercicio 7. Sea f : C” — C7 una transformacién lineal y sea B una base de C” tal que
2 0 0 0O

fle =

[lelelolall
OO OO+~ N
O O O O N O
OO~ N OO
O O N O OO
O W o oo oo
W oo oo oo

i) Hallar Xy y my.

ii) Sea A un autovalor de f y sea m = mult(\, Xs). Se definen Ey = {v € C"/ f(v) = A}y
Va={veC7/(\d— f)™(v) = 0} = Nu(\ Id — f)™).

 Para qué autovalores A\ de f se tiene que E) = V)\?

iii) Para cada autovalor A de f, ;jcudl es la menor potencia k tal que Vy = Nu((\Id — f)¥)?

iv) Si A es un autovalor de f, sea f) la restricciéon de A\Id — f a V). Calcular dim(Im(fy)) y
dim(Im(f?)) para cada A.

Ejercicio 8. Hallar la forma y una base de Jordan de cada una de las siguientes matrices:

11 -1 1 -1 2 3 0 8 —4 2 10
3 -3 3| 5 [3 36| : (3 -1 6] ; [-43 7
2 -2 2 2 2 4 -2 0 -5 31 7
510 0y (1254 L0000
4 -1 0 0 o123 | S O
71 o2 1) oo 2| T
17 —6 —1 0 000 1 4 0 o o

Ejercicio 9. Sea A € R*** la matriz

3 0 8 a
3 -1 6 0
-2 0 =5 0
0 0 0 -1

A=

i) Para cada a € R, calcular X4, my4 y hallar la forma de Jordan de A.

ii) Para a = 2, hallar una base de Jordan para A.

Ejercicio 10. Sea V C C*®(R) el subespacio V = < e%, xe®, x%e% €2 >. Sea d : V — V la
transformacion lineal definida por §(f) = f’. Hallar la forma y una base de Jordan para 4.

Ejercicio 11. Sean A, B € C*** las matrices

20 0 O 0 -1 -1 0
0 0 -1 -1 1 2 1 0
A= 01 1 0 » B= 0 O 1 0
0 0 1 2 0 O 0 2

Decidir si A y B son semejantes.
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Ejercicio 12. Sea A € C"*". Probar que A y A’ son semejantes.

Ejercicio 13. Sean A, B € C%* tales que X4 = Xp = (X — 1)3(X — 3)? y ma = mp. Decidir si,
necesariamente, A es semejante a B.

Ejercicio 14. Encontrar todas las formas de Jordan posibles de la matriz A € C"*" en cada uno
de los siguientes casos:

) Xa(X) = (X =2)4(X -3)*; ma(X)= (X -2*X -3)?
i) Xa(X)=(X~-7°; ma(X)=(X-7)?
i) Xa(X)=(X-2)7; ma(X)=(X-2)°
iv) Xa(X) = (X =3)4X -5"; ma(X)=(X—-3)*(X —5)

Ejercicio 15. Sea A € C'*1% una matriz con autovalores A\, Ay y A3 y que cumple, simultdnea-
mente:

rg(A—MI) =13, rg(A—MI)2 =11, rg(A—\I1)>3=10, rg(A— \I)* =10,
rg(A — XoI) =13, 1g(A—XI)2 =11, rg(A—XI)? =10, rg(A— XI)* =09,
rg(A — X\3I) =13, 1g(A—N31)2 =12, rg(A— \31)3 =11.

Hallar su forma de Jordan.

Ejercicio 16. Dar la forma de Jordan de una matriz A € C!4*14

que verifica, simultaneamente:
mag = (X — )\1)2(X — )\2)(X — )\3)2(X — )\4)3 (COD )\1 75 )\j Sii 75 j),
rg(A —\1I) =11, rg(A — M\1)?> =10, rg(A —X31) =12, rg(A - X31)2 =10y

rg(A — A\J) = 13.

Ejercicio 17. Calcular las posibles formas de Jordan de una matriz A € C**® sabiendo que cumple
simultdneamente:

e X2 —6X+9|ma(X),
o 1g(A+1)=3y
o (A-3I)3(A+1)3(A—-1)=0.

Ejercicio 18. Sean z, y € C" y A € C"*", A = (a;5) con a;; = x;.y;.
i) Calcular todos los autovalores y autovectores de A.

ii) Calcular las posibles formas de Jordan de A.
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Ejercicio 19. Sea f:C” — C7 la transformacin lineal cuya matriz en la base canénica es la
matriz del Ejercicio 2. ii). Hallar subespacios f-invariantes Sp,Ss,...,S¢ de C’ tales que, para
todo 1 <1 <6, dim(S;) =iy S;® S7_; = C".

Ejercicio 20. Sea A € C%*6 una matriz tal que ma = X® y sea {v1,v2, v3,v4,v5,v6} una base de
Jordan para A. Calcular la forma y una base de Jordan para las matrices A%, A3, A%y A5,

5 1 4
Ejercicio 21. Dada la matriz A= [ —1 3 —1 |, encontrar B € Q3*3 tal que B? = A.
0 0 1

Ejercicio 22. Para cada una de las siguientes matrices A, calcular A™ para todo n € N:

0 00 00
2 0 0 -1 00 -1 1

Hh A=[1 20 i) A=| -1 -1 2 01
00 3 -1 00 -1 1

-1 00 00

Ejercicio 23. Sea A € C™*" una matriz tal que su polinomio caracteristico es (X — 1)". Probar
que A* es semejante a A para todo k € N.

Ejercicio 24. Sean «, € R. Se define la sucesién {ay, }nen, de la siguiente manera:

{a0:a7a1:5

nto = dany1 —4a, YV n € Ny.

Hallar una férmula general para el término a,, Vn € Ny.

Ejercicio 25. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

A0 = Baa(t) - 2t
zo(t) = x1(t) + z2(t)
zh(t) = —xa(t) +2x3(t)

con condiciones iniciales x1(0) = 1, z2(0) = 2, 23(0) = 1.



