Topologia Algebraica
Primer cuatrimestre - 2021
Practica 2
Espacios de adjuncidn y (co)fibraciones

. Sean X, Z espacios, A C X, Y C Z subespacios cerrados. Sea f : X — Z continua tal que
fLACY, IXNA)CZ\Yyf:X~NA— Z\Y esuna biyeccién. Si X es compactoy Z
es Hausdorff entonces

es un pushout.

. Sean XY espacios 15 y A un subespacio cerrado de X tales que para todo x € X \ A existe
un entorno cerrado de = en X que no interseca a A. Ademds supongamos que A es retracto de
un entorno de A en X. Probar que para toda f: A — Y continua, Y |J X es Ts.

f

. Probar que una funcién continua ¢ : A — X es una cofibracién si y sélo si para todo espacio Y
y funciones continuas g : A = Y, f: X — Y tales que evgg = fi existe g : X — Y tal que

evog =fygi=g.
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. Probar que los homeomorfismos son cofibraciones, que composicién de cofibraciones es cofibracién
y que las cofibraciones son estables por cambio de cobase.

. Seai: A — X una funcién subespacio y sea s : Z; — X x I la funcién inducida. Probar que s
es inyectiva y que en general no es subespacio. Probar que si i es subespacio cerrada, entonces
s si resulta subespacio.

. Probar que si X es un espacio y A es un subespacio finito, entonces los abiertos de A x I U X X
{0} € X x I son aquellos que intersecados con A x I y con X x {0} son ambos abiertos, en
A x Ty X x {0}, respectivamente. Este es un lema en un paper de Cianci y Ottina en el que se
caracterizan las cofibraciones entre espacios finitos.

. Sea X un espacio normal (en particular T}) y sea A C X un subespacio cerrado. Probar que
i: A — X es una cofibracién si y sélo si existe un abierto U C X talque ACUyj: A—=U
es cofibracién.

. Seai: A < X una cofibracién. Probar que i x 17 : A x I — X x I es una cofibracién (aunque
i no sea cerrada).
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Probar que si i : A < X es cofibracién y A es contractil entonces el cociente ¢ : X — X/A es
una equivalencia homotépica.

Probar que si i : A < X es cofibracién y una equivalencia homotdpica entonces A es un retracto
por deformacién fuerte de X.

Para las dos inclusiones de * en el espacio de Sierpinski decidir cudl es una cofibracién.

Sea 7 : A — X una cofibracién, Y un espacioy f,g : X — Y dos funciones homotdpicas que
coinciden en A. Es cierto que f ~ g rel A?

Probar que los homeomorfismos son fibraciones, que composicién de fibraciones es una fibracién,
que son estables por cambio de base y que producto arbitrario de fibraciones p;, j € J es fibracién.

Probar que para todo espacio X, evg : X! — X es una fibracién.

Sea p: E— B una fibracién. Sea X un espacio contractil y f : X — B una funcién con imagen
contenida en la imagen de p. Probar que f se puede levantar a F.

Sea f: X — Y una funcién continua. Probar que si la funcién p: X! — Py inducida por fy
evg es una retraccién, entonces f es una fibracién.

Probar que toda funcién continua se factoriza como ps donde s es una equivalencia homotdpica
y p es una fibracién.

Sea p : E — B una fibracién con B arcoconexo. Probar que las fibras de dos puntos arbitrarios
de B son homotdpicamente equivalentes.

Sea p : E — B una fibracién

(a) Si B es contréctil y b € B, probar que existe una equivalencia homotépica f : E — B X E
tal que ppf = p, donde E} denota a la fibra y pp es la proyeccidn sobre B. En este caso p
se dice homotdpicamente trivial.

(b) En las condiciones del item anterior, supongamos que i : A — B es una cofibracién. Probar
que la fibracién inducida ¢ : p~*(A) — A también es homotdpicamente trivial.
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