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Primer Cuatrimestre - 2019

Practica 2: Funciones de R" en R™

1. Dar el dominio de definicién para cada una de las siguientes funciones y graficarlo:

a) f(z,y) =In(16 — 2> — ) (z* + y* — 4) b) flx,y) =+/6— (22 + 3y)

1 5 _1
c) f(fay):mﬂLvy—ﬁﬁ d) f(xay)*x

In(1— 2 y
COS sen (z2y)
9) f(l’ay):m h) f(x,y):m

2. Graficar aproximadamente el conjunto {(z,y) : f(z,y) = ¢} para distintos valores
de c. En otras palabras, determinar las distintas curvas de nivel.

a) flz,y)=z+y b) flz,y)=a"+y’
o) flw.y) =iy Q) Sy =5

e) flz,y)=a"—y’

3. Estudiar las superficies de R3 representadas por las siguientes ecuaciones y deter-
minar cudles de estas superficies son la grafica de una funcion z = f(z,y).

2
1
a) z=22"+1> b) 22:1—x2—% c) z—m
2 P
d) 3z+2y—2=0 e) 22:?—3—2 f) 62 +y* -2 =1

g9) @ +yt =427

4. Graficar aproximadamente el conjunto {(z,v,2) : f(z,y,2) = u} para distintos
valores de u. En otras palabras, determinar las distintas superficies de nivel.

a) flz,y,2)=c+y+=z b) flz,y,2)=a"+y" -2

o) flz,y,2)=a"+y +7° d) f(z,y,2)=2"+2y°
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Limite y continuidad
5. ;A qué distancia de 16 basta tomar x para asegurar que:
1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
— € |0,=|)? b)—€|-——,-+—]7 —c |- - , = ?
9 7z ( 2) ) 7% <4 01" 10) )7z <4 1000°2 1000)

6. Se define [z] la parte entera de x como [z] = max{n € Z : n < x}. Analizar, para
cada a € R, la existencia de

7. Calcular, si existen, los siguientes limites:

T 21 2
a) lim € Fsenr b) lim il ¢) lim zsenzx
z—+00 €% 4 CoS T a3t 12 —9 T—+00
1/z In(1 z
d) lim ¢ e) lim 2T f) lim In(1+¢)
z—0 In (|ZE|) z—+oo I z—+400 x
g) lim(1 + z)/ten® h) lim -1 i) lim(cos z)Y/*
x—0 —0 x z—0

8. (a) Usando solo la definicion de limite demostrar que:
i. lm z4+y=1;
(z,y)—(1,0)
ii. lim 2y=-8.
(z,y)—(-1.8)

(b) Sie=1,e=1/100 6 € = a?, encontrar § > 0 tal que
[(@,y) = (=1,8)|| <éd = |oy + 8 <e.

9. Probar por definiciéon que si (z,y) — (2,3), entonces vy sen(zy —6) — 0.

10. Probar que:

a lim 2?4 y? — 2y = 39; b lim sen (xcosy)=0;
) (z,y)—(7,2) Y Y ) (z,y)—(0,3) ( v)
2
— 8
c lim xe™ = 0; d) lim Y-+ cos(m = 7) =-.
(@,y)—(0,1) (@,y)—(0,3) Yy 3
)l v £ lim 2 =9 _ o 40
e 11m e = 1] 1m —_— = S1 C 3
o0 (@y)—(c0) T2 — y?
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11. (a) Sea f: B.(a,b) — R tal que f no se anula sobre B,(a,b) \ {(a,b)} vy
lim f(z,y) = 0. Probar que:

()= (a,b)
i Sen(flzy)
@y)—=ab)  f(x,y)
(b) Sea f: B.(a,b) — R tal que ( l)m% ) f(z,y) = 4+o0. Probar que:
m,y — a,
n (f(z.9)) _,
@y) =) f(r,y)

12. Calcular:
sen(z? 4+ y?)

?

a lim
(a) (@y)—(00) T2+ y?

b)  lim @),

(z,y)—(0,2) x

(c) , Jim 0)(1‘2 +y°) In(a® + 7).

13. Analizar la existencia de los limites restringido a los ejes coordenados y del limite
doble de las siguientes funciones en el origen:

a) f(x,y) = zlj
¢) f(z,y) = Se;lx;

e) f(z,y) = Siz(f;r_y;)_
9) flz,y) = Ser;(fi;yg);
i) flwy) = x2y;— 56;+ 1
k) f(z,y) = ﬁ;

m) f(x,y) =xIn (x2 + y2)

0) f(x,y) = xsen i + ysen z;
y x

D fy) =

B $2y2
d) f(xvy) - :z:2y2+ (SL’ _y)g
f) @, y) = =%

2

h) fla,y) = (@ + 95"
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14. Demostrar que las siguientes funciones tienden a cero si (z,y) se aproxima al origen
a lo largo de cualquier recta, pero que para ninguna de ellas existe el limite cuando

(z,y) — (0,0)
I4 4 12
a) f(z,y) = G b) flz.y) = =
(@®—y)y : 2.
o2 o, sil<y<azh
C) f(xvy):ﬁv d) f<x7y):{ !
0, en otro caso.

15. Para cada una de las siguientes funciones:

(a) f(x) = gsin®(x);
(b) f(z) =a* = [27);
ez, stz e
(©) 1) = {_x, e
o) — cos(mzx/2), si|x| <1,
@) J(@) {|m—1|, si |z > 1,

gng siz > 0;

(e) f(x)Z{ > |

2241, siz<O0;

e Calcular su dominio natural.
e [Estudiar la continuidad en cada punto de su dominio.

e En los puntos que no pertenezcan al dominio, definirla (si es posible) de modo
que resulte continua.

16. Sea f : R? — R la siguiente funcion:

y'(x+1)
flzy) =4 |z + 13 +2y3
1

(a) Probar que f no es continua en (—1,0).

(b) Redefinirla en (z,y) = (—1,0), si es posible, de manera tal que resulte continua
en R?.

17. Counsideremos la funcién

o - (n(l)

(a) Calcular su dominio.
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18.

19.

20.

21.

(b) Determinar si es posible extenderla a R? de modo que resulte continua.

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados

(a) f(z,y) = {TZ si (z,y) # (0,0);

0. sy =00, PEHOYO0;
ly[e(1+2)¥, si(z,y) #(0,0)y x> —1;

L s (2,9) = (0,0); en (1,0) v (0,2);

(b) f(x,y) = {
(¢) f(z,y) = sen(zcosy) en (1,1)y (0,2);

«Dfu,>—{x+“ SrF0eyEL L 0.0)y (1,1):

1, en otro caso;

1, siaxy#0;

1,0 —1,2).
0, sizy=0; en( )y( )

(e) f(z,y) :{

Probar que la siguiente funcion no tiene limite cuando (z,y) — (0,0).

sen (zy)

flz,y) =
|z —y]

Sugerencia: En primer lugar calcular el dominio de f y mostrar que cero es un

candidato a limite. Luego elegir uno de los siguientes caminos para probar la no

existencia del limite:

e PLAN A: Encontrar alguna trayectoria que pase por el origen sobre la cual f
no tienda a cero.

1 1
n’ n+l

e PLAN B: Considerar la sucesiéon de puntos p, = (
sucesion tiende a cero y calcular el lim f(p,).
n—oo

), probar que esta

e PLAN C: Probar si el limite es cero entonces debe existir un entorno del origen
en donde f esté acotada. Mostrar que esto tltimo no puede ocurrir.

Analizar la existencia de limite en el origen para
e@®+v®) _ 1

f($7y):m

Estudiar la continuidad de f en el punto (1,0).

4
(z—1)3y

e S (@) #(1,0)
floy) = (z—1)%+y?|=|

0 si (z,y) = (1,0)

Sugerencia: Probar y usar que si ||(z,y) — (1,0)|| < 1 entonces (z — 1)? + y?|z| >
sl = 1) +47]
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22

23.

24.

25.

26.

27.

28

Estudiar la continuidad de f en el origen de coordenadas.

et s (wy) £(0,0)
flz,y) =
0 si (2,y) = (0,0)

Probar que la funcion

2xy

z2+y2 Si (:U7 y) # (07 O)

fz,y) =
0 si (z,y) = (0,0)

es continua respecto de cada una de las variables por separado pero no lo es como
funcion de ambas.

Demostrar que si ¢ : R — R es continua en z = a y la funcion f : R? — R esta
dada por f(x,y) = g(x), entonces f es continua en todo punto de la recta (a,y).
Usar esto para probar que las siguientes funciones son continuas en todo R:

(a) f(z,y) = sen(z). (b) f(z,y) =sen (z?) +¢.

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

5 sen (22 4+1%) 7Y —1
(a) f(x,y):(l‘,e) (b) f(x,y)z( x2 + 12 Toa2 42
(a) Hallar todas las funciones continuas f : R — R tales que f(z)? —e® = 0.
(b) Sea f:R — R tal que Im(f) = [a,b]U]c,d] cona < b < ¢ < d. ;Es f continua?

(c¢) Demostrar que la ecuacion 2% = 1 tiene al menos una raiz positiva y menor o
igual que 1.

(d) Probar que todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real.

(a) Sea f: Bi(0) C R? — R dada por f(x) = 1—T\xll' Probar que f es continua y
no es acotada.

(b) Sea g : B;(0) € R* - R dada por g(z) = ||z||. Probar que g es continua y
acotada pero no alcanza su méaximo en By (0).

sen (z2y)
*) G _
() Sea f(a.9) = por
(a) Encontrar el dominio D de f y graficarlo.
(b) Dado ¢ = (q1,q2) € Fr(D), jexiste  lim  f(z,y)?

(z,y)—(q1,92)



