Ecuaciones diferenciales con retardo

Clase 2, versién preliminar (las criticas son bienvenidas)

En la primera clase hemos propuesto un problema elemental de control, que
nos llevé a considerar la ecuacién con feedback

' (t) = —au(t — 7). (1)

Si bien el planteo original corresponde al caso a > 0, denominado de feedback
negativo, también tiene sentido considerar a < 0, es decir, feedback positivo.
Si 7 = 0, el equilibrio u = 0 es asintoticamente estable en el primer caso, e
inestable en el segundo. A partir de ahora supondremos 7 > 0.

Al comienzo del curso mencionamos el caso particular « = —1 que, segin
dijimos, tiene infinitas soluciones de la forma e*. M4s precisamente, dijimos
que las raices de la ecuacidn caracteristica asociada forman una sucesién {\,}
con |A\,| — oo. En consecuencia, cualquier combinacién lineal de la forma
25:1 ane™t es solucién y, més aun, es facil ver que, para algin espacio fun-
cional apropiado, también es solucién cualquier serie convergente > >~ anert
(Aclaracion: existen haber series convergentes de esa forma... jpor qué? Ver
ejercicio xxxx). Cabe ahora repetir la pregunta de la primera clase: ¢puede
haber maés soluciones? Esto ya no parece tan sencillo, aunque todavia tenemos
a mano una respuesta casi inmediata: hasta ahora no hemos tenido en cuenta
la multiplicidad de las raices caracteristicas. Es claro (¢por qué?) que no puede
haber raices con multiplicidad infinita; ademads, veremos que si A es una raiz de
multiplicidad k entonces cualquier funcién de la forma p(t)e*, con p un poli-
nomio de grado menor que k es soluciéon. De todas formas, en este caso no es
gran cosa lo que se agrega pues existe a lo sumo una raiz multiple y, en tal
caso, su multiplicidad es 2 (Ejercicio: ver que esto ocurre tnicamente cuando
a = %) Si por comodidad suponemos que esta posible raiz doble es la primera,
entonces tendriamos soluciones de la forma

oo
ateMt + E ane)‘"t.
n=1

Ya con cierta impaciencia, preguntamos una vez més: json estas todas las
soluciones?

Responder esto es bastante mds complicado y no lo veremos en detalle (para
la resolucién completa, se puede ver [1]). Pero el planteo nos ayudard a entender



mejor la diferencia con el caso 7 = 0. En el caso de una ecuacion lineal de orden
n con coeficientes constantes

() + an_ 12V (@) + ..+ agz(t) = 0,

la ecuacién caracteristica tiene n raices complejas (contadas con su multiplici-
dad) y cada rafz de multiplicidad & tiene asociado un espacio de soluciones que
tiene también dimensién k. Por otro lado, sabemos que el conjunto de solu-
ciones tiene dimensién n, lo que permite deducir que todas las soluciones son de

la forma
J

Z Dj (t)e)\jtv

j=1
donde {A1,...,A;} son las raices caracteristicas y el polinomio p; es 0 o tiene
multiplicidad menor que la multiplicidad algebraica de A;. Y todo esto, en
definitiva, nos resulta muy razonable pues, para cada condicién inicial

1.(0) = Zo, ZL'/(O) =T, ... ,:L'(n_l)(()) =T,_1

existe una tnica solucién, lo que determina un isomorfismo entre C" y el espacio
de soluciones. Pero para nuestra ecuacién (1) el espacio de soluciones tiene
dimension infinita, lo que nos lleva a observar que otro tanto debe ocurrir con
el espacio de condiciones iniciales y, en consecuencia, la dimensién no alcanza
para probar que no hay mas soluciones que las antes mencionadas.

En efecto, resolver un problema de valores iniciales para (1) significa algo
diferente que en el caso sin retardo. No basta con prescribir el valor de u en cierto
to: en efecto, para poder obtener una solucién definida en [tg,to + 6] debemos
conocer su valor en el intervalo [tg — 7,tg + 6 — 7]. Lo que se hace, entonces, es
tomar como dato inicial una funcién definida en el intervalo [to— 7, tp]. Podemos
suponer que tg = 0 y que el dato inicial es una funcién continua ¢ : [—7,0] — R.
En tal caso, sobre el intervalo [0, 7] la ecuacién se reduce, gracias a la condicién
inicial, a una ecuacién completamente ordinaria (en més de un sentido):

u'(t) = —ad(t).

Tenemos, ademds, la condicién u(0) = ¢(0), lo que nos permite obtener de
manera Unica la solucién

u(t) = ¢(0) — a/o 6(s — 1) ds.

Observemos que u resulta continua en [—7,7) y de clase C! en (0,7). Sin
embargo, tiene por qué resultar derivable en el 0, a menos que ¢ lo sea vy,
ademas, valga ¢'(07) = v/(07) = —au(0 — 7) = —a¢(—7). Esto nos permite
comprender qué entenderemos, en general, por ‘soluciéon’ de una ecuacién del
tipo 2/(t) = f(¢, z(t),x(t —7)): una funcién continua x : [tg — 7,tp +6) — R que
es diferenciable en (tg, to + 0) y satisface la ecuacién en dicho intervalo. Por otro
lado, la forma de resolver la ecuacién para [7,27] nos permite mostrar un hecho



caracteristico de las ecuaciones con retardo: en general se pueden resolver hacia
adelante, pero no hacia atrds. En efecto, si queremos hacer lo mismo que antes
para t € [-7 — J, —7), debe valer:

—au(t) =u'(t+ 7).

Como vale la condicién inicial ©w = ¢ en [—7, 0], debemos pedir en primer lugar
que ¢ sea de clase C! en [—r, 0], donde r = min{§, 7}. De esta forma, se obtiene
parat € [T —r,T]:

t
u(t) = _M.
o
En particular, u(—7) = —@, mientras que, por otro lado, la condicién inicial

dice que u(—7) = ¢(—7). Esto determina dos condiciones necesarias para que
exista solucion:

1. ¢ € CY([~r,0]).

2. Condicién de compatibilidad: ¢(—7) = 20

[e3%

Volviendo a la solucién hacia adelante (forward), el procedimiento anterior
puede repetirse ahora para el intervalo [, 27] y as{ sucesivamente, dando lugar
al llamado método de pasos. Inductivamente, conocida ya la solucién en el
intervalo [(n — 1)7, n7] se obtiene, para nT <t < (n+ 1)7):

t
u(t) = u(nt) — a/ u(s —7)ds.

nTtT

Es facil verificar que u estd definida para todo ¢t > —7 y resulta de clase C™ en
el intervalo ((n — 1)1, +00). Por ejemplo, para ¢ = 1 se tiene, para 0 < ¢t < 7:

de donde u(t) = 1 — at. Luego, para el intervalo [, 27]:
w(t) = —au(t —7) = —a(l —a(t — 7))

y entonces
t—71)2t
u(t) =u(t) —alt—71) + azﬂ .
2 T
Finalmente, observando que u(7) = 1 — a7, resulta:

(t—7?

uw(t) =1—at+a? 5

Inductivamente, se prueba que en el intervalo [(n — 1)1, n7| vale

U(t) _ i(fa)k (t — (k — 1)T)k

k!
k=0



En efecto, de acuerdo con lo anterior la férmula vale paran =1y n = 2; si
suponemos que vale para n entonces, para nT <t < (n + 1)7 resulta

0= ey = S

k!
k=0
y en consecuencia

K = (k= D)k

u(t) = u(nr) + Y (—a)t

nTt

k=1
Pero
- (nr—(k—1)m)F R (nt — (k — 1)7)*
u(nr) = k;)(fa)’“ o =1+ ;(fa)’“ = ,

lo que prueba que la fé6rmula vale en [nr, (n + 1)7].

Respecto de la solucién general para [—7,+00), cabe sefialar que la férmula
obtenida mediante el método de pasos no es de gran utilidad para estudiar
propiedades cualitativas de u, razén por la cual conviene encarar un estudio
directo. A tal fin, comencemos por rescalar convenientemente la ecuacién para
obtener una mas sencilla. Definimos

5 :=nt, U(s) = u(t)
y de esta forma resulta
u'(t) « ! @
U'(s) = X = =St =) = - SUGn(t — 7)) = = SU(s — ).
n n n n
Luego, podemos elegir n = %, 8 = a7 y la ecuacion se transforma en

U'(s) = —pU(s — 1).

Para efectuar un andlisis detallado de esta ecuacién, consideremos el operador
lineal L : C*(R) — C(R) dado por

LU(s):=U'(s) + BU(s — 1).

Siguiendo el procedimiento habitual en la teoria de ecuaciones ordinarias, cal-
culemos ahora

L(e*®) = XM + et = A3 (A 4 Be?).

Igualando a 0 se obtiene la ecuacién caracteristica que, como anticipamos en la
introduccién, no es una ecuacién polinomial sino trascendente:

h(\) := A+ Be > = 0.

La relacién entre h y las soluciones de la ecuacién viene dada por el siguiente
resultado.



Lema 0.1 Son equivalentes:

1. X es raiz de orden n de h.

2. s7e es solucion de la ecuacion para j =0,...n — 1.
Demostracion: Para k < n — 1 se tiene:

k in, ok—i
P (pe) = 2 (h) = 3 () P 0 o

=0

=0

Por otro lado, por linealidad vale

% (L) =1 (&(@S)) = L(s*e*)
y entonces
L(s*e*) =0 Vk=0,..n—1<=hr9N) =0 Vj=0,...n—1
O

Observacion 0.1 Como mencionamos, si 3 # é entonces todas las raices son
simples, mientras que si 3 = % entonces A = —1 es la unica raiz multiple y la
multiplicidad es exactamente igual a 2. En efecto, A es una raiz multiple si y
solo si h(\) = h/(X) = 0, vale decir:

A+ Ber=0=1—Be?,

de donde se deduce:
A= —1, Be =1.

Finalmente, observemos que h"(\) = Be=* £ 0, de modo que en el iltimo caso
la multiplicidad es 2. Si B # é y ¢ es de clase C' entonces se puede probar que,
como anticipamos, la solucion general toma, para t > 0, la forma

oo
u(t) = Z anet
n=1

en donde los coeficientes a,, se pueden calcular en forma explicita. 1 Férmulas
un poco mds complicadas valen para el caso general (ver [1]).

Por otro lado, el siguiente lema se deduce en forma inmediata del hecho de

que e=* = e,

L1En particular, esto implica que [An| no se puede ir demasiado répido a infinito. En general,
este tipo de resultados es vdlido para cualquier funcién analitica, ver [2].



Lema 0.2 ) es raiz de h <= X es raiz de h.

Como en la introduccidn, el teorema de Picard (y también el resultado men-
cionado en la Observacién 0.1) garantiza la existencia de infinitas raices com-
plejas de h; sin embargo, para nuestro andlisis serd suficiente con observar algo
mucho mas elemental, que se desprende directamente del hecho de que h es una
funcién analitica en C y obviamente no constante, por lo cual sus ceros son
aislados y de orden finito. Esto implica que, en cualquier compacto, h tiene a
lo sumo una cantidad finita de ceros (contados con su multiplicidad); més aun:

Lema 0.3 la cantidad de ceros en un conjunto de la forma {Re(\) > a} es
finita para todo a € R.

Demostracidn: Si {\,}nen es una sucesién de raices distintas, entonces |\, | —
+00. Pero
Al = [Be| = [Ble e

y en consecuencia A\, — —oo. O

Observemos que las raices de h no son en general faciles de obtener: escri-
biendo A = z + iy, se cumple que h(A) = 0 si y solo si (z,y) es solucién del
siguiente sistema de ecuaciones:

r = —fFe "cosy
{ y = fe” Tseny. (2)

Sin embargo, muchas conclusiones sobre el comportamiento de las soluciones de
nuestra ecuacion diferencial se pueden obtener a partir de cierta informacién
muy bésica sobre las raices de h, que se resume en los préximos resultados. El
primero de ellos concierne a las raices reales de h y permitird extraer conclusiones
respecto de la oscilaciéon de las soluciones.

Proposicion 0.1 Se cumple:

1. Si 8 <0, entonces h tiene una unica raiz real A > 0.

2. Si0< B < é, entonces h tiene exactamente dos raices reales A\ < Ag < 0,

con
A — —0Q, Ay — 07
para B — 07F.
3. 8 p= %, entonces A\ = —1 es la dnica raiz real de h y tiene multiplicidad
2.

4. Si B> %, entonces h no tiene raices reales.

Demostracion: De acuerdo con lo anterior, A = z es una raiz real si y solo si
g(x) =0, donde g(z) := x + fe~ 7.

Para 8 < 0, se tiene ¢'(z) = 1 — Be~® > 0; por otro lado, g(0) = <0y
g(z) — 400 para © — +00. En consecuencia, g tiene una tnica raiz real = > 0.



Para 8 > 0, podemos escribir la ecuacién g(z) = 0 como ¢(z) = 3, donde
p(x) := —ze®. Todas las propiedades se deducen de manera inmediata a partir
de un simple estudio de ¢, cuya gréfica tiene esta forma:

+-04

1-06

108

O
Con ayuda del siguiente lema, la proposicién previa permitird mostrar que
las soluciones oscilan cuando el retardo es suficientemente grande.

Lema 0.4 Son equivalentes:

i) Toda solucién del problema u'(t) = —au(t — 7) oscila.

AT

i1) La ecuacion caracteristica A + ae™ " =0 no tiene soluciones reales.

Demostracion:

i) = i) es trivial, pues si \ es una rafz caracteristica real, entonces u(t) = e
es una solucién no oscilatoria. Para la reciproca, supongamos que la ecuacién
no tiene raices reales, luego a > 0 y existe M > 0 tal que A\ 4+ ae™*" > M para
todo A € R o, equivalentemente,

At

A+ ae*™ > M paratodo A € R. (3)

Si u es una solucién que no oscila, reemplazando por —u si hace falta, podemos
suponer que existe ¢o tal que u(t) > 0, situacién que escribiremos directamente
de la siguiente forma, para evitar la referencia explicita a to: w(t) > 0 para
t > 0. Consideremos el siguiente conjunto

A:={\>0:4(t) + Au(t) < Opara t > 0}.

En primer lugar, observemos que 0 € A, pues u'(t) = —au(t —7) < 0sit > 0;
por otra parte, A es un intervalo, ya que si A € A y 0 < A < )\ entonces, para
t>0, )

' (t) + Au(t) < u'(t) + du(t) < 0.

Afirmamos que si A € A entonces A + M € A, lo que prueba que A = [0, 4+00).
En efecto, para t > 0 se tiene que v/(t) < —Au(t) < 0y entonces u(t) < u(t—r7)
para t > 0. Se deduce que

' (t) + au(t) < u'(t) + au(t —7) = 0,



es decir, a € A. Consideremos la funcién ¢(t) := e Mu(t), que verifica
8(8) = (W (t) + Mu(t)) <0
para t > 0. Ademss,
u'(t) + A+ M)u(t) = —au(t — 7) + (A + M)u(t)

= —ae MGt — 1)+ (A + M)e Mo(t) < e Mp(t) (—ae + X+ M)
para t > 0, pues ¢ es decreciente. Usando (3) se deduce que

u'(t) + (A + M)u(t) <0,

es decir: A+ M € A.

Lo anterior implica que A = [0, +00) aunque, por otra parte, veremos que
existe al menos un valor positivo A ¢ A, lo que es absurdo. Este resultado es
de utilidad en otras situaciones un poco mas generales, asi que lo planteamos a
continuacion en la forma de un nuevo lema.

O

Lema 0.5 Sean a,7 > 0 y u tales que u(t) > 0 y v'(t) < —ou(t — 1) para
t > 0. Sean A como antes y C := (%)2 Entonces

u(t) < u(t —7) < Cu(t)

parat>> 0y Ao & A, donde
1
A= —InC > 0.
T

Demostracion: Integrando entre t yt + 5 obtenemos, para t > 0,

-3

0> /tH; [u/(5) + au(s — 7)]ds = u (t + g) —u(t) + oz/t_T u(s) ds.

Como u decrece para s > 0, se deduce que
u(t+z> fu(t)+ﬂu(tfz) <0
2 2
y luego
4T (t - I) < u(t)
2 2 '
De la misma forma se ve que

aT

7u(t—7')<u<t—g),

lo que prueba que u(t — 7) < Cu(t). Como u es decreciente, vale también que
u(t) <wu(t—171), lo que a su vez implica que C > 1 y luego A\g > 0. Supongamos



ahora que Ao € A, es decir, v'(t) + Au(t) < 0 para t > 0. Entonces ¢(t) :=
eMtu(t) verifica ¢'(t) = e*t(u/(t) + Aou(t)) < 0 y en consecuencia

para t > 0. Luego

lo que es absurdo.

De lo anterior se deduce:

Toda solucién de (1) oscila <= 7a > 1.
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