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Probabilidades y Estadistica
Cs. de la Computacién

Introduccion

Breve resefia histérica:

La teoria de Probabilidades comienza a partir de una disputa entre jugadores en 1654.
Los dos matematicos que participaron de tales discusiones fueron Blaise Pascal y Pierre
de Fermat, y su intercambio de correspondencia sentdé las bases de la teoria de
Probabilidades. Un matematico holandés, Christian Huygens tomé contacto con esa
correspondencia y escribié el primer libro sobre Probabilidades en 1657, el cual trataba
fundamentalmente sobre problemas relacionados con los juegos de azar.

Durante el siglo XVIII la teoria se desarroll6 y se enriquecié con los aportes de Jacob
Bernoulli y Abraham de Moivre. En 1812 Pierre de Laplace introdujo una serie de nuevas
ideas y técnicas matematicas en su libro Theorie Analytique des Probabilités vy
fundamentalmente saco a la teoria del marco exclusivo de los juegos de azar y aplico las
ideas a muchos problemas cientificos y practicos. Algunas de las importantes aplicaciones
desarrolladas en el siglo XIX fueron: teoria de errores, matematica actuarial y mecénica
estadistica.

Una de las dificultades para el desarrollo de la teoria matematica de las probabilidades
fue llegar a una definicion de probabilidad mateméticamente rigurosa, pero al mismo
tiempo amplia para permitir su aplicacion a un amplio rango de fenémenos. En el siglo XX
se lleg6 a una definicion axiomatica de las Probabilidades (Kolmogorov, 1933).

s Porqué estudiar Probabilidades vy Estadistica en Ciencias de la Computacién?:

Posibles preguntas que queremos responder:

e (;Cual es el maximo numero de terminales que pueden estar conectadas en un
servidor antes de que el tiempo medio de espera se haga inaceptable?

e En una base de datos, ¢Como deberian ser guardados los datos para minimizar el
tiempo medio de acceso?

Los sistemas de computacién no son deterministicos. Pensemaos, por ejemplo, en el delay
en el envio de paquetes, comunicaciones en una red, equilibrio de “carga” en servidores,
requerimientos de memoria, etc.

¢Para qué sirven las Probabilidades? Si bien estamos frente a procesos aleatorios, no
son necesariamente “caéticos”, en el sentido que podemos descubrir un patron de
comportamiento que pueda ser modelado.

Veamos un ejemplo de uso frecuente.
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Compresién de archivos: El cédigo ASCII contiene 256 caracteres, cada uno de los
cudles se representa con un nimero consistente en 8 digitos binarios, por ejemplo, a se
representa por 160 = 10100000.

Para simplificar el problema, supongamos que contamos con sélo 4 caracteres: A, B, Cy
D. Para representarlos necesitamos 2 bits. Por ejemplo, podriamos representarlos asi:

A — 00
B— 01
C—->10
D—>11

Si un texto constara de n caracteres necesitariamos 2n bits para guardarlo. Esta cantidad
de bits es deterministica.

Supongamos que sabemos que ciertas letras aparecen con mas frecuencia que otras,
por ejemplo, supongamos que sabemos que las frecuencias con que aparecen las 4 letras
en un texto son:

A 0.70 (70%)
B 0.12 (12%)
C  0.10 (10%)
D 0.08( 8%)

El método de codificacibn de Huffman utiliza la informacion disponible sobre la
frecuencias de aparicion de los caracteres y asigna cédigos de longitud variable. Por
ejemplo, podriamos asignar a los 4 caracteres de nuestro ejemplo los siguientes cddigos:

A->1

B — 00
C—> 011
D —- 010

¢ Cuanto espacio (en bits) ocuparia ahora un texto de n caracteres? No lo sabemos, pero
podemos suponer que tendremos en promedio:

0.70 n veces A’s
0.12n veces B’s
0.10 n veces C's
0.08 n veces D’s
y el nimero de bits requerido seria:

0.70 n* (1) + 0.12 n *(2) + 0.10 n * (3) + 0.08 n * (3) = 1.48 n.

Como se observa, el método produce una disminucién del espacio promedio requerido
para almacenar un texto.
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Probabilidad

El término Probabilidad se refiere al estudio del azar y la incertidumbre. En aquellas
situaciones en las cuales se puede producir uno de varios resultados posibles, la Teoria
de la Probabilidad provee métodos para cuantificar la chance de ocurrencia de cada uno
de ellos.

Ejemplos:

e Se arroja un dado dos veces y se registra la suma de puntos. ¢ Cudl es la probabilidad
de que se obtenga una suma mayor que 10?

e En un juego de ruleta, ¢cuél es la probabilidad de ganar apostando a primera
columna?

e En un juego de ruleta, ¢cual es la ganancia esperada apostando repetidamente a
primera columna?

e (Cual es la probabilidad de que un servidor que atiende a 20 terminales se sature en
un determinado momento?

e Dada la informacién disponible, ¢cudl es la probabilidad de que llueva el proximo fin
de semana?

Definiciones:

Experimento: Es cualquier proceso 0 accidén gue genera observaciones y que puede ser
repetible. Por ejemplo, arrojar un dado, seleccionar un individuo y registrar su peso y su
altura, seleccionar una muestra de productos elaborados por una empresa para hacer un
control de calidad, seleccionar un dia al azar y registrar el nimero de veces que se satura
un servidor.

Espacio_muestral asociado a un_experimento: Es el conjunto de todos los resultados
posibles del experimento. Lo notaremos S.

Ejemplos:

1) Se arroja una moneda una vez.
S={cara,ceca} 6 S={1,0} 6 S={éxito,fracaso}

2) Se arroja una moneda dos veces.
$={(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}

3) Se arroja una moneda hasta que aparece por primera vez una cara.
S={(1),(0,1),(0,0,1),(0,0,0,1),....} = {(X1,X2,...-Xn) / NeN, xi=0 sii < n, x,=1}

4) Se registra el tiempo transcurrido desde que se intenta la conexion a un servidor hasta
que la conexién se efectiviza.
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S=R"=(0,x)
Si el sistema tiene un time-out en el tiempo t, , tendriamos S=(0, t,).

Como se observa, un espacio muestral puede ser finito, como en los ejemplos 1) y 2),
infinito numerable, como en el ejemplo 3) o infinito no numerable, como en el ejemplo 4).

Sucesos 0 eventos: No soOlo estamos interesados en resultados individuales de un
experimento sino que pueden interesarnos colecciones o conjuntos de ellos. Se denomina
suceso 0 evento a cualquier subconjunto del espacio muestral. Si S es finito o infinito
numerable, cualquier subconjunto es un evento. Si S es infinito “casi todo” subconjunto de
S es un evento. Los eventos los designaremos en general con las primeras letras del
abecedario en mayuscula: A, B, C,...

Evento elemental o simple: consiste de un Unico resultado individual.
Evento compuesto: consiste de mas de un evento elemental.
Ejemplos: En los ejemplos anteriores, posibles eventos son
1) A ="sale cara” = {cara}={1}.
2) A =“namero de caras es menor o igual que 1" ={(1,0),(0,1),(0,0)}.
3) A ="“numero de tiros requeridos es menor o igual que 5" = {(X1,Xz,...Xn)€S / n<5 }.
B = “namero de tiros requeridos es par” = {(X1,X2,...Xn) €S/ n=2k, k eN}.
4) A = “el tiempo es mayor de 10 minutos” = (10,x) (en el caso de un sistema sin time-

out)

Relacion con Teoria de conjuntos: Como un evento 0 suceso es un conjunto, valen las
mismas relaciones que en teoria de conjuntos.

S es un subconjunto de S denominado suceso cierto o seguro .

(J es un subconjunto de S denominado suceso imposible.
A U B es el suceso unién. Ocurre cuando A ocurre 6 B ocurre.

A N B es el suceso interseccion. Ocurre cuando ocurre A 'y ocurre B.

A°6 A es el opuesto o complemento de A. Ocurre cuando no ocurre A.
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A—B=ANn B¢ eselsuceso diferencia. Ocurre cuando ocurre Ay no ocurre B.

Se dice que A esta contenido en B o que A implica B y se denota A < B si la realizacion
de A conduce a la realizacion de B, es decir si todo elemento de A pertenece a B.

Dos sucesos A y B se dicen mutuamente excluyentes o disjuntos sSiAn B = J.

Recordemos algunas propiedades:

Asociatividad: AuBUC=AuB)UC=Au(BuUC)
ANnBNnC=(AnNnB)nC=An(BNC)

Conmutatividad: AuUB= BUA
ANnB=BnNnA

Distributividad: AuB)NnC=(A nC)u (B nC)
AnNnB)uC=(A uC)n (BuCQC)

Leyes de De Morgan: (O A ) = ﬁ A y [ﬁ A j = 0 A
i=1 i=1

i=1 i=1

Interpretacién intuitiva de la _Probabilidad: Supongamos que se repite n veces un mismo
experimento aleatorio en forma independiente y bajo las mismas condiciones. Sea n, el
namero de veces que ocurre el suceso A en las n repeticiones. Se denomina frecuencia
relativa de A en la secuencia de n repeticiones a

fr(a)="2
n

La evidencia empirica muestra que cuando n crece, fr(A) tiende a estabilizarse
alrededor de un numero que llamaremos P(A).

¢, Qué propiedades tiene la frecuencia relativa?

1) fr(A)="2>0
n

2) fr(S):”f:%ﬂ
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n n n n n
3) SIANB=0= fr(AuB)=—ae _Na™le T Ts _ ¢ a4 fr(B)
n n n n

La definicibn axiomética de Probabilidad, que daremos a continuacién, es consistente con
la idea intuitiva que se tiene de ella.

Axiomas de Probabilidad: Dado un experimento aleatorio y un espacio muestral
asociado S, a cada evento A se le asociarA un nimero que notaremos P(A) y que
llamaremos probabilidad del evento A. Esta asignacion debe satisfacer los siguientes
axiomas:

Al. P(A) > 0 para todo evento A.
A2.P(S)=1

A3a. Si A ,A,,... A, es una coleccion finita de sucesos mutuamente excluyentes, es
decirque A NA; =0 Vi# |, entonces

P(O AJ:ZZ)P(AJ

i=1

A3b. Si A A,,.... A
excluyentes, es decirsi A N A; =@ Vi# j, entonces

es una coleccion infinita numerable de sucesos mutuamente

noaeee

P[DA}%P(M

i=1

Eiemplo: Consideremos el ejemplo en que se arroja una moneda una vez, para el cual el
espacio muestral es S={cara,ceca}. Si denominamos E; = {cara} y E, ={ceca} a los dos
eventos elementales, como P(S) = 1 = P(Ey)+P(E,), entonces P(E,) = 1- P(E1). Por lo
tanto, cualquier asignacion de probabilidades de la forma: P(E;) = py P(E2)=1-p con
0 < p <1, satisface los axiomas.

Propiedades de la Probabilidad:

1) P(A°)=1-P(A)paratodo suceso A

Dem: 1=P(S)=P(AUA°) = P(A)+ P(A") = P(A") =1- P(A)
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En la tercera igualdad usamos el axioma 3 pues AN A° =J.
2) Pl©@=0

Dem: P(@)=1-P(2°)=1-P(S) =1-1=0

3) Si AcB=P(A)<P(B) y P(B-A)=P(B)-P(A)

Dem: Si AcB = B=AU(B-A) y éstos dos eventos son excluyentes. Por el
axioma A3a

P(B)=P(A)+P(B - A)

Dado que, por el axioma Al, P(B-A) >0, resulta P(B) >P(A) y, despejando, se obtiene la
segunda afirmacion.

4) Dados dos sucesos cualesquiera Ay B, P(Au B)=P(A)+ P(B) - P(An B).

Dem: AUB=AU(B-A)=AU(BnA") y estos dos eventos son excluyentes,
entonces, por el axioma A3a,

P(AUB)=P(AU (BN A%))=P(A) + P(B N A%) @)
Por otra parte, B=(B n A) U (B " A°®) y estos dos eventos son disjuntos, entonces
P(B)=P(BNA)+P(BNA°) = P(BNA°)=P(B)-P(BNA) (2
De (1) y (2) resulta que P(Au B)=P(A)+ P(B) - P(B m A) como queriamos demostrar.

5) Dados dos sucesos cualesquiera AyB, P(AuB) < P(A) + P(B).

Dem: Esta propiedad se deduce inmediatamente de la propiedad anterior y del axioma
Al.

Ejercicios: a) Demostrar, usando la propiedad 4) que, dados tres sucesos cualesquiera,

ALA Y A

P(ALUA, UA)=P(A)+P(A)+P(A) - P(ANA)-P(A NA;)
—P(A, N A)+P(ALN A, NA)
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b) Probar, usando induccion que, dados A, A, ..., A, sucesos cualesquiera,

P@A]sgp(m

Asignacion de probabilidades: Supongamos que el espacio muestral S asociado con
cierto experimento es finito o infinito numerable. En este caso, una manera simple de
trabajar es asignar probabilidades a los sucesos elementales, ya que cualquier suceso A
sera unién de sucesos elementales y éstos son obviamente mutuamente excluyentes.

Designando E; a los sucesos elementales de S, S = U E; (la union podria ser finita si el
i=1
espacio muestral fuese finito). Si conocemos p, =P(E;)>0 Vi, de manera que

Z p, =1, entonces dado cualquier suceso A, su probabilidad se puede obtener sumando
i=1
las probabilidades de los elementales que lo componen, es decir:

P(A) = Z Pi

EicA

Ejemplos: 1) Se arroja un dado equilibrado. En este caso, S={1,2,3,4,5,6} y, por
suponerlo equilibrado, los sucesos elementales E;= {i} para i=1,..,6 tienen probabilidad
pi= 1/6. Si deseamos calcular la probabilidad del suceso A = “el resultado es par”, usando
que

A=E,u E4 UEg se obtiene  P(A) = P(E,)+ P(E4)+ P(Eg)=1/2
2) Supongamos ahora que se arroja un dado en el cual la probabilidad de las caras pares
es el doble que la probabilidad de las caras impares, o sea que, si llamamos p a la
probabilidad de cada cara impar,

P(E1) = P(Es) = P(Es) = p y P(E;) =P(Es) = P(Ee) =2p

Como la suma de las probabilidades debe ser igual a 1,

6
D> P(E)=3p+6p=9p=1 = p:%
i=1

y, en este caso, P(A) = P(Ey)+ P(E4)+ P(Ee) = 3

N
winN

3) Arrojamos una moneda equilibrada hasta obtener cara. ¢ Cual es la probabilidad de
que la cara sea obtenida en un nimero par de lanzamientos?

Si representamos el espacio muestral tal como lo hicimos mas arriba, tendriamos
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A={(0,1),(0,0,0,1),(0,0,0,0,0,1).,.....}

Veremos mas adelante que en las condiciones de este experimento es razonable
asumir que

k
- . 1
P(obtener cara en el k - ésimo lanzamiento) = (E]

Por lo tanto:

ya que si 0<p<1, entonces

Espacios de equiprobabilidad: Sea un experimento aleatorio cuyo espacio muestral
asociado S es finito y sea n = # S (el simbolo # representa el cardinal del conjunto).
Diremos que el espacio es de equiprobabilidad si los n sucesos elementales tienen igual
probabilidad, es decir si

P(E)=p Vi
\ C 1 1
Como 1=P(S)=> P(E)=> p=np = p="=—".
i-1 i-1 n #S
: 1 #A
Dado cualquier suceso A, P(A)= > P(E)=> —=-—.
EcA Eca N #S

Ejemplos: 1) De una urna que contiene 2 bolillas blancas y 3 rojas se extraen 2 bolillas
con reposicion.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que se extraiga al menos una bolilla roja?
b) ¢Cual es la probabilidad de que la primera bolilla extraida sea roja y la segunda
blanca?

Supondremos que las bolillas estan numeradas, de manera de poder considerar que se
trata de un espacio de equiprobabilidad, entonces S ={(x,,X,)/ %, {R,,R,,R;,B,,B,}} y
su cardinal es#S=5-5=25
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a) P(A)=1-P(A°) siendo A°={(x,,x,)eS/x e{B,,B,}}. Como #A°=2.2=4,
resulta P(AC):i = P(A):l—izé.
25 25 25

b) B={(x,%,)eS/x, {R,,R,,R.},x, €{B,,B,}}. Como #B=3-2=6 = P(B):%.

2) Consideremos el ejemplo 1) pero suponiendo ahora que las extracciones se realizan
sin reposicion.
En este caso, S ={(x,,%,)/ % €{R,,R,,R;,B,,B,}, X, #X, | = #S=5-4=20,

a) P(A)=1-P(A°) siendo A°={(x,X,)eS/x €{B, B,}}. Como #A°=2.1=2,

resulta P(A°):£:i = P(A)zl_i:i_
20 10 10 10

b) B={(x,xX,)eS/x e{R,,R,, R}, X, €{B,,B,}}. Como #B=3-2=6 = P(B):z%.

Observacién: ¢Qué pasaria si en los ejemplos anteriores eligiésemos como espacio
muestral S :{(B,B),(B,R),(R,B),(R,R)}, denotando B: bolilla blanca y R: bolilla roja?
¢ Seria razonable suponer equiprobabilidad?.

10
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Probabilidad condicional

Consideremos una urna que contiene 4 bolillas rojas y 5 blancas. De las 4 bolillas rojas, 2
son lisas y 2 rayadas y de las 5 bolillas blancas, 4 son lisas y una sola es rayada.
Supongamos gue se extrae una bolilla y, sin que la hayamos mirado, alguien nos dice que
la bolilla es roja, ¢cual es la probabilidad de que la bolilla sea rayada?

Sean los sucesos A: “la bolilla es rayada” y B: “la bolilla es roja”. Obviamente, sin ninguna
informacién previa, P(A)= 3/9=1/3 y P(B)=4/9.

Sin embargo, como sabemos que la bolilla es roja, la probabilidad de que sea rayada es
%, ya que, de las rojas la mitad es lisa y la mitad rayada. Observemos, que al ocurrir B, el
espacio muestral se reduce.

En general, dado un experimento y su espacio muestral asociado, queremos determinar
cémo afecta a la probabilidad de A el hecho de saber que ha ocurrido otro evento B.

Definicion: Sean A y B eventos tales que P(B) > 0, la probabilidad del evento A
condicional a la ocurrencia del evento B es

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

Ejemplos: 1) En el ejemplo anterior, P(B)=4/9 y

P(AlB)_P(AmB)_ZIQ_g_l
P(B) 4/9 4 2

2) Consideremos una poblacién en la que cada individuo es clasificado segun dos
criterios: es o0 no portador de HIV y pertenece 0 no a cierto grupo de riesgo que
denominaremos R. La correspondiente tabla de probabilidades es:

Portador (A) |No portador (A°)
Pertenece a R (B) 0.003 0.017 0.020
No pertenece aR (B) |0.003 0.977 0.980

0.006 0.994 1.000

En esta poblacion, la probabilidad de que un individuo sea portador es P(A)=0.006 y la
probabilidad de que sea portador y pertenezca al grupo de riesgo R es P(A n B)=0.003.

Dado que una persona seleccionada al azar pertenece al grupo de riesgo R, ¢cual es la
probabilidad de que sea portador?

P(AnB) 0.003

= =0.150
P(B)  0.020

P(A|B)=

11
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es decir que 150 de cada 1000 individuos del grupo de riesgo R, son “probablemente”
portadores de HIV.

Calculemos ahora la probabilidad de que una persona sea portadora de HIV, dado que no
pertenece al grupo de riesgo R.

P(ANB®) _ 0.003
P(B®)  0.980

P(A|B°) = = 0.00306

es decir que sélo 3 de cada 1000 individuos no pertenecientes al grupo de riesgo R, son
“posibles” portadores de HIV.

Propiedades de la Probabilidad condicional: Dado un suceso B fijo tal que P(B) > 0, P(¢|B)
es una probabilidad, en el sentido que satisface los axiomas de probabilidad y por lo tanto
todas las propiedades que se deducen a partir de ellos. Por ejemplo:

A1l. P(A|B) > 0 para todo suceso A.
A2.P(S|B) = 1.

P(SNB)_P(B) _,

Dem: P(S|B)= P(B) P(B)

Ejercicios: 1) Verificar que P(e|B) satisface el axioma A3a.

2) Verificar que P((A1 v Ay) | B) = P(A1 | B) + P(A2| B) — P((A1 n Ay) | B)

Regla del producto: Dados dos sucesos Ay B, tales que P(B) > 0,

P(A N B) = P(A|B) P(B)
Si ademas, P(A) > 0,

P(AnB)=P(B|A)PA)
Ejemplo: En el ejemplo presentado al comienzo, supongamos ahora que se extraen dos
bolillas sin reposicion . ¢Cudl es la probabilidad de extraer una bolilla roja y una blanca,

en ese orden?

Sean C: “la primera bolilla es roja” y D: “la segunda bolilla es blanca”. debemos calcular
P(C » D). Aplicando la regla del producto

12
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P(C ~D)=P(C) P(D|C)=g§:?:i.

La regla del producto es especialmente util cuando el experimento consta de varias
etapas ya que se puede generalizar. Asi, por ejemplo, si P(A))>0y P(A nA,)>0, se
tiene

P(AL N A, nA)=P(A)P(A, |A) P(A [(AL N A))
y se extiende a n sucesos.
Ejemplo: En el mismo ejemplo, ¢como podemos obtener la probabilidad de que la

segunda bolilla extraida sea blanca (suceso D)?. Sabemos calcular, usando la regla del
producto la probabilidad de que la segunda sea blanca y la primera sea roja. Hemos visto

que esta probabilidad es P(C nD)=5/18. Del mismo modo podemos obtener la
probabilidad de que ambas bolillas sean blancas (suceso (D n C°)). Esta probabilidad es

P(C* A D)=P(C") P(D|c°)=g§=§=i

Si ahora observamos que el suceso D puede escribirse como
D=(DNnC)u(DnNC")
se obtiene

P(D):P(DmC)+P(DmCC):%+%:§. (1)

¢ Como podemos obtener ahora la probabilidad de que la primera bolilla haya sido roja
(suceso C) sabiendo que la segunda fue blanca (suceso D)? La probabilidad requerida es

P(CAD)_518 1

P(CID)= PD) 59 2

(2)

Los resultados (1) y (2) son ejemplos de aplicacion de los dos Teoremas que veremos a
continuacion: el Teorema de la Probabilidad Total y el Teorema de Bayes,
respectivamente.

Definicion: Una coleccion de eventos A, A,,..., A, constituye una particion del espacio
muestral S si

13



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

1. ANA =0 Viz]j

2. P(A)>0 Vi

Teorema de la probabilidad total: Sea A, A,,..., A, una particion del espacio muestral Sy
sea B un suceso cualquiera,

P(B):ZP(BlAi)P(Ai)

Dem:

BzBﬁSzBm(LkJAij:

i=1

k
(BN A)
=1
Como (BNA)N(BNA;)=0 Vi=#j,entonces
k

2()- P8 A) | =3 P(BA A) - ZP(EIAP(A)

i=1

Teorema de Bayes: Sea A, A,,..., A, una particion del espacio muestral S y sea B un
suceso cualquiera tal que P(B) > 0,

P(BIA,)P(A))

ZP(BlAi)P(Ai)

P(A, |B)=

Dem:

P(A; N B) B P(B|A;)P(A;)

P(A, |B) = :
BREEWICITILCS

En el numerador se aplico la regla del producto y en el denominador el Teorema de la
probabilidad total.
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El Teorema de Bayes describe como es posible “revisar” la probabilidad inicial de un
evento o probabilidad a priori (P(A)) para reflejar la informacién adicional que nos provee
la ocurrencia de un evento relacionado. La probabilidad revisada se denomina
probabilidad a posteriori.

Ejemplo: Supongamos que cierta prueba para detectar la presencia de una enfermedad
en un individuo, da resultado positivo (detecta la presencia de la enfermedad) en un
individuo enfermo con probabilidad 0.99 y en un individuo sano con probabilidad 0.02
(falso positivo). Por lo tanto, dicha prueba no detecta la enfermedad en un individuo sano
con probabilidad 0.98 y no la detecta en un individuo enfermo con probabilidad 0.01 (falso
negativo). Es decir que si denotamos A: “la persona padece esa enfermedad” y B: “la
prueba es positiva”,

P(B| A)=0.99 P(B| A%)=0.02

P(B®| A)=0.01 P(B® | A®)=098

Se supone, en base a estudios previos, que la incidencia de esa enfermedad en cierta
poblacién es 0.001, es decir que la probabilidad a priori de A es 0.001. Se selecciona al
azar un individuo de esa poblacion, se le aplica la prueba y el resultado es positivo, ¢ cual
es la probabilidad de que en efecto padezca la enfermedad?

Debemos calcular la probabilidad a posteriori de A, P(A|B):

~ P(B| A)P(A) - 0.99-0.001 ~
P(B|A)P(A)+ P(B| A°)P(A°) 0.99-0.001+0.02-0.999

P(A|B) 0.0472

Por lo tanto, la probabilidad de que esté enfermo, habiendo sido positivo el resultado de la
prueba es aproximadamente 0.05.

Las probabilidades a posteriori dependen fuertemente de las probabilidades a priori. Si se
aplica la prueba a individuos de una poblacién en la cual la incidencia de la enfermedad
es mucho mayor, también aumentara la probabilidad a posteriori.

Verifique ésto, suponiendo ahora que P(A) = 0.01.

Mas adelante, desarrollaremos otro ejemplo de aplicacion de estos Teoremas.

Independencia

La definicibn de probabilidad condicional nos permite “revisar” la probabilidad P(A)
asignada a un suceso, cuando se sabe que otro suceso B ha ocurrido. Hay casos en los
que P(A | B) = P(A), mientras que en otros P(A | B) = P(A), es decir que la ocurrencia del
suceso B no altera la probabilidad de ocurrencia de A.
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Ejemplo: De una urna que contiene 4 bolillas negras y 6 blancas se extraen dos bolillas
sin reposicién , ¢cudal es la probabilidad de que la segunda bolilla sea blanca, sabiendo
que la primera es negra?

Denominando A: “la segunda bolilla es blanca” y B: "la primera bolilla es negra”,

P(A[B)=

oo

2
2

Por otra parte,

64 56 54 6 3
P(A)=P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B*) = > — 4>~ == ==
(A)=P(A[B)P(B) + P(A| )()910 91090105

y, por lo tanto, P(A|B)#= P(A),es decir que la ocurrencia del suceso B modifica la
probabilidad del suceso A.

Observemos que la probabilidad de que la segunda bolilla sea blanca coincide con la
probabilidad de que la primera lo sea.

Ejercicio: Verificar que, en cambio, si las extracciones se realizan con reposicion, P(A) =
P(A|B).

Diremos que los eventos A y B son independientes si la informacién acerca de la
ocurrencia o no de uno de ellos no afecta la probabilidad de ocurrencia del otro,

Definicién: Los eventos A y B son independientes si
P(AnB)=P(A) P(B)
Si la igualdad no se cumple, decimos que Ay B son dependientes.
Proposicion: Supongamos P(B) > 0, Ay B son independientes si 'y s6lo si P(A|B)=P(A).

P(ANB)

P(B)
independientes, P(An B)=P(A)P(B), entonces

Dem: (=) Si P(B)>0=P(A|B)= estd bien definida, pero por ser Ay B

P(A)P(B) _

P(A|B) = P(B)

P(A)

(<) Aplicando la regla del producto, si P(B)>0, P(An B)=P(A|B)P(B)=P(A)P(B).

Observacién: Si P(B) = 0, como AnBcB, P(AnB)=0,y por lo tanto la igualdad
P(AnB)=P(A)P(B) siempre se satisface.
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Ejemplo: De un mazo de 40 cartas espafiolas, se extrae una carta al azar. Consideremos
los siguientes sucesos:

A: "la carta es copa o espada”
B: “ la carta no es copa”
C: “la carta es copa u oro”

20 1 30 3 20 1
P(A)=—== P(B)=—=— PC)=—==
()402 ()404 ()402
P(A|B) :M:ﬁzli P(A), entonces Ay B no son independientes.
P(B) % 3
P(A|C) :M:ﬁ:1 =P(A), entonces A y C son independientes.
P(C) % 2

Propiedades: 1) Si los sucesos A y B son excluyentes, es decir si A B = & y si P(A)>0,
P(B) > 0, entonces A y B no son independientes.

Dem: En efecto, en este caso, 0=P(An B) = P(A)P(B).
2) Si P(B) = 0, entonces B es independiente de cualquier suceso A tal que P(A) > 0.

Dem: Como A nB B, P(A nB) =0y por lo tanto P(A » B) = P(A) P(B), es decir que Ay
B son independientes.

3)Si AcB,P(A)>0y P(B)<1, AyB no son independientes.

Dem: Como AcB=AnB=A=P(AnB)=P(A)=P(A)P(B). Luego, Ay B no son
independientes.

4) Si A y B son sucesos independientes, A y B también lo son.

Dem:
P(A)=P(ANnB)+P(ANnB*)=P(AnB°®)=P(A)-P(AnB)=P(A)-P(A)P(B) =
P(A)(1-P(B))=P(A) P(B°).

Ejercicio: Demostrar que si A y B son sucesos independientes, A°y B® también lo son.
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Independencia de mas de dos eventos: La definiciébn de independencia de dos eventos
puede extenderse a mas de dos.

Definicién: Los eventos A, A,,..., A, son independientes si para todo k=2,...,n y para
todo conjunto de indices {i,,i,,...,i, } tales que 1<i, <i, <...<i, <n, se verifica

P(Ai1 M Ai2 e Aik )= P(Ail) ) F)(Ai2 )""P(Aik)

n n n
Es decir que es necesario verificar [2] + [3} + ( j =2" —n-1 condiciones.
n

Observacion: Si los sucesos A, A,,...,A, son independientes, entonces son
independientes de a pares pero la reciproca no es cierta.

Ejemplos: 1) Sea S = {Wl,WZ,W3,W4} un espacio de equiprobabilidad y consideremos n =
3y los sucesos

A={W11W4} B:{Wz’w4} C:{WS'WA}
P(A) = P(B) = P(C) =%.
Ademas,
P(Ar B)=%: P(A)P(B)
P(AAC) :%: P(A)P(C)
P(BmC):%: P(B)P(C)

es decir, que los sucesos son independientes de a pares. Sin embargo,
1
P(ANBNC)= 2 #P(A)P(B)P(C)

y, por lo tanto, los sucesos A, B y C no son independientes.

2) Veamos un ejemplo también para el caso n = 3, en el cual se satisface la factorizacion
de P(AnBNC) y no se cumple para alguna de las intersecciones dobles. Sea

S :{Wl,WZ,W3,W4,W5,W6,W7,W8} un espacio de equiprobabilidad y consideremos los
sucesos

A:{Wl’WZ’W3’W4} B:{W1'W21W71W8} C:{lews’we1w7}
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Como antes, P(A)=P(B)=P(C) :%. Ademas,

P(AnB)===P(A)P(B)

P(BNC)===P(B)P(C)

P(AnC)==#P(A)P(C)

Ok Nk NP

Se observa que no se satisface una de las igualdades, pero si se satisface
P(AABAC) =%= P(A)P(B)P(C).

Finalmente, veremos un ejemplo en el que utilizamos los diferentes conceptos y
propiedades estudiadas en esta Seccion.

Ejemplo: Muchos sistemas de computacion trabajan con enormes bases de datos, como
por ejemplo, sistemas de tarjetas de crédito o sistemas de reservas de pasajes aéreos.
Debido al volumen de datos involucrado, la velocidad de acceso al sistema depende de
las caracteristicas de las unidades de almacenamiento utilizadas, como asi también de las
redes de comunicacion conectadas a la base de datos. Nos concentraremos en el primer
aspecto, es decir en el problema del almacenamiento.

Consideremos unidades de almacenamiento consistentes en discos planos, cada uno de
los cudles esta compuesto por un conjunto de anillos concéntricos denominados “pistas”.
Cada pista esta a su vez subdivida en areas de almacenamiento denominadas “sectores”.
El acceso al disco se realiza mediante una cabeza lectora/grabadora que se puede mover
hacia adelante o hacia atras a lo largo de un brazo fijo. El disco rota bajo ese brazo y la
cabeza lee o modifica un dato cuando el correspondiente sector pasa bajo ella.
Consideremos un disco que consiste de 76 pistas, numeradas de 0 a 75, con 8 sectores
cada una, numerados de O a 7.

Supongamos que, en el momento en que se debe acceder a un dato que se encuentra en
el sector 2 de la pista 51, la cabeza se encuentra sobre la pista 22. Entonces, debe
moverse en primer lugar hasta la pista 51 (este movimiento se llama busqueda o seek) y
luego debe esperar hasta que el sector 2 pase bajo ella (este periodo de tiempo se
denomina retardo rotacional o rotational delay).

Si el cabezal se mueve por ejemplo a una velocidad de 3.2 milisegundos (ms) por pista, la

basqueda del ejemplo demandaria (3.2) (51-22) = (3.2)(29) = 92.8 ms. Si ademas
suponemos que el disco realiza una rotacion completa en 30 ms, el retardo rotacional
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puede demorar entre 0 y 30 ms, con un promedio de 15 ms. Por ultimo, supongamos que
el acceso concreto al dato demora 1.2 milisegundos.

Este sistema es de naturaleza probabilistica o aleatoria. Las demandas de acceso arriban
en tiempos aleatorios y se demandan datos aleatorios, en el sentido de que no sabemos
con anticipacién qué dato se va a requerir.

Analicemos el siguiente ejemplo. Supongamos que las probabilidades de que una
demanda de acceso corresponda a cada una de las 76 pistas son iguales y que accesos
sucesivos son independientes. Supongamos también que la cabeza lectora/grabadora se
encuentra sobre la pista 20, ¢cual es la probabilidad de que el tiempo total de busqueda
(seek) para las dos siguientes demandas de acceso sea a lo sumo 50 ms?

Sea A el suceso ” la busqueda combinada demora a lo sumo 50 ms” y definamos, para
cadai=0,1,..., 75, los sucesos

Ti: “el primero de los dos accesos siguientes correspondera a un dato que esta sobre la
pista i’

Entonces
P(A)= PANT,) =3 P(AIT)P(T) ®

Como se observa, debemos calcular P(A|T,), es decir debemos calcular la probabilidad

de que la busqueda combinada demore a lo sumo 50 ms dado que el primer acceso es a
la pista i, parai=0,1,..,75. Por ejemplo, ¢como calculariamos P(A|T,)?

Si la primera basqueda nos lleva a la pista 26, demandara (26-20) (3.2) ms = 19.2 ms, por
lo tanto la busqueda total llevara a lo sumo 50 ms si la segunda busqueda demora a lo
sumo 30.8 ms. Como en 30.8 ms se pueden recorrer a lo sumo 9 pistas (30.8/3.2), no
podemos ir mas alla de la pista 26-9=17 o de la pista 26+9=35. En otras palabras

P(A|T,) seréa la probabilidad de que el segundo pedido de acceso se refiera a un dato

que esta entre las pistas 17 y 35 inclusive. Dado que suponemos que todas las pistas son
equiprobables,

19
P(A|T26) :_6:

NP

Del mismo modo, se calculan todas las probabilidades condicionales requeridas en (3) y
se obtiene el valor de P(A) pedido.
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Variables aleatorias discretas

Al realizar un experimento generalmente estamos interesados en alguna funcion del
resultado mas que en el resultado en si mismo. Asi, por ejemplo, al arrojar un dado dos
veces podriamos estar interesados s6lo en la suma de los puntos obtenidos y no en el par
de valores que dio origen a ese valor de la suma. Esa cantidad de interés, o mas
formalmente esa funcion a valores reales definida sobre el espacio muestral se denomina
variable aleatoria. Variable porque toma distintos valores y aleatoria porque el valor
observado no puede ser predicho antes de la realizacion del experimento, aunque si se
sabe cuales son sus posibles valores.

Dado que el valor de una variable aleatoria (en adelante lo abreviaremos v.a.) es
determinado por el resultado de un experimento, podremos asignar probabilidades a los
posibles valores o conjuntos de valores de la variable.

Ejemplo: Se arroja dos veces un dado equilibrado. Un espacio muestral asociado es:
S ={(x,,%,)/ %, €{1,2,3,4,5,6}}

Posibles v.a. asociadas con este experimento son:

X: "ndmero de caras pares”
Y: “maximo puntaje”
Z: “suma de puntos”

Definicion: Sea S un espacio muestral asociado con un experimento aleatorio. Una
variable aleatoria X es una funcién que asocia a cada elemento w €S un namero real
X(w)=x, es decir

X:S>R
Como se observa, en general representaremos a las v.a. con letras mayusculas: X, Y, Z,
etc. y sus valores con letras minusculas, es decir X(w)=x significa que x es el numero real

asociado al resultadow €S a través de X.

Ejemplos: 1) Volviendo al ejemplo anterior,

X((2,9)) =1 Y((2,5)) =5 Z((2,5) =7
X((1,3)) =0 Y((1,3)) =3 Z((1,3) = 4
X((2.2) =2 Y((2,2) =2 7((2,2)) = 4

2) Se arroja una moneda equilibrada 3 veces,

X 1 si el nimero de caras es impar
0 en caso contrario
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3) Se arroja una moneda equilibrada hasta que se obtiene la primera cara,
X: “ndmero de tiros necesarios”

4) A partir del instante en que se intenta la conexién a un servidor, se registra el tiempo
gque demora en concretarse la misma,

X: “tiempo requerido para la conexion”.
En los ejemplos 1), 2) y 3) las v.a. toman un ndamero finito o infinito numerable de valores,
mientras que en el ejemplo 4) la v.a. X toma valores en un conjunto infinito no numerable,

el intervalo (0, o) 0 un intervalo (0, M) si existe un tiempo méaximo (“time out”).

Notacidén: Indicaremos con Ry el rango de la v.a. X, es decir el conjunto de valores
posibles de la v.a. X.

Ejemplos: En los ejemplos anteriores,
1) Rx={0,1,2}
Ry ={1,2,3,4,5,6}
Rz ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
2) Rx={0,1}
3) Rx={1,2,3,..}=N

4) Rx = (0,) 0 (0,M) si existe un “time out”

Definicién: Una v.a. es discreta si toma un ndmero finito o infinito numerable de valores.

Ejemplo: En el caso del ejemplo 1), ¢cémo calculariamos la probabilidad de que lav.a. Z
tome el valor 7, suponiendo que los lanzamientos son independientes?

P(Z =7)=P({(x,, x;) € S1Z((x,, x;)) = 7})= P({(L6), (25), (3.4), (4.3), (5,2), (6’1)}):% =

o

Definicion: La funcion de probabilidad puntual o de masa de la v.a. discreta X, se
define para todo x como

Py (X)=P(X =x)=P({we S/ X (w)=x})

Se cumplen las siguientes propiedades:
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Py (x)=0 vV X

Z Py (x)=1

XeRy

La funcién de probabilidad puntual de una v.a. X nos dice cémo se distribuye la
probabilidad total entre los distintos valores de X, y se determina a partir de la
probabilidad de los sucesos asociados a cada valor de X.

Ejemplos: 1) Hallemos la funcién de probabilidad puntual de la v.a. X : “nimero de caras
pares al arrojar dos veces un dado equilibrado”. Recordemos que Rx = {0,1,2}.

py, (0)=P(X =0) = P({(x,,x,) €S/ X, X, € {1,3,5}}):3_96 -

NG

Py () =P(X =1) =

=P({(x,%,) €S 7% < {135}, € {2485 {(x,,x,) €S X, € {246} x, < {L35}))= % :%
Dy (2) = P(X =2) = P{(X,,X,) € S/ X, X, € {2,4,6}}:%:%

Podemos resumir esta informacién en una tabla de la forma:

X 0 1 12
px(X) |1/4 [1/2 |1/4

o mediante un grafico en el cual, para cada valor de x se construye una barra o un
rectangulo centrado en X, cuya altura es proporcional a px(X)

Diagrama de Barras Histograma
12 | 1/2
N “ oliem
1 2 0 1 2
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Definicién: La funcion de distribucién acumulada de una v.a. discreta X con funcién de
probabilidad puntual px(x) se define para todo x € R, como

Fe()=P(X<x)=" > py(y)

y<X,yeRy

Es decir que F, (x)es la probabilidad de que la v.a. X tome valores menores o iguales
que X.

Ejemplo: Volviendo al ejemplo 1), hallemos la funcién de distribucién acumulada de la v.a.
X, cuya funcion de probabilidad puntual es

X 0 1 |2
px(X) |1/4 [1/2 |1/4

Six<0 Fy(x)=P(X <x)=0
x=0  F,(0)=P(X<0)=p,(0)=Y,
0<x<1 FX(X)ZP(XSX)ZPx(O)Z%
=1 FO=PX<D=p, 0+p, =Y +Y-%,
1<x<?2 Fx(x):P(XSx):px(0)+px(1)=%
X=2  F(Q=P(X<2)=p,(0)+p@)+px()=Y+ 1+
K>2 B (0=P(X<2)=p,(0)+p, M+ pe (2= Y+ Y+

=1

§|'|<E‘<

1

Resumiendo:
0 six<0
E (0 % si0<x<1
x (X) = 3 )
A Sil<x<?2
1 Six>2

¢, Como es Fx (x)?

Observamos que se trata de una funcién escalera, no decreciente que toma valores entre
Oyl
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34 1 —_—
1/2
1/4 1 —_—
0 1 2

Propiedades de la funcién de distribucion acumulada:

i) VxeR, F,(x)e[0d].
i) F, (x) es mondtona no decreciente, es decir que si X, <X, = F, (X,) <F, (X,).

iii) F, (X) es continua a derecha, es decir lim F, (x+h) =F, (x).
h—o*
iv) imF, (x)=1 vy limF, (x)=0
v) En cada punto X, el valor del salto es la probabilidad puntual, es decir
Px (X) = Fx (X) - I:x (Xi)

donde X~ =Ilim(x—h)(limite por la izquierda). En particular si X toma valores
h—0"

X, <X, <..., entonces P, (X;)=F, (X)) —F,(X,,) paratodo i>22 y p, (x;)=F, (x,).

Dem: Daremos s6lo demostraciones heuristicas de estas propiedades. Demostraciones
rigurosas pueden encontrarse, por ejemplo, en S. Ross (1988) o B. James (1981).

i) Obvio, ya que F, (x)=P(X <Xx)= P({We S/X(s) < x}) y toda probabilidad toma
valores entre Oy 1.

ii) Consideremos el suceso
A={W/ X (W) <X, f={w/ X (W) <x fuiw/x, < X(W)<x,}=A UA,
Como A N A, =g, P(A)=P(A)) +P(A,), es decir

P(X <x,)=P(X <x)+P(x, <X <x,) 2P(X £x,)
Yy, por lo tanto,
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Fy (X2) 2 Fy (X))

iii) Recordemos que una funcién g(x) es continua a derecha en x si lim g(x+h)=g(x).
h—0*

Por lo tanto, la continuidad a derecha de F, (x) en todo x resulta de su definicién:
Fy (X)=P(X £X).

iv) lim Fy (x) = lim P(X < x)=lim P{w/ X (w) < x}=P(S) =1
lim Fy (x) = lim P(X <x) = lim P(w/ X (W) <X) =P (2)=0

V) Py (X)=P(X =xX)=P(X <x)-P(X <x)=F, (X)-F, (x7)
Proposicién: Sean a y btales que a<b, entonces

Pla< X <b)=F, (b)-F, (a)
P@<X<b)y=F, (b)-F,(a")
Pla<X <b)=F,(b")-F, (a)
P@s<X<b)y=F,(b")-F,(a")

Dem: Demostremos la primera igualdad

P(a< X <b)=P(X e(a,b])=P(X e(-o0,b])— P(X (- ,a))
=P(X <b)-P(X <a)= F,(b)-F, (a)

Ejercicio: Demostrar las siguientes 3 igualdades, usando por ejemplo que

P(a< X <b)=P(a< X <b)+ P(X =a)

y aplicando la propiedad v) de las funciones de distribucién acumuladas.

Ejemplo: Volviendo al ejemplo 1), y usando la funcion de distribucion calculada antes,
calculemos P(1< X <2)y P(X =1).

= _F Fyo1_L_3
A<X<2)=F, (2)-F, (17)=1

1) = — - —E_l—l
P(X=1)=F,(1)-F, (1) y >
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Ejemplo: Un experimento tiene sélo dos resultados posibles, que denominaremos Exito y
Fracaso. El experimento se repite en forma independiente hasta que se obtiene el primer
éxito. Sea p = P(Exito), 0 < p < 1, y definamos la v.a. X = “nimero de repeticiones hasta
obtener el primer éxito”. Como ya hemos visto, Ryx = N.

Hallemos la funcién de probabilidad puntual de la v.a. X.

pxD=0p
Px(2)=@A-p)p
Py (=@1-p)°p

Entonces,
px(kK)=@1-p)'p vk e N.

Verifiguemos que en efecto esta funcion satisface las dos propiedades
Py ()20 V X

z Px (X):l

xeRy

Dado que 0< p <1, la primer propiedad obviamente se satisface. Respecto a la segunda,

pr(k) Z(l p)“p= pZ(l p) =p———=1
1- (1— p)
donde hemos usado que la suma de la serie geométrica Zw:qi :% , Si |q| <1.
i=0 _'q

Hallemos la funcién de distribucién acumulada de la v.a. X.
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X <1 F,(x)=0

1<x<?2 Fy,(X)=p

2<x<3 Fy (X)=p+ p(1-p)

3<x<4 Fy (X) = p + p(1-p)+ p(1-p)*

(sx<kil FL)=pY A=) = p3a-p) =i 1o py

n
Hemos usado que la suma parcial de una serie geométrica es Zq' = 1
i=0 -q

Recordemos que la funcion de distribucion debe estar definida para todo X € R, entonces

si x<1
P )= {1 a-p  six>1

donde [a] denota la parte entera de a.

Ejercicio: Verificar que esta funcion de distribucion satisface las propiedades enunciadas
antes.

Parametro de una funcion de probabilidad: En el ejemplo anterior la probabilidad de Exito
la designamos p donde 0 < p < 1. Variando este valor obtenemos diferentes funciones de
probabilidad que constituyen lo que se denomina una familia de distribuciones. El valor p
se denomina parametro de la distribucion.

En el caso del ejemplo, la familia obtenida se denomina Geométrica de paradmetro p y
diremos que X ~ G(p). Por ejemplo, si el experimento hubiese consistido en arrojar un
dado equilibrado hasta obtener el primer as, X ~ G(1/6) y si hubiese consistido en arrojar
una moneda equilibrada hasta obtener la primera cara, X ~ G(1/2).

Esperanza o valor esperado de una v.a. discreta:

Una empresa proveedora de servicio de Television Satelital tiene 20000 clientes en cierta
zona, cada uno de los cudles puede optar por contratar de 1 a 5 paquetes de sefiales (el
abono basico consiste en un solo paquete y cada uno de los otros paquetes incluye
grupos de sefiales tematicas o premium). Supongamos que, entre los 20000 clientes, la
distribucion del nimero de paquetes X contratados es la siguiente:
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X 1 2 3 4 5
nUmero de clientes | 7500 5500 3500 2000 1500
proporcién 37.5% |27.5% |17.5% |10.0% |7.5%

Si interesa el nUmero promedio de paquetes contratados, o0 sea el valor promedio de X en
la poblacién, deberiamos calcular:

1.7500 +2-5500 +3-3500 + 4 - 2000 +5-1500 44500

= =2.225
20000 20000

Observemos que, si no hubiésemos conocido los nimeros de clientes que contratan cada
namero de paquetes ni el total de la poblacion, sino sélo las proporciones de cada nimero
(o su probabilidad) hubiésemos podido obtener el valor promedio, ya que dicho niamero
puede escribirse en la forma:

7500 5500 3500 2000 1500
. +2- +3- +4. +5- =
20000 20000 20000 20000 20000

=1-0.375+2-0.275+3-0.175+4-0.10+5-0.075

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion: Sea X una v.a. discreta que toma valores en Ry con funcién de probabilidad
puntual px(x), la esperanza o valor esperado de X se define como

E(X)=uy = ZX Py (X)

XeRy

siempre que Z|X| Py (X) <. Si la serie de los valores absolutos diverge, la esperanza

xeRy

no puede definirse y decimos que no existe.

Ejemplos: 1) Sea X: “numero de caras pares al arrojar dos veces un dado equilibrado”.
Como

px(x) |14 |12 [1/4

entonces, E(X) :01+1l+ 23:1.
4 2 4
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2) Sea X una v.a. que toma sélo dos valores que designaremos 1y 0 (Exito y Fracaso)
con la siguiente funcion de probabilidad puntual

X 1 0
px(X) |a |1-a

siendo 0 < a < 1. Una v.a. de este tipo se dice que es una v.a. de tipo Bernoulli y su
esperanza es:

E(XX)=1-a+0-(1-a)=a

3) Veamos un ejemplo en que no existe E(X). Sea X una v.a. con la siguiente funcion de
probabilidad puntual

6 1 .
— sixe N
T° X

0 en otro caso

Px (X) =

En primer lugar, observemos que px(X) es una funcién de probabilidad puntual, ya que

0 1 72_2
s Loz

x=1 X

y, por lo tanto la suma de las probabilidades es 1. Calculemos la esperanza de X,

© 6 6 =1
E(X)=Y x> =23=22
x=1 7f 7 x= X

4) Consideremos nuevamente un experimento que tiene sélo dos resultados posibles y
que se repite en forma independiente hasta que se obtiene el primer éxito. Si p = P(Exito),
0 <p <1,y sidefinimos la v.a. X = “nimero de repeticiones hasta obtener el primer éxito”,
hemos demostrado que su funcién de probabilidad puntual est4 dada por

Py (K)=@L-p)“*'p vkeN

Calculemos la esperanza de X.

E(X) = Zk p(l- p)“—ka(l Pt = |OZ—(—|0)k
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Como la serie de potencias involucrada en la ultima igualdad es convergente, la derivada
de la suma es la suma de las derivadas, entonces

I < PRV Wt ol S SR IRl O SRR N GRS O I
=00= pap(;(l p)) pap[l—(l—p) l] pap[p J p[ PZJ p’

y por lo tanto hemos demostrado que E(X) :i.
Y

Interpretacién de la esperanza: E(X) es el centro de gravedad de la funciéon de
probabilidad puntual. Es decir que si imaginamos que sobre cada valor posible de X, x;,
colocamos una masa px(x;), el punto de equilibrio del sistema es E(X). En este sentido,
podemos decir que E(X) es una medida del “centro” de la distribucion.

Otra interpretacion de E(X) esta relacionada con un resultado que estudiaremos mas
adelante, denominado “ley de los grandes numeros”. Imaginemos que se repite
indefinidamente un experimento aleatorio y que en cada repeticion nuestra v.a. X toma
diferentes valores. Se ha demostrado que el promedio de los resultados obtenidos tiende
a estabilizarse en un numero que es E(X), si es que ésta existe.

Esperanza de una funciéon de una v.a. discreta: Volvamos al ejemplo considerado al
comienzo del paragrafo dedicado a la esperanza. Sea la v.a. X: nimero de paquetes de
programas contratado por un cliente seleccionado al azar y consideremos su funcion de
probabilidad puntual:

px(x) [0.375 ]0.275 |0.175 ]0.100 |0.075

Supongamos que el costo del servicio (Y) es funcion del nUmero de paquetes contratado,
segun la siguiente formula:

Y =30(X +1)
¢, Cudl es el valor esperado del costo pagado por cliente? Es decir, ¢ cual es E(Y)?.
A partir de la funcién de probabilidad puntual de X, podemos obtener la de funcién de

probabilidad de Y vya que, por un lado Ry = {60,90,120,150,180} y, por ejemplo,
P(Y=120)=P(X=3)=0.175. Entonces,

y 60 90 [ 120 [ 150 [ 180
py(y) 10.375 |0.275 |0.175 |0.100 |0.075

y, E(Y)=60-0.375+90-0.275+120-0.175+150-0.10 +180-0.075=96.75.
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5
Observemos que, E(Y )= Z h(x)py (x), siendo h(x)=30(x+1).

x=1
Proposicion: Si X es discreta y toma valores Xy, Xa, ..... , entonces h(X) es discreta con
valores yi, Yo, ...., siendo y; = h(x;) para al menos un valor de i.

Proposicion: Si la v.a. X tiene funcion de probabilidad puntual px(x) para todo x € Ry,
entonces la esperanza de cualquier funcion real h(X), esta dada por

E(h(X))= D h(x)py (x)

XeRy

si la serie es absolutamente convergente, o seasi Y_ [h(x)| py (X) <.

XeRy

Dem: Sea Y =h(X), entonces

E(Y):Zy]'pv(yj)zzyjlz sz(xi) :Z Zyjpx(xi)zzh(xi)px(xi)'

iTh(x)=y; } i i/h(x)=y; i

Propiedades de la esperanza:

1) (Linealidad) Si ay b son constantes reales, E(aX +b)=aE(X)+b.

Dem: Sea h(X)=aX +Db, entonces

E(h(X))=E(aX +b)= Y (ax+b)py (x)=a Y. x py (x)+b D" py (x) =aE(X) +b.

xeRy xeRy XeRy
2) Si X esunav.a. tal que P(X=c)=1, entonces E(X)=c.

Dem: E(X)=cp, (c)=c.

Varianza de una v.a. discreta:

Consideremos las siguientes funciones de probabilidad:

x | 2] 3[4
px(x) |13 (13 [1/3

y 1 2 3 4 5
py(y) | /12 | 5/12 | 2/12 | 1/12 | 3/12
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y4 3
Pz(2)

[EEN

Estas tres v.a. tienen la misma esperanza, sin embargo la forma de su distribucién es muy
diferente.

Ejercicio: Graficar las tres funciones de probabilidad puntual y verificar que
E(X)=E(Y)=E(2)=3.

Definiremos una medida de la variabilidad de una variable aleatoria alrededor de su
esperanza.

Definicion: Sea X una v.a. discreta con funcion de probabilidad puntual px(x) y esperanza
ux, la varianza de X, que se denotara V(X), 2 6 o, es

V(X)=o0% = Z(X_,ux)z Py (X) = E[(X = 15)°].

xeRy

y el desvio standard de X, es o, =+4/V(X) .

Ejemplos: 1) Calculemos la varianza y el desvio standard de las tres v.a. que acabamos
de presentar, cuya esperanza es igual a 3.

V(X)=0; :(2—3)2 +(3-3)° +(4 3)°

oolr\J

21
3
V(Y)=02=(1- 3) +(2- 3) +(3- 3) +(4- 3) +(5- 3)12 %; %ﬁ

V(Z):az:(3—3)-1:O

2) Consideremos X: “numero de caras pares al arrojar dos veces un dado equilibrado”
cuya funcién de probabilidad puntual es

X 0 1 |12
px(X) |1/4 [1/2 |1/4

y su esperanza es E(X) =1, entonces

V(X)=(0-1)? +(1 n +(2-1)?

I\Jll—‘

21
4
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3) Sea X una v.a. Bernoulli con funcién de probabilidad puntual

X 1 0
px(X) |a |1-a

con 0 < a < 1. Recordemos que E(X)=«, entonces

V(X)=(1-a)’a+0-a)’d-a)=al-a)|[l-a)+a]=al-a).

2

Proposicién: V (X)=E(X?) - (E(X))

Dem:

VX)=E((X —,0)2)= 3 (x= )2 Py (0= 2% 24, x + 122 Jp, (%) =

XeRy XeRy

= ZXZDX(X)—Z/JX Z X px(x)+ﬂ>2< ZDX(X)ZE(XZ)—Z/JXE(X)+/J>2< =

xeRy xeRy xeRy
= E(X?)=2uf + uf =E(X?) = uf =E(X*)=(E(X))".
Ejemplo: Consideremos nuevamente un experimento que tiene sélo dos resultados
posibles y que se repite en forma independiente hasta que se obtiene el primer éxito. Si p

= P(Exito), 0 < p < 1, hemos definido la v.a. X = “nimero de repeticiones hasta obtener el
primer éxito”, cuya funcién de probabilidad puntual esta dada por:

Py (K)=1-p)*'p vkeN

1-p

>

Hemos demostrado que E(X) = l Demostraremos ahora que V (X) =
p

Calculemos E(X?).

0

E(X®)= kP p)* =) [(k+ Dk ~klp@— )" =

k=1

=Y (k+Dkp(L- ) = L kp(L- p)* =3 (k+ Dkp(L- p)'* ~E(X) -

- 1 = 5?2 1
=p[ Y (k+)k@-p)*|-==p|D 1- p)kt |- ==
p{ (k +Dk@-p) } p[ aloz( p) } )

k=1 p k=1
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02 [& 1 0% | & o
=p (1—p)k*1}——=p [ (1—p)‘}—=

op* ; p op’ Jzz p

2 1 1 o2 [1 1
=p —1—(1—p)}——=p—{——2+p}——=

op’|1-(1-p) p opilp p
_pg{_iﬂ}_i_pi_i_i_i

op| p’ p p> p p° P

Entonces,

V(X)=E(X?)-(E(X))’ =

I3

como queriamos demostrar.

Propiedades de la varianza vy del desvio standard:

HV(@X +b)=a®V(X) y o, =[aoy.
Dem: Observemos que, en general,

V(h(X))= > (h(x) - E("(X)))* py (X).

XeRy

Entonces,

V(aX +b)=>" (ax+b—E(aX +b))* py ()= D (ax+b-aE(X)-b))* py (X) =

= 3 (ax—aE(X)) py()=a" 3 (x= E(X))’ py (X) =22V (X)

XxeRy XeRy

y, por lo tanto, o, =(a| o
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H 2 2 2 2 2 :
En particular, observemos que o, =a“ oy Y 0Oy,, =0y, Y porlotanto un cambio de
escala afecta la varianza pero una traslacién no la afecta.

2) Si X es una v.a. tal que P(X=c) = 1, entonces V(X) = 0.

Dem: Ejercicio.
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Variables aleatorias discretas

Distribucién Binomial:

Muchos experimentos aleatorios satisfacen las siguientes condiciones:

e El experimento consiste de n pruebas, siendo n fijo.

e Las pruebas son idénticas y en cada prueba hay sélo dos resultados posibles, que
denominaremos Exito (E) y Fracaso (F). Una prueba de este tipo se denomina ensayo
de Bernoulli.

e Las pruebas son independientes, es decir que el resultado de una prueba no influye
sobre el de las otras.

e La probabilidad de Exito (P(E)=p) se mantiene constante en todas las pruebas.

Definicion: Un experimento que satisface estos cuatro requerimientos se denomina
experimento Binomial.

Ejemplos: 1) Se arroja una moneda n veces y se llama Exito al suceso “sale cara”.

2) Se arroja un dado equilibrado n veces y se llama Exito al suceso “se obtiene un as”.

3) Se arroja n veces un dardo a un blanco circular de radio R, el cual contiene en el centro
un circulo de radio R/4 y se denomina Exito al suceso “el dardo impacta en el circulo

central”.

4) Se extraen 4 bolillas con reposicidon de una urna que contiene 5 bolillas blancas y 3
negras y se denomina Exito al suceso “las 4 bolillas son blancas”.

5) ¢Es el que sigue un experimento Binomial? Se extraen 2 bolillas sin reposicién de una
urna que contiene 5 bolillas blancas y 3 negras y se denomina Exito al suceso “la bolilla
extraida es blanca”.

NO, no lo es ya que si denominamos B; al suceso “la i-ésima bolilla extraida es blanca”,
4 5
P(B,|B,) :7 = P(B,) :§

y, por lo tanto no se verifica la tercera condicién. En realidad tampoco se verifica la
segunda ya que las pruebas no son idénticas (la composicion de la urna varia).
Observemos que, sin embargo la cuarta condicion se satisface.

Variable aleatoria binomial: Consideremos un experimento binomial que consiste de n
repeticiones y en el cual P(E) = p. Denominaremos v.a. binomial a la variable

X: nimero de éxitos en las n repeticiones.

Notacion: X ~ Bi (n,p).
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Calculemos su funcién de probabilidad puntual. Para ello, observemos en primer lugar
que Rx ={0,1,2,...,n}.

Sea k € Ry, una secuencia posible con k éxitos y n-k fracasos es:
E.EF..F
k n—k

y su probabilidad, dada la independencia de las repeticiones, es pk @a- p)”‘k. Pero, hay

n . . . -
(kj secuencias posibles conteniendo k éxitos, entonces

P(X =k) = p, (k)=(:j k(= p)™* vk e{0d,...n

Verifiqguemos que Z py (k) =1. En efecto,

k=0

i Px (k)=Zn}[Eka(l— P =(p+@-p) =1"=1.

n (N
Hemos usado la férmula del Binomio de Newton: (a+b)" = Z(kjakb”k.
k=0

Funcion de distribucion: Si X ~ Bi (n,p),

[0] six<0
] (n
Fy(X) = Z(kak(l— p)" " sio<x<n
k=0
1 six>n

donde [X] denota la parte entera de x.

Ejemplo: Supongamos que se arroja un dado equilibrado 10 veces y se llama Exito al
suceso “se obtiene un as”. Lav.a.

X: nimero de ases en los 10 tiros

tiene distribucién Binomial de parametros 10 y 1/6, o sea X ~ Bi (10,1/6), entonces

P(X =4) =(1fj(%j @ _ 0,054

P(3< X <5) :i(f)&j (g] L F, (5)- F, (2)=0.22
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Esperanzay varianza de una variable aleatoria binomial: Sea X ~ Bi (n,p),

E(X)=np y V(X)=np(l-p)

Dem: En el caso n=1, X es una v.a. Bernoulli y ya hemos demostrado que en este caso,
E(X)=p y V(X) = p(1-p). Sea ahora n>1,

3 Ny« N ny kN n!
E(X)=§k(kjp(l—p) =;k(kjp(l—p) =Zkk!( k)||o(—|o)

k=1

Y n! n k 3 (n 1) kl
kzlmp B B pz(k 1)|( ) ( p)

an(k :ka 1(1 p)nl kl(k 1)Jp2( J ]pj(l_ p)n—l—j:np(p+(1_ p))n—l_

j=0

Recordemos que V (X) = E(X 2 )— (E(X))* = E(X 2 )— n’p?.

E(X?)= Zk Up 1-p"*= Z(k(k 1)+k)( jp @-p"*

(k- 1)( ka(l— P +kapka— Pt =Y k(K —1)@&(1— P +E(X)

k=0

n

:Zk( - )kl( —k)l p“L-p)"* +np= Z m p“(L— p)"* +np

=n(n—1)p2§ % p“*(L-p)"* +np

n(n-1)p’ Z( . ]p"(l— )" +np=n(n-1)p*(p+(@-p))"* +n

(k= 2)

=n(n-1)p* +np
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En realidad, para que la demostracion anterior sea valida debe ser n > 2, pero es
inmediato verificar que, si n=1, E(X?)=p y por lo tanto la expresién hallada es vélida

para todo n.
Finalmente,

V(X)=E(X?)-(E(X))* =n(n-1)p* +np-n’p® =-np’ +np=np(L- p)

En el siguiente grafico se muestra la funcion de probabilidad puntual correspondiente a la
distribucién Binomial para distintos valores de p y n=10. Puede observarse como la
distribucidén se simetriza a medida que p tiende a 0.5.

¢,Coémo serian los gréficos para valores de p>0.5?
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En el siguiente grafico se muestra la funcion de probabilidad puntual correspondiente a la
distribucién Binomial para distintos valores de p y n.
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Variable aleatoria Geometrica: Supongamos que se repite en forma independiente un
ensayo de Bernoulli con probabilidad de Exito (P(E)=p) constante en todas las pruebas.
Se define la v.a.

X: nimero de repeticiones hasta obtener el primer Exito.
Notacion: X ~ G (p).

Al estudiar en general las v.a. discretas, hemos probado que la funcién de probabilidad
puntual de X esta dada por

Py (K)=@-p)“'p vk e N.

y su funcién de distribucién acumulada por

0 si x<1

Px (X):{l—(l— oM six>1

donde [x] denota la parte entera de X.

Esperanzay varianza de una variable aleatoria geométrica: Sea X ~ G (p),

2

1 1-
E)== oy ve=4P
p
Dem: Lo hemos demostrado al estudiar en general la esperanza y la varianza de una v.a.
discreta.

Proposicion (Propiedad de Falta de Memoria): Sea X ~ G (p) y sean n y m nameros
naturales cualesquiera,

P(X>n+m|X >n)=P(X >m)

Dem: Ejercicio.
(Sugerencia: Demostrar que si X ~ G (p), P(X >k)=(1- p)k).

Ejemplo: Sea X: “nimero de tiros hasta obtener el primer as en una sucesion de tiros de
un dado equilibrado”, entonces X ~ G (1/6).
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P(X =7) :%(gj ~0.06

P(X >6)=P(X >5)=(%J =0.40

E(X)=—— =6  V(X)=1°

=30
1/6 (1/6)

En el siguiente gréfico se muestra la funcion de probabilidad puntual correspondiente a la
distribucién Geométrica para distintos valores de p.

G(0.1) G(0.15) G(0.2)
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Variable aleatoria Binomial Negativa: Supongamos que se repite en forma
independiente un ensayo de Bernoulli con probabilidad de Exito (P(E)=p) constante en
todas las pruebas. Se define la v.a.

X: nimero de repeticiones hasta obtener el r-ésimo Exito (r >1).
Notacion: X ~ BN (r,p).
Esta v.a. es una generalizacién de la v.a. Geométrica, la cual corresponde al caso r = 1.

Observemos que Ry = {r, r+1, r+2, ...} y hallemos su funcidn de probabilidad puntual.

Sea k un numero natural, k > r. Para que sean necesarias k repeticiones para obtener el
primer Exito, el r-ésimo Exito debe ocurrir en la repeticion k y en las (k-1) repeticiones
previas debe haber exactamente (r -1) Exitos. Como las repeticiones son independientes

la probabilidad de una configuracion de ese tipo es p'(1- p)k’r, pero hay varias
configuraciones de esta forma. ¢ Cuantas? Tantas como formas de elegir entre las (k-1)

primeras repeticiones, aquellas donde ocurriran los (r-1) Exitos, o sea ( lj .
r —

Por lo tanto la funcién de probabilidad puntual sera:

P(X:k):(r_l

Jpr(l— p)< Vke{r,r+1ir+2..}

Funcién de distribucion: Si X ~ BN (r,p),

0 six<r
Fy (x) =

(k-1
Z(r—ljpr(l_ P six>r

k=r
donde [X] denota la parte entera de x.

Ejemplo: Se extraen con reposicién bolillas de una urna que contiene 3 bolillas blancas y
7 rojas. Se define X: nUmero de extracciones hasta obtener la cuarta bolilla roja.

X ~ BN (4,7/10)
p(X =5)=| > (lﬂijzozg
4-1)N10 10
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x5 (3o

Proposicion: Sea X ~ BN (r,p),

2

E(X)=% v(x)=14=p

Dem: Lo demostraremos mas adelante usando que una v.a. Binomial Negativa puede
expresarse como suma de v.a. Geométricas independientes.

Observacion: Esta v.a. suele también definirse como el nUmero de Fracasos antes de
obtener el r-ésimo Exito. Sila denotamos X, entonces su rango sera

Ry ={0,1,2,..} = N U {0}

r+x-1
y su funci6n de probabilidad puntual:  p_ . (X) :( jpr 1-p)
X

En este caso,

2

E(X*): r(l; p) y V(X*): r(l_ p)

Variable aleatoria Hipergeométrica: Supongamos que

e La poblacion a ser muestreada consiste de N elementos o individuos (poblacion finita)

e Cada elemento o individuo puede ser clasificado como Exito o Fracaso y hay D Exitos
en la poblacion.

e Se extrae de la poblaciéon una muestra de n elementos o individuos, de forma tal que
cualquier subconjunto de tamafio n tiene la misma probabilidad de ser elegido.

Sea X : numero de éxitos en la muestra de tamafio n. Se dice que X tiene distribucién
Hipergeométrica de parametros n, Ny D y se denota

X ~H (n,N,D)

Ejemplo: De una urna que contiene 3 bolillas blancas y 7 negras se extraen 4 bolillas sin
reposicion y se define X: nimero de bolillas blancas extraidas.
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¢ Coémo calculariamos la probabilidad de que se extraigan 2 bolillas blancas (X = 2)?

Como todos los conjuntos de 4 bolillas tienen la misma probabilidad de ser extraidos, la

probabilidad de uno cualquiera de ellos sera % . Por otro lado hay @]@j conjuntos
v

que contienen 2 bolillas blancas y 2 negras y, por lo tanto la probabilidad pedida sera:

o))
p(x —2)—2\2) _3-21_ 3
(10) 210 10

4

Proposicién: Si X ~ H (n,N,D),

DYN-D
k \ n—k .
pX(k)zT max(0,n — (N — D))<k <min(n, D)
Dem: El nimero de subconjuntos distintos de tamafio n que se pueden extraer de una
N-D
n—Kk

Exitos y (n-k) Fracasos y se obtiene la funcion de probabilidad. El rango de valores
posibles de k resulta de observar que se deben satisfacer tres condiciones:

N D
poblacion de tamafio N es [ ] De esos conjuntos, hay (k)( J que contienen k
n

0<k<n k<D n-k<N-D
De las dos primeras se obtiene: k <n, k <D < k <min(n, D)
De la primera y la tercera se obtiene: k>0, k>n—(N -D) < k> max(O, n—(N - D)).
Proposicién: Si X ~ H (n,N,D),

D N-n) D D
E(X):nﬁ V(X):(N_ljnﬁ(l_ﬁj

Dem: Ejercicio opcional.
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, N —n . .
Observaciones: 1) El factor (mj que aparece en la expresion de la varianza se
denomina factor de correccién por poblacion finita.

2) Si n es pequefio en relacion a N, la hipergeométrica puede ser aproximada por la

distribuciéon Binomial de parametros n y p=D/N. Observemos que, en este caso el factor
de correccion finita es aproximadamente 1.

Limite de la funcion de probabilidad puntual de una v.a. Binomial:

Proposiciéon: Sea X ~ Bi(n,p) y supongamos que n—>woy p—0, de maneraque n-p=A4
(fijo), entonces:

e A

px(k)=(:jpk(1— )" —— vkeN, =N uU{0}

Dem:

n) . n_k_Lik —i .
px(k)z(k]p - p) _k!(n—k)!(nj (1 nj

_n(n-1)..(n—k+1) (1_ij“(1_ijk *

n

n -k k
ot asterfo ()",
n n n n n k!

Observemos que:

1. n—lmn—k+1

n—o0

Entonces, p, (k)——> , COMo queriamos demostrar.
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Esta proposicion sugiere que la funcion de probabilidad puntual podria ser aproximada por
la funcion de probabilidad limite, pero ¢cuando se considera que n es grande y p es
pequefio para que la aproximacién sea buena?

Algunos autores sugieren n > 100, p<0.01ynp <20.

En la siguiente tabla se presentan a modo de ejemplo, algunos valores exactos de la
probabilidad y su aproximacién para el caso X ~ Bi (100, 1/36)

k | Prob. exacta (Binomial) | Aproximacién
0 0.0598 0.0622
1 0.1708 0.1727
2 0.2416 0.2399
5 0.0857 0.0857
8 0.0049 0.0055
9 0.0014 0.0017
10 0.0004 0.0005

Como se observa, la aproximacién es bastante buena, alin cuando no se cumple la
condicion p < 0.01.

Variable aleatoria Poisson: Una v.a. cuya funcién de probabilidad puntual es la
obtenida en la proposicion anterior, se dice que tiene distribucién de Poisson de
parametro A (A > 0), y se nota X ~ P(L).

Es decir, X ~ P(A) si su funcién de probabilidad puntual esta dada por:

e—ﬂ,/lk

X VkeN,=Nu{o}

Px (k):

Verifiguemos que es, en efecto, una funcién de probabilidad puntual:
Es obvio que p, (k)>0  Vk.

Por otra parte

) Xk .
yaque » — es el desarrollo en serie de e*.
= k!
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Ejemplo: Sea X: “niamero de mensajes rechazados por segundo por un servidor”, y
supongamos que X ~ P(5).

a) Calcular la probabilidad de que se rechacen exactamente 2 mensajes en un segundo.

7552

P(X =2)= =0.084

b) Calcular la probabilidad de que se rechacen a lo sumo 2 mensajes en un segundo.

2 e755k 52
P(X<2)=) " (1+5+7] =0.125
k=0

Proposicién: Si X ~ P()L), entonces
E(X)=4 y V(X)=4

Dem:

e —/1 k 0 -1 17k 0 -1 17k £ -4 7k-1 0 -2 19]
E(X) = Zk ’1 Yk A —Ze ’1 Ziﬁ,zﬁ:z.
! ( k=1 (k_l)! j=0

k=1 )

Por otra parte,

efﬂ ﬂ,k 0 7ﬂlk 0 7/1/1k 0 7& ﬂ,k
E(X?)= zkz X => (k(k -1 +k) _Zk(k 1) Z
k=0 - . -0 .
© J%k 2 71/11
Z +E(X) P PNy YL}

k=2 j=0

Entonces

V(X)=EX?)=(EX))? =2 +A- 2= A
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En el siguiente gréfico se muestra la funcion de probabilidad puntual correspondiente a la
distribucién de Poisson para distintos valores de A. En él puede observarse cémo la
distribucién se simetriza alrededor de A a medida que este parametro crece.
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Proceso de Poisson: Una aplicaciéon importante de la distribucién de Poisson surge en
relacion con la ocurrencia de eventos a lo largo del tiempo, por unidad de area, por unidad
de volumen, etc. En lo que sigue nos referiremos, sin pérdida de generalidad a
ocurrencias de un evento a lo largo del tiempo, que podremos esquematizar en la forma:
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A partir del instante O y hasta el momento t; ocurrieron 5 eventos.

Imaginemos que dividimos el intervalo (0, t; ) en un nimero muy grande de pequefios
subintervalos, de manera que se satisfacen las siguientes condiciones:

e La probabilidad de que ocurra un evento en un subintervalo pequefio es
aproximadamente proporcional a la longitud del subintervalo.

e La probabilidad de que ocurra mas de un evento en un subintervalo es despreciable
con respecto a la probabilidad de que ocurra uno.

e La ocurrencia de un evento en un subintervalo es independiente de lo que ocurre en
otro subintervalo disjunto.

En particular, si todos los intervalos son de igual longitud ti/n, la v.a. th: “namero de

eventos que ocurren en el intervalo (0, t; )” es “casi” binomial, siendo Exito la ocurrencia
de un evento en cada uno de los subintervalos y p = P(Exito)=probabilidad de que ocurra
un evento. Si el nimero de subintervalos es suficientemente grande y por lo tanto el p

suficientemente pequefio, por el resultado limite que hemos probado, la variable th tiene
distribucién de Poisson.

Ejemplos: 1) Mensajes de correo electrénico que llegan a una casilla de correos.

2) Emision de particulas por una sustancia radioactiva.

3) Accidentes que ocurren en un cruce de ruta.

4) Numero de errores en una pagina de un libro.

5) Numero de larvas de cierto insecto en un terreno.

Ejercicio: Para cada uno de estos ejemplos, discutir en que situaciones se verifican las
tres condiciones enunciadas.

Definicidn: Supongamos que se observa la ocurrencia de un evento a lo largo del tiempo y
gue existe una cantidad positiva 6 > 0, tal que

1) La probabilidad de que ocurra exactamente un evento en un intervalo pequefio de
longitud At es aproximadamente igual a 6 At, es decir:

P(ocurra un evento en At) = 6 At + o(At)

siendo o(h) una funcién g(h) tal que ng% =0.
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2) La probabilidad de que ocurra mas de un evento en un intervalo pequefio de longitud
At es despreciable cuando se la compara con la probabilidad de que ocurra un evento,
es decir:

P(ocurra mas de un evento en At) = o(At)

3) El nimero de eventos que ocurren en un intervalo es independiente del numero de
eventos que ocurren en otro intervalo disjunto.

Entonces, el nimero de ocurrencias del evento en un periodo de longitud t tiene
distribucién de Poisson de parametro (0 t), es decir que la v.a. X;: “nimero de ocurrencias
del evento en el intervalo de longitud t” satisface

X~ P(6 1)

Observaciones: 1) ¢, Como se interpreta la cantidad 6?

Puede interpretarse como la tasa media a la cual ocurren los eventos en la unidad de
tiempo. Se la suele llamar tasa media de ocurrencia o intensidad del Proceso de Poisson.

2) ¢Cudl es la diferencia entre un Proceso de Poisson y una v.a. con distribucion
Poisson?

La definicion anterior, que en realidad es un teorema, da las condiciones bajo las cuéles
ciertos experimentos aleatorios que producen como resultados eventos en el tiempo (o en
longitud, area, volumen, etc) pueden ser modelados mediante la distribucion de Poisson.
Consideremos los ejemplos 1) a 5). So6lo bajo ciertas condiciones, satisfacen las
propiedades de un Proceso de Poisson.

Ejemplo: Supongamos que el nimero de mensajes de correo electronico que llegan a una
casilla de correos sigue un proceso de Poisson de intensidad 6 = 2 mensajes / minuto.

a) ¢Cual es la probabilidad de que no se reciba ningin mensaje entre las 12 hs y las
12:03 hs?

Sea X3: “numero de mensajes en un periodo de 3 minutos”, X; ~ P(2 - 3) = P(6).
Entonces, P(X5=0) = e® = 0.002
b) ¢Cudl es el numero esperado de mensajes en media hora?
Sea Xzo: “nimero de mensajes en un periodo de 30 minutos”
X300~ P(2-30) = P(60) = E(X30) =60

c) ¢Cuél es la probabilidad de que no se reciba ningin mensaje entre las 13:30 hs y las
13:33 hs?

La respuesta es la misma del item a) porque la distribucién depende sélo de la longitud
del intervalo y no de su ubicacién.
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Variables aleatorias continuas

Ejemplo: Con el fin de realizar un control de calidad en una fabrica de baterias, se mide el
tiempo de duracién de baterias elegidas al azar y se define la v.a.

X: tiempo de duracién de una bateria

La v.a. X es esencialmente continua (“tiempo”), siendo su rango el intervalo real [0,).
pero supongamos que medimos la duracién de la bateria en dias, es decir “discretizamos”
el rango de la v.a. y se convierte en N, = N U {0}. Por tratarse de una v.a. discreta, su
funcién de probabilidad puntual puede representarse mediante un histograma con area
total igual a 1. Si medimos la duracién en horas, obtenemos un histograma con mayor
namero de intervalos de menor longitud cada uno, pero que sigue teniendo area total igual
al.

Si continuamos aumentando la precisién de la medicion (minutos, segundos, décimas de
segundo, etc), obtenemos como limite de los histogramas una curva suave, y la
probabilidad de que la duracién de la bateria se encuentre entre dos valoresay b (a < b)
estara dada por el area bajo la curva entre ay b.

Definicién: Una v.a. X es continua si existe una funcién
f:R—>NR" =[0,0)

llamada funcién de densidad de lav.a. X tal que

P(XeA):Jf(x)dx VACR
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En particular, si A= [a, b], entonces
b
P(a< X sb):j f (x)dx

y P(X=a)=P(a<X<a)=0 Vae®R.
Propiedad: Para que una funcién f (x) sea una funcién de densidad, debe satisfacer

f(x)>0 Vxe®R

[ f(9dx=1

Observacién: Notar que f(X) no es una probabilidad, de hecho puede ser mayor que 1.
Es simplemente el valor de una funcién en un punto.

Ejemplo: Sea

ax? sil<x<3
f(x)=
0 en otro caso

Otra forma de expresar la densidad es f(x)=ax’ I15(X), donde la funcion | se define
como

| (0= 1 sixe A
A0 sixg A

a) Calcular el valor de la constante a.

° 2 2 x3|’ 26 3
I f(x)dx=l<:jax2dx:1c> aszdx:le a— =loca—=lca=—.
J ) ) 3 3 26

1
b) Calcular P(X > 2).

z Y 27-8 19

26 26

3 3
P(X22)=] f(x)dx=j2%x2dx=ix_
2 2

2

Definicién: La funcién de distribucién acumulada de una v.a. continua X con funcién de
densidad f(X) se define paratodo xR, como
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F(x)=P(X £x)= I- f (t)dt

Ejemplo: En el ejemplo anterior, obtengamos la funcién de distribucién acumulada de la
v.a. X.

Si x<1, F(x):P(ng):if(t)dt: foar:o

—00

X X 3|X 3
Sil<x<3, F(x):jf(t)dt:jitzdtzit— _x -l
J 1 26 26 3|, 26
X 3 3
Six>3, F(X)= | f(t)dt=[—t?dt=1
(x) j (t) !26
Resumiendo,
O3 six<1
Foo=1X=1  si1<x<3
26
1 Six>3
N
157
A
1057
1] 1 2 3 4

Observamos que se trata de una funcion continua, no decreciente que toma valores entre
Oy1l.

Propiedades de la funcion de distribucion acumulada: Sea X una v.a. continua,
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i) VxeR, F (x)e[01].
i) F, (x) es mondtona no decreciente, es decir que si X; <X, = F, (X;) <F, (X,).

iii) F, (X) es continua en todo punto.
iv) imF, (x)=1 vy Iir_n F,(x)=0

Observemos que las propiedades i), ii) y iv) ya las hemos demostrado en general al

considerar las v.a. discretas. Respecto a la propiedad iii), en el caso discreto probamos

que la funcién de distribucién es continua a derecha en todo punto, mientras que en este

caso es continua en todo punto.

Proposicién: Sean a y btales que a<Db, entonces
P@<X<b)=P(a<X<h)=P(@a<X<h)=P(a<X<h)=F(b)-F(a).

Dem: Resulta inmediatamente del hecho que, si X es continua, P(X =x)=0

Proposicién: Si X es una v.a. continua con funcién de densidad f(x) y funcién de
distribucién acumulada F(x), entonces en todo punto donde F(x) es derivable,

oF (x)
OX

F(x)= = f(x)

Dem: Resulta del Teorema Fundamental del Célculo Integral, y de la definicién de F(x).

Distribucion Uniforme:

Definicion: Se dice que X tiene distribucion Uniforme en el intervalo [A,B ], si su funcion de
densidad es

(0= lupi )

es decir, la densidad es constante sobre el intervalo [ A,B ]y 0 fuera de él. Ay B son los
parametros de la distribucién.

Notacion: X ~ U (A,B).
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[==]
o

el — - —
m

Funcion de distribucion: Hallemos la funcion de distribucion acumulada de X ~ U (A,B).

Si x<A:>F(x)=jf(t)dt= j0dt=o.

Si A<x<B=F(x)= | f(O)dt=]——dt=—" | _x=A
—0 A

si x>B:>F(x):if(t)dt:iBiAdt= BiA|i= :_2:1.
Resumiendo,
0 Six<A
F ()= 2:2 SiA<x<B
1 six>B
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157

0357

Percentiles de una distribucion continua: Sea X una v.a. continua con funcién de
densidad f(x) y funcién de distribucion acumulada F(x) y sea 0 < p < 1. El percentil
(100 p)-ésimo de la distribucion de X es el valor x, tal que

F(x,)=P(X<x,)= XJEf(t)dt: p

Ejemplos: 1) Sea X con funcién de densidad f(x)=2—36x2 lpg(X) - Su funcién de

distribucion esta dada por

O3 six<1
F(x) =42 “1 Gi1<x<3
1 Six>3

Obtengamos el 25-percentil de esta distribucion ( p = 0.25). Buscamos X5 tal que
F(Xp25)=0.25.

X3

-1
F(Xo) =025 % =025 X = (0,25 .26 +1)1’3 -1.96

2) Sea X ~ U (A,B). Su funcion de distribucion esta dada por
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0 Six< A
X—A .
SIA<X<B
F(X)=1B-A
1 six>B

Hallemos el 50-percentil de esta distribucién ( p = 0.50). Buscamos Xgs0 tal que
F(Xp50) =0.50.

“A
F(X50) =0.50©X§°—A=0.5o@ Xyep = 0.50(B — A)+ A= A; B

El 50-percentil se denomina mediana de la distribucion.

Esperanza o valor esperado de una v.a. continua:

Definicién: Sea X una v.a. continua con funcién de densidad f(X), la esperanza o valor
esperado de X se define como

E(X)=u, = Tx f (x)dx

siempre que I|x| f(X)dx <. Si esta integral es o, la esperanza no puede definirse y

decimos que no existe.

Ejemplo: Sea X ~ U (A,B),

o B 2 2 2
E(X) =[x f(x)dx=x 1 ogx=_X _B oA _A+B
2 " B-A " 2(B-A)|, 2(B-A) 2

| B

Proposicién: Sila v.a. continua X tiene funcién de densidad f (x), entonces la esperanza
de cualquier funcion real h(X), esta dada por

E(h(X)) = Th(x)f(x)dx
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si T|h(x)| f (X)dx <oo.

Propiedad (Linealidad): Si ay b son constantes reales, E(aX +b)=aE(X) +b.

Dem: Sea h(X)=aX +b, entonces

E(h(X)) = Th(x)f(x)dx: T(ax+b)f (x)dx:aTx f(x)dx+b.T f(x)dx=aE(X)+b.

—00

Ejemplo: Dos especies compiten en una region para controlar una limitada cantidad de
cierto recurso. sea X: proporcién del recurso controlada por la especie 1. Supongamos
que X ~ U (0,1), es decir

1 sixe 0]
”m_{o sixe[0]]

Este modelo de asignacién de recursos se denomina “broken stick” o “vara rota” ya que es
analogo a quebrar una vara en un punto aleatorio. La especie que controla la mayoria del
recurso, controla la cantidad.

1- X Si0<X <+
Sea h(X)=max(X1- X) = . 2
X si <X <1

El valor esperado para la cantidad controlada por la especie que mas controla es:

E(h(X))= Th(x) f(x)dx = Tmax(x,l— X) f(x)dx:lj.2 @—-x)f(x)dx + Jl-x f(x)dx =

1/2

1/2

:T(l—x) dx + jxdx:(x—x—;J

1/2

0

Varianza de una v.a. continua:

Definicién: Sea X una v.a. continua con esperanza uy Yy densidad f(X), la varianza de X,
que se denotara V(X), o 6 o2, es
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V(X) =08 =E[X = e )= [(x= a)? (00K

y el desvio standard de X, es o, =+,/V(X) .
Proposicion: V (X)=E(X?) - (E(X))’.

Dem:

V) = E(X = 2)7)= [(x= a0 ) F00 6= [ (6F = 201, + 12) 1 (X) =

[ X2 100dx=2u1 [ FOQdx+ % [ F(X)dx=E(X?) = 2p1, pay + p1 =E(X?) = 5

como queriamos demostrar.

A+B

Ejemplos: Sea X ~ U (A,B), hemos demostrado que E(X) = , es decir el punto

medio del intervalo. Hallemos la varianza de X. Como V (X)=E(X?) - (E(X ))2,
necesitamos calcular E(X ?).

E(X2)=Tx2f(x)dx=ix2 L g X |B='33—A3=(B—A)(BZ+AB+A2)=
o » B-A 3(B—A)‘A 3(B-A) 3(B-A)

_ (B*+ AB+ A?)
3

Entonces,

V(X)=E(X2)—(E(X))2=(B +AB+ A )_(A+ Bj _

3 2

_4(B?+AB+A*)-3(A*+2AB+B?) B*-2AB+A’ (B-A)’
12 12 12

61



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

(B-A)*

Por lo tanto, V(X) =
12

Propiedad de la varianza vy del desvio standard: Sea X una v.a. continua con densidad

f(x),

V(@X +h)=a®Vv(X) y o, =[aoy.

Dem: : Observemos que, en general,

V(h(X)) = [ (h(x) - E(h(X))* f (x)dx
entonces, si h(x) =ax+Db, B

V(aX +b)= T[(ax+b)— E(aX +b)[’ f(x)dx:T[ax+b—aE(X)—b]2f(x)dx:

= T[ax —aE(X)J* f(x)dx=a* T[x —EX)J f(x)dx=a?V(X),

—0

como queriamos demostrar.

Obviamente, o, =[a oy
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Variables aleatorias continuas

Distribucion Uniforme: Recordemos que X tiene distribucion uniforme en el intervalo
[A,B ], si su funcién de densidad es

(0= 1ugy )

Notacién: X ~ U (A,B).

Su funcién de distribucion acumulada esta dada por:

0 Six< A
F(x)= XZA i A<x<B
B-A _
1 six>B

Esperanza y varianza de una variable aleatoria uniforme: Sea X ~ U (A,B), hemos
demostrado que

A+B y V(X):(B_A)Z.

E(X)= 12

Distribucion Normal: Se dice que X tiene distribuciéon Normal de parametros p y o°
(LeNR,0>0) sisufuncion de densidad es

f(x) = 1 ¢ 202 (1)

ﬁ
3
Q

Notacion: X ~ N (u, 6°).

El grafico de la funcién de densidad normal tiene forma de campana con eje de simetria
enx =pypuntos de inflexibnenx=p+oc y Xx=p-o.
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H-oc p p+o

En esta distribucion, u indica la posicion de la curva y ¢ es el parametro de dispersién. En
el siguiente grafico se muestran densidades correspondientes a u=0 y distintos valores de

G.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Densidades Normal

N(0,1)
N(0,1/4)
N(0,2)
N(0,4)
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La importancia de la distribuciébn normal radica no so6lo en que frecuentemente en la
practica se hallan variables que tienen esta distribucién (por ejemplo, los errores de
medicion) sino porque, bajo ciertas condiciones, suele ser una buena aproximacion a la
distribucion de otras variables aleatorias.

Se puede verificar que en efecto la funcion (1) es una funcién de densidad, es decir que la
integral sobre toda la recta es 1. No lo haremos, pero si verificaremos que su grafico es
simétrico respecto de p, punto en el cual alcanza su Unico maximo y que tiene puntos de
inflexibnenx=p+oc y X=pu-o.

Probemos en primer lugar que la densidad es simétrica respecto de p, 0 sea que

f(u—x)=1(u+x) V X
En efecto,
2
X
1 2 A
——(u—x-u)
f(y—X)z—l e 20° . 20
o2 oN2r7x
2
X
1 2 -2
-5 (u+x—u)
f(y+x):—1 e 207 . 20
o2 oN27x

y, por lo tanto, se verifica la igualdad.

Observemos ahora que la densidad alcanza un Unico maximo en x = p.

1 ( 2 2
) o
ax)_o| 1 20 | UG S 202( L (x-u)=0
ox X| 2w o 27w o o2

S (X—u)=0 < x=u

Ejercicio: Verificar que la derivada segunda en x = u es menor que 0y por lo tanto se trata
de un maximo y que la densidad tiene dos puntos de inflexibhenx=p+oc y X=p-o.
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Distribucion Normal Standard: Se dice que Z tiene distribuciéon normal standard si
sus parametros son u =0y o° = 1, es decir Z ~ N (0,1). Su funcién de densidad estara
dada por

.2
f(z)=—=e 2
\2m
Su funcién de distribucién, que se notara ®(z), es:
t2
O@)=F@)= [ ——e 2dt
—00 /277

Esta funcion estéa tabulada, ya que su integral no tiene una expresiéon analitica conocida.
Ejemplo: Z ~ N (0,1),

P(Z <1.25) = ®(1.25) = 0.8944

P(Z>1.25)=1-P(Z<1.25)=1- ®(1.25)=1-0.8944 = 0.1056

P(-0.38 <Z <1.25) = ®(1.25) - ®(-0.38) = 0.5424

Percentiles de la distribucion Normal Standard: Sea 0 < p < 1, el percentil (100 p)-
ésimo de la distribucion normal standard es el valor z tal que

®(z)=p,
es decir, es el valor que deja a su izquierda un area igual a p.

Ejemplo: Z ~ N (0,1), el percentil 99 de la distribucion es 2.33 ya que ®(2.33)=0.99.
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Propiedades de la distribucion Normal:

1) Si X ~N(uo0?) =27 =2"*_N(@©2)
(e

Dem:

Fz(z):P(Zgz)zP(X_ﬂSZJ:P(X <cz+u)=F, (0z+u)
(o2

Como F, es derivable en todo punto,

(o z+u—pP
()= Fy (2)=LFy (024 p)= Ty (o2 u)o=—e  20° G-
Z 0z Z 0z X " X H \N2no
22
1 72

=——e¢

V2r

y, por lo tanto Z ~ N(0,1) como queriamos demostrar.

2) SiIZ~NODyoc>0=>X=0Z+u~N(uoc?) .
Dem: Ejercicio.

3) Sean X ~N(u,0?) y Z~N(0]1). Si denotamos X, ¥ zZ, alos 100 p-ésimos
percentiles de X y Z respectivamente,

X, =0Z,+u

Dem: El 100 p-ésimo percentil de X es el valor x, tal que F(x,)=p.

oy X, - -
F(xp):p<:>P(X£xp):pc>P(X H e ﬂj:pcﬂl{ 2 ﬂj:p
o o O

=1, &X, =02, + /.
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria normal: Hallaremos inicialmente la
esperanza y la varianza de la distribucién normal standard y luego, utilizando propiedades
ya demostradas, hallaremos la esperanza y la varianza de una distribucién normal en

general.
Proposicion: Sea Z ~ N(0, 1), entonces E(Z)=0y V(Z2)=1

Dem:

E(Z)= sz(z)dz= Iz%e_zdz=0
b i Vs

pues el integrando es una funcion integrable e impar.

ie_7dz - J‘zi ze 24z

Jor % N2z

V(Z)=E(Z?)-(E(Z)) =E(2%)= [z

Aplicando integracion por partes, con

U=z dv=_t_ ze 24z du =dz Ve L &7

Jor V2r

se obtiene

V(Z)_—ize 2 4 —e 2dz—I|m —ize 2 +1.

/2 M 5o '27[

Aplicando la regla de L’'Hospital,

lim M = lim 1 =0
M—>00 \/g M72 M—>00 \/g M72
e 2 M e 2
y
im LMoL
M—— 00 \/g Miz M——oo| [o- Miz
e 2 Me 2

y, por lo tanto, V(Z2) = 1
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Proposicion: Sea X ~ N(u, 62), entonces E(X) = p y V(X) = ¢°.

X —
Dem: Recordemos que, si X ~ N(u, 6°), entonces i N(0,).
o
X —u . .
Como E(Z)=E| —~ |=0, por linealidad de la esperanza,
o

2(E() - 1) =0= E(X) =

Como V(Z)=V [uj =1, por propiedades de la varianza,
o

%V(X)=1:V(X)=az.
o

Distribucidn Gamma: Se trata de una familia de distribuciones que provee un modelo
adecuado para histogramas que presentan cierto tipo de asimetria. Antes de presentar a
las v.a. con distribucibn Gamma, es necesario recordar cémo se define la funcion Gamma
o factorial, la cual cumple un rol importante en muchas ramas de la Matematica..

Definicién: Dado o. > 0, se define la funcion Gamma o funcién factorial como
T(a) =[x e™ dx
0

Propiedades:

1) Sia>1, I'a)=(a-)I'(a-1)

2) SiaeN, I'(a) =(a-D)!
)t

Dem: 1) Sea o > 1. Aplicando integracién por partes con u=X“"y dv=e *dx,
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INa)= J' x“te*dx=—x""e” :
0

+j(a ~Dx* e dx=
0

a-1

=—lim
M —w e

+0+(0:—1)]€X(a"1)"l e dx=0+0+(a-DI(a-1)=(a-1I(a-1).

2) Ejercicio.
3)

1

o 1 ©

1 _-
Ixz g dx=J.x 2 e dx
0 0

. o . . 2
Aplicaremos el siguiente cambio de variable: u=+/2x, con lo cual du=——adx.

Ja2x

Entonces,

(j I\/_e 2du——IJ_e 2du \/_j—e 2du NES

ya que la integral de la Ultima igualdad es la integral de la densidad normal standard y por
lo tanto es igual a 1.

Definicion: Se dice que X tiene distribucion Gamma de parametros ay A (a. > 0, L > 0) si
su funcién de densidad estéa dada por

e~ AXya-1a

0=""Tw o

Notacion: X ~ 7" (o, A) 0 bien X ~ G (o, A).

En el siguiente grafico se muestra la densidad correspondiente a X ~ G (o , A) para
distintos valores de los parametros.
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Densidades Gamma

Bl G
G(2,3)

B G212
G(2,1)

08

04

0.2

0.0

Definicién: Si A = 1, la distribucion se denomina Gamma standard. Es decir, X tiene
distribucion Gamma standard de parametro o (X ~ 7'(a , 1)) si su densidad esta dada por:

e—X Xa—l

f (X) = W | (0,00) (X)

Esta funcion de densidad es estrictamente decreciente si o < 1, y si a > 1 alcanza un
maximo y después decrece.

La distribucion Gamma standard esta tabulada para diferentes valores de a.

Volviendo a la densidad Gamma general, A es un pardmetro de escala ya que valores de
A distintos de 1, comprimen o expanden la curva.
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Densidades Gamma Standard

. G(1,1)
ol G(2,1)
° L 661
0 2 y : 5 10
Esperanzay varianza de una variable aleatoria Gamma:
. a a
Proposicién: X ~ I"(a , 1), entonces E(X) = y V(X) =
Dem:
- a-1 ,«a -X a ,a — X (a+1)—1 o
O e X A e XA O e X A
E(X)=[x dx= [ —— dx=| dx =
0 [(e) 0 I 0 (@)
_T(a@+)® e A X X(O(Jrl)—1 qotl _al(a) «
AT(a) 0 (a +1) AT(a) A

Observemos que la Ultima integral es la integral, sobre todo su rango, de la densidad de

una v.a. con distribucién I'(a+1, A) y por lo tanto es igual a 1.

Calculemos ahora E(X?).
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-AX ca-1 ,a AX a+l ,a -AX ca+2-1 ,a
o0 e X A Dep X A ] X A
E(X2)=[x? dx = | dx = | dx =
0 I'(a) 0 ['(a) 0 ()

T(a+2)7 g AX ya+2l jat? dx — (@+l)al(a) (¢+l)ea
2 T(a) 4 [(a+2) 2 T(a) 2

Observemos que la dltima integral es la integral, sobre todo su rango, de la densidad de
una v.a. con distribucion I'(a+2, A) y por lo tanto es igual a 1.

Finalmente, V (X

)_(a+1)a_(aj2 a’® a o
=

a .
P =7+?—7=?,00m0 queriamos demostrar.

Propiedad: SiX~7'(a,A)ya>0, aX~7T(a,A/a).
Dem: Ejercicio.

Nota: Esta ultima propiedad permite obtener probabilidades para una v.a. con
distribucion Gamma a partir de una distribucion Gamma standard. En efecto,
supongamos que X ~ /'(a, A), entonces A X~ I"(a, 1)y, por ejemplo

P(X <x)=P(IX < Ax)=F, (AX)

Observacién: Algunos autores, por ejemplo J. Devore, utilizan otra parametrizaciéon de la
distribucion Gamma, definiendo como segundo pardmetro de la distribucion a 1/ir. es
decir: X ~T'(a, f) sisu funcion de densidad esta dada por

X

e p Xa—l

f (X) = W I(O,OO) (X)

Enestecaso, E(X)=a Sy V(X)=ap’.

Distribucién Exponencial: Se trata de un caso particular de la distribucion Gamma, ya
gue una v.a. exponencial es una v.a. Gamma con parametro o = 1.

Definicion: X tiene distribucién exponencial de parametro A (A > 0) si su funcién de
densidad esta dada por:
—-AX

f(x)=~e I(O,OO) (x)

Notacion: X ~ g(A).
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Densidades Exponencial

1.0

0.6
T

0.4

0.2
T

0.0
T

Funcion de distribucion de una v.a. exponencial: Si X ~ € (A), su funcion de distribucion
acumulada esta dada por

0 si x<0

si x>0

En efecto, si x > 0,

X X
F(x)= Me_ﬂ“tdt —_e M 0 — oM +1,
0

como queriamos demostrar.

Proposicion: Si X ~ € (1), entonces E(X) :% y V(X) =/1_12_

Dem: Se deduce inmediatamente de la esperanza y la varianza de una v.a. Gamma con
parametro o = 1.
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Ejemplo: Supongamos que el tiempo de respuesta de una terminal conectada en linea es
una v.a. X con distribucién exponencial con esperanza igual a 5 segundos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que el tiempo de respuesta sea mayor de 10 segundos?

Observemos que, dado que E(X)=5, X ~ € (1/5), entonces
_Elo )
P(X>10)=1-F@0)=1-|1-e ° |=e°=0.135.

b) ¢Cual es la probabilidad de que el tiempo de respuesta esté entre 5y 10 segundos?

P(5< X <10) = F(10) - F(5)=(1—e_5j—(1—e_5j:e‘l —e?=0.233.

Proposicion (Propiedad de Falta de Memoria): Sea X ~ € (), y sean s y t nimeros reales
positivos cualesquiera,

P(X>s+t| X >s)=P(X >t)

Dem: Ejercicio. (Sugerencia: Usar que si X ~ € (1), P(X >s)=e™"*).

Relacién de la distribucién exponencial con los procesos de Poisson: Supongamos
que la ocurrencia de cierto tipo de eventos sigue un proceso de Poisson de intensidad o
tasa media de ocurrencia v, y por lo tanto la v.a. X; “niUmero de ocurrencias en un
intervalo de longitud t “ tiene distribucion P(v t).

Se puede demostrar que la v.a. T: “tiempo hasta la ocurrencia del primer evento” (o
equivalentemente, tiempo entre la ocurrencia de dos eventos sucesivos), tiene distribucién
exponencial.

Proposicién: Dado un proceso de Poisson de intensidad v, si se define la v.a. T: “tiempo
hasta la ocurrencia del primer evento”, entonces T~ g(v).

Dem: Sit<0, F; (t)=0. Sea t>0,
F, (t)=P(T <t)=1-P(T >t)=1-P(X, =0).

En efecto, si el tiempo hasta la primera ocurrencia es mayor que t, no ha ocurrido ningan
evento en el intervalo (0,t) y reciprocamente. Entonces,
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e (n)° ¢
FT (t) =1— P(Xt =0) =1—T=l_e_V ,
y por lo tanto
0 si x<0
F(x)=
1-¢ VX si x>0

es decir, T~ € (v).

Ejercicio: Demostrar que el tiempo de espera hasta la segunda ocurrencia del evento
tiene distribucion I'(2, v).
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Funcién generadora de momentos:

Definicion: Si X es una variable aleatoria, el momento de orden k de X se define como

E(X*)
siempre que la esperanza exista.
Notemos que
E(X)=pu ler momento: posicién
E(X*)=0?+u° 2do momento: relacionado con una medida de dispersion
E(X?) 3er momento: relacionado con una medida de asimetria
E(X*) 4to momento: relacionado con la kurtosis

Definicién: La funcién generadora de momentos de una v.a. X es una funcion a valores
reales M, (t), definida como

D e"py(X) si X es discreta
XxeRy

M, () =E(e™)=
_[e‘x f, (x)dx si X es continua

siempre que el valor esperado exista para todo te(—h,h),h>0. Esta Gltima es una
condicion técnica necesaria para que M, (t) sea diferenciable en 0.

Se denomina funcién generadora de momentos porque los momentos de X (E(X"))

pueden ser obtenidos derivando esta funcién y evaluando la derivada en t =0, tal como lo
establece el siguiente teorema.

Teorema: Sea X unav.a. para la cual existe la funcién generadora de momentos M, (t),
entonces

an
ot"

E(X")=—7 My (1)

=0

La demostracion se basa en el siguiente lema de Calculo avanzado (ver por ejemplo,
Advanced Calculus, D. Widder (1961)):
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Lema: Si la funcién g(t) definida por
gt)=2e"p(x) 6 g(t) = [ (x)dx

converge paratodo te(—h,h) paraalgin h >0, entonces existen las derivadas de orden
n de g(t) paratodo te(—h,h) y paratodo n entero positivo y se obtienen como

0" g(t) a“ * ; o"g(t) To"e™
0 = f (x)dx
-2 = T

—00

Demostracion del Teorema: Si la funciébn generadora de momentos existe para todo
t € (~h,h) para algin h>0, aplicando el lema,

anM (t) z anentx p(X) 6 anl\ﬁ/lt;( (t) _ Tanentx f(X)dX
"M (t) . "M, (1) g
e Zx % p(x) 6 - j x"e™ f (x)dx

Evaluando estas derivadas en 0,

"M, (t)
atn

=> x"p(x)=E(X") 0 % :Tx”f(x)dx:E(X”)

t=0 X t=0

Ejemplos: 1) Sea X una v.a. con distribucion exponencial de pardmetro A , 0 sea con
densidad

fy (x)=4 e I(O,oo) (x)

M, (t)=EE")=|e*1e dx=A|e " Mdx=—"— (1 -t) e " Vdx=—"—
(O =EE%) J j H{( ) P

siempre que t < A.

Calculemos ahora E(X) y V(X).
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£(x) = M ® g(ﬂj I Y
o |, ali-t)., (A-v?._ 4
Como V(X)=E(X?)—(E(X))’, calculemos E(X?).
2
E(XZ):a M;((t) :g( zZJ :2/1(1—?% :%
ot t=0 (ﬂ_t) t=0 (4-1) t=0 A
entonces,V(X):ﬂ—Zz—%:ﬂ—lz.

2) Sea X una v.a. con distribuciéon Binomial de parametros, ny p, o sea X ~ Bi(n, p). Su
funcién de probabilidad puntual es

px(k)=@pk(l— p)" ™ si0<k<n

n

M (1) = E(e“)=ie‘k@ p* (L p)™* =Z@(e‘ p)“@- p)™* =(e'p+1-p)".

k=0

Calculemos ahora E(X) y V(X).

M, (M) _oE'p+i-p)"

E(X)= =n(e'p+1-p)""pe'| =np.
ot |t:0 ot . ‘t:O
82M, (t) d )
E(X)=—24 =—(n(e'p+1- p)“peq =
at? at( t=0

t=0

=n(n-1)p* +np.

:(n(n ~DEe'p+1- p)”’z(pe‘)2 +ne'p+1-p)"t pe‘) i

Entonces, V(X)=E(X?) - (E(X))* =n(n-1)p? + np — (np)* = -np? + np = np(L - p).

Propiedad: Sea X una v.a. con funcién generadora de momentos M, (t), entonces si
Y=aX+b,entonces M, (t)=e” M, (at).

Dem: Ejercicio.
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Unicidad de M, (t): Ademas de permitir calcular momentos de una v.a., la funcién

generadora de momentos permite identificar la funcion de densidad o de probabilidad de
una v.a. debido a la propiedad de unicidad, la cual establece que hay una
correspondencia uno a uno entre funciones de densidad o probabilidad y funciones
generadoras de momentos.

Teorema de Unicidad: Si existe la funcion generadora de momentos de una variable
aleatoria, es Unica. Ademas la funcién generadora de momentos determina a la funcién de
densidad o probabilidad de la v.a. salvo a lo sumo en un conjunto de probabilidad 0.

A continuacion, presentamos una tabla con la funcion generadora de momentos de
algunas de las distribuciones que hemos estudiado.

Distribucién M, (t)
Bi(n,p) (e'p+1-p)"
P(L) ez(et—1)
N(w,c%) 0_22t2+,ut
e
E() A
A—t
G(a,A) 21 \¢
ﬂ}
U(a,b) etb _efa
t(b—a)
G(p) pel
1-(1-p) el
BN(r,p) oel r
1-@-p)e'

Ejercicio: ¢Para qué valores de t existe cada una de las funciones generadoras de
momentos de la tabla anterior?
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Generacion de Numeros Aleatorios

Numeros “elegidos al azar” son Utiles en diversas aplicaciones, entre las cuales podemos
mencionar:

e Simulaciéon o métodos de Monte Carlo: se simula un proceso natural en forma
computacional. Estas aplicaciones se realizan en muy variados campos con el fin de
emular distintos comportamientos: fisica (por ejemplo, para simular colisiones entre
particulas), ingenieria (disefio de obras hidraulicas, puentes, etc. ), inversiones de
capital, redes, servicios a clientes, call centers, etc. La simulacion a través de la
computadora es una herramienta poderosa para comprender la naturaleza de
sistemas complejos.

e Muestreo: con el fin de seleccionar una submuestra de una poblacién.

e Analisis Numérico: algunas técnicas para resolver problemas de andlisis numérico
complejos han sido desarrolladas usando nimeros aleatorios.

e Programacion: la generacion de valores aleatorios puede ser Util para poner a
prueba la efectividad de un algoritmo. También son Utiles en criptologia.

A pesar de que fue en la década del 40 que las primeras computadoras modernas fueron
desarrolladas, la simulacién ya existia en forma embrionaria ain antes de que la
computadora apareciera en escena. Asi, por ejemplo, en la segunda mitad del siglo XIX,
se realizaban experiencias arrojando agujas al azar sobre una superficie reglada con el fin
de estimar el nimero ©. En 1908 W. S. Gosset, bajo el seuddénimo de Student, realizaba
un muestreo experimental con el fin de descubrir la distribucion de un estimador de la
correlacion en una distribucion normal bivariada. En ese momento los nimeros aleatorios
se generaban mediante métodos observacionales (mecanismos fisicos) tales como tirar
un dado, extraer una carta de un mazo o mediante una ruleta.

Dado el esfuerzo que significaba generar numeros aleatorios cada vez que eran
necesarios, parece razonable que se hayan construido tales nimeros y luego tabulado.
Tippett (1927) public6 una tabla con 41600 numeros aleatorios “tomados en forma
aleatoria de informes censales”. Cada numero era uno de los enteros 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 y el usuario tomaba varios de ellos y agregaba un punto decimal para formar un
namero aleatorio entre 0 y 1. Desde ese momento fueron propuestos una serie de
generadores de nimeros aleatorios. La primera maquina fue usada en 1939 por Kendall y
Babington-Smith con el fin de producir una tabla de 100000 digitos aleatorios y en 1955 la
RAND Corporation utilizé6 extensamente una tabla de 1000000 digitos aleatorios que fue
obtenida a partir de una ruleta electronica especialmente disefiada. ERNIE fue una
famosa méaquina de ndmeros aleatorios que fue usada por la loteria britanica, es decir la
British Premium Savings Bonds Lottery.

Poco después de la aparicion de las computadoras, se comenz6 a buscar maneras

eficientes de obtener nimeros aleatorios, pues aun cuando se podian usar las tablas
existentes éste era un recurso limitado, ya sea por el espacio de memoria necesario como
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por resultar, en algunos casos, cortas. Si bien maquinas como ERNIE podrian haber
trabajado junto con una computadora, una solucion en la que la computadora provee todo
parecia mas satisfactoria. La basqueda se orientd, entonces, a la produccion de nimeros
aleatorios usando operaciones aritméticas en una computadora. John von Neumann
sugirié en un principio, alrededor de 1946, usar el método del “cuadrado medio”. Su idea
era calcular el cuadrado del niumero aleatorio anterior y tomar los digitos del medio del
namero calculado. Asi, por ejemplo, si queremos generar un nuamero aleatorio de 10
digitos y el nimero anterior es

5772156649 I:'> 33317792380594909201

el nuevo nimero sera 7923805949.

La primera pregunta que cabe hacer es: ¢porqué motivo un nimero generado por este
procedimiento que es deterministico, va a resultar aleatorio?. La respuesta es que el
namero no es aleatorio, pero parece serlo, en el sentido en que en una aplicacién la
relacion real entre un ndmero y el siguiente no tiene ningun significado fisico. Por lo tanto,
el caracter no aleatorio no es una caracteristica indeseable y podria ser que el “cuadrado
medio” resultase ser un buen “batido” del nUmero anterior. Es claro, de todas formas, que
un mecanismo de esta naturaleza no podria haber reemplazado a ERNIE.

Las secuencias de numeros generadas en forma deterministica reciben el nombre de
secuencias pseudo-aleatorias 0 quasi-aleatorias, si bien nosotros nos referiremos a ellas
como secuencias aleatorias, sobreentendiendo que sélo “parecen” aleatorias. Numeros
aleatorios generados en forma deterministica en una computadora funcionan muy bien en
muchisimas aplicaciones, a condicion de que el método de generacion sea bueno.

Volviendo a la propuesta de von Neumann, ésta no parece ser una buena fuente de
nameros aleatorios. Podria suceder que la secuencia caiga en un ciclo corto de
repeticiones, siendo el caso extremo el del cero el cual, si aparece en la secuencia,
seguira repitiéndose siempre. A partir de los afios 50 se realizaron diversas experiencias
con el método propuesto por von Neumann. Trabajando con nimeros de 4 digitos en
lugar de 10, G. E. Forsythe prob6 con 16 nimeros iniciales. Con 12 de ellos terminé con
el ciclo 6100, 2100, 4100, 8100, 6100, etc. Y con otras dos termind en cero. En efecto,

6100**2 = 37210000
2100**2 = 4410000
4100**2 = 16810000
8100**2 = 65610000

Metropolis realiz6 muchas pruebas con los numeros del “middle-square”, en especial con
sistemas de numeros binarios. Mostré que en secuencias de 20 digitos, hay 13 ciclos
diferentes en los que la secuencia puede caer, el mas largo de los cuales tiene longitud
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142. Estas falencias del “middle-square” son algunas de las consideraciones que
debemos hacer ante un generador de numeros aleatorios.

En principio consideraremos métodos para generar nimeros con distribucion uniforme en
el intervalo (0,1). Esto podemos lograrlo generando enteros X, entre O y un numero
natural m y luego tomando la fraccion:

Usualmente m es un nimero muy grande. El mas popular de los generadores de nimeros
aleatorios es el Método Lineal de Congruencias, que es un caso especial del método
introducido por Lehmer en 1949.

Dados cuatro numeros m, a, c y Xo, formamos la secuencia de numeros aleatorios X, de
la siguiente forma

X,.=(@X,+c) modm, n>0

es decir que X, es el resto entero de dividir aX , 4+ ¢ por m (y por lo tanto es un entero
entre 0 y m-1). Esta es una secuencia lineal congruente. Tengamos en cuenta que

m es el médulo m>0

a es el multiplicador 0<a<m
ceselincremento 0<c<m
Xo es la semilla o valor inicial

En el caso en que ¢ = 0, el método recibe el nombre de multiplicativo secuencial.

Por ejemplo, sim =10y X, = a = ¢ = 7, entonces la secuencia obtenida es
7,6,9,0,7,6,9,0.....

En cambio, si m = 8, para la misma eleccion del resto de las constantes, la secuencia

seria;
0,7,0,7....

Esto muestra que la eleccion de los nimeros m, a y ¢ es crucial y que siempre se caera
en un loop, es decir en un ciclo de repeticiones, que se llama periodo. Es claro que cuanto
mas grande sea m, mayor es la posibilidad de que el periodo sea largo.

En realidad, las distintas elecciones de los parametros son sometidas a una bateria de
tests con los que se chequean las propiedades de los nimeros generados.
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Como ya observamos mas arriba, con estos algoritmos se generan numeros aleatorios
gue se comportan como si proviniesen de una distribucion U(0,1). La pregunta que es
razonable hacerse es “porqué ésto es suficiente”. El siguiente teorema nos da una
respuesta.

Teorema: Sean U una variable aleatoria con distribuciéon U(0,1) y G una funcién de
distribucién acumulada continua y estrictamente creciente. Si X =G *(U), entonces la
funcion de distribucién acumulada de X es G, es decir F, =G.

Dem:

Recordemos que si U ~U(0,1), entonces su funcién de distribucion es de la forma

0 siu<0
Fob(uU=4 u si0<u<l
1 siu>1

Por lo tanto, como G es una funcién estrictamente creciente y su imagen pertenece al
intervalo (0,1), entonces

F, (X)=P(X <x)=P(G'(U)<x)=PU <G(x)) = F, (G(x)) =G(X)
con lo que queda demostrado el teorema.

Ejemplo: En el caso de una variable X ~ E(A), la funcién de distribuciéon acumulada es
de la forma

0 six<0
Fx(x):
1-e™* six>0

Dado ye(01), lainversa de F, es

Fxl(y)=—%ln(1—y)

Luego, siU ~U(0,1),
—%In(l—U)~ E(1)
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Si la distribucion G tiene saltos o es constante de a trozos, no existird su inversa. Sin

embargo se puede demostrar que existe una H con las propiedades requeridas en el
teorema anterior, de manera que, aunque sin demostracion, enunciaremos el siguiente
resultado.

Teorema: Sean U una variable aleatoria con distribuciéon U(0,1) y G una funcién de
distribucién acumulada. Existe una funcion H tal que H(U) tiene distribucién acumulada
G.

Ejemplos: Queremos generar una variable con distribucion de Bernoulli de pardmetro p a
partir de una v.a. uniforme. Podemos aplicar el siguiente procedimiento. Generamos
U ~U(0,1) y definimos:

1 si0<U <p

0 sip<U<1

En efecto, la nueva variable X toma sélo dos valores (0 y 1) y dado que p (0,1)
P(X=1)=P(U<p)=p

y por lo tanto X tiene la distribucion deseada.

Notemos que en lugar del intervalo (O, p]podriamos haber tomado cualquier intervalo en
(0,2) de longitud p .
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Vectores aleatorios

Hasta ahora hemos estudiado modelos de probabilidad para una unica variable aleatoria.
Sin embargo, en muchos casos interesa construir modelos que involucren a mas de una
variable. Consideraremos inicialmente el caso de vectores aleatorios bidimensionales y
luego extenderemos las definiciones y propiedades a vectores de dimension mayor que 2.

Definiciéon: Sean X e Y v.a. discretas definidas sobre un espacio muestral S. La funcién
de probabilidad conjunta del par (X,Y), pxy(X,y) se define como

Pxy (X, ¥) =P(X =xY =)
El conjunto R,, = {(x, y)/ xeR,,yeR, }es el recorrido o rango del vector aleatorio (X,Y).
Dado cualquier conjunto Ac R? ,

P(X,Y)eA) = X X py(XY)
(x,y)e A

Una funcién de probabilidad conjunta satisface:

* Py(Xy)20 V(XY)

* Zz Py (X, y) =1

Ejemplos: 1) De una urna que contiene 6 bolillas blancas y 4 negras se extraen sin
reposicion 3 bolillas. Se definen

X: numero de bolillas blancas extraidas

y 1 sielntmerode bolillas negras extraidases par 6 0
0 si el numero de bolillas negras extraidas es impar

Hallemos la funcién de probabilidad conjunta del vector (X,Y). Observemos que los
posibles valores de X son 0, 1, 2 y 3, y los posibles valores de Y son 1 y 0. Podemos
resumir la informacion en una tabla de la forma siguiente:

X

Y |0 | 1/30 0 15/30 0
1 0 9/30 0 5/30
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En efecto,

Py (0,0)=P(X =0,Y =0) equivale al suceso “se extraen 3 bolillas negras” y por lo tanto
tiene probabilidad 1/30.

Py (01)=P(X =0,Y =1) equivale al suceso “se extraen 3 bolillas negras y el nimero de
bolillas negras es par” y por lo tanto tiene probabilidad 0.

De esta forma, se completa la tabla de probabilidades conjuntas.
2) Repetir el Ejemplo 1, suponiendo que las extracciones se realizan con reposicion.

Definicidon: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de probabilidad conjunta
pxv(X,y), las funciones de probabilidad marginal de X e Y estan dadas por

Px (X):% Pyy (X.Y)
Py (¥) =§ Pyy (X, Y)

Ejemplos: 1) En el ejemplo presentado antes, hallemos las funciones de probabilidad
marginal. En primer lugar, hallemos p, (x).

1 1
Px (O)= Pxv (O’O)"' Py (0,1):%+0=%
by (@) = Py (L0) + Py (1) =0+ = —
§ o X 30 30
15 15
Py (2) = Pyy (2,0) + pyy (2.0) 20 20
by (3) = Py (3.0) + Py (31) =0+ — = —
§ e xR 30 30
Respecto a p, (Y),
1 15 16
0) = 0,0 1,0 2’0 3’0 =— 4+0+—4+0=—
pY() pXY( )+pxy( )+pxy( )+pxy( ) 30+ +30+ 20
Dy () = Py (00) + Py (A1) + P (20) + Py B =0+~ +0+ > =12
Y= Py R Py T Py R Py B = 0 T T30 30

Observemos que las funciones de probabilidad marginal se obtienen sumando sobre filas
o columnas las funciones de probabilidad conjunta contenidas en la tabla, de ahi su
nombre.
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X Py (Y)
0 1 2 3

Y [0 [1/30] 0 [15/30 | 0 | 16/30
1] 0 [9/30| 0 |5/30] 14/30
p.(x) | 1/30 [ 9/30 | 15/30 |5/30 | 1

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de probabilidad conjunta
pxy(X,y), la funcién de distribucién acumulada conjunta de (X,Y) esta dada por

_ 2
ny (X, y)= SEX tgy Pxy (s,t) V(X y)eR

Definicion: Sean X e Y v.a. continuas definidas sobre un espacio muestral S. El vector
aleatorio (X,Y) es continuo si existe una funcion, denominada funcién de densidad

conjunta, f,, (X,y):R*> >R, tal que

P((X.Y)eA)= [ f,y (X y)dxdy  VAcHR?

En particular, si A=[a,b]x[c,d],

(X Y)eA ﬂfXY (x,y)dy dx.

Una funcién de densidad conjunta satisface:

e fu(Xy)20 V(XY)

(oSl o]

[ ] fu (6 y)dxdy =1

—00 —00

Ejemplo: 1) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta

k(x+y2) si0<x<1,0<y<1
fxv (X’ y):
0 en otro caso

88



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

a) Hallar el valor de la constante k.

b) Calcular P(OSXSE,OSY sl]
4 4
1 1) U s 614( x2 14
PlO<X <=,0<Y <= |= —(x+y?)dxdy==| | =—+xy?| dy=
[psxsfosvel)-] [gbevloar=g[[Zrxv') o
6% 1 1,). 6(1 1y*) 61 1 1) 6(1 1
:—I st yPldy=—| —y+="—| == += == —+—|=
53162 4 5(32° " 43 5(32.4" 4 64.3) 5\128 768
6 7 _ T
5 768 640

ng
na
07
0
05
04
03
nz
0.1

0 ol1oz0304 D}; na0rFos0n 1
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2) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta
fxv (X’ y) =k (X + 2y) IT (X, Y)v

siendo T ={(x,y)/0<x<1,0<y<1-x}

a) Hallar el valor de la constante k.
b) Hallar P(X SE,Y Sij
2 2

c) Hallar P(X <Y).

a) 1= J ijY (X, y) dx dy =,1f D‘Xk(x+2y) dy de :k‘lf(xy+ y?) ‘ZX dx =

1

:k1:>k:2
2

X

(x(l—x)+(1—x)2)dx:k.l[(1—x) dx=k(x—72]

I
=~
o t—

1 1 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 X 1
b) P X<=Y<=|= 2(x+2y)dydx=2 1| (xy+y?)| dx=2||=+=|dx=
) [ ; 2] j!( y) dy !(y Y7, {(2 4j

0
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1/2 1/2

c) P(X<Y)= I (TZ(X+2y) dy] dx:ZI (xy + yz)‘lexdxz

0

1/2

1/2 1/2 XZ X3
:2[.|.x(1—x)+(1—x)2 - x? —szdx:ZI(l—x—2x2)dx:2[x—7—2?J
0 0 0

ot 1 1) 14 7
2 8 12) 24 12

03 1

3) En este ejemplo presentaremos a la distribucion Uniforme sobre una region, la cual
generaliza a la distribucién Uniforme sobre un intervalo estudiada en el caso de variables
aleatorias. Diremos que el vector aleatorio tiene distribucion Uniforme sobre una region

Ac R? si sudensidad es constante sobre la regién y 0 fuera de ella, es decir
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k si(x,y)e A

(X,Y)~U(A)<:>fxv(X’Y):{o si(x,y)e A

Es inmediato verificar que k = , pues

area(A)
1=[[k dxdy =k [[ dx dy =k area(A).
A A

También es inmediato verificar que

_area(ANB)
area(A)

P((X,Y)eB) V B c R2.

Definicidon: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
f. (X, ¥),lafuncion de distribucion acumulada conjunta de (X,Y) esta dada por

For (X, Y) = _X[ _f fo(s,t)dtds  V(xYy)eR?

—00—00

Definicidon: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
f. (X, y), las funciones de densidad marginal de X e Y estan dadas por

f (0= [ (6, Y

f, (y)= I fy (X, y) dx

Ejemplos: 1) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta

6 2 .
for (X, y) = E(X+y ) si0<x<1 0<y<1

0 en otro caso

Hallemos las funciones de densidad marginal.

Si x¢ [0,1], f, (x) =0pues para esos valores de x la densidad conjunta f,, (X,y)=0.
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Sea x<[01],

16 6 y3 !
fy (x) = —(X+y2)dy=—(xy+—
X !5 5 3 ),

Entonces, f, (x) = g(x + %) 011 (X)-

Siye [0,1], f, (y) = 0pues para esos valores de y la densidad conjunta f,, (x,y)=0.

Sea ye[0,],

6 6(x° l
fy ()/)ZJ-E(XJr yz)dng 7+xy2
0

0

6(1
Entonces, f, (y) =§(E + yzj |[o,1](Y)-

2) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta
fa (%) = 2(x+2y) 11 (x,y),
siendo T ={(x,y)/0<x<1,0<y<1-x}
Si x¢ [0,1], f, (x) =0pues para esos valores de x la densidad conjunta f,, (X,y)=0.

Sea x<[01],

1-x

f (0= [ 20c+2y)dy=2(xy +y? | " = 2(x1- 0 + Q- %)?)=20- ).

0
Entonces, f, (X)=2(1-X) l}54(X).
Siye [0,1], f, (y) = 0pues para esos valores de y la densidad conjunta f,, (x,y)=0.

Sea y e[01],
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-y X2 -y (L-y)?
fy (y)= J' 2(x+2y)dx:2(7+2xyj :2[ 2y +2(1—y)y]:1+2y—3y2.
0

0

Entonces, f, (y)=(1+2y—3y?) I, (y).

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de probabilidad conjunta
pxy(X,y) y marginales px(X) y py(y), y sea x tal que px(x) > 0, la funcién de probabilidad
condicional de Y dado X = x esta dada por

Py (% Y) _

Pyixx (¥) = 0. (%)

Del mismo modo, sea y tal que py(y) > 0, la funcién de probabilidad condicional de X
dado Y =y esta dada por

Pxy (%, Y)

Py (X) = P, (¥)

Se puede verificar que, en efecto estas funciones son funciones de probabilidad ya que,
por ejemplo, py_,(Yy) satisface

*  Pyx—x(¥)=0 paratodoy
* Z leX:x(y)=1
y

La primera condicion se satisface ya que p, (X)>0 Yy py,, (X,y)=0V X, Y.

Respecto a la segunda,

P (%y) 1 1
= = y = X :l.
Ey Pyx=c (¥) §y 0. (%) 0, (%) Ey, Py (X, Y) 0, (%) Py (X)

Ejemplo: Se arroja dos veces un tetraedro cuyas caras estan numeradas 1, 2, 3y 4. Se
definen las variables aleatorias

X: “suma de los puntos obtenidos”
Y: “nuimero de ases”

Hallemos en primer lugar la funcién de probabilidad conjunta de (X,Y) y las funciones de
probabilidad marginal.
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X py(y)
2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 1/16 | 2/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16 | 9/16
Y [1 0 | 216 | 2/16 | 2/16 0 0 0 6/16

2 |116| O 0 0 0 0 0 1/16
px(x) | 116 | 2/16 | 3/16 | 4/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16 1

Obtengamos, por ejemplo, la funcién de probabilidad condicional de Y, dado X =4

P (40) _1/16 _1

0)= = =
Py x4 (0) 0.(4) 3/16 3
Py (4D 2/16 2
1 = = = —
Pyix=a (D) 0 (&) 316 3
P (42) 0
2 = = =
Pyx-4(2) 0. (4) 3/16

que, podemos resumir en la siguiente tabla:

Pyx_a(y) |13 |2/3 |0

En cambio, la funcion de probabilidad condicional de Y, dado X = 3, estara dada por

y
Pyxs(Y)

oo

De la misma forma, pueden obtenerse todas las funciones de probabilidad condicional de
Ydado X=X, ylasde Xdado Y =y.

En cuanto al caso continuo, supongamos que en el Ejemplo 2) en el cual la densidad
conjunta estaba dada por

frr (YY) =2(x+2y) 11 (X, Y),

N

siendo T ={(x,y)/0<x<1,0<y<1-x}, deseamos hallar P(X SE‘Y S%]
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1 1 P(X S;,Y Si)
p(y gj
4
Por un lado,
1 1) a2 1/4 1/2
Pl X<=,Y<—|= 2(x+2y)dxdy=2 | | — + 2x dy =
(2 J!j( y)yj( yjoy
1/4 2 1/4
1 1 y 1 1 1
=2||=+yldy=2=y+-— =2 —+—|==
!(8 ny £8y 2)0 (32 32} 8
Yy, por otro
1) 1 1 19
PlY < 1+2y-3y“)d +y°— — - :
(Jj(yy)y(yy v = 4166464
Entonces,
1 y <£ 1/8 8
-2 4) 19/64 19°
¢,Coémo calculariamos P(X <—|Y —%)7 Ahora no es aplicable directamente la definicion
de probabilidad condicional porque ( =0 V y. Se requiere la siguiente definicion.

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
fxv(X,y) y marginales fy(x) y fy(y), y sea x tal que fy(x) > 0, la funcién de densidad
condicional de Y dado X = x esta dada por

fr (X, Y) '

fyxx (¥) = f. ()

Del mismo modo, seay tal que fy(y) > 0, la funciéon de densidad condicional de X dado
Y =y esta dada por
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frv (X, Y)

fxvoy (X) :W-

Se puede verificar que, en efecto estas funciones son funciones de densidad ya que, por
ejemplo, f,,_, (y) satisface

o fyx(¥)=0 paratodoy

00

. j fyxx (y)dy =1

—o0

La primera condicion se satisface yaque f, (X)>0y f,,(X,y)=0VX,y.

Respecto a la segunda,

o0 0

[ foxa (y)dy = | fxfyx(z()'(;’ gy - fxl(x) [T (o y)dy =

1
Fx (X)

f (x)=1.

—0

Ejemplo: Volviendo al ejemplo 2 y a la pregunta que motivo esta definicion,

1 1 1/2
P(X SE‘Y =Zj= _[ fx|Y:1/4(X) dx
0

Hallemos la densidad condicional de X, dado Y=1/4.

foo (x1/4) 2(x+2/4) |(0,3/4)(X) 32 1
fryasa(X) = )}:(1/4) = 1+1 3 :Z X+E | 0,374 (X) -

2 16

Notemos que, dado Y =y, X toma valores en el intervalo (0,1-y). De ahi que, como
Y =1/4, X toma valores en el intervalo (0, %) . Finalmente,

1/2 ) 1/2
P(X S£|Y:£):I£[x+ljdx:g X_+§ =£(1+ij=i
2 4 5 21 2 21\ 2 2 . 218 4) 7
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Independencia de variables aleatorias

Definicion: Las variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo si paratodoa < by
¢ < d se satisface

Pla<X<bln{c<Y<d})=Pla<X<b) Pc<Y<d)
Si esta condicién no se satisface, diremos que X e Y son dependientes.

Caso 1: Si el vector (X,Y) es discreto, la condicion de independencia es equivalente a la
siguiente: X e Y son independientes si y solo si

pxy (x,¥) = px(x) py (y) v (x,y) € R?

Luego, para probar que dos variables discretas no son independientes, es suficiente con
exhibir un punto (x,, ¥,) en el que pxy(xo, ¥,) # Px(xo) Py (o)-

Caso 2: Si el vector (X,Y) es continuo y

frr 6 y) = fx)fy () Vv (x,y) € R?

entonces, claramente, X e Y son independientes.

Para probar que dos variables continuas no son independientes deberiamos exhibir un
conjunto (a,b) x (c,d) € R? (es decir un conjunto de medida no nula) en el que no se
satisfaga la condicion fyy (x,y) = fx(x)fy ().

Se denomina soporte de una densidad al conjunto de valores en los cuales la densidad es
positiva. Si el soporte de la densidad conjunta no es igual al producto cartesiano de los
soportes de las densidades de X e Y es inmediato encontrar un conjunto asi: bastaria con
exhibir un rectangulo (a,,b;) x (cq,dy) tal que el intervalo (a;,b;) esté contenido en el
soporte de X, el intervalo (¢;,d,) en el soporte de Y vy el rectangulo (a,,b;) x (¢;,d;) no
esté contenido en el soporte de (X,Y).

Otra forma de probar que X e Y no son independientes es encontrar un punto (x,,y,) en
el cual fyy(x,,v0) = fx(x0)fy(¥o) y en el cual todas las densidades sean continuas. Por
continuidad, la condicion se cumplira en un entorno rectangular del punto.

Observemos que si X e Y son independientes, las funciones de probabilidad o densidad
condicional coinciden con las correspondientes marginales.

Ejemplos: 1) Consideremos el primer ejemplo presentado para el caso discreto, cuya
funcién de probabilidad conjunta y sus funciones de probabilidad marginal estan dadas
por:
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py (y)
0 1 2 3
Yy o |13 ] o [1530 | 0 | 16/30
1] o |930 0 |5/30| 14/30
p, (x) | 1/30 [ 9/30 | 15/30 |5/30 1

Claramente X e Y no son independientes ya que, por ejemplo,

1 14
Pxy (0,1) =0 7&5'5: Px (0) Py (1)

2) Sean X e Y v.a. independientes con distribucion exponencial de parametro A,

entonces la funcién de densidad conjunta del vector (X, Y) estara dada por
fXY (X’ Y) = fx (X) fY (y) =le™ e I(O,oo) (X) I(O,oo)(y) =

:/12 e—i(x+y) |(0‘w) (X) |(0‘w)(y).

Esperanza de una funcién de dos variables aleatorias

Hemos visto que, dada una v.a. X y una funcién real h, h(X) también es una v.a. y que
para calcular su esperanza no necesitamos hallar la distribucién de h(X) ya que se obtiene
a partir de la funcién de probabilidad puntual o de densidad de la v.a. X, segun sea ésta

discreta o continua, en la forma

E(h(X))=_h(x) px (X)

E(h(X)) = Th(x)fx (x) dx

Un resultado similar se obtiene en el caso de una funcioén real de un vector aleatorio y

esta dado por las dos proposiciones siguientes, cuya demostracion no haremos.

Proposicion: Sean X e Y dos variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad
conjunta p,, (X,y) ysea h(x,y):R* =R, entonces h(X,Y) es una variable aleatoria y

E(h(X,Y))=2 2 h(xy) Py (X,Y)

siempre que esta esperanza exista.
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Proposicion: Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funciéon de densidad
conjunta f,, (x,y) ysea h(x,y):R*> — R, entonces h(X,Y) es una variable aleatoria y

E(h(X,Y))= [ [hxy) f, (% y) dxdy

—00—00

siempre que esta esperanza exista.

Proposicion: Sean X e Y dos v.a. discretas o continuas con funcién de probabilidad
conjunta o de densidad p,, (x,y) 6 f,, (X, y)respectivamente y sean a y b nimeros
reales, entonces

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)
Dem: Haremos la demostracion para el caso continuo. La demostracion para el caso
discreto es similar.

Sea h(X,Y)=aX +bY , entonces

E(h(X,Y))= [ [n(xy) fy (%, y) dxdy = [ [(ax+by)f,, (x,y) dxdy =

—00—00 —00—00

—af Xt (xyydxay b [y, (x.y) dxay -

—00—00 —00—00

:aTX(TfXY (X, y)dy)dx+bTy(T frv (X, y)dx]dy=

=a[xfy (x)dx+b [y f, (y)dy=aE(X)+bE(Y)
como queriamos demostrar.

Proposicién: Si X e Y son v.a. independientes, E(XY)=E(X) E(Y).

Dem: Ejercicio.
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Covarianzay correlacion

Definicién: Sean X e Y dos v.a. con esperanzas uy y wy respectivamente, la covarianza
entre X e Y se define como

ZZ(X_,UX MY = 1) Pyy (X, Y)

Xy

Cov(X,Y)= E[(X = wx )Y — gy )]:

o0 0

[ JOc= )0y = 12,) fy (%, y)x dy

—00—00

segun sean X e Y discretas o continuas.

Observacion: Cov(X, X)=V(X).

Idea intuitiva: Si X e Y tienen una fuerte relacién positiva, en el sentido que valores
grandes de X aparecen asociados con valores grandes de Y y valores pequefios de X
aparecen asociados con valores pequenos de Y, entonces la mayoria de los productos
(X =y )y — ) seran positivos y por lo tanto la covarianza sera positiva. Por otra parte,
si X e Y tienen una fuerte relaciéon negativa, en el sentido que valores grandes de X
aparecen asociados con valores pequefos de Y y valores pequefios de X aparecen
asociados con valores grandes de Y, entonces la mayoria de los productos
(X =y )(y — w4y ) seran negativos y por lo tanto la covarianza seré negativa.

a2 o o
15 o o]
C"g
o o]
o O
Hom ] ]
o o
1
O
1d4
o
2 o
e mn e a5 N a2
M
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Cov(x,y) >0

Cov(x,y) <0

Cov(x,y) =0

Proposicién: Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y).

Dem: Lo haremos solo para el caso discreto. Para el caso continuo se demuestra en

forma similar. Denotemos E(X)=u, y E(Y) =y,

Cov(X,Y)= E[(X — ux (Y _/UY)]ZZZ(X_IUX MY = 1y )Pxy (X, Y) =
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:ZZ (Xy_XﬂY — Yl + Uy My )pxy (X, y)=
Xy

:szy Py (X, Y) — 4y ZZX Py (X Y) —#2x zzy Py (X, Y) + ey 2y ZZ Py (X Y) =

=E(XY) - 1y ZXZ Py (X, y) =5 Z yz Puy (X, Y) + ay pty =

X

= E(XY)_ﬂYZX Py (X) —,uny Py (Y) + sy sty =
X y
=E(XY) = uxpy = prypty + sy pry = E(XY) =y 1y
como queriamos demostrar.
Ejemplos: 1) Consideremos nuevamente el primer ejemplo presentado para el caso

discreto, cuya funcién de probabilidad conjunta y sus funciones de probabilidad marginal
estan dadas por:

X py (Y)

Y [0 [1/30] 0 [15/30 | 0 | 16/30
1] 0 [9/30| 0 |5/30] 14/30
p.(x) | 1/30 | 9/30 | 15/30 |5/30 | 1

y calculemos Cov (X,Y).

Coul ¥) = E(X V)~ ECOEC) = 3 K oy )~ S 2, 0 [ 310, |

k=0 j=0

30

9 .5 (,9,,15 , 5), 14)_ 24 54 14_ 4
30 "3 ("3 "3 30

:1-—+3-——(1 —+2 +3-—

2) Consideremos nuevamente el primer ejemplo presentado para el caso continuo, es
decir un vector aleatorio (X,Y) con funcién de densidad conjunta

6 2 .
fXY(X!y): E(X—i—y ) SlOSXSl’OSygl

0 en otro caso
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. 6 1 6(1
y marginales f, (x) =g(x +§j Loy (¥) y fy (Y) ZE(E+ yzj 0.0 (Y)-

Calculemos Cov (X,Y). En primer lugar,

Por otra parte,

1 1 3 2 !

E(X)=J.X§(x+1jdx:ﬁj-(x2+ijdx=ﬁX—+X— _61.3
5 5 3 55 3 5S\3 6, 52 5
1 1 2 !

6(1 6¢(Yy 6(y” vy 6 1 3
EM)=|y=|[Z+y? |dy==—|| Z+y’ |dy=—|Z—+1— | ==- ===
R R L e T P R
Entonces,

Cov(X,Y):l_§.§:_i_
20 5 5 100

Propiedad: Si X e Y son v.a. independientes, Cov (X,Y) = 0. La reciproca no es cierta en
general.

Dem: Hemos visto que si X e Y son independientes, E(XY)=E(X) E(Y) y por lo tanto es
inmediato que Cov (X,Y) = 0.

Para ejemplificar que la reciproca no es en general cierta, consideremos un vector
aleatorio discreto con la siguiente funcién de probabilidad conjunta

X py (Y)
0 1 2 3 4
0 1/5 0 0 0 1/5 2/5
Y |3 0 1/5 0 1/5 0 2/5
4 0 0 1/5 0 0 1/5
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| p(¥) [V5[ 15[ U5[ 15[ 15 1 |

Se observa que X e Y no son independientes ya que, por ejemplo,

2
5

gl

Pxy (213) =0+ Px (2) Py (3) =

Sin embargo, se puede verificar que Cov (X,Y) = 0. En efecto,

E(XY)=1-3-3+2-4-3+3-3-3:4
5 5 5

E(X):0-1+1-1+2-1+3-1+4-1:2
5 5 5 5 5

E(r)=0-243.244.1 2>
5 "5 5

Entonces, Cov(X,Y)=4-2-2=0.
Observacién: La covarianza depende de las unidades en que se expresan las variables

aleatorias. Este inconveniente puede salvarse standarizandolas. De este modo se obtiene
una medida de la fuerza de la relacion entre las v.a. que no depende de sus unidades.

Definiciéon: Sean X e Y dos v.a. con esperanzas ux Y puy respectivamente y varianza
positiva, el coeficiente de correlacion entre X e Y se define como

Cov(X,Y)

Ox Oy

p(X,Y)=

siendo o, y o, los desvios standard de X e Y respectivamente.

Proposicion: 1) Sean a, b, c y d numeros reales, a#0,c# 0y X e Y dos v.a. cualesquiera
con varianza positiva, entonces

p(aX +b,cY +d)=sg(ac) p(X,Y)
donde sg denota la funcion signo.

2) —1<p(X,Y)<1
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3) |p(X,Y)|:1©Y =aX +b con probabilidad 1, para ciertos valores reales a y b,
a=0. Observemos que el coeficiente de correlacion mide relacion lineal entre las v.a.

Dem: 1)

Cov(aX +b,cY +d)=E[(@X +b)(cY +d)]-E(aX +b) E(cY +d)=
= E[acXY +adX +bcY +bd]-(aE(X)+b)(cE(Y)+d)=
= acE(XY) +adE(X) +bcE(Y) +bd —[acE(X)E(Y) +adE (X ) +bcE(Y) + bd | =
= ac[E(XY) - E(X)E(Y)]=ac Cov(X,Y).

Porotra parte, o, =[a|oy Y 0y.,4 =|c|oy v, porlotanto

Cov(aX +b,cY +d) acCov(X,Y)

Oax+b Ocyd |a| |C| Oy Oy

p(aX +b,cY +d) = =sg(ac) p(X,Y)

como queriamos demostrar.

2) Consideremos la siguiente funcion real,
at) =E[(Y — )t (X =, )] =EV —tw [

siendoV =Y —u, YW =X —u,.
Observemos que q(t)>0Vt.

Como

qt)=EV —tW] =E(V?) -2t E(V W) +t2E(W ?)
es una funcién cuadratica en t que toma valores mayores o iguales que 0, su grafico, o no
corta al eje t o lo corta en un solo punto. Es decir que la ecuacién (t) =0tiene a lo

sumo una raiz y por lo tanto su discriminante es menor o igual que 0. (Recordemos que el

discriminante de una ecuacién de segundo grado ax’+bx+c=0 es b®?—4ac). En
nuestro caso, el discriminante es

AEV W) —4E(V*)EW ?)

y, por lo tanto,
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[EvW)F ;o [EX =) = )

A[E(V W) —4E(V?)EW?) <0 = =
[E(VW)] -4E(V)EW*) <0« E(V2)EW?) E{(X — 22 [ELY = 22,)?]

o [pX ) <1le 1< p(X,Y) <1,
3) Demostraremos las dos implicaciones.

(=) Si p°(X,Y) =1,y volviendo a la demostracion de la propiedad anterior, existe t, tal
que q(t,) =0, o sea tal que

EV -t, W]’ =0,

Pero ademas E(V —tW)=0, pues V y W tienen esperanza igual a 0. Entonces la v.a.
V —t W tiene varianza cero y por lo tanto es constante con probabilidad 1, es decir

PV -t,W=EV -t W))=PV -t W =0)=1
O sea,
P((Y — ) —t, (X =1, )=0)=1P(Y =t X + g1, —t,zz, ) =1.

Entonces, Y =aX +b con probabilidad 1, siendo a=t, y b=u, —t u, . Falta verificar
que a=t, #0.

En efecto, si t, fuese igual a 0, ésto implicaria que E(V?)=Var(Y)=0.

(<) Sea Y =aX +b para ciertos valores a# 0y b. Entonces

Cov(X,aX +b) _E(X(aX +b))—E(X) E(aX +b) _

Ox 0 ax+b O x |a|o'x

p(X,Y)=p(X,aX +b) =

_aE(x?)+bEC) —alECOF ~bE(X) _alE(x)-E*(X)_act __,

2 2 - 2
|a|o-x |3.|O'X |3.|O'X

como queriamos demostrar.
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Vectores aleatorios.

Extensién a mas de dos dimensiones

Definicién: Sean X,,..., X, variables aleatorias discretas, la funciéon de probabilidad

conjunta del vector aleatorio (Xl,..., Xk) se define como:

X, (Xgyeey X ) = P(Xy, = Xp oy Xy = X,)
y, dado cualquier conjunto A — R¥,

Esta funcion satisface las siguientes propiedades:

° pxlym,xk (Xl,...,Xk)ZO \Y (Xl,...,Xk)

.....

En forma similar a lo hecho para el caso bidimensional se pueden definir las funciones
de probabilidad marginal. Por ejemplo, la funcién de probabilidad marginal de X, esta
dada por:

y la funcién de probabilidad marginal de (Xl, X2) esta dada por:

..... Xy (% Xg 10 %) -

pxl,X2 (X1, %;) = %);k Px,

Distribucidon multinomial: Es una generalizacion de la distribucién Binomial. Supongamos
gue se repite n veces en forma independiente una experiencia, que en cada repeticion
hay k resultados posibles (k > 2), cada uno de los cuales ocurre con probabilidad p;
(1 <i<Kk)y que estas probabilidades se mantienen constantes en todas las repeticiones.
Este experimento se denomina experimento multinomial. Si definimos

Xi: nimero de veces que ocurre el resultadoi (1 <i<k)
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la distribucién conjunta de (Xg,...,Xx) se denomina distribucion multinomial de parametros
n, P1,...Px -

Notacion: (X,...,Xx) ~ M(n, p1,...px)

La correspondiente funcion de probabilidad conjunta esta dada por

n! ] ) K
————pEpS.p s 0<X <NVi, Y x=n
X X, X ! o
Py, x, (Kpyes Xy ) = )
0 en otro caso

En efecto, en primer lugar hay que notar que si X, +X, +...+ X, #n, la funcion de
probabilidad puntual es cero. Sean ahora 0<X; <n, tales que X, +X, +..+X, =N.

Indicando por R; (1 < i < k) cada uno de los k resultados posibles, una de las posibles
configuraciones que producen X; resultados R; (1 <i<Kk), es

Ry.R,Ry..Ry Ry Ry
— —

X X Xy

(alguno de los X;'s podria ser 0, en cuyo caso no apareceria ninguno de los
correspondientes R, ).

Como hemos supuesto independencia entre las repeticiones, esa configuracion tiene
. X X X, } , . .
probabilidad p;*p,“...p,*, pero es solo una de las configuraciones posibles que

producen X; resultados R; paral<i<Kk.

¢, Cuantas configuraciones diferentes hay?
n) (n=x,) (N=x,—X, X )| n! (n—x)! X!
X, X, X, ) X ) X Hn=x)! X=X —%,)! X0

n!
XX, X !

y se obtiene la funcion de probabilidad dada en (1).
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Observacion: La distribucién marginal de X, es binomial de pardmetros ny p; para todo

1<i<k. En general, las marginales de una distribucién multinomial son binomiales o
multinomiales.

Ejemplo: De una urna que contiene 3 bolillas rojas, 2 negras, 4 azules y 1 blanca se
extraen 12 bolillas con reposicién. Definiendo

X1 ndmero de bolillas rojas
Xz: numero de bolillas negras
Xs: nimero de bolillas azules
X4: nimero de bolillas blancas

el vector (Xy, Xz, X3, X4) tiene distribucion multinomial, es decir

iii}

XXy X5, X))~ M| 12, —, —,—,
(X1, X5, X5, Xy) ( 10°10°10

S w

a) ¢Cual es la probabilidad de que se obtengan 3 bolillas rojas, 5 negras, 4 azules y
ninguna blanca?

120 (324 1)
Py, G540 = oo (NJ (Ej (EJ (Ej 0,006

b) Calcular la probabilidad de obtener a lo sumo dos bolillas rojas.

Como X, ~ Bi(lZ,%j, entonces

P(X, <2) = prl() 2[ J(f‘oj [%j 025

c) Calcular la probabilidad de obtener 3 bolillas rojas y 2 blancas.

Como las v.a. que nos interesan son X; y X4, defino una nueva v.a. Y = X, + Xs. El vector
aleatorio (X1, X4, Y) también tendra distribucion multinomial.

316
X, X, Y)~M|12, > = —
Xy XaY) ( 10101oj

y, por lo tanto, la probabilidad pedida sera

120 (3YV(1Y(6)Y
327) - SV (5 Zo0s
Py x, v (32.7) 3!2!7!(10j (10j (le
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Definicion: El vector aleatorio (Xl,...,Xk) es continuo si existe una funcion

.....

A

Esta funcion satisface las siguientes propiedades:

© fed o, Ot 08, =1

En forma similar a lo hecho para el caso bidimensional se pueden definir las funciones
de densidad marginal. Por ejemplo, la funcion de densidad marginal de X, esta dada
por:

F () = o [ iy (X0 X %) O,

y la funcién de densidad marginal de (X,, X,), esta dada por:

0

P O X2) = oo [ i O X Xi) O X

—00 —00

Definicién: X,,..., X, son variables aleatorias independientes siy solo si

Py, xe Rpvees X ) = Py (X)) w Py, (X)) V(X %) en el caso discreto

frpx X X ) = Fy (%) Fy (%) V(% X)  salvo, eventualmente, en un

conjunto de probabilidad cero en el caso continuo.
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Ejemplos: 1) En el caso de la distribucién multinomial, las componentes del vector
aleatorio son v.a. con distribucién binomial no independientes y ésto que es intuitivo ya
gue su suma es constante (es igual a n), puede verificarse aplicando la definicion.

2) Sea (X;,X,,X;) un vector aleatorio con distribucion uniforme en el prisma de
vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,2,0),(1,2,0),(0,0,3),(1,0,3),(0,2,3),(1,2,3), cuyo volumen es igual a

6. Entonces, su funcién de densidad conjunta dada por
1/6 si0<x,<1,0<x,<2,0<x,<3

f (X, X,,X,) =
XpXg Xg ATr T2 T3 0 en otro caso

Es inmediato verificar que las componentes del vector son variables aleatorias
independientes, ya que

321 1
fL (%) = _([_([gdxz dx, =6=1 si x, €[0.4]
0 six, [01]
31
1 1 1 .
—dx, dx; ==-3== six, €]0,2
fy, (%) = -([-([6 18T T <2
0 six, [0,2]
21
1 1 1 .
—dx, dx, ==-2== SI X 0,3
fy, (%) = !!6 N 2 <[03]
0 six, ¢[03]
entonces,
fxl,xz,x3 (X1, Xp, %5) = iy (%) fy, (X;) fy, (X3) Y (Xy, Xy 5 X3)

Distribucion de la suma de dos variables aleatorias

Sean X e Y dos v.a. de las cudles se conoce la distribucion conjunta. Estamos interesados
en la distribucién de lav.a. V=X +Y.

Consideraremos dos ejemplos, uno para el caso de un vector aleatorio discreto y otro
para el caso continuo.
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Ejemplos: 1) Sean X ~ P(A) e Y ~ P(u), v.a. independientes, y sea V = X + Y. Claramente
el recorrido de lav.a. V es el conjunto R, ={0,1,2,....}. Sea ke R,

P(X +Y =k) = épXY (i,k—i) = igpx (i) py (k=)

por ser X e Y independientes. Entonces,

A0 —u k=i —(A+w) : i
ke "2 e Tu e k k! i k=i
P(X +Y =k) = : = 4 )
(X + ) EO ” (ki) k! igoi!(k—i)! #
—(A+u)
:eT(/1+,u)k.

Entonces, V = X + Y tiene distribucion de Poisson de parametro A + p. O sea

X+Y~PQ+uw

Este resultado se extiende por induccién al caso de n v.a. : si Xi,..., Xy son v.a.
independientes tales que X; ~ P(A) parai=1,...,n, entonces X; +...+ X, ~ P(A + ...+L).

2) Sean X e Y v.a. independientes con distribucion exponencial de parametro A, o sea,
sean X ~E(A) e Y ~ E()A) independientes, y seaV = X + Y. La v.a. V toma valores en el
intervalo (0,%), por lo tanto, siv <0, Fy(v)=0. Sea v > 0,

R, (V) =P(X +Y <v) = I fXY (x,y)dxdy = [f fX (x) fY (y) dx dy
{(x,y)/x+y <V} {(x,y)/ x+y <V}

pues X e Y son independientes. Entonces,

P(X +Y <v)= E(V;{yfx (x) f, (y) dx )dy - E(V;j)yz e 1o gy jdy -

v _ v-y v _ _ _
—[1e “( | ze‘“dedy:ue ’W(l—e AV y)jdy:
0 0 0
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v _ v _
=[1e ’Iydy—j/le_lvdyzl—e_’lv e AVy
0
0

Derivando respecto de v, se obtiene la densidad de V=X + Y, que es

f, (V)= (/1 e+ e M v—de™ ) ooy (V) =22 €7V V1 g (V)

lo gue demuestra que V tiene distribucion Gamma de parametros (2,1).

3) Se puede demostrar que, en general, si X ~ T'(a,A) e Y ~T'(B,A) son variables aleatorias
independientes, entonces

X+Y ~T(atB,\)

Funcién generadora de momentos de la suma de v.a. independientes: Sean, en
principio X e Y dos v.a. independientes, entonces la funcién generadora de la suma X + Y
es el producto de las funciones generadoras, es decir

M.y (t) =My (t) My (1)
En efecto, si por ejemplo X e Y son dos v.a. continuas e independientes,

Moy () =E@Y)= Tfe“**” e (X, y) dX dy=T Te“ety fy (x) f, (y) dxdy =

—00—00 —00—00

_ Tetx f(X) deety f, (y) dy = E[% )E(e™ )= M (t) M, (t)

como queriamos demostrar. Para el caso discreto, se demuestra en forma similar.

Es inmediato verificar que si X, X,,..., X, son v.a. independientes,

n
M Xq+Xo+.4+Xp t)= H M Xj (t)
i=1

Ejemplos: 1) Demostraremos, usando funciones generadoras de momentos que Si
X~P() e Y ~P(uson v.a. independientes, X + Y ~ P(A + u). En efecto,
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My () =My (0 M, (1) = e Deule D) _ () (')

y se obtiene la funcion generadora de momentos de una v.a. Poisson con parametro

(A + n). Recordemos que la funcién generadora de momentos determina la distribucion de
lav.a..

2) Demostraremos ahora, usando funciones generadoras de momentos que si X e Y son
v.a. independientes con distribucién exponencial de parametro A, o0 sea X ~E(A) e
Y ~ E(A), entonces V=X +Y ~ I"(2,4). En efecto,

e =M (t)MY(t):/l/it ﬁ/it :(ﬂ/it j

y se obtiene la funcién generadora de momentos de una v.a. 7{2,4).

Sumas y promedios de variables aleatorias

En la pagina 100, demostramos que
E(a, X, +a,X,)=a,E(X,)+a,E(X,).
¢, Qué ocurre con la varianza de una combinacién lineal de dos variables aleatorias?
V(a,X, +2,X,)=E((a,X, +a,X,) - E@X, +a,X,)[F)=
= E([(alx1 +a,X,)—(a.u, + azyz)]z): E([(alx1 —au )+ (a,X, —a,u, )]2):

= E@,(X; — )" + E(ay (X, — 1)) + 2E[aya, (X, = 1) (X, — 1, )] =

=a’V(X,)+aV(X,)+2a,a, cov(X,, X,)
La siguiente proposicidn generaliza estos resultados para todo n = 2.
v.a. cualesquiera con E(X,)=4 y V(X,)=0c? vy

Proposicién: Sean X, X,,..., X

n

a,,a,,...,a, nimeros reales, entonces

E Zn:aixi :Zn:ai Hi
(1)

V> aX, :Zn:afaf +2> aa; cov(X;, X )
i i=1

i<j
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Dem: En primer lugar, probemos la expresion para la esperanza mediante induccién en n.

Como dijimos, ya lo hemos demostrado para n=2, supongamos ahora que la expresion es
cierta paran =k y probémosla paran =k + 1.

k+1 k
E[Zai Xi]: E[Zaixi + ak+1Xk+1] =E(Y +a,,,X,.)
i1 i1

[
siendo Y = Zai X, . Como para n = 2 se cumple, se obtiene
i=1

k+1 k
E(Zai Xi] = E(Y + ak+1Xk+1) = E(Y) + ak+1E(x k+1) = E[Z q XiJ‘*‘ Aty
i=1

i=1
y, utilizando la hipétesis inductiva

k+1

k+1 k
E(Z a; Xij = Zai/ui Tyl = Zai:ui
i-1 -1 i-1

como queriamos demostrar.

Probemos ahora la expresién correspondiente a la varianza.

V@MJ:cov@aixi,gaixijzE@aixi zij(zij(zxj

S| (San o

im1 j1
=(Zl‘,_z;aiajE(xixj)J—Zl‘,z;aiajyiyj -
i=l j= i=l j=
:ZZaiaj(E(Xin)—yiyj):ZZaiaj cov(X;, X;)
i1 j1 i= j-1

Teniendo en cuenta que si i = j, cov(X;, X;) =V (X;) y que cov(X;, X;) =cov(X;, X;),
obtenemos el resultado que queriamos demostrar.
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Corolario: Sean X, X,,..,X, v.a. independientes con E(X,)=4 y V(X;)=0c}y

n

a,,a,,...,a, numeros reales, entonces
n n n n ) )
E(Zaixij:Zai 4, V(Zaixij:Zaiai
i=1 i=1 i=1 i=1

Dem: Resulta inmediatamente del hecho que, por ser las v.a. independientes,

cov(X;, X;)=0 Vi=j.

Corolario: Sean X, X,,..., X, v.a. independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)

con E(X;)=uyV(X,)= c?VvVi=l..,ny a,,a,,...,a, nimeros reales, entonces
E(Zaixij:yZai V(ZaiXiJ:JZZaf
i=1 i=1 i=1 i

Dem: Se verifica inmediatamente a partir del corolario anterior.

Propiedad: Sean X, X,,..., X, v.a. independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)
con E(X,)=u yV(X,)=0" Vi=1..,n, entonces

R

Dem: Ejercicio.
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Desigualdad de Chebyshev:
Para calcular la probabilidad de un evento descripto en términos de una v.a. X es

necesario conocer la distribucion de la v.a. La desigualdad de Chebyshev provee una cota
que no depende de la distribuciéon sino soélo de la esperanza y la varianza de X.

Proposicion: Sea X una v.a. con E(X) = u y V(X)= 6% < 0, entonces

2
(o}

2

Ye&>0, PQX—y|>8)S
&

Dem: Lo haremos para el caso continuo. La demostracién para el caso discreto es similar.
o =E((X = )?)= [(x—m)* T (x) dx =

= j(x—y)2 f(x) dx + j(x—y)2 f(x) dx >
{x!|x=p|>&} {x/|x-p|<s}

> [x=mfe)dx = [2f()dx=e"P(X - 4> &)
{x!|x=p|>&} {x!|x=p|>&}
Entonces,

2

Z—ZZPQX—y|>g)

como queriamos demostrar.

Observacién: La cota que provee la desigualdad de Chebyshev puede ser grosera o, peor
aun, no informativa, por ejemplo, si £* < ¢°.

Ejemplo: Sea X ~ U(0,10), entonces E(X) =5y V(X)= 100/12.
Aplicando la desigualdad de Chebysheyv,

% 100/12

P(Xx -5/>4)< o 1 2092

pero, si calculamos en forma exacta esa probabilidad,
P(X -5 >4)=1-P(X -5 <4)=1-P(-4< X -5<4)=1-Pl< X <9) =

9 1
=1-Fy (9+Fy 1) =1-—+—=0.20
x O+ Fx @ =1-"0+
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Formas equivalentes de la desigualdad de Chebyshev:

2
a)  Ve>0, PQX—,LJ|S£)21—Z—2

b)  Vk>L PQX—,u|>kO')Sk—12

1
o)  Vk>L P(JX—y|ska)21—k—2
(En realidad, b) y c) son ciertas para todo k > 0, pero si k < 1 la desigualdad es trivial)

Las dos ultimas formas muestran como el desvio standard mide el grado de
“concentracion” de la distribucién alrededor de u = E(X).

Ley de los Grandes NUmeros:

Sea X una v.a. con funcién de densidad f(x) o funcién de probabilidad puntual p(x) y con
E(X) = n. Supongamos que se desea “estimar” n. Como hemos visto que la esperanza de
una v.a. se puede pensar como un promedio de sus valores, parece razonable estimarla
mediante el promedio de valores observados de X. Por supuesto que en una situacion
real sélo tendremos un numero finito de observaciones y nos preguntamos: usando sélo
un numero finito de valores de X, ¢ puede hacerse inferencia confiable respecto de E(X)?
La respuesta es Sl y se demuestra a través de la Ley de los Grandes Numeros que nos

dice que el promedio X converge a p cuando el numero de observaciones (o tamafo de
la muestra) tiende a infinito. Observemos lo que sucede en la siguiente figura.

1.9

1.8

1.7

1.6

1.5

T
0 200 400 600 800 1000
n

Figura 1:Comportamiento asintético del promedio muestral. El promedio del nimero observado de caras, X ,
cuando 4 monedas equilibradas son arrojadas se aproxima al valor medio p=2 de la distribucion.
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. En qué sentido converge X a u?

Sea (X, ) (n > 1) una sucesion de variables aleatorias, diremos que X, converge en
probabilidad a la v.a. X y lo notaremos X, —*> X, si

lim P(X, - X|>£)=0 V>0

n—o0

Ley de los Grandes Numeros: Sean X, X, .... v.a. independientes e idénticamente
distribuidas (muestra aleatoria) con E(X) = p y V(X) = 6° < o, entonces

RNy

2%

siendo X, =-—— el denominado promedio muestral.
n

2
Dem: Sabemos que E(X )=x y V(X,) =O-—, entonces aplicando la desigualdad de
n

Chebyshev,

PQ)Tn—y‘>g)£ = Ve>0

y, por lo tanto

2

limP(X, - 4> &)<1im-2 =0 ve>0

n—o0 nN—oo n P

Luego, X, —— u, como queriamos demostrar.

Version Bernoulli de la Ley de los Grandes Numeros: Consideremos n repeticiones
independientes de un experimento aleatorio y sea A un suceso con probabilidad P(A) = p,
constante en las n repeticiones. Si llamamos n, a la frecuencia absoluta de A (numero de
veces que ocurre A en las n repeticiones) y fa = na/ n a la frecuencia relativa, entonces

es decir,

120



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales . Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

Dem: Como na ~ Bi(n,p) con p = P(A), entonces E(na) =np y V(na) =np (1-p). Luego

E(f,) = E(n—’*j =p V(f,) =v[”_Aj _PA-p)
n n

n

y, aplicando la desigualdad de Chebysheyv,

V(f,) pd-
PQfA—p|>8)S ng =p(n€2p) Ve>0

Luego,

imP(f, - p[>e)<timPEP o veso

n—oo n—oo n 6‘2

como queriamos demostrar.

Ejemplo: ¢ Cuantas repeticiones del experimento deberian hacerse para que la frecuencia
relativa difiera de p en menos de 0.01 con probabilidad mayor o igual que 0.95?

En este caso, ¢ = 0.01 y queremos encontrar n tal que

P(f,— p|<0.01)>0.95

Pero, dado que

_ _PA-p)
P(f,-p|<0.01)>1 (00D’

1—M>095@M<005©n> pPL-p)
n(0.01)° n(0.01)° = ~ (0.01)%(0.05)

El valor minimo de n depende de p y es maximo cuando p = 0.50. Por ejemplo,
p=0.50 = n2>50000

p=0.10 = n> 18500
p=0.01 = n>1980
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Distribucion de la suma de variables aleatorias independientes: En general es
dificil calcular la distribuciéon de la suma o de una combinacion lineal de n v.a.
independientes, aun cuando tengan la misma distribucién. Sin embargo, en algunos casos
la distribucién de la suma o de combinaciones lineales es conocida. Recapitulemos
algunos resultados.

a) Si X, X,,..,X, son v.a. independientes tales que X, ~Bi(n,,p), entonces

n

En particular, si X, ~ Bi(l, p) Vi, entonces Z X, ~ Bi(n, p).

i=1

b) Si X,,X,,..,X, son v.a. independientes tales que X, ~P(4), entonces

n

>, - p( zj

c) Si X;,X,,..., X, sonv.a.i.id.tales que X, ~G(p), entonces ZXi ~ BN(n, p).
i=1

d) Si X;,X,,...., X, sonv.a.iid.tales que X; ~ &(1), entonces » X; ~T'(n,2).

i=1

e) Si X, X,,...,X, son v.a. independientes tales que X, ~TI(n,,4), entonces

n

DX~ r( ni,ﬂ,].
i=1 i=1
f) Si X, X,,..., X, son v.a. independientes tales que X, ~ N(ui,aiz) y a,,8,,...,a, son

n n n
nameros reales, entonces » a,X; ~ N(Zai,ui,Zaizafj.

i=1 i=1 i=1
En particular, si X, X,,..., X, sonv.a. i.i.d. tales que X, ~ N(z, o?), entonces
— 0'2 n
X~N(u,—j y T=>X,~N(nunoc?).
n

i=1

Dem: Todos estos resultados pueden demostrarse facilmente usando funciones
generadoras de momentos. Como ejemplo, demostremos la propiedad e), es decir que si
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X, X, X, son v.a. independientes tales que X, ~TI'(n,A), entonces

Por ser las X; v.a. independientes, la funciéon generadora de la suma es el producto de las
funciones generadoras, entonces

n n ) N ) iilni n _ n
MZH:X»(t)=1_l[MXI(t)=1;[[/I_J :(i_tj =3x, F{Zni,i}

i=1

i=1

como queriamos demostrar.

Veremos ahora que, cuando las v.a. no son normales, la distribucion normal resulta una
buena aproximacién para la distribucionde X y T.

Teorema Central del Limite: Sean X,,X,,... va. iid con E(X,)=u vy

\Y (Xi) =0’ < o, entonces si n es suficientemente grande,

n(X - p)

T-nu ®

Jno

0, dicho de otro modo,

N(0,1) 2 N(0,1)

T-nu
¢ 47 ~N(0Q)
Jno

donde la convergencia en distribucién (—d—>) se interpreta en el siguiente sentido:

P(T _Ne aj = ®(a) P(M < aj = ®(a)
Jn o

\/ﬁ()?_,u) d )Z"’N(O,l)
o

no

es decir, que las funciones de distribucién convergen a la funcion de distribucién normal
standard.

Dem: Lo demostraremos bajo la hipétesis de que la funcidon generadora de momentos de
X, M X, (t) existe y es finita.
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Supongamos inicialmente que p = 0 y 6 = 1. En este caso, la funcién generadora de

T
momentos de — esta dada por

n

M., () =M (t/vn)=M

(t/4m) “TIMy @/4n) =M, @/4m))

X 1

™

1l
N

por ser las X; independientes. Sea L(u) = In(M X, (u)), entonces

L(0)=In(M,, (0))=In(®) =0
oM, )| MW M0 4

L=, o My @] M, 0 1 “°
MA@ M@ M@=y @] M oM, 0-MoF
ou’ | My @] L M, OF '

Ahora, para probar el teorema, demostraremos que MT/fn(t)—>e‘2’2 o]

equivalentemente, que nL(t/\/ﬁ) —t?/2. Aplicando la regla de L’Hospital dos veces,

i L(t/+/n) — L'(t/~/n)tn?2 i L'(t//n)t
n—w T o _ -2 T e -1/2
1/n 2n 2n
y LMt n ¥ L t//n)t? t2
= lim — 1 =|II‘2 =—.
n— 2n n— 2 2

por lo tanto hemos probado el Teorema Central del Limite para p = 0 y o = 1. El caso

xi_ﬂ *

general resulta considerando las v.a. standarizadas =X .
o

Observacién: ;Qué significa n suficientemente grande? ;Como sabemos si la
aproximacién es buena? El tamano de muestra requerido para que la aproximacion sea
razonable depende de la forma de la distribucidon de las X; . Mientras mas simétrica y
acampanada sea, mas rapidamente se obtiene una buena aproximacion.
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- - I ‘ | | - ||‘ hl_ - l||||||.
1.0 2.0 2.0 1.0 2.0 20 1.0 2.0 20 14 2.0 26
n=-1 n=2:= n=5 n=20

oy &
— (']
() = L <
T 4
o
g () O
oo 04 08 0.0 0.6 oo o4 08 03 045 07
n="1 n==: n=5 n=230
= o
= o o
')
= T =
£ o T
o~ (]
: o o
= o o

0.0 1.0 20 00 04 0= a.0 0.2 o4 0.0 0.04
n=-1 n== n=5 n=30

Figura 2: Distribucién de X para distintas distribuciones cuando n=2, 5y 30.
a) Distribucion discreta, b) Distribucion Uniforme, c) Distribucion Exponencial

Ejemplo: Al sumar numeros, una calculadora aproxima cada numero al entero mas
préximo. Los errores de aproximacion se suponen independientes y  con
distribucion U(-0.5,0.5).

a) Sise suman 1500 numeros, ¢,cual es la probabilidad de que el valor absoluto del error
total exceda 157

1500
Si llamamos X; al error correspondiente al i-ésimo sumando, el error total es T ., = Z X .
i=1
Entonces,

P([Tisoo| > 15) = 1= P(Tyeg0| <15) =1~ P(~15 < T,qp, <15) =
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1 ( 15 T 15 ]zl_q)( 15 ]+q>( -15 J_
J1500/12  +/1500/12 +/1500/12 ) J1500/12 J1500/12

=1—®(1.34) + D(-1.34) = 0.18

1500

Hemos usado que E(X,)=0y V(X, )—izy porlo tanto E(T;5,0) =0y V (Ti5e0) =7

b) ¢ Cuantos niumeros pueden sumarse a fin de que el valor absoluto del error total sea
menor o igual que 10 con probabilidad mayor o igual que 0.907?

Buscamos el valor de n tal que

P(T,| <10)>0.90

P(T,| £10)>0.90 < P(-10<T, <10)>0.90 = P( = jzo.go

Jn/12 \/n/12

Aplicando la aproximacion normal, debemos hallar n tal que

10 -10 10 10
) -0 >0.90 < 20 -1>090< @ >0.95
(xfnllJ (\/nllzj (\/nllzj («/n/lZJ

10

Vn/12

es decir, que se pueden sumar a lo sumo 446 numeros para que el valor absoluto del
error total sea menor o igual que 10 con probabilidad mayor o igual que 0.90.

N >1.64 < /n <21.12 < n < 446

Aproximacion de la_distribucién binomial por la normal: Sea X ~ Bi (n,p), entonces X es el
numero de éxitos en n repeticiones de un experimento binomial con probabilidad de éxito
igualap, y X/n es la proporcion muestral de éxitos.

Definamos las siguientes variables aleatorias

1 si se obtuvo Exito en la repeticion i
0 si se obtuvo Fracaso en larepeticion i

parai=1, ..., n. Estas v.a. son independientes, X;~Bi(1,p) Viy X = in )

i=1

Aplicando el Teorema Central del Limite, si n es suficientemente grande,
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X = N(np,np(L- p)) %(i) N( p@}

Se considera que la aproximacion es buenasinp>5yn (1-p) > 5.

o Bi(5,0.10) < Bi(10,0.10)

o o

¢L

o o

N‘» T o T

o

g ¥ 1o o o g ? © 0 0 0 0 0 ©
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Bi(20,0.10) Bi(50,0.10)

o o

g T ] T

pd T ? o 6 000 80? T?QOOOOOOOOOO
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 04

Bi(100,0.10) Bi(200,0.10)

N ©

S S

S 3 T

1l 3l

g ooOO?T T?CP@CDoooooo g HmYYﬂIﬁCP?T T??%anm
0.0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.0 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 3: Distribucion de —
n

Correccion por continuidad: Cuando se aproxima una distribucion discreta por una
continua, como es el caso de la aproximacion de la distribuciéon binomial por la normal, es
necesario efectuar una correccion. Consideremos el siguiente ejemplo:

Sea X ~ Bi (100, 0.6) y calculemos en forma aproximada P(X < 50) y P(X > 51).

Si aplicamos directamente el TCL, obtenemos:

X -60 50-60
P(X <50)=P < = d(-2.04)=0.021
(X <50) ( 5 TJ (-2.04)

X —60 _ 5160
NCYRRNGY

P(X >51) = P[ j;l—(b(—l.84) =0.967
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Si bien, P(X <50) + P(X = 51) = 1, los valores aproximados no satisfacen esta restriccion.
Para evitar este problema, se efectla la siguiente correccién, denominada correccion por
continuidad,

X—60<50.5—60
NETRRNCT
X —-60 _ 50.5-60

oz © i

En general, cuando la v.a. es discreta y x; — xi.1 = 1, la correccion se realiza en la forma:

P(X <50) = P(X <50.5) = P( j = ®(-1.94)=0.026

P(X >51) = P(X >50.5) = P[ j ~1-®(-1.94) = 0.974

P(X <a)=P(X <a+0.5)
P(X >a) =P(X >a-0.5)

Si la distancia entre dos valores sucesivos de X es k > 1, ;como aplicaria la correccion
por continuidad?

Ejemplo: Sea X ~ Bi(60,1/3). Calcular en forma aproximada la probabilidad de que X sea
mayor o igual que 25.

X -60-1 245-60-1

P(X >25) = P(X > 24.5) = P 8 > 31~1-®@.23) =011
leo. 1.2 [g0.1.2
33 33

Otras aplicaciones del Teorema Central del Limite:

a) Sean X,, X,,..., X, v.a.ii.d. con distribucién Poisson de parametro A, entonces

ixi ~ P(nA)

i=1

Por lo tanto, cualquier v.a. con distribucién de Poisson con parametro suficientemente
grande puede ser aproximada por la distribuciéon normal.

b) Sean X,, X,,..., X, v.a. independientes con distribucion Gamma de parametros n; y A,
osea X, ~I'(n;,4)entonces

Por lo tanto, cualquier v.a. con distribucion T'(m, A) con parametro m suficientemente
grande puede ser aproximada por la distribucién normal.
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Una aplicacion de suma de v.a. independientes y generacion de nameros al
azar:

Recordemos que un proceso de Poisson permite modelar una situacion en la que los
eventos ocurren a lo largo del tiempo (o espacio, volumen, etc.).

Hemos visto, que bajo ciertos supuestos, si definimos la variable

Xt = cantidad de eventos que ocurren en el intervalo [0,1]

entonces X, ~ P(At), donde A es la tasa media de ocurrencias o intensidad del proceso.

También hemos mencionado que, si denotamos

- T, = tiempo que transcurre entre que empezamos a medir y el momento en que
ocurre el primer evento

- T, =tiempo que transcurre entre el primer evento y el segundo evento.
y, en general,
- T, =tiempo que transcurre entre el (i-1)- ésimo evento y el i-ésimo evento (i€ N)

las T; son variables aleatorias independientes y con distribucién exponencial, todas con el
mismo parametro A.

Es claro que, si a uno le interesara el tiempo que transcurre desde el inicio hasta la k-
ésima ocurrencia, esta variable aleatoria podria expresarse como

Veamos la reciproca, es decir, veamos como podemos construir un proceso de Poisson a
partir de v.a. i.i.d. con distribucion exponencial.

Proposiciéon: Sean W, ,W,,...,.W,,... v.a. independientes con distribucion E(1).
Consideremos el siguiente proceso. Comenzamos a medir el tiempo en t = 0 y
consideramos que ocurre el primer evento en el instante W;, el segundo en el
instante W;+W,,y en general el k-ésimo evento en el instante Wy + W, +....+ W . Si
para t > 0, definimos la variable aleatoria

X = cantidad de eventos que ocurren en el intervalo [0,t]

entonces X es una variable discreta y su distribucion es P(t).
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Dem: Sea k € N U{0} y consideremos el evento [X ; > k ]. Observemos que

[X>k] & hubo k 6 mas eventos en el intervalo [0,ff <= hubo por lo menos k

k
eventos en el intervalo [0,t]] ¢—= ZWi <t

i=1
Calculemos la probabilidad de dicho evento:

P(X, >K) = P(Ek:wi stj

i=1

Como las W,,W,,....,.W,,... son variables aleatorias independientes y con distribucion
E(1)=I(1,1) , entonces

zklwi ~T(k,1)

i=1

y por lo tanto
k t
P(ZWi Stjz [ fs(s)ds
i=1 e

s“"e™l.,(S) . Entonces,

k
con S = ZWi ~T (k,1) y en consecuencia f.(s) =
i1 (k =1)!

k t
1 k-15-5
Pl W <t|= s e ds
Bwst)-latn

Llamemos
co1
AO=] 3

0

sk le~ds

a la funcién de distribucién acumulada de una T'(k,1). Integrando por partes una vez, si
consideramos

st (k=Dsr s¢?
u= u'= =
(k—1)! k-1! (k-2)!

obtenemos
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sk2e=5ds

t t
1 4 -1 _

— Skle st= kl S I

0

(k=11 (k-2)!

0

=(k%11)|t Tet A (1)

-1 thtet 4

(k=1 koot ¢ TAl

Finalmente, por induccién, después de M pasos obtenemos

L k-1 tl
AWM =.... A
i=k—-M 1=
Como
t
A(t) = je‘sds =-e"'+1
0
resulta
k lt| kflti
At)=—"D) —+Alt)=—e") —+1

i1 iz I!

y por lo tanto

P(X, >Kk) = P(iz_kllwi stj =A(t)=1- : —e

Si tomamos el complemento resulta
k-1 ¢i
P(X, <k)=P(X,<k-1)=

i-o I

que corresponde a la funcion de distribucion acumulada de una variable con distribucion
P(t), tal como queriamos demostrar.

Este resultado es muy util para generar variables aleatorias con distribucion de Poisson a
partir de exponenciales, a las que podemos generar facilmente a partir de U(0,1).

Supongamos que deseamos generar una variable aleatoria X con distribucion P(A). Para

ello basta utilizar la proposicion anterior tomando t = A. Podemos describir el algoritmo de
la siguiente forma:
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Paso 1: generamos una v.a. W4 con distribucion E(1).

Paso 2: chequeamos si W, < t. Si ésto ocurre, continuamos con el paso siguiente. Si, en
cambio, W4 =2 t terminamos y X = 0.

Paso 3: generamos una v.a. W, con distribucién E(1), independiente de W;.

Paso 4: chequeamos si W, + W, < t. Si ésto ocurre, continuamos con el paso siguiente. Si
no, terminamos y X = 1.

Paso 2k-1: generamos una v.a. W con distribucion E(1), independiente de W4, W5, ....
W k-1-

Paso 2k: chequeamos si Wy + W, +...+ W < t. Si ésto ocurre seguimos, si no
terminamos y X = k.
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Etapas de una investigacion

La Estadistica nos permite realizar inferencias y sacar conclusiones a partir de los datos.
Extrayendo la informacién que contenen, podremos comprender mejor las situaciones
gue ellos representan.

Los métodos estadisticos abarcan todas las etapas de la investigacion, desde el disefio
de la investigacion hasta el andlisis final de los datos.

Podemos distinguir tres grandes etapas:
1. Diseno: Planeamiento y desarrollo de las investigaciones
2. Descripcion: Resumen y exploracion de los datos

3. Inferencia: Predicciones y toma de decisiones sobre las caracteristicas de una
poblacién en base a la informacién recogida en una muestra de la poblacion.

En la etapa de Disefio se define cédmo se desarrollara la investigacion con el fin de
responder las preguntas que le dieron origen. Un disefio bien realizado puede ahorrar
esfuerzos en etapas posteriores y puede redundar en un andlisis mas sencillo. Esta etapa
es crucial, pues un estudio pobremente disefiado o con datos incorrectamente
recolectados o registrados puede ser incapaz de responder las preguntas que originaron
el estudio.

Una vez formulado el problema, en la etapa de Disefio se definira, entre otras cosas, la
poblacién objetivo, los tamafios de muestra, los mecanismos de seleccion de individuos,
los criterios de inclusiobn y exclusién de sujetos, los métodos de asignacion de
tratamientos, las variables que se mediran y como se entrenara al equipo de trabajo para
el cumplimiento del protocolo.

Los métodos de Analisis Exploratorio o Estadistica Descriptiva ayudan a comprender
la estructura de los datos, de manera de detectar tanto un patron de comportamiento
general como apartamientos del mismo. Una forma de realizar ésto es mediante graficos
de sencilla elaboracién e interpretaciéon. Otra forma de describir los datos es
resumiéndolos en uno, dos 0 mas numeros que caractericen al conjunto de datos con
fidelidad. Explorar los datos permitird detectar datos erréneos o inesperados y nos
ayudara a decidir qué métodos estadisticos pueden ser empleados en etapas posteriores
del analisis de manera de obtener conclusiones validas.

Finalmente, la Inferencia Estadistica nos permite tanto hacer predicciones y
estimaciones como decidir entre dos hipotesis opuestas relativas a la poblacién de la cual
provienen los datos (test de hipoétesis).

La calidad de las estimaciones puede ser muy variada y esta afectadas por errores. La
ventaja de los métodos estadisticos es que, aplicados sobre datos obtenidos a partir de
muestras aleatorias, permiten cuantificar el error que podemos cometer en una
estimacion o calcular la probabilidad de cometer un error al tomar una decisién en un test
de hipotesis.

Para entender qué tipo de problemas consideraremos en Estadistica tomemaos, por

ejemplo, las siguientes mediciones de la proporcion de la masa de la Tierra con respecto
ala Luna
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Mariner | 81.3001
Mariner IV 81.3015
Mariner V 81.3006
Mariner VI 81.3011
Mariner VII 81.2997
Pioneer VI 81.3005
Pioneer VII 81.3021

En Probabilidad podriamos suponer que las posibles mediciones se distribuyen alrededor
del verdadero valor 81.3035 siguiendo wuna distribucion determinada y nos
preguntariamos

¢Cual es la probabilidad de que se obtengan 7 mediciones menores que el verdadero
valor?

En Estadistica, a partir de los 7 observaciones nos preguntariamos:

¢Son consistentes los datos con la hipétesis de que el verdadero valor es 81.3035?

¢, Cuén confiable es decir que el verdadero valor esta en el intervalo (81.2998, 81.3038)?
Las técnicas del analisis exploratorio nos ayudan a organizar la informacién que proveen
los datos, de manera de detectar algun patrén de comportamiento asi como también

apartamientos importantes al modelo subyacente. Nos guian a la estructura subyacente
en los datos de manera rapida y simple.

Estadistica Descriptiva

Examinaremos los datos en forma descriptiva con el fin de:

e Organizar la informacion

e Sintetizar la informacioén

e \er sus caracteristicas mas relevantes
e Presentar la informacion

Definimos:

Poblacion: conjunto total de los sujetos o unidades de andlisis de interés en el estudio

Muestra: cualquier subconjunto de sujetos o unidades de analisis de la poblacion en
estudio.

Unidad de analisis o de observacion: objeto bajo estudio. Puede ser una persona, una
familia, un pais, una institucién o en general, cualquier objeto.

Variable: cualquier caracteristica de la unidad de observacién que interese registrar y
que en el momento de ser registrada puede ser transformada en un nimero.

Valor de una variable, Dato, Observacion o Medicion: nimero que describe a la
caracteristica de interés en una unidad de observacion particular.
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Caso o Registro: conjunto de mediciones realizadas sobre una unidad de observacion.

Datos cuantitativos
Esquema de Tallo y Hoja

Nos da una primera aproximacioén rapida a la distribucién de los datos sin perder de vista
las observaciones.

Ejemplo: La siguiente tabla contiene 45 observaciones correspondientes a la fuerza de
compresion de cierta aleacién de Aluminio-Litio.

96 | 93 88 | 117 | 127 | 95 | 113 | 96
108 | 94 | 148 | 156 | 139 | 142 | 94 | 107
125 | 155 | 155 | 103 | 112 | 127 | 117 | 120
112 | 135 | 132 | 111 | 125 | 104 | 106 | 139
134 | 119 | 97 | 89 | 118 | 136 | 125 | 143
120 | 103 | 113 | 124 | 138

e Ordenamos los datos de menor a mayor

88 | 89 93 | 94 | 94 | 95 | 96 | 96
97 | 103 | 103 | 104 | 106 | 107 | 108 | 111
112 | 112 | 113 | 113 | 117 | 117 | 118 | 119
120 | 120 | 124 | 125 | 125 | 125 | 127 | 127
132 | 134 | 135 | 136 | 138 | 139 | 139 | 142
143 | 148 | 155 | 155 | 156

e Separamos a cada observacion en dos partes: tallo y hoja
e Listamos en forma vertical y creciente los tallos y agregamos las hojas a la
derecha del tallo correspondiente.
Ejemplo. Consideremos el segundo dato :

8 9

v AN

TALLO HOJA
Elegimos un ndmero de digitos a la derecha de cada nimero que corresponderan a las
hojas: 1 en este caso.

Separamos esos digitos de los restantes, que constituiran los tallos. En este caso
obtendremos 8 tallos, de 8 a 15.

8 |89
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9 | 3445667
10 | 334678

11 | 122337789
12 | 00455577
13 | 2456899
14 |238

15 |556

¢ Qué podemos ver en este tipo de diagrama?

Rango de las observaciones, valores maximo y minimo.

Forma de la distribucion: simetria, asimetria a derecha, asimetria a izquierda y
cuantos picos tiene la distribucion.

Posicion del centro de la distribucién y concentracion de los datos.

Desviaciones marcadas respecto al comportamiento general: outliers o valores
atipicos.

Ejemplo: Los siguientes datos corresponden a tiempos de falla de cables Kevlar 49/epoxy
sometidos a una presion del 90%:

TIEMPOS DE FALLA

0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.07 0.08 0.09 0.09 0.10
0.100.110.110.12 0.13 0.18 0.19 0.20 0.23 0.80 0.80 0.83 0.85 0.90 0.92 0.95
0.991.001.011.021.031.051.101.101.111.151.181.201.291.311.331.34
1.401.431.451.501.511.521.531.541.541.551.581.60 1.63 1.64 1.80 1.80
1.812.02 2.052.14 2.17 2.33 3.03 3.03 3.24 4.20 4.69 7.89

El correspondiente esquema de tallo y hoja resulta:

0000000000000001111111122
88889999
000001111122333444
55555555666888

00113

002

2
6

NNOoOOoOOOOa PR, WWNNRELEEFL,OO

8

En este caso cada tallo ha sido dividido en 2 lineas: en la primera se listan las hojas 0 a 4
y en la segunda las hojas 5 a 9.

Se observa asimetria a derecha y un valor alejado del resto: 7.8
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Veamos otro ejemplo:

Ejemplo: Concentraciéon de Inmunoglobulina (Img) en 298 nifios sanos entre 6 meses y 6
afios de edad.

'Img | n° de nifios |Img |n° de nifios
0.1 3 13 7
0.2 7 14 9
0.3 19 15 6
04 27 1.6 2
0.5 32 1.7 3
0.6 35 1.8 3
0.7 38 2.0 3
0.8 38 2.1 2
0.9 22 2.2 1
1.0 16 2.5 1
1.1 16 2.7 1
1.2 6 4.5 1

El esquema de tallo y hoja resultante es el siguiente:

111

22222223333333333333333333
A444444444444444444444444445555555555555555555555555%
666666666666666666666666666666666667777777TTTTTTTITT*
8888888888888888888888888888888888888899999999999999*
0000000000000000111111111111212111

2222223333333

444444444555555

66777

888

00011

2

5

7

PR OWWWWNNNNNRPPRPRPPRPPRPOOOOO

5

En este caso cada tallo ha sido dividido en 5 lineas: en la primera se listan las hojas 0 y
1, en la segunda las hojas 2 y 3, en la tercera las hojas 4 y 5, en la cuarta las hojas 6 y 7
y por ultimo en la quinta linea las hojas 8 y 9.

¢ Como elegimos el numero de tallos?

Hay reglas heuristicas para elegir el nimero de tallos. En general se recomienda utilizar
entre 8 y 20.
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El nimero de tallos debe ser tal que permita mostrar una imagen general de la estructura
del conjunto de datos. Aunque existen algunos criterios para definir el nimero de tallos, la
decisién depende fundamentalmente del sentido comun. Demasiados detalles en general
seran poco informativos, demasiado agrupamiento puede distorsionar la imagen del
conjunto.

Cuando el volumen de datos es muy grande conviene usar otro tipo de graficos que
también son de facil interpretacion .

Ejemplo: Consideremos el siguiente ejemplo con datos sobre consumo diario per capita

de proteinas en 32 paises desarrollados. Los datos se presentan ordenados de menor a
mayor por simplicidad.

Consumo de proteinas per capita en paises desarrollados.

7.83 9.03 10.56
8.06 9.16 10.52
8.45 9.23 10.75
8.49 9.34 10.86
8.53 9.39 10.89
8.60 9.42 11.07
8.64 9.56 11.27
8.70 9.89 11.36
8.75 10.00 11.58
8.92 10.28 11.76
8.93 10.41

Seleccionando como tallo la unidad obtenemos el grafico de tallo-hojas de la izquierda de
la figura. En este grafico se acumula un nimero importante de hojas en cada tallo, por lo
que podriamos estar perdiendo informacion acerca de la estructura de los datos. En el
grafico de la derecha, cada tallo ha sido dividido en dos lineas, en la primera se listan las
hojas 0 a 4 y en la segunda as hojas 5 a 9.

Como puede observarse, al expandir la escala se observan méas detalles y parece haber

dos “grupos” de paises, uno con mayor consumo per capita de proteinas y otro con
menor consumo, ya que la distribucion de la variable tiene dos picos.

Variacion del nimero de tallos. Datos de consumo de proteinas per capita.

78
78 81044
8/0445667799 8|5667799
9/01233458 9|1012334
1002455788 9|58
11|/02357 10|024
1055788
111023
11|57
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El problema de expandir la escala es que podrian comenzar a aparecer detalles
superfluos, o simplemente atribuibles al azar.

Grafico de tallo-hojas espalda con espalda. Comparacion de grupos.

Los gréficos de tallo-hojas son Utiles para comparar la distribucidon de una variable en dos
condiciones o grupos. El grafico se denomina tallo-hojas espalda con espalda porque
ambos grupos comparten los tallos.

A continuacion se muestra un gréafico de la presion arterial sistdlica (PAS) a los 30
minutos de comenzada la anestesia en pacientes sometidos a dos técnicas anestésicas
diferentes a las que nos referiremos como T1y T2.

Comparacion de la presion arterial sistélica en pacientes sometidos a dos técnicas
anestésicas (30 minutos del inicio de la anestesia).

T1 T2
a7
2
74 37
963 778999
660 0358
9662 |10 | 222
8211137

70(12

© 00 ~NO O

14
15

El grafico nos muestra las siguientes caracteristicas de la PAS en los dos grupos de
pacientes.

- La distribucién de PAS tiene forma similar en ambos grupos: Un pico o moda y forma
simétrica y aproximadamente acampanada.

- Diferencias en posicion. Los pacientes del grupo T1 tienen niveles de PAS levemente
mayores que los pacientes del grupo T2.

- Similar dispersiéon. Los valores de PAS de los pacientes de ambos grupos se
encuentran en rangos aproximadamente iguales, salvo por el valor atipico (outlier)
gue se observa en el grupo T1.
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Histograma

e Se divide el rango de los datos en intervalos o clases, que no se
superpongan. Las clases deben ser excluyentes y exhaustivas.

e Se cuenta la cantidad de datos en cada intervalo o clase, es decir la
frecuencia. También se puede usar para cada intervalo la

frecuencia
cantidad total de datos

frecuencia relativa =

e Se grafica el histograma en un par de ejes coordenados representando en las
abscisas los intervalos y sobre cada uno de ellos un rectdngulo cuya area sea
proporcional a la frecuencia relativa de dicho intervalo.

Observaciones:
¢ No existen criterios 6ptimos para elegir la cantidad de intervalos. En general,
entre 8 y 15 intervalos deberian ser suficientes. Utilizar muchos o muy pocos
intervalos puede ser poco informativo. Se debe buscar un equilibrio entre un
histograma muy irregular y uno demasiado suavizado.

e No es necesario que todos los intervalos tengan la misma longitud, pero es
recomendable que asi sea. Esto facilita su interpretacion.

e EIl histograma representa la frecuencia o la frecuencia relativa a través del
area y no a través de la altura.

e Esrecomendable tomar

frecuencia relativa
longitud del intervalo

altura del rectangulo =

De esta manera el area es 1 y dos histogramas son facilmente comparables
independientemente de la cantidad de observaciones en las que se basa cada
uno.

Ejemplo: Los siguientes datos corresponden a Porcentajes de Octanos en Naftas:

853 |87.5 |87.8 |88.5 |89.9 |904 |91.8 |92.7
86.7 |87.8 |88.2 |88.6 |90.3 |91.0 |91.8 |93.2
88.3 |88.3 [89.0 [89.2 |90.4 [91.0 |92.3 |93.3
89.9 |90.1 |90.1 |90.8 |90.9 |91.1 |92.7 |93.4
91.2 |915 |92.6 |92.7 |93.3 |94.2 |94.7 |194.2
95.6 |96.1
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Los agrupamos en 7 clases:

Clase Frecuencia f; | Frecuencia relativa fr;
[84, 86] 1 0.02380952
(86, 88] 4 0.09523810
(88, 90] 9 0.21428571
(90,92] 14 0.33333333
(92,94] 9 0.21428571
(94,96] 4 0.09523810
(96,98] 1 0.02380952
Total 42 1

Histogramas para datos de OCTANOS

Escala Densidad Escala Frecuencia
< _
lﬂ —
o N
8,
9
IS ©7
©]
2
S 7
. . N . .
g || [ | o/ I [ |
84 86 88 90 92 94 96 98 84 86 88 90 92 94 96 98
octanos octanos

En general, si el histograma es muy irregular puede ser imposible descubrir la forma. En
ese caso es conveniente tomar intervalos mas anchos.

¢ Qué formas puede tener un histograma?

Un aspecto a tener en cuenta en la distribucién de los datos es la simetria. Un conjunto
de datos que no se distribuye simétricamente, se dice que es asimétrico. La asimetria
puede verse en el esquema de Tallo y Hoja o en el Histograma y también puede
apreciarse a través de la posicion relativa entre media y mediana. Mas adelante, en un
boxplot lo veremos a través de la posicion relativa entre la mediana y los cuartos.

En los siguientes graficos mostramos algunas de las formas posibles que puede tener un
histograma:
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Histograma con intervalos de distinta longitud

Los datos de la siguiente tabla presentan los casos de rubéola notificados al SINAVE
durante el afio 2000 segun grupos de edad. Notemos que los intervalos de edad tienen
diferente longitud.

Notificaciones de casos de rubéola. Argentina, afio 2000. Fuente: SINAVE

Intervalo Frecuencia Frecuencia
(anos) (f) relativa (f;)
[0, 1) 497 10.5%
[1, 2) 387 8.2%
[2, 5) 1100 23.3%
[5,10) 1389 29.4%
[10, 15) 798 16.9%
[15, 50) 521 11.0%

> 50 28 0.6%
Total 4720 100.00%
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Si erréneamente se construye un histograma considerando como altura de la barra la
frecuencia relativa se obtiene la grafica siguiente. La Ultima categoria de edad se trunco
arbitrariamente en 80 afios para poder representarla.

35%

30% A —
25% A
20% A

15% A

10% A
5% \"
0%

0 10 20 30 40 50 60 70 80
edad

A partir de este grafico concluiriamos que la proporcién de casos es notablemente mayor
en los grupos de 2 a 5 afios, de 5 a 10 afios o de 10 a 15 afios que en los grupos de
menores de 1 afio o de 1 a 2 afios. Ademas, la proporcién de casos en el grupo de 15 a
50 afios impresiona como notable.

El problema es que en la imagen visual asociamos la frecuencia de casos con el area de
la barra, por ello parece haber mas notificaciones de gente de 15 a 50 que de cualquier
otro grupo de edad.

Recordemos que la barra debe tener una altura tal que el area (base x altura) sea igual a
la frecuencia (o0 a la frecuencia relativa). Es decir,

frecuencia en el intervalo
longitud del intervalo

altura de la barra =

De este modo el area de la barra coincide con la frecuencia en el intervalo. La altura de la
barra definida de este modo se denomina escala densidad porque indica el nimero de
datos por unidad de la variable. La dltima columna de la siguiente tabla muestra la escala
densidad para los datos de rubéola y la figura siguiente presenta el histograma que se
obtiene usando la escala densidad.

Escala densidad. Notificaciones de casos de rubéola. Argentina, afio 2000.
Fuente: SINAVE.

Categoria | Frecuencia Frecuencia Escala
(anos) (f) relativa (f;) | densidad
[0, 1) 497 10.5% 10.53%
[1, 2) 387 8.2% 8.20%
[2, 5) 1100 23.3% 7.77%
[5,10) 1389 29.4% 5.89%
[10, 15) 798 16.9% 3.38%
[15, 50) 521 11.0% 0.32%

> 50 28 0.6% 0.01%
Total 4720 100.00% -
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Histograma usando escala densidad. Notificaciones de casos de rubéola. Argentina, afio
2000. Fuente: SINAVE

12%
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8% 11
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edad

En este grafico, el porcentaje de casos de rubéola notificados para cada grupo esta
representado en el area de la barra. El histograma muestra que una alta proporcion de
casos ocurre en menores de 5 afios y que la proporcion desciende a medida que
aumenta la edad. En este grafico estamos representando la “densidad de notificaciones”
por cada afio de edad.

El siguiente ejemplo nos muestra coémo varia el aspecto del histograma segun la longitud
de las clases.

Ejemplo: Concentracién de Img

10
I

T T
3 4

2
2
- 8 -
‘ “ ) II
_ ]
o II IIII"I b .. = o I Il.-- —_— -
T T T T T T
a 1 2
0 1 2

3 4

lgm
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Longitud de Clase= 0.1 g/l Longitud de Clase= 0.2 g/l
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Medidas de Resumen

Resumiremos la informacién de los datos provenientes de variables numéricas mediante
medidas de facil interpretacién que reflejen sus caracteristicas mas relevantes. La medida
a elegir dependera de cada problema.

Medidas de Posicion o Centrado

Un modo de resumir un conjunto de datos numéricos es a través de un nimero que
represente a todos, en el sentido de ser un valor tipico para el conjunto.

La pregunta que intentamos responder es: ¢Cudl es el valor central 0 que mejor
representa a los datos?

Si la distribucién es simétrica diferentes medidas daran resultados similares. Si es
asimétrica no existe un centro evidente y diferentes criterios para resumir los datos
pueden diferir considerablemente, en tanto tratan de captar diferentes aspectos de los
mismos.

CENTRO CENTRO 77

0.10

0.00
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Supongamos que tenemos un conjunto de N datos que genéricamente representaremos
por:

Promedio o Media Muestral:

Es el punto de equilibrio del conjunto de datos.

Ejemplo: Fuerza de compresion de cierta aleacion de Aluminio-Litio

45
2% gamg
g=ia 930 _11g49
45 45

Ejemplo: Supongamos que las observaciones son: 1, 2, 2, 3. En este caso X = 2.

Si reemplazamos el valor 3 por 7, las observacionesson: 1,2,2,7y X=3.

—

La media muestral es una medida muy sensible a la presencia de datos anémalos
(outliers).

Mediana Muestral: Es una medida del centro de los datos en tanto divide a la muestra
ordenada en dos partes de igual tamafio. Deja la mitad de los datos a cada lado.

Sean los estadisticos de orden muestrales:

Xy S Xy oo € Xy

146



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

Definimos como mediana
X k+1) si n=2k+1

si n=2k

La mediana es resistente a la presencia de datos atipicos. También puede ser Util cuando
algunos datos han sido censurados.

Ejemplos:
1) Supongamos que los datos son: 3,5,2,4,6,8,7,7,6.Comon=29, (n+1)/2 =5.

Ordenamoslamuestra:2 3456 6 7 7 8

J

2) Supongamos que los datos son: 3,5,2,4,6,8,7,7.Como n=8, (ntl)/2 =45y por
lo tanto la mediana muestral es el promedio de las observaciones que ocupan las
posiciones 4 y 5 en la muestra ordenada.

2345 6 778

T

X =5.5

Ejercicios: 1) Consideremos los dos conjuntos de datos siguientes:

x's:1,2,2,3

=2
y's:1,2,2,7 =3

=2
=2

< X
<) X1

¢ Qué pasa si, en el segundo caso, se registra 70 en lugar de 7?

2) Dada una muestra de salarios de cieta poblacion, ¢seria mas adecuado tomar la
media o la mediana muestral para representarla?

Media o- Podada: Es un promedio calculado sobre los datos una vez que se han
eliminado o - 100 % de los datos mas pequefios y o - 100 % de los datos mas grandes.
Es una medida intermedia entre la media y la mediana. Formalmente podemos definirla
como:
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+o+ X
(

o _Xnam)) n-nar)

@ n—2[na|

es decir, se obtiene promediando los datos luego de eliminar un ndmero de
observaciones en cada extremo de la muestra ordenada igual a la parte entera de (n o).

Otra posible manera de definirla es eliminando (n o) datos en cada extremo si (n o) es
entero y, cuando no lo es, interpolando entre dos medias a-podadas, una en la cual
se podan [n o] en cada extremo y otra en la que se podan [n o]+1 datos en cada extremo.

Ejemplos: 1) Sea el siguiente conjunto de 10 observaciones, ya ordenadas
2 5 8 10 14 17 21 25 28 40

y calculemos la media 0.10-podada. Debemos podar 1 dato en cada extremo y calcular el
promedio de los 8 datos restantes, es decir

_ 5+8+10+14+17+21+25+28 128
Xo10 = =——=16
' 8 8

2) Sea el siguiente conjunto de 12 observaciones, ya ordenadas
1 2 5 8 10 14 17 21 25 28 40 45

y calculemos la media 0.10-podada. Usando la definicion dada inicialmente, debemos
podar [12 - 0.10] = [1.2] = 1 dato en cada extremo y calcular el promedio de los 10 datos
restantes, es decir

_ _2+5+8+10+14+17+21+25+28+40_@_

=== =17
010 10 10

Con la segunda definicién, deberiamos calcular dos medias, una podando una
observacion en cada extremo de la muestra ordenada y otra podando dos observaciones
en cada extremo, e interpolar linealmente entre ambas medias. Es decir, calculamos

" _2+5+8+10+14+17+21+25+28+40 170 _

! 10 10

" _5+8+10+14+17+21+25+28 128

, = = _
8 8

17

16

y la media podada se obtiene como la ordenada correspondiente a x = 1.2 en la recta que
pasa por (1,17) y (2, 16):

X, =16.8
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Observemos que la media es una media a- podada con a = 0 y la mediana una media
podada con o tan proximo a 0.5 como sea posible. En ese sentido, la media podada es
una medida intermedia entre la media y la mediana. Es mas resistente a datos atipicos
gue la media.

¢ Coémo elegimos «?

Dependiendo de cuantos outliers se pretende excluir y de cuan robusta queremos que
sea la medida de posicion. Como dijimos, cuando seleccionamos o = 0 tenemos la
media, si elegimos el maximo valor posible para o (lo mas cercano posible a 0.5)
obtenemos la mediana. Cualquier poda intermedia representa un compromiso entre
ambas. Una eleccion bastante comun es a = 0.10, que excluye un 20% de los datos.

Ejemplo: En este ejemplo calcularemos las tres medidas resumen. Los datos siguientes,
ya ordenados, corresponden al nimero de pulsaciones por minuto en pacientes con
asma durante un espasmo:

40 120 120 125 136 150 150 150 150 167

Las correspondientes medidas son:

X =130.8 X =143 )70.10 =137.625

Si la distribucion es simétrica la mediana y la media identifican al mismo punto. Sin
embargo, si la distribucién de los datos es asimétrica, esperamos que la relacion entre
ambas siga el siguiente patrén:

x1

Asimetria derecha (cola larga hacia la derecha) = X>

x1

Asimetria izquierda (cola larga hacia la izquierda) = X<

La mediana puede ser util cuando algunos datos son censurados. En estos casos es
imposible calcular la media muestral, sin embargo suele ser posible computar la mediana.

Ejemplos: a) Tiempo de supervivencia (en meses) de pacientes con cierta patologia. Los
datos que se indican entre paréntesis tienen censura a derecha, es decir, se sabe que el
paciente sobrevivié ese tiempo, pero no se conoce el tiempo real de supervivencia.

15 10 12 18 24 25 28 39 45 (45) 48 50 51 (84) n=15

Como n = 15 la mediana es el octavo dato, por lo tanto X = 28. Es posible calcularla
aunque haya datos censurados, porque los mismos no participan en el calculo de la
mediana. Por ejemplo, aunque no conocemos exactamente el tiempo que sobrevivié el
paciente cuyo dato es (45) sabemos que en esta muestra ese dato ocupara el lugar 11 o
uno superior.

b) Si, en cambio, los datos son:
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1510 (12) 18 24 25 28 39 45 (45) 48 50 51 (84) n=15
no es posible calcular la mediana debido al dato indicado como (12). Sabemos que este
paciente sobrevivié por lo menos 12 meses, pero desconocemos el verdadero valor, el
gue puede ocupar cualquier posicion entre la cuarta y la Ultima.
Medidas de Dispersién o Variabilidad

¢ Cuan dispersos estan los datos? ¢ Cuan cercanos son los datos al valor tipico?

Grafiqguemos los dos conjuntos de datos siguientes y calculemos para cada uno de ellos
su media y su mediana:

xs:02 6 7 10
ys:23 6 6 8
5 ®
S 44— @ @ — ® @
T & —O——————————— @ ———
© 1 2 3 4 5 & 1 3 5 1
X=y=5
X=y=6

A pesar de tener igual media e igual mediana, los conjuntos de datos difieren ¢Como
medir la diferencia observada?

Rango Muestral: Es la diferencia entre el valor mas grande y el mas pequefio de los
datos:

Rango = max(X;) — min(X;)

Ejemplo: en nuestros conjuntos de datos:

Rango (X)=10 Rango(Y)=6

Esta medida es muy sensible a la presencia de outliers. Ademas no capta la dispersion
interna del conjunto de datos.
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Veamos otro ejemplo: Sean los siguientes conjuntos de datos

Muestra

Si calculamos la media, la mediana y el rango muestral de ambos conjuntos, obtenemos:

X=y

X=Y Rango(x) = Rango(y).

Es decir, que las 3 medidas coinciden, pero la dispersion no es la misma. Propondremos

otra medida de variabilidad.

Varianza Muestral: Mide la variabilidad de los datos alrededor de la media muestral.

Zn:(xi _7)2

Varianza muestral = S? =
n —

Desvio Estandar Muestral = S =+/S?

Ejemplo: En los dos conjuntos de datos anteriores obtenemos:
S%=20.5 S,=4.258
$?=125 S,=3.536

e El desvio estandar tiene las mismas unidades que los datos, mientras que la varianza
no.

o Al basarse en promedios, estas medidas son sensibles a la presencia de datos
atipicos. Por ejemplo, si en la muestra de los y's cambiamos el 10 por un 15
obtenemos S%=30 y Sy= 5.477, mientras que si lo cambiamos por un 20 obtenemos
S%=57.5y Sy=7.583.
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Coeficiente de Variacion: Es una medida que relaciona el desvio standard con la media
de una muestra.

CV =

x| | »

Es una medida que estd en desuso, ya que no tiene propiedades estadisticas muy
interesantes. Sin embargo no depende de las unidades y si lo multiplicamos por 100 nos
da una idea de la variabilidad relativa.

Distancia Intercuartil: Es una medida mas resistente que el desvio estandar, basada en
el rango de los datos centrales de la muestra.

Comenzaremos por definir los percentiles. El percentii o -100 % de la muestra
(0 < a < 1) es el valor por debajo del cual se encuentra el o -100 % de los datos en la
muestra ordenada.

Para calcularlo:

e Ordenamos la muestra de menor a mayor

e Buscamos el dato que ocupa la posicion «-(n+1). Si este nUmero no es entero se
interpolan los dos adyacentes.

Ejemplo: Consideremos los siguientes 19 datos ordenados:

1122 3445567788 99101011

T 1

Percentil |Posicién Valor

10% 0.10(19+1) =2 1

25% 0.25(19+1) =5 3 Cuartil Inferior
50% 0.50 (19+1) =10 6 Mediana
75% 0.75(19+1) =15 9 Cuartil Superior
95% 0.95(19+1) =19 11

Notemos que el percentil 50% (o segundo cuartil) coincide con la mediana. Llamaremos
cuartil inferior (o primer cuartil) al percentil 25% y cuartil superior (o tercer cuartil) al
percentil 75%.

Los cuartiles y la mediana dividen a la muestra ordenada en cuatro partes igualmente
pobladas (aproximadamente un 25 % de los datos en cada una de ellas). Entre los
cuartiles se halla aproximadamente el 50% central de los datos y el rango de éstos es:

d, =distancia intercuartil= cuartil superior - cuartil inferior.

Observacién: Si en el ejemplo cambiaramos el dltimo dato por 110, la distancia intercuartil
no cambiaria, mientras que el desvio pasaria de 3.2 a 24.13!!!!
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Cuartos y Distancia entre Cuartos: Medidas muy cercanas a los cuartiles inferior y
superior son el cuarto inferior y el cuarto superior. Se calculan de la siguiente manera:

¢ Se ordena la muestra y se calcula la mediana de los datos.

e Dividimos a la muestra ordenada en dos partes: la primera corresponde a los datos
mas pequefios que la mediana y la segunda parte a la los datos mas grandes que la
mediana

¢ Si el tamafio de la muestra es par, el cuarto inferior es la mediana de la primera
mitad, mientras que el cuarto superior es la mediana de la segunda mitad.

e Si el tamafio de la muestra es impar, a la primera y a la segunda parte se las
expande agregandose a cada una de ellas la mediana de todos los datos. El cuarto
inferior es la mediana de la primera parte expandida y el cuarto superior es la
mediana de la segunda parte expandida. Es decir, en el caso impar, la mediana
interviene en el cdmputo de los dos cuartos.

Definimos la distancia entre cuartos como:
dc=distancia entre cuartos= cuarto superior-cuarto inferior.

Ejemplo: Sean las siguientes muestras ordenadas

Cuarto inferior=3 Cuarto inferior=4
< -
2 5 6 8 9 2 3567809
g 4
ﬁ
Cuarto superior=8 Cuarto superior=7.5

Desvio Absoluto Mediano (Desviacion absoluta respecto de la Mediana): Es una
version robusta del desvio estandar basada en la mediana. Definimos la MAD como:

MAD = mediana(|x, - %)

¢,Como calculamos la MAD?

e Ordenamos los datos de menor a mayor.

e Calculamos la mediana.

e Calculamos la distancia de cada dato a la mediana.

e Despreciamos el signo de las distancias y las ordenamos de menor a mayor.
¢ Buscamos la mediana de las distancias sin signo.

Observacién: Si deseamos comparar la distancia intercuartil y la MAD con el desvio

standard es conveniente dividirlas por constantes adecuadas. En ese caso se compara a
S con
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MAD o d
0.675 135

Nuameros de Resumen: Los 5 niimeros de resumen de la distribucion de un conjunto de
datos consisten en el minimo, el cuartil inferior, la mediana, el cuartil superior y el
maximo.

Ejemplo: Los siguientes datos corresponden a tiempos de CPU (en segundos) de 25
trabajos enviados a un server y seleccionados al azar.

CPU
1.17 1.23 0.15 0.19 0.92
1.61 3.76 2.41 0.82 0.75
1.16 1.94 0.71 0.47 2.59
1.38 0.96 0.02 2.16 3.07
3.53 4.75 1.59 2.01 1.40

Calculamos los 5 nimeros resumen y la media muestral para este conjunto de datos,
utilizando el software R.

> summary(serverl)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.02 0.82 138 163 216 4.75

Realizamos un esquema de Tallo y Hoja y graficamos un histograma para este conjunto
de datos:

stem(CPU)

N =25 Median =1.38
Quartiles = 0.82, 2.16

3]
2
Decimal point is at the colon
o
° : 01257789
: 022244669
3 . 0246
. 158
] ] 1
0 1 2 3 4 5

CPU

0.1

A WONEFLO

0.0

Todas las medidas y los graficos muestran que se trata de una distribucién asimétrica con
cola a derecha.
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Box-Plots
Con las medidas anteriores podemos construir un grafico de facil realizacién y lectura.

¢,Como lo hacemos? Vamos a dar una version, pero vale la pena advertir que hay
variaciones de un programa a otro.

1. Representamos una escala vertical u horizontal

2. Dibujamos una caja cuyos extremos son los cuartiles y dentro de ella un segmento
gue corresponde a la mediana.

3. A partir de cada extremo dibujamos un segmento hasta el dato mas alejado que esta
alo sumo 1.5 d, del extremo de la caja. Estos segmentos se llaman bigotes.

4. Marcamos con * a aquellos datos que estan entre 1.5 d,y 3 d, de cada extremo y con
o a aquellos que estan a mas de 3 d, de cada extremo. Algunos paquetes, como el R,
indican a todos los outliers de la misma forma.

Observacién: Muchos paquetes estadisticos realizan el boxplot usando los cuartos y la
distancia entre cuartos en lugar de la distancia intercuartil. Como estas medidas son muy
préximas, en general los resultados son analogos. Lo importante es que entre los cuartos
o entre los cuartiles yace aproximadamente el 50% central de los datos.

Ejemplo: El box-plot correspondiente a los tiempos de CPU es el siguiente

O
<t |
e
|
™ 1
1
1
N,
H,
|
o i
CPU

Es interesante observar que en el boxplot se indica a uno de los datos como outlier,
mientras que en el analisis anterior esto no parecia evidente.

A partir de un box-plot podemos apreciar los siguientes aspectos de la distribucién de un
conjunto de datos:

posicién

dipersion

asimetria

longitud de las colas
puntos anémalos o outliers.
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Los box-plots son especialmente Utiles para comparar varios conjuntos de datos, pues
nos dan una rapida impresion visual de sus caracteristicas.

Outliers: Los métodos que hemos visto nos permiten identificar puntos atipicos que
pueden aparecer en una 0 mas variables. Su deteccién es importante pues pueden
determinar o influenciar fuertemente los resultados de un andlisis estadistico clasico,
dado que muchas de las técnicas habitualmente usadas son muy sensibles a la
presencia de datos atipicos.

Los outliers deben ser cuidadosamente inspeccionados. Si no hay evidencia de error y su
valor es posible no deberian ser eliminados. Asimismo, la presencia de outliers puede
indicar que la escala elegida no es la mas adecuada.

Boxplots Paralelos

Una aplicacién muy util de los boxplots es la comparacion de la distribucion de dos o mas
conjuntos de datos graficando en una escala comun los boxplots de cada una de las
muestras. En este sentido los boxplots se muestran como un método muy efectivo de
presentar y resumir los datos, tal como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Supongamos que se dispone de otros 25 datos correspondientes a tiempos de
CPU enviados a otro server. Si realizamos boxplots paralelos para ambos conjuntos de
datos obtenemos el siguiente gréafico. La simple comparacién de los boxplots obtenidos
revela que los trabajos enviados al segundo server son mas largos. De hecho, el 75% de
los trabajos muestreados en el segundo server tienen tiempos de CPU mayores que el
cuartil superior de los trabajos muestreados en el primer server.

O
O |
—
w,
O
‘D’
-
© |
M T
|
A+ ‘ }
ﬁ !
o L 1
ler. server 2do. server

Ejemplo: Los siguientes boxplots corresponden a datos de concentracién maxima diaria,
en partes por mil millones de diéxido de azufre en Bayonne, en el estado de Nueva
Jersey, desde noviembre de 1969 hasta octubre de 1972 agrupados por meses. Hay 36
grupos de datos, cada uno de tamafio aproximadamente 30.

Los boxplots muestran algunas caracteristicas de estos datos en forma muy rapida.
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Hay una reduccién general de la concentracién de diéxido de azufre a lo largo del tiempo
debida a la conversion gradual en la zona al uso de combustibles con baja concentracion
de azufre. Esta disminuciébn es mas fuerte para los cuartiles superiores. También se
muestran concentraciones mas elevadas para los meses de invierno debido al uso de
calderas a petroleo. Claramente se ve un efecto ciclico y amortiguado. Los boxplots
muestran una distribucién asimétrica a derecha, con presencia de outliers en algunos

meses, Yy que la dispersion de la distribucién es mayor cuando el nivel general de la
concentracion es mas alto.

250

B0, T

a7 i * . -

a
. -

50 -

Sulfur dicxide concentration {pph)

NDIFMAMITASONDIFMAMIJASONDIFMAMIJASQO
Month

QQ-plot (Normal Probability Plot): El QQ-plot es un grafico que nos sirve para evaluar
la cercania a una distribucién dada, en particular a la distribucién normal.

Consideremos la muestra aleatoria: Xi, X»,....X, y los correspondientes estadisticos de
orden

X £ X< o < Xm)
Observemos que X(3= min(Xy, Xa,....Xn), mientras que Xm= max(Xi, Xz,....Xn).

En particular, si U;, U,,....U, son v.a. i.i.d tales que U; ~ U(0,1), se puede demostrar que

i
EU,,)=——.
Ue) n+1
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Por lo tanto esperamos que, si la distribucién subyacente fuese Uniforme y graficAsemos

1 n - .
Ua,---» U Vs sus valores esperados —1—1 , €l grafico deberia parecerse a una
n+ n+

recta.

Por otro lado, sabemos que si X es una variable continua con funcion de distribuciéon F
estrictamente creciente, entonces

Y =F(X)~U(0])

Esto sugiere que si suponemos que X; ~ F , entonces podemos graficar

i
F(X,. Vs ——
Xw) n+1

0 equivalentemente

X Vs Fl[LJ :
n+1

Observemos que si F es de la forma
F () =G[X‘”j,
o

0 sea, si depende de un parametro de posicién y uno de escala, como es el caso de la

normal, podemos graficar
X, — o
O"H e G —
o n+1

o bien

Como,

el grafico sera aproximadamente una recta.

Notemos que si F* es la inversa de F, entonces el p-ésimo percentil de F, Xp, €s tal que

F(x,)=p=x,=F7(p)
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i i .
por lo tanto, F | —— | es el —— -percentil de F.
n+1 n+1

En el QQ-plot se grafican en el eje de abscisas los percentiles de la distribucion teérica
(en nuestro caso normal) y en el eje de ordenadas las observaciones ordenadas, que
pueden ser vistas como percentiles empiricos.

En los siguientes graficos ilustramos el uso de estas técnicas graficas con algunos
ejemplos. Cabe observar que algunos paquetes estadisticos representan a los
percentiles tedricos de la distribucion normal en el eje de abscisas y otros en el eje de
ordenadas
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Simétrica con Colaz Livianas
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Inferencia estadistica - Estimacion puntual

La estadistica provee técnicas que permiten obtener conclusiones generales a partir de un
conjunto limitado — pero representativo — de datos. Cuando inferimos no tenemos
garantia de que la conclusién que obtenemos sea exactamente correcta. Sin embargo, la
estadistica permite cuantificar el error asociado a la estimacion.

La mayoria de las distribuciones de probabilidad dependen de cierto numero de
parametros. Por ejemplo: P(1), N(u,o?), Bi(n, p), etc. Salvo que estos pardmetros se
conozcan, deben estimarse a partir de los datos.

El objetivo de la estimacion puntual es usar una muestra para obtener nimeros que, en
algun sentido, sean los que mejor representan a los verdaderos valores de los parametros
de interés.

Supongamos que se selecciona una muestra de tamafio n de una poblacion. Antes de
obtener la muestra no sabemos cual sera el valor de cada observacion. Asi, la primera
observacién puede ser considerada una v.a. X3, la segunda una v.a. X,, etc. Por lo tanto,
antes de obtener la muestra denotaremos X;, X,,...., X, a las observaciones y, una vez
obtenida la muestra, denotaremos Xy, X»,...., X, a los valores observados.

Del mismo modo, antes de obtener una muestra, cualquier funcion de ella sera una v.a.,
por ejemplo: X, X,S?, max(X,,..,X,), etc. Una vez obtenida la muestra los valores

calculados seran denotados X, X, 52, max(x,,...,x, ), etc.

Definiciéon: Un estimador puntual de un parametro 6 es un valor que puede ser

considerado representativo de 6 y se indicard €. Se obtiene a partir de alguna funcion de
la muestra.

Ejemplo: Con el fin de estudiar si un dado es o no equilibrado, se arroja el dado 100 veces
en forma independiente, obteniéndose 21 ases. ¢Qué valor podria utilizarse, en base a
esa informacion, como estimacion de la probabilidad de as? Parece razonable utilizar la
frecuencia relativa de ases.

~ 21
En este caso, sillamamos p a la probabilidad que queremos estimar, p :m =0.21

Métodos de estimacion puntual

¢, Cémo obtener estimadores para un problema dado? Estudiaremos dos métodos que
proporcionan estimadores puntuales: el método de momentos y el método de maxima
verosimilitud.

Método de momentos: La idea basica consiste en igualar ciertas caracteristicas

muestrales con las correspondientes caracteristicas poblacionales. Recordemos la
siguiente definicion.

161



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

Definicién: Sea X una v.a. con funcién de probabilidad puntual p, (x) en el caso discreto
o funcién de densidad f, (x) en el caso continuo. Se denomina momento de orden k
(k € N) o momento poblacional de orden k a E(X*), es decir

> xf py(x) en el caso discreto
E(X*)={=
J-xk Sy (x)dx en el caso continuo

si esas esperanzas existen.

Como ya hemos visto cuando estudiamos funcion generadora de momentos de una
variable aleatoria, los momentos estan relacionados con los parametros de la distribucion
asociada.

Definicion: Dada una muestra aleatoria X, X,,..., X, se denomina momento muestral
de orden k a

Definicion: Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion con funcién de probabilidad
puntual o funciéon de densidad que depende de m parametros 6,,6,,...,0, . Los

m
estimadores de momentos de 6,,0,,....,8, son los valores 6,,0,,....,6, que se obtienen

igualando m momentos poblacionales con los correspondientes momentos muestrales. En
general, se obtienen resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones

Ejemplos: 1) Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion exponencial de parametro A.

Como hay un solo parametro a estimar, basta plantear una ecuacion basada en el primer
momento.
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2) Sea X, X,,.., X, una m.a. de una distribucion I'(c, ). Como hay dos parametros a
estimar, planteamos un sistema de ecuaciones basadas en el primer y en el segundo

momento.
. a a
Usando que si X ~ TI(a,A), E(X):z y V(X):? y
V(X)=E(X*)-(EX)),
> X, > X,
i=1 i=1 _a
= S E(X) = %
n — n A
2 X7 2 X7 2
= B(X?) L:ﬁ_{ﬁj
n n 22 \2

a = L .
Reemplazando Z = X, en la segunda ecuacién, se obtiene:

y, despejando A:

_ X? _
S S R SR
n inz
i=1 _x?
n

relacion:

Finalmente, reemplazando el estimador de A en la primera ecuacion, obtenemos el

estimador de «:
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3) Sea X,, X,,.., X, una m.a. de una distribucion U(0,6). Como hay un Unico parametro
a estimar, planteamos una ecuacion basada en el primer momento.

4) Veamos por ultimo un ejemplo que nos muestra que no siempre podemos utilizar los
momentos en el orden natural. Sea X,,X,,..., X, una m.a. de una distribucion U(-6,0).

Como hay un Unico parametro a estimar, parece natural plantear una ecuacién basada en
el primer momento. Sin embargo, si lo hacemos,

=2 _E(X)=0
n

Observamos que el primer momento poblacional no depende de 6 y por lo tanto no
podemos despejar a partir de esta ecuacion el estimador del pardmetro. En este caso, es
necesario plantear una ecuacion basada en el segundo momento:

Método de méaxima verosimilitud: Este método fue introducido por Fisher en la década
de 1920. Se basa en la idea de hallar los valores de los parametros que hacen que la
probabilidad de obtener una muestra dada sea maxima.

Ejemplo: Se realiza una encuesta de opinién a una m.a. de 20 personas. Se les formula
una unica pregunta que sera respondida por Si o por NO. Sean X, X,,..., X,, las v.a.

correspondientes a la respuesta, tales que
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% 1 si lapersona iresponde SI
"o si lapersona i responde NO

parai=1,2,..,20ysea p=P(X,=1).

Observemos que las v.a. X, son independientes y cada una de ellas tiene distribucion
Bi(1,p). Entonces, la funcién de probabilidad conjunta del vector (XI,XZ,...,XZO) es

l—xzo

Si en la muestra obtenida se observan 7 NO's (0) y 13 SlI's (1), seria
Pley X xgg) = pro (= p)

La pregunta es: ¢qué valor de p hace que los valores muestrales obtenidos sean los mas
probables?

Es decir, buscamos el valor de p que hace maxima p(x,,x,,...,X,,) O equivalentemente
In p(x,,x,,....,X,) ya que In es una funciéon monétona creciente. Debemos maximizar la
siguiente funcién de p

g(p) =In p(x;, x,,...,x5) =13In(p) + 7In(1 - p)

Para ello, como esta funcion es derivable respecto de p, buscamos los posibles puntos
criticos, igualando a O la derivada primera.

Ozﬁg(p):E_ 7 _131-p)-7p _13-20p o 1320p=0 o IB:E
oo p 1l-p p(l-p) p—p) 20

Este valor es en efecto el que maximiza g(p) pues

2
elp)) B8 7T |

2 2

2
op p=13/20 p d-p) p=13/20

Definicion: Sean X, X,,.,X, v.a. con funcibn de probabilidad conjunta
P; (x;,%,,...,x,) 0 funcién de densidad conjunta f)? (x,,%,,...,x,) que depende de m

parametros 6,,6,,...,6, . Cuando (x;,x,,...,x,) son los valores observados y la funcién
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de probabilidad o de densidad conjunta se considera funcion de los pardmetros
6,,0,,..,0,, se denomina funcién de verosimilitud y se denota L(6,,6,,....0,,).

Los estimadores de méaxima verosimilitud (EMV) de 6,,6,,...,60, son los valores

m

A N

0,,0,,..,0, que maximizan la funcion de verosimilitud, o sea los valores tales que

~

L(6,,0,,..0,)>L(8,,0,....0,) v0,,0,,...0

m

La forma general de los EMV se obtiene reemplazando los valores observados x; por las
v.a. X,

Ejemplos: 1) Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion exponencial de parametro A.

—/12x

SO xgx,) =[] /o, () =][Ae™ =A"e =
i=1 i=1

por lo tanto, la funcién de verosimilitud es

-1 Z x;
L(A) = Ve i

Observemos que no incluimos los indicadores porque, dado que el rango de la v.a. no
depende del parametro a estimar, podemos suponer que todas las observaciones son no
negativas.

InL(A)=nlIn(A) - in

i=1

oA X
>,
Verificar que el punto critico obtenido es en efecto un maximo.

Observemos que en este caso el EMV coincide con el de momentos.

2) Sea X,,X,,...,X, una m.a. de una distribucion N(p,Gz).

S X x,) = fo(x) HFU 20°
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1\ 1 %g(x'—#)z
= — e 20°i=1

N2 !

o

Por lo tanto la funciéon de verosimilitud es

n 1z 2
> (x;—n)
L(u,cr):(i] s 2ot

Ner ) o

y maximizarla equivale a maximizar su logaritmo

In L(x,0) = —nn(v/27 )~ 11)?
8|nL(,u,0')_i (x,—ﬂ )=0 Zn:(xi_ﬂ)zo
ou o i1 )
W——£+0132x - = —n02+Z(x,-—ﬂ)2=O

y, reemplazando el valor estimado de n en la segunda ecuacion, se obtienen los EMV de
los parametros

™
Il
<

3) Sea X, X,,..., X, unam.a. de una distribucion U(0,6).
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Sy, %5000x,) = Hf(x) H 1(09)(x l__[l(oe)OC

y la funcién de verosimilitud es
1 n
L(9) Zg—nnl(o,e) (x;)
i=1

Observemos que, en este caso, no es posible tomar logaritmo ni derivar porque el
parametro (argumento de la funcion de verosimilitud) determina el soporte de la densidad.
Analicemos como es esta funcion para hallar su méaximo

1 : . 1
LO)=1g" si O<x, <0 Vi _ o si T|2((x)<0
0 en caso contrario 0 en caso contrario
1
si @ > max(x;)
= H” 1<i<n
0 si @ <max(x,)

1<i<n

Grafiqguemos L(8) como funciéon de 6.

ma(H1 . X i

Como se puede observar, el maximo de la funcién de verosimilitud se alcanza en
6 =max(x,) y por lo tanto el EMV del parametro es
1<2<n

0= pax(x))
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Propiedad de Invarianza de los EMV: Sea 0 el EMV de @ y sea huna funcion
inyectiva con dominio en el rango de valores posibles de 0, entonces el EMV de /() es

h(é) . Por ejemplo, en el caso de una m.a. de una distribucién N(u, %) hemos visto que el
EMV de ¢ es

entonces el EMV de ° es

Z(Xi _)?)2
52 = izt
n

pues la funcién h(x)=x? es inyectiva si su dominio se restringe a los reales positivos, es
irsih:|>° - R,
decir sih :R

A N

En general, sean 6,,...,6, los EMV de 6,,...,0, y sea una funciéon h:R" — R, ¢bajo

qué condiciones el EMV de #k(6,,...,0,) es h(él,...,ém)? Esta propiedad, denominada

propiedad de invarianza de los EMV, se cumple si la funcién h puede ser completada a
una funcién inyectiva.

Propiedades de los estimadores y criterios de seleccion

Observemos que, dada una muestra X,,X,,..,X,, donde X,~F, , un estimador

n?

puntual del parametro @, obtenido en base a ella, es una v.a. é . La diferencia

A

0-0

es el error de estimacién y una estimacién sera mas precisa cuanto menor sea este error.
Este error es también una v.a. dado que depende de la muestra obtenida. Para algunas
muestras sera positivo, para otras negativo. Una propiedad deseable es que la esperanza
del error sea 0, es decir que “en promedio” el error obtenido al estimar a partir de
diferentes muestras sea cero.

Definicién: Un estimador puntual 6 del parametro 6 es insesgado si

E,(0)=6 Vo
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Si @ noes insesgado, se denomina sesgo de 0 a b(é) =E, (é) -4.

Por lo tanto, un estimador es insesgado si su distribuciéon tiene como valor esperado al
parametro a estimar.

Definicién: Un estimador puntual é del pardametro @ basado en una muestra X ,..., X, ,es
asintéticamente insesgado si

Eg(é)TQ v 0

Ejemplos: 1) Sea X: nimero de éxitos en n repeticiones de un experimento binomial con
probabilidad de éxito igual a p. Entonces X ~ Bi(n,p) y hemos visto que el EMV de p es

p=X/In, o sea la frecuencia relativa de éxitos. Verifiquemos que este estimador es
insesgado.

Ep (13) =Ep (K) =
n

Yy, por lo tanto, es insesgado.
2) Sea X,,X,,..., X, una m.a. de una distribucion N(u,c*). Los EMV de ny ¢* son
Z(Xi - )?)2
,[l — )? &2 — =l
n

Como E ,(4)=pu Y u,este estimador es insesgado.
u,o

Verifiqguemos que el estimador de la varianza no lo es.

- - 1 _
E Y=E = |=ZF § X2 -2XX+X?
ﬂvaz(G) 1,02 2| ¢ ( ; ;

7 n N

> (- XY ,,
[ )

Y Z[ZX,? -2X) X, +n)?2j g Z[ZXf —2nX? +n)?2J
i=1 i=1 i=1

n Ho n Ho
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n Ho - n Ho

=1E Z(ZXiz _n)?zjzlE Z(ZXizj_E#O_Z ()?2) =%Eﬂ02 (Xlz)_Eﬂaz ()?2)
i=1 i-1 ' ’ ’

n

Por lo tanto el EMV de la varianza no es insesgado, pero es asintéticamente insesgado ya
que su esperanza tiende a o> cuando el tamafio de la muestra tiende a infinito.

z (Xi - /?)2
Ejercicio: Verificar que la varianza muestral S? :":1—1 es un estimador
n —
insesgado de la varianza poblacional cualquiera sea la distribucién.
3) Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion U(0,6). El estimador de momentos de

0 es 0=2X yel EMV es é:mgx()(i).

El estimador de momentos es insesgado. En efecto,

E,(0) = 2E,(X) = 22 =0 VO

Verificaremos que el EMV no lo es. Para ello, necesitamos obtener la densidad de la v.a.
U =max(X,).

1<i<n

Recordemos que, si X, X,,..., X, es una m.a. de una distribucion U(0,0), entonces

0 si u<0
F,(u)=(F, ) = (gj Si O<u<@
1 Siu>6

entonces

Jo ()= ”[%j %1(0,9) (u) .

Calculemos la esperanza del EMV.
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0 n-1 0 n+167
u 1 n nou n

E,max(X))=E, () =|un —| —=du= u"du = =
omax(x)= £, V) ! (9} 0 9"! 0" n+1|, n+l

Entonces, el EMV no es insesgado pero es asintéticamente insesgado.

Cuando hay mas de un estimador insesgado para un mismo parametro, ¢cémo decidimos
cual conviene usar? Por ejemplo, sea X,,X,,..., X, una m.a. de una distribucion N(u,cz).

Es inmediato verificar que los siguientes son todos estimadores insesgados de

=X

-~ X+ X,
P2
A3:X1

Las varianzas de estos estimadores son

V 2(/:\‘1) =

uo

V 2(,[‘2):

uo

V 2(@3)20—

uo

N

y parece natural elegir el estimador mas preciso, es decir el de menor varianza.

Principio de estimacion insesgada de minima varianza: Entre todos los estimadores
insesgados de @, elegir el de menor varianza. El estimador resultante se denomina IMVU
(insesgado de minima varianza uniformemente). Existe una metodologia que permite

hallar estimadores IMVU en muchas situaciones.

Teorema: Sea X,,X,,.., X, una m.a. de una distribucion N(u,cz). Entonces X es

estimador IMVU de p.

A partir de este resultado deducimos que, si se tiene evidencia de que la m.a. proviene de
una distribucion Normal, parece conveniente usar X como estimador de u. Sin embargo,

si los datos no son Normales este estimador podria llegar a ser una pésima eleccion.

Ejemplo: Sean las siguientes distribuciones simétricas alrededor del pardmetro p

! _l{ﬂf
a) N(wo?) : f(x)= e 7

N2ro
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1
7r(1+ (x—u)z)

b) Cauchy de parametron: f(x)=

1
c) U(n-1,u+1) @ f(x) :El(,ufl,/ﬁl) (x)

La distribucién de Cauchy tiene forma de campana como la distribucion Normal, pero
tiene colas mas pesadas que ésta. La distribucién Uniforme no tiene colas, por lo tanto
podriamos decir que tiene colas mas livianas que la Normal.

Consideremos los siguientes estimadores de p:

= T -~ max(X,)+min(X,)
=X Hy =X Hz = 5

En el caso a), 4, es IMVU y por lo tanto, es la eleccion correcta.

En el caso b), 4, y i, son malos porque ambos son muy sensibles a la presencia de

observaciones atipicas y la distribucién Cauchy produce una importante proporciéon de
ellas. Por lo tanto la mejor eleccion entre estos tres estimadores seria ;,. También

podriamos utilizar una media podada.

En el caso c) el mejor estimador es zz, porque la distribucion no tiene colas.

Error standard de un estimador: Al informar el resultado de una estimacién puntual es
necesario brindar informacion sobre la precision de la estimacion.

Definicién: El error standard de un estimador é es su desviacién standard, es decir
O, = Vy(6)

Si el error standard depende de parametros desconocidos, éstos se reemplazan por un
estimador y se obtiene el error standard estimado.

Ejemplo: Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion N(u,cz). Entonces X es el
EMV de p y su error standard es

2

= o

= L(x=]%
oy /Mz( .
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Como depende del parametro o , podemos reemplazarlo por la varianza muestral y
obtenemos el error standard estimado

Definicion: Sea 6 un estimador de &, su error cuadratico medio es

ECM,(0) = E, [(é - 9)1

~

Si el estimador @ es insesgado el error cuadratico medio es igual a la varianza del
estimador.

Proposicion: ECM , (é) =V, (é) + [b(é)]2 , siendo b(é) =F, (é) — 6 el sesgo del estimador.

Dem:

ECM,(0)=E, [(é - 9)2} - E, [(é —E,(0)+E, @) - 49)2}
~£,|0-£,0)f +(£,0)-0f +26-£,0)£,0)-0)
- E, [(é _E, (é))z} VE, [(Eg ) - 9)1 +2E,(6-£,0)(£,6)-0)

Usando que la esperanza de una v.a. es una constante y la esperanza de una constante
es igual a ésta, se obtiene

ECM,(6) = E, [(é ~E,0)f } +(£,0)-0f +2(£,6)-0)(E,6) - E,0))

v,(0) (b(é))z °

y, por lo tanto, ECM ,, (é) =V, (é) + [19(67)]2 , Como queriamos demostrar.

174



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

Principio de estimacién de menor error cuadratico medio: Dados dos o méas estimadores
del parametro 6, elegir el de menor ECM.

Este principio se reduce, en el caso de estimadores insesgados, al de minima varianza
entre los insesgados mencionado mas arriba, ya que el error cuadratico medio se reduce
a la varianza cuando un estimador es insesgado. Sin embargo, nos permite ademas
seleccionar, por ejemplo, entre un estimador insesgado y otro que no lo es, en base a la
varianza y al sesgo. Si el estimador sesgado tiene una varianza mucho menor que el
insesgado, podria ser preferible su uso.

Definicion: Sea X, X,,..., X, una m.a de una distribucion que depende de un parametro

0 y sea én un estimador puntual de € basado en esa muestra. Diremos que {Gn} es

una sucesion consistente (0 mas brevemente que €, es un estimador consistente de 6)
Si

~

0 —2->¢0

n

n—>0

es decir, si V& >0, Pq én —9‘>g)—>0.

Ejemplo: Sea X,,X,,.,X, una m.a de una distribuciéon con E(X,)=u y

V(X,)= o? <o, entonces X es un estimador consistente de M . En efecto, aplicando la
desigualdad de Chebyshev,

PQ)?—y‘>g)£Vii?):;22 50 Ve>0

~ X, +X :
Ejercicio: Verificar que, en este ejemplo, u :172 no es consistente de .

Proposicion: Sea X,,X,,.., X, una m.a de una distribucion que depende de un

parametro 6 y sea én un estimador de & basado en la muestra de tamafio n. Si
a) £, (én)wﬁ (o sea, si el estimador es asintéticamente insesgado)

entonces, @, es consistente de 6.

Dem: Si el estimador es insesgado, la demostracion es inmediata, a partir de la
desigualdad de Chebyshev,. No daremos la demostracion en el caso general.
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Ejemplos: 1) Sea X,,X,,.,X, una m.a de una distribuciéon con E(X,)=u vy

V(X,)=0% <o, entonces X es un estimador consistente de x . En efecto, E(X)=pu vy
2
= O . . "
V(X)=—" Por lo tanto, se satisfacen las dos condiciones de la Proposicion.
n

2) Sea X,,X,,.., X, una m.a. de una distribucion U(0,8). Hemos demostrado antes que

el EMV de @4, é:mgx()(i) es asintoticamente insesgado pues Eg(é) :Lle. Para
<is<n n -+

probar que es consistente, verificaremos que su varianza tiende a cero cuando el tamafio
de la muestra tiende a infinito. Pero

V,0) = £,69 -[£,6)] =Ee<é2>-[n'11‘9}

entonces, debemos calcular la esperanza del cuadrado de la v.a. U:]n_ﬁax(X,.).
<i<

Recordando que su densidad esta dada por

Sfu (u) = n(%) %1(0,0) (u)

14

¢ i o n+2
r = fun( ] L 2= g
0 o) ¢ 0" 9 0 n+2‘0 n+2

Entonces,

2 2
~ n n n n n
V,(0) = 0% — 0% = - 0% = 0° >0
/(0) n+2 (n+1j {n—i—Z (n+1)2] (n+2)(n+1)* noe

Por lo tanto, el EMV es consistente.

3) El ultimo ejemplo que veremos ilustra como demostrar la consistencia de un estimador
a partir de la Ley de los Grandes Numeros y de las propiedades de la convergencia en
probabilidad.

En primer lugar recordemos que si X, X,,...,.X,,.... e 1},Y,,...,Y ,... son sucesiones de

n 1 ptt

v.a.talesque X, ——>a e Y —£—b, entonces:

a) X, £Y, —L>a+h
b) X,Y,—Z>ab
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X .
C) 2% Sip20
Y b

n

d) g(X,)—>g(a) si g es una funcion continuaen a.

e) si ¢, esuna sucesion numérica tal que ¢, ——>c¢ , entonces ¢, X, ——ca

Sea X, X,,.,X, una m.a de una distribucién con E(X,)=u vy V(X,)=0’<o,

demostraremos que la varianza muestral S% es un estimador consistente de la varianza
poblacional.

Zn: (x, - XYy 21: X?

: 1 (¢ = n
§2 =14 = X2 _px?|l=—/— |2 _
! n-1 n—l(; l j n-1 n

XZ

Por la Ley de los Grandes NuUmeros )?—”),u, entonces por la propiedad d)
X2 —254°,

Por otra parte, aplicando nuevamente la Ley de los Grandes Numeros

1

BB (X =V, LN +E, L] =0+ 4
u,o u,o n,o

n
Como ademas 1 —1, se obtiene
n_
n = —
S)Z(: i=1 _XZ )4 O'2+,u2—/1220'2
n-1 n

y por lo tanto la varianza muestral es un estimador consistente de .
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Inferencia estadistica — Intervalos de confianza

Cuando se obtiene una estimacion puntual de un parametro, es conveniente acompafiar
dicha estimacion por una “medida” de la precision de la estimacion. Un modo de hacerlo
es informar el estimador y su error standard. Otro modo es reemplazar la estimacion
puntual por un intervalo de valores posibles para el parametro.

Ejemplo: Supongamos que tenemos una m.a. X,, X,,., X, de una distribucion

N(,u,aﬁ) con varianza of conocida. Por ser los datos normales, sabemos que

) _
>T~N(y,a°j P S NI
n o,

Jn

X —
y, por lo tanto, sabemos que la probabilidad de que \/ﬁ i se encuentre entre —1.96 y
O-O
1.96 es 0.95, es decir
X —u
P -1.96<+/n <1.96 |=0.95
O-O
m |
g ., 0.95
8 o
g
T T T T T T T
3 2 | 1] 1 2 |
%
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A partir de esta expresion obtenemos

O,

n

O,

Jn

IA
x|

— 1<1.96

J:o.gs = P{)?—l.% sﬂsi+1.96a°]:o.9s

Jn

Es decir, que la probabilidad de que el intervalo

[)?—1.96&,)77%.96&}

Jn Jn

contenga al verdadero valor del pardmetro p es 0.95. Este intervalo se denomina intervalo
de confianza para p de nivel de confianza 0.95.

Definicién: Sea X,, X,,..., X, una m.a. de una distribucién que depende de un parametro
0. Dadas dos funciones de la muestra a(X,, X,,...., X,) y b(X,, X,,...., X)) tales que

P(@a(Xy, X, X)) <O<D(X,, Xy, X)) =1—a

con o pequefio (por ejemplo, 0.10, 0.05, 0.01), el intervalo
[a(Xl, Xy ey X ), DX, X e, Xn)] se denomina intervalo de confianza de nivel 1 - a

para el parametro 6.

Interpretacién: Supongamos que, en base a diferentes muestras calculamos los
correspondientes intervalos de confianza para 6. Entonces el (1 - o) 100% de ellos
contendran al verdadero valor 6.
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Observaciones: 1) No es correcto decir “la probabilidad de que 6 pertenezca al intervalo
(a,b) es 1 - a” porque 6 no es una variable aleatoria. El intervalo es aleatorio ya que sus
extremos son funciones de la muestra y por lo tanto, debemos decir “la probabilidad de
que el intervalo (a,b) contenga al pardametro6 es 1 - o”

2) Una vez construido el intervalo a partir de una muestra dada, ya no tiene sentido hablar
de probabilidad. En todo caso, tenemos “confianza” de que el intervalo contenga a 6. La
confianza esta puesta en el método de construccién de los intervalos, que nos asegura
que (1 - a) 100% de las muestras produciran intervalos que contienen a 6.

Intervalos de confianza para los parametros de una distribucién normal

T nail). ,
Distribucién t: Sean dos v.a. Z~N(0,1) y U ~ ;(rf = F(EEJ independientes, entonces

Se dice que T tiene distribucion t de Student con n grados de libertad. Esta distribucion
esta tabulada para diferentes valores de n. Su densidad es simétrica respecto al 0 y tiene
forma de campana, pero tiene colas mas pesadas que la distribucién normal standard.
Cuando n tiende a infinito, la distribucién de Student tiende a la distribucién normal
standard.

Proposicién: Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion N(u, o%), entonces

2

a) )?~N(y,%j PN Jﬁx;“~N(0,1)

n

Z(Xi _)T)Z

(n-1)s° 2 con S2 = it

b
) o’ "t n-1

c) X y S? son independientes

d) Jﬁxs““tnl

Dem: a) Ya hemos visto que cualquier combinacién de v.a. normales independientes es
normal y el promedio es una combinacion lineal particular.
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b) y c) Estan fuera del alcance de este curso.

d) Resulta de a) b) y c) pues

WAt ey oy ODST

n-1
o) O'2

son v.a. independientes. Entonces, por definicién de la distribucion t de Student,

N RAR -

—Jzﬁx_ﬂ
(n-1)S? S
o?(n-1)

Intervalo de confianza para la media de la distribucion normal con varianza

conocida: Sea X, X,,.., X, una m.a. de una distribucion N(u, ), con varianza o
conocida, entonces

W24 N

O,

P(— 7., <dn X =H Sza,2]=1—a
(o}

0

de donde se deduce el siguiente intervalo de confianza de nivel 1 - o para p,

Y Oy, & O,
|:x _25/2 \/ﬁ’x +Za’/2ﬁi| (1)

Intervalo de confianza para la media de la distribucion normal con varianza
desconocida: Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion N(u,O'Z), entonces

\/ﬁxs_ﬂ~tn1
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P(_tn—l,a/Z S\/ﬁ X S_Iu Stn—l,a/Z]:l_a

de donde se deduce el siguiente intervalo de confianza de nivel 1 - o para p,

_ s o S
[X —t 102 T X+t 1.2 ﬁ}

Intervalo de confianza para la varianza de la distribucion normal con media
conocida: Sea X,,X,,.., X, una m.a. de una distribucion N(uo,az), con media o

n

conocida, entonces

X. — , X —u Y .
Ai7H N0 vi<i<n = (—“j ~;(f=r(1,5) vi<i<n
o O

Como ademas las v.a. son independientes

n (X — 2
S Xzt %zzr(ﬂ,ij
i1 o) 2 2

¢ Como elegimos los percentiles de la distribucién 32 que encierran un area igual a 1 - a?

2 2
Xni-al2 Xnai2
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Los elegimos de manera tal que quede un area igual a a/2 en cada extremo. Entonces,

n

2 (X =)

2 i=1 2 _
P ln,l—a/Z < O'Z S;(n,o:IZ =l-«a

Se obtiene el siguiente intervalo

Z(Xi _#0)2 . (Xi _ﬂo)z

2 2
ln,a/Z ln,l—a/Z

Intervalo de confianza para la varianza de la distribuciobn normal con media
desconocida: Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion N(p,O'Z), entonces

(n-1)S?

2
2 Zn—l
(@2

Por lo tanto,
(n-1)S°
P(lr?l,la/Z ST < zr?—l,alz =l-«a

Se obtiene el siguiente intervalo

{(n—l)sz (n—1)82}

Zr?—l,a/Z Zr?—l,l—alz
Ejemplos: Sea X,, X,,..., X, unam.a., X, ~N(u, c?).

a) Supongamos que el verdadero valor del desvio standard es ¢, = 35 y que se observa
X =160 . Construyamos un intervalo de confianza para la media de nivel 0.95.

Como las v.a. son normales y la varianza es conocida, el intervalo para p seré de la forma
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o o, o o
X—=2,, = X+2,,—7—
( al?2 \/ﬁ /2 \/ﬁj
con z,,,, =2y =1.96, o, =35,n=49y valor observado de X igual a 160. Obtenemos

(160 ~1.96—> 160 +1.96£j =(160—-9.8,160 + 9.8)=(150.2,169.8)

49 49

b) Supongamos ahora que la varianza es desconocida pero que el valor observado de S
es s=35. El correspondiente intervalo de confianza para p sera de la forma

— S - S
[X —Utar ﬁ1 X+t 1000 ﬁj

cont ., =t00s =2.01. Obtenemos

(160 _2.01>2 160+ 2.013) = (160 —10.05,160 +10.05) = (149.95,170.05)

49 V49

Notemos que es mas ancho que el anterior

c) Suponiendo como antes que observamos X =160y s=35, hallemos un intervalo de
confianza para ¢* de nivel 0.95.

Por tratarse de una muestra normal con media desconocida, el intervalo para o° sera de
la forma

2 2
Xnaalz  Xnat-ai2

((n ~1)S? (n —1)52J

con Z:—l,alz = Zfs,o.ozs =69.02 Y ¥, 114/2 = Xagoos =30.75 . Obtenemos

2 2
48-357 4835 =(851.93,1912.20)
69.02 ' 30.75

y un intervalo de confianza para o de nivel 0.95 ser&

48 .35° \/48-352
, —(/851.93,4/1912.20 )= (29.19, 43.73
L\/ 69.02 '\ 30.75 } (*/ v ) ( )
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Esto ultimo resulta de aplicar una funcibn mondétona creciente a cada extremo del
intervalo para ¢

Determinacion del tamafio de muestra: Consideremos el intervalo de confianza para p con
varianza conocida en el caso de una m.a. normal. La longitud del intervalo obtenido (1) es

J0
L=2z,,,—=

Jn
y depende de

¢ nivel de confianza ()
e varianza o desvio standard de las observaciones (o)
e tamafio de la muestra (n)

Un modo de obtener mayor precisién, es decir un intervalo mas angosto, es aumentando
el tamafio de la muestra. Si se desea una longitud menor o igual que L,, entonces

2
LZZZ O-O <L n> 22(1/20-0 n>(22a/200]
— > L oSV z—m——sSnNz2| ——

al?2 \/ﬁ LO |_

(o]

Ejemplo: Supongamos que o, = 35, ¢,qué tamafio de muestra se requiere como minimo
para obtener un intervalo de nivel 0.95 de longitud menor o igual que 107?.

En este caso, L, =10,0, =35y z,,, =1.96, entonces

2
R p—"

En el caso de varianza desconocida el problema es mas complejo porque el percentil t
también depende del tamafio de muestra.

Método general para obtener intervalos de confianza:

Sea X, X,,.,X
Supongamos que existe una funcién T(X,, X,,..., X,,8) (es decir, una funcién de la

una m.a. de una distribuciébn que depende de un parametro 6.

n

muestra y del parametro) cuya distribucién no depende de 6 ni de ningun otro parametro
desconocido. Entonces, existen dos valores a y b tales que

P@<T(X,,X,,., X,,0)<b)=1-a

y, a partir de esta expresion, es posible obtener un intervalo de confianza para 6.
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La funcion T(X,, X,,..., X ,,0) se denomina pivote.

Ejemplo: Sea X, X,,..., X
Hemos demostrado que

, una m.a. de una distribucion exponencial de parametro A.

Zn:xi ~T'(n,A)

Usando este resultado y que, si V ~T'(a,4)ya>0 entonces aVv ~F(a,ij, se puede
a

demostrar que

n

Usando como pivote la funcion T(X,, X,,..., X, 4) = 2/12 X, , podemos obtener un
i=1

intervalo de confianza de nivel 1 - o para el parametro A.

P(Zzzn’lalz < 212 X; < Zzzn,alzj =l-a

i=1

Xonal2

P Xong-al?2 <1<

BN T
2> X, 2> X,
i=1 i=1

y el intervalo requerido es

Xong—ar2 Xonal2

X, 25X,
i=1 i=1

Ejemplo: Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion U(0,8). Para obtener un intervalo
de confianza para @, recordemos que el EMV de 6 es 0= max(X,,..., X,) y probemos

que la distribucion de 016 no depende de 6.

Llamemos V a la v.a. max(Xj,..., X,) . Recordemos que, si X,, X,,..., X, esuna m.a. de
una distribucién Fy, entonces la funcion de distribucién de V esta dada por
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I:v (V) = (Fx (V))n

Queremos demostrar que la distribucion de V/6. no depende de 6.
Vv n
Fy,p (W) = P(Eswj —P(V <0w)=F, (0w)=(F, (O w))

Como, en nuestro caso, X; ~U(0,0),

0 si fw<0 0 siw<0
Fyso W) =(Fy (W) = (%j Si0<Ow<f ={w" si0<w<1
1 si Ow>0 1 siwz1

Por lo tanto, la distribucion de V/8 no depende de 6. Derivando, se obtiene la densidad de
%

fy o (W)=nw"" o2y (W)

Xy X
Utilizando T(X,, X,,..., X, ,0) = max(X, ")

como pivote, obtendremos un intervalo

de confianza para #de nivel 1 - . Buscamos a y b tales que

P(a < max(X;,..., X.) < bj 1y @

y, obtenemos el siguiente intervalo

{max(xl,...,xn) max(Xl,...,Xn)}
b a

¢, Cémo elegimos a y b?. Observando (2), debemos hallaray b ,0<a<b <1, tales que

"=b"-a"=1-a 3)

b
In w"tdw =w"
a

Obviamente hay infinitas soluciones de esta ecuacion, pero podriamos elegir la solucion
que produce el intervalo de menor longitud esperada, es decir, buscar a y b que
minimicen E(L) sujeto a la condicién (3), siendo
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11
L=max(X,,... X)) ———
(X 2=

Como ya hemos demostrado que E(max(X,,..., X,) =L19, debemos minimizar
n+

n 11
0 (@)
n+l \a b
sujeto a la condicion b" —a" =1-«.
Esto puede hacerse utilizando multiplicadores de Lagrange o bien, despejando de esta
dltima expresion a en funcién de b, reemplazandola en (4) y minimizando la expresion

resultante respecto de a.

El intervalo de minima longitud esperada es

(max(xl,...,xn) max(Xl,...,Xn)J
1 ’ Vo

Intervalos de confianza de nivel asintético 1 - a:

En muchos problemas no es posible encontrar intervalos de confianza de nivel exacto
1 - «, 0 bien son de muy dificil construccion. En otros casos disponemos de muy poca
informacién sobre la distribucion de las variables aleatorias. En estos dos tipos de
situaciones es posible obtener intervalos de confianza de nivel aproximado cuando el
tamafo de la muestra es grande.

Definicion: Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion que depende de un parametro
0. Dadas dos sucesiones {a, (X, X,,.., X,)} y {b, (X, X,,...., X )} tales que

limP(a, (X, X5, X, )<O<b (X, X, X)) =1-a
la sucesién de intervalos [a,(X,,X,,.... X,),b, (X;,X,,...X,)] es una sucesién de

intervalos de confianza de nivel asintético 1 - a para el parametro 6. También se dice
que, si n es suficientemente grande, el intervalo [a, (X,, X,,..., X, ),b, (X,, X, ..., X )]

tiene nivel aproximado 1 - a.

¢ Porqué calcular intervalos de nivel asintético?

e Porque no es posible encontrar una funcién pivote que no dependa del parametro
e Porque no se conoce la distribucion exacta de la funcién pivote

e Porque en general es mas facil encontrar la distribucién asint6tica que la exacta de la
funcién pivote
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Ejemplos: 1) Sea X, X,,.., X, una m.a. de una distribucion F con E(X) =u vy

V(X)) = o® < . Buscamos un intervalo de confianza para .

n

Sabemos que X es un estimador insesgado y consistente de u. No conocemos su
distribucion exacta porgue no conocemos la de X;, pero sabemos que

NrE SRR
(o2

Si o es conocido, esta funcién podria servir de pivote para el intervalo de nivel
aproximado, pero ¢qué usamos si o* es desconocido?.

Propiedad:

Y — 45y

" = Uy —>aY
U,—f>a

D . . S D o
Como s—=— o por ser un estimador consistente, entonces ————>1y ——=>1.
S

(2
Luego,
W2 =H e N0g) S
c = Jn2TH 9 Ny
o, S
——1
S

A partir de este resultado,

P(— z,,<Jn X _’USZ{Z,ZJ—A—a
s

y se obtiene el siguiente intervalo de nivel aproximado 1 - &
X=Z,,, X+z

T hgp ]
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Intervalo de confianza de nivel asintotico 1 - o para el parametro p de la
distribucion Binomial:

Sea X, X, X, una  m.a. de una distribucion Bi(1,p) . Entonces

n
X = Z X, ~ Bi(n, p) . Queremos construir un intervalo de nivel asintético 1 - o para p.
i=1

Recordemos que, por el TCL,

n

2%
. X = e 1—
5= X i ~N(p'p( pq
n n n
Yy, por lo tanto
X
F_p
Pl-2,,<——<17,, |=2l-« (5)
/2 p(l—p) 12
n

Hay dos formas de obtener un intervalo para p a partir de esta ultima expresion.

> X
i=1

a) Como, por la Ley de los Grandes Nimeros, — =-———F"—p podemos aplicar la
n n

Propiedad enunciada antes y reemplazar en el denominador el pivote p por su
estimador. Entonces

X
F_p
Pl-z,,<— —<7Z7,, |=l-«a
pL-p)
n

obteniendo un intervalo para p de nivel aproximado 1 — a.
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b) Reescribimos la expresion (5) en la forma

Vo )
p| [N <7 . |z1-a o p[ 2" <72, |z1-«a
p(]_— p) al?2 p(l_ p) al?2
n n
Observemos que
e
— pj 2
n 2 X > pd-p)
-——< _— < LI S
p(l— p) —Za/2 At [n pj —Za/2 n

n

2
SN (lj —2p£+ p’ —zj,z—p(l_ P) <
n n n

2 2 2
& p2(1+z"‘#j— p[z—x+zc‘#]+[£j <0
n n n n

Buscamos las raices de esta ecuacion de segundo grado, que llamaremos p, y p, y el
intervalo de nivel aproximado 1 — o para p sera
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Inferencia estadistica — Tests de hipoétesis

Hasta ahora hemos visto como obtener, a partir de una muestra, un estimador puntual o
un intervalo de confianza para un parametro 6. Frecuentemente el objetivo del estudio es
decidir, en base a la informacién que provee la muestra, entre dos hipétesis relativas a un
parametro.

Ejemplo: Supongamos que el consumo promedio de nafta de los motores utilizados por
una empresa automotriz en uno de sus modelos es de 10 litros cada 100 km. Se presenta
un proyecto de mejora del motor que produciria una disminuciéon en el consumo pero,
por razones de costo, se considera viable el proyecto si la reduccion lleva el consumo a
un valor menor de 9 litros cada 100 km.

Para estudiar la conveniencia o no de aplicar la mejora a los motores, se aplica esta
mejora a una muestra de 25 motores, los cuales se ponen a funcionar en igualdad de
condiciones durante un periodo fijo. EI consumo promedio observado es de 8.9 litros cada
100 km. ¢, Proveen estos datos evidencia de que vale la pena incorporar la mejora al motor
o se deben simplemente al azar?

Supongamos que el consumo de nafta de los motores es una v.a. con distribucion normal
con varianza igual a 1 y que la muestra es aleatoria, es decir que los 25 consumos son

independientes. Es decir, supongamos que X,,..., X, es una m.a.,, X, ~N(u)J).
Entonces

o 1 X —u
X ~N| y,— = ~N(0,1
(” 25) s NOD

Si la media verdadera del consumo en el motor mejorado fuese de 9 litros cada 100 km.,
¢,CUél es la probabilidad de que una v.a. normal con media 9 y varianza 1/25 tome un
valor igual o menor que el observado, 8.9?

P(X <89)=P| X=2<89°9)_ 405 -0300=031
1/5 = 1/5

Esta probabilidad se denomina p-valor.

Si el consumo promedio observado hubiese sido X =8.6 litros cada 100 km, entonces

P(X <8.6)=P X=9 86-9)_ 4 2)=002,
1/5 ~ 1/5

es decir que, en este Ultimo caso, hubiese sido muy poco probable que se observase un
valor promedio de 8.6 si la media verdadera es 9.

¢ Qué es lo que estamos tratando de decidir? Nuestras hipotesis se refieren a u, y se
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podrian enunciar asi:

i) =9 litros cada 100 km. En este caso no se implementa la mejora a los motores
i) p<9litros cada 100 km. En este caso conviene implementar la mejora a los motores

A la primera hipotesis se la denomina hip6tesis nula y se designa H,. Esta hipétesis
implica que no hay efecto, es la hipétesis del status quo, o sea del no cambio respecto a
la situacion inicial. La segunda hip6tesis se denomina hipétesis alternativa y se designa
H; . Se la suele llamar la hipétesis del investigador.

Expresadas en términos del parametro de interés las hipétesis del ejemplo seran

Ho:pn=9 VS Hi:ipn<9

Un test es una regla de decisién basada en un estadistico o funcién de la muestra, en

este caso X ,y en una zona de rechazo, es decir un conjunto de valores para los cuéles
se rechaza la hipotesis nula H,.

¢ Como se elige la zona de rechazo? Observemos que al tomar una decision en base a
una muestra, podemos cometer dos tipos de error.

No se rechaza H, |SerechazaH,
H, es cierta OK Error tipo |
H, no es cierta | Error tipo Il OK

Debido a la variabilidad muestral, es imposible construir tests en los cuales estemos
absolutamente seguros de tomar la decision correcta,. Lo que podemos hacer es tratar de
mantener bajas las probabilidades de error.

Llamaremos nivel de significacién del test, y lo designaremos a, a la probabilidad de
error tipo | (en realidad a la maxima probabilidad de error tipo I) y designaremos 8 a la
probabilidad de error tipo |Il.

Como el estadistico se construye bajo la condicion de que H, es verdadera, lo que
podemos controlar es la probabilidad de error tipo I. Elegiremos la zona de rechazo del
test de manera que la probabilidad de error tipo | sea un valor o. predeterminado.

Volviendo al ejemplo, sabemos que, si H, es cierta,

X -9
2 Y ~N(0,1
1/5 ©.D

Si queremos que el test tenga nivel de significacién o = 0.05, rechazariamos H, si
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0.4
1

o3
1

oz
1

oo
!

X -9
1/5

<-1.64.

Esta es la zona de rechazo del test de nivel 0.05. Si observamos un promedio igual a 8.9,
el valor del estadistico es —0.5 y por lo tanto no se rechaza H,, mientras que si
observamos un promedio igual a 8.6, el valor del estadistico es —2 y se rechaza H,.

Si queremos que el test tenga nivel de significacién o = 0.10, rechazariamos H, si

X -9
1/5

<-1.28

0.4+

o3
1

oz
1

o4

oo
'

194



Probabilidades y Estadistica (Computacién)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

Esta es la zona de rechazo del test de nivel 0.10.

Como hemos visto, al seleccionar la region de rechazo controlamos la probabilidad de
error tipo 1, pero ¢qué ocurre con el error tipo 11?.

Supongamos que en nuestro ejemplo, observamos un consumo promedio en la muestra
de tamafio 25 igual a 8.9 litros cada 100 km y trabajamos con el test de nivel 0.05. En este
caso, no rechazamos H, (tampoco lo hariamos con el test de nivel 0.10) y por lo tanto, si
la mejora en el motor fuese real, podriamos estar cometiendo un error de tipo Il.

Por ejemplo, si la modificacién en el motor reduce el consumo a 8.5 litros cada 100 km,
¢,cudl es la probabilidad de cometer un error tipo 11?

1
_ _ ~164--+9-85
X -9 _ 1 X -85 5

P >-164|=P .| X>-164-2+9|=P _ >

”8'{ 1/5 j "8'5( 5 j #8511 1/5 1/5

Pyzgs( X85, o.sej =1-®(0.86) =1-0.805 = 0.195
515

Es decir, que la probabilidad de error tipo Il para el valor de u = 8.5 es aproximadamente
0.20.

Definicién: La funcién de potencia de un test, 7 (), es la probabilidad de rechazar la
hip6tesis nula cuando el valor verdadero del parametro es .

Utilizando la funcion de potencia es posible obtener una expresion general para los dos
tipos de errores, pues

a(u) si ueH,

dw:%—ﬂw) SipeH,

donde a(w) y A1) denota las probabilidades de error tipo | y tipo Il respectivamente
cuando el verdadero valor del parametro es .

Tipos de hipdtesis a testear:
Hipotesis unilaterales:

Ho: =6, (6 0> 0,) VS Hi: 6< 6,
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Hipotesis bilaterales:

Ho: 0= 6, VS H.: 6= 6,

La forma de la region de rechazo dependera de la hipétesis alternativa a testear. Asi, en
el ejemplo presentado anteriormente, la zona de rechazo consiste en un intervalo de
valores en la cola izquierda de la distribucion porque la hip6tesis alternativa es de la forma

H< -

Tests de hipotesis de nivel a para los parametros de la distribucién normal:
Sea X, X,,..., X, una m.a. de una distribucion N(u,c?).

Tests para la media cuando la varianza es conocida: Supongamos que ¢’ = o-j es
conocida y consideremos las siguientes hipétesis

a) Hot = 4o (0 1 < 1to) vs  Hiu> o

b) Ho: 14= o (0 11 2 1) vs  Hilu<uo

C) Ho: 1t = 1o VS He: g # 1o
)T_:uo

Estadistico del test: T = \/ﬁ

.Bajo Ho: z1= o, T ~ N(0,1).

O,

Regién de rechazo: Como dijimos, la zona de rechazo depende de la hipétesis alternativa.
Estar4 dada, en cada caso, por

a) T=>z,

by T<-z,

o) |T|2z,,

Observemos que, asi como la forma de la region de rechazo depende de la alternativa, su

tamafio depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso c). Como la alternativa es
u# 1, la forma de la region es |T|2 K, pero como la probabilidad de rechazar H,

siendo cierta, o sea la probabilidad de Error tipo I, debe ser a,

P,uo [

& 1-O(K) + D(-K) = o < 21— D(K)) = & <= D(K) =1-% K=z,

\/ﬁx_:uo

o

Nl

(o}

<Kj:1—Pﬂo(_K<\/ﬁX_luo <KJ:0{

ZK]:acl—Pﬂ(
° o

(o) 0o o]
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Funcion de potencia: La notacién Pﬂ , como ya hemos visto, indicara la probabilidad

cuando el valor verdadero del parametro es . Hallaremos la funcién de potencia para
cada uno de los tests planteados.

a) n(u)=P, =P “HY A 'u°>z

/f ” /f

X - 1<Dz+

,
{7 o

Observemos que esta funcion es creciente y z(u,) = a, entonces, si u< u,, =(u)<a.
Por esta razon el test también es de nivel a para las hipétesis

Ho: <o vs  Hiiu>

en el sentido de que la probabilidad de error tipo | es a lo sumo a.
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X p|X-ptu—p

— luo < _Za = U - a
00 O-O
0 7

b) 7(u)=P,

<z, + 4" —g, 4T

_p, X—u Al H
O-O O-O 00
Aﬁ Jn Jn

10
1

o=
1

os
1

0.4+
1

o0z
1

oo
1

Observemos que esta funcion es decreciente y 7z(u,)=a, entonces, si u> u,,
7(u) < a . Por esta razén el test también es de nivel a para las hipotesis

Ho: 2 po vs  Hiiu> e

en el sentido de que la probabilidad de error tipo | es a lo sumo a.

X —u, X

— Ky
C) ﬂ-(/u):Py o 2Zaf/Z :1_P,u o <Za/2
7 7

X — i+ p—
=1-P|-2,,< HTE"Ho oy

7] al2 al?
0'/
A/n
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D

a/2+

:1_ - a/2+ <Za/2+

/f

=1-9|z,, +

8

Observemos que esta funcién decrece hasta y, donde 7(u,) =« y crece a partir de alli.

Tamafio de muestra requerido para obtener una probabilidad de error tipo |l dada para un
valor u = w,; (fijo) en la alternativa: Recordemos que el error de tipo Il se define como
“aceptar la hipétesis nula H, cuando es falsa”. Buscamos el valor de n para que la
probabilidad de error tipo Il sea menor que B cuando p = u; es un valor fijo en H;.

Xty ;N petoa(u)<perin)21-p

o

S1-0 za+ A e z, e B

e
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Observemos que en este caso la alternativa es Hi: x> 4, , por lo tanto, x, —u, <0 y se
obtiene
2 2
) Z((za -~ zH,)a0 J =((Z“ + z[,)a0 J
Hy — H Hy = Hy

>-2, |spel-a(w)s o n(w)21-

by P |22

Hy
"\
n

e -z, +L A1 g g+,

Observemos que en este caso la alternativa es Hi: u < 4 , por lo tanto, x, —u, >0 y se
obtiene

nz((za + Zﬁ)gojz
Ho =ty

c) Para el caso bilateral, el calculo del tamafio de muestra se hace en forma aproximada,
despreciando la mas pequefia de las dos probabilidades.

Tests para la media cuando la varianza es desconocida: Supongamos ahora que la
varianza es desconocida y consideremos las mismas hipétesis sobre p.

a) Hot p= o (0 11 < 1t0) vs  Huiu> o

b) Ho! 1= 10 (0 1 2 o) vs  Hi g <o

C) Ho: 1t = 1o VS Hai e # 1o
)T_/uo

Estadistico del test: T = \/ﬁ

. BajoHe: =, T ~ths

Reqgién de rechazo: Como siempre la forma de la zona de rechazo depende de la
hipotesis alternativa. Estara dada, en cada caso, por

a) T2 ti,

b) T<-t,_,
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C) |T| = tn—l,o:/2

El tamafio de la zona de rechazo depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso
a). Como la alternativa es u> u,, la forma de la regién es T > K, pero como la

probabilidad de rechazar H, siendo cierta, o sea la probabilidad de Error tipo |, debe ser a,

P (\/ﬁ—x _S“" 2KJ:a<:>1—PﬂO(\/H—X ;”" Ssza

Ho

<1l-FK)=aeo K (K)=l-ae K=t _,
donde F; designa la funcion de distribucion de una v.a. t con n-1 grados de libertad.

Funcién de potencia y célculo del tamafio de muestra para obtener una probabilidad de
error tipo |l dada: La funcién de potencia de este test es complicada porque la distribucion
del estadistico cuando u # p, €s una distribucion t no central. Aunque hay tablas y gréficos
gue permiten obtener probabilidades para una distribucion de este tipo, no los
estudiaremos en este curso. Por la misma razon, no calcularemos tamafio de muestra
para obtener una probabilidad de error tipo 1l dada para una alternativa fija.

Respecto al p-valor, cuando se utilizan tablas sélo es posible obtener una cota, ya que las
tablas proveen solamente algunos valores criticos de la distribucion t.

Tests para la varianza cuando la media es desconocida: Las hipotesis a testear son

a) Ho: o’ :of 6 o <o Vs Hy: o >0'§

b)Ho: 0? =0’ (6 c>>02) vs Hi: 0° <o

¢)Ho: 0° =07 vs  Hi o’ #0?

2

Estadistico del test: U = .BajoH,: o’ =0, U~ y?2,.

(n-1)S?

O,

Reqgion de rechazo: Como siempre la forma de la zona de rechazo depende de la
hipotesis alternativa. En este caso, estara dada por

a) U ZZr?—l,a
b) U<xl,..

c) U 2 ¥ntar2 O u < Xnttal2

El tamafio de la zona de rechazo depende del nivel. Por ejemplo, consideremos el caso
b). Como la alternativa es o <o-§, la forma de la region es U <K, pero como la

201



Probabilidades y Estadistica (Computacién)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

probabilidad de rechazar H, siendo cierta (P(Error tipo 1)) debe ser a,

2
P [ws sza@ K= 21

Oo
(o}
o)

Funcion de potencia: La obtendremos sélo para el caso b). Los otros dos casos se
obtienen en forma similar.

(n-1)S? (n-1)s? ot ol
77(0'12) = P012 (T < )(ri—l,l—a =P | ———=< O__gﬂfﬁ—l,l—a =F, 6_02)(571,17(1
1

O-
0 1 (o} Zn-1 1

donde FZ2 indica la funcion de distribucion chi-cuadrado con n-1 grados de libertad.
n-1

Utilizando tablas sélo es posible obtener una cota para la potencia ya que las tablas
proveen solamente algunos valores criticos de la distribucion 2.

Por la misma razoén, al calcular el p-valor utilizando tablas, s6lo es posible obtener una
cota.

Ejercicio: ¢ Qué estadistico utilizaria en el caso en que la media x fuese conocida?. ¢ Cual
es la distribucion de dicho estadistico? ¢ Como se modifican las regiones de rechazo y la
funcion de potencia de los tests?

Ejemplo: Se toman 25 determinaciones de la temperatura en cierto sector de un reactor,
obteniéndose

X=243°C y §=2.8"C
Interesa saber, a nivel 0.05

a) si existe evidencia para decidir que la temperatura media en ese sector del reactor es

menor que 250°C.
b) si existe evidencia para decidir que la varianza de la temperatura en ese sector del

reactor es mayor que (2°C)2 .

a) Las hipotesis a testear son

Ho: 2= 250 (6 1 > 250) Vs Hy: < 250

El estadistico del testsera T = \/HX_TZSO ,
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y la region de rechazo estara dada por los valores de T tales que
X —250
T= \/HT <t i00s

En nuestro caso, n = 25y por lo tanto —t,, ;s =—1.71 . Como el valor observado de T es

—-12.5, se rechaza H,, es decir hay evidencia de que la temperatura media del reactor es
menor que 250°C.

b) Las hipotesis a testear son

Ho: 0° =4 (6 0° <4) Vs Hy: o’ >4

(n-1)S?

El estadistico del test sera U = > ,

o

y la region de rechazo estara dada por los valores de U tales que

:(n—1)82

2
u 2 Xn-1,008

En nuestro caso, n = 25y por lo tanto ;(2240.05 =36.42 . Como el valor observado de U es
47.04, se rechaza H,. Es decir, hay evidencia de que la varianza de la temperatura del

reactor es mayor que (2"C)2 .

Tests de hipotesis de nivel aproximado (o asintético) a para la media de una
distribucién cualquiera:

Sea X,;,X,,..., X, una m.a. de una distribuciéon con media p y varianza o° < «0. Aplicando
el Teorema Central del Limite, sabemos que
X —u

O'/\/H

Ademas, utilizando la propiedad enunciada al construir intervalos de confianza de nivel
asintético (1- o) para la media de una distribucién cualquiera,

—2 57 ~N(0,)

)?_/U d _
Jn —¢ 5 N(0)) KX-u |
o - Jn S —4 5 N(02)

BN
S
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Por lo tanto, si n es suficientemente grande,

J_X p N(0,)

Supongamos que se desea testear a nivel aproximado o alguna de las hipotesis
siguientes:

a) Ho! = 1o (0 1 < 110) Vs Hai: 1> g6
b) Hot 1= po (6 11 2 p4o) vs Ha < pto
c) Ho: 1t = 1o S He: g # 1o
. 5 o X —u
y que n es suficientemente grande. Utilizando como estadistico T = \/ﬁ— , las
S

siguientes regiones de rechazo proveen tests de nivel aproximado o para cada una de las
hipotesis:

a T=>z,

by T<-z,

o) T2z,

Funcion de potencia aproximada: Un estimador de la funcion de potencia puede
obtenerse reemplazando el estadistico S por su valor observado s, o sea:

/f /f

X-pru—p,
= “al2

b

_1_p —H X —p

/f e

=1-P,|-27,, <

<Z,, +

/f
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Nl q) Za/2+ a/2+

/f /f

En forma similar, se obtiene la funcién de potencia aproximada en los otros dos casos.

Ejemplo: En algunos casos, la varianza y la media dependen del mismo parametro y no
es necesario reemplazar ¢ por un estimador. Por ejemplo sea X,, X,,..., X, una m.a. de

una distribucion de Poisson de parametro A. Entonces , si n es suficientemente grande,

X—-1@

$ﬁﬁ~Nm@

Supongamos gue se desea testear a nivel aproximado o
Ho: A= 4o VS Hi: A> 4o

Entonces, bajo H,,

x|
|
N

()
° ~N(0,2)
A In

]

y, el test con regién de rechazo

~
>

tiene nivel aproximado a.

Su funcién de potencia aproximada se obtiene en la forma siguiente:

X -4 _ 1 X _ zaW+ﬁ -4
n(4)=P, | —=2>1, =Pﬂi(xzza % }—
Fea e
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Test de hipdtesis de nivel aproximado (o asint6tico) a para una proporcion
(parametro p de la distribucion binomial):  Sea X,, X,,.., X, una m.a. de una

n

n
distribucién Bi(1,p). Entonces, X =ZXi ~ Bi(n,p). Aplicando el Teorema Central del
i=1
Limite, si n es suficientemente grande,
X-p
p—p)

n

¢ 57 ~N(0J)

siendo X la proporcién muestral o frecuencia relativa de éxitos.
Un test de nivel aproximado o para las hipétesis:

a) Ho: p = po VS Hi:p > po
b)Ho:p=po Vs Hiip <po
C) Ho: P = po VS Hi: p # po

X_po

[P (L= p,)
n

aproximada N(0,1). Las regiones de rechazo estaran dadas por

se basa en el estadistico , el cual, si H, es cierta, tiene distribucion

a) A>Z

/ po(l_ po) -
n

X -p,

Ejercicio: Deducir las funciones de potencia aproximadas en los 3 casos.

206



Probabilidades y Estadistica (Computacién)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

Relacion entre tests de hipdétesis bilaterales e intervalos de confianza:
Introduciremos esta idea a través de un ejemplo. Sea X, X,,..., X, una m.a. de una

n
distribucién N(u,o?). Sabemos que el intervalo de confianza para u de nivel 1 - o esta
dado por

S S

X =t 1 ar ﬁ X+t 00 ﬁ}

Supongamos ahora que deseamos testear a nivel o las siguientes hipotesis:
Ho: b = Lo VS Hip# Lo

Dado que el intervalo construido contiene con alta probabilidad al valor verdadero de y, si
Lo ho pertenece al intervalo, ésto nos llevaria a sospechar que la hipétesis nula es falsa.

Es decir, podriamos construir un test de nivel o rechazando Ho si u, no pertenece al
intervalo de confianza, dado que

A S & S
P(El) = P/to {zuo & |:X _tn—l,lez ﬁ! X +tn—1,a/2 ﬁ:D

S

_ s —
=1- Pﬂn(,uo e|:X _tn—l,a/ZE' X+t 1000 ﬁDzl—(l—a):a.

Proposicién: Sea IC(X,, X,,..., X,) un intervalo de confianza de nivel 1 - o para un

parametro 6, obtenido a partir de una m.a. X, X,,..., X,. Consideremos el problema de
testear las hipétesis

Ho: 6 =6, VS Hi: 0 # 0,

El test que rechaza H, cuando 6, ¢ IC(X,, X,,..., X)), tiene nivel a..

Ejemplo: Sea X,, X,,..., X una m.a. de una distribucion exponencial de parametro A.
n
Recordemos que, usando que 2/12 X. ~ 2, hemos obtenido el siguiente intervalo de

i=1
confianza de nivel exacto 1 - o para A
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2 2
Xont—aiz Xonai2

2> X, 2> X,
i=1 i=1

IC, =

Si deseamos testear las hipétesis
Ho: A = Ao VS Hi: A # Ao

El test que rechaza H, si A, ¢ IC tiene nivel o.
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