AnaAlisis Funcional - 1° cuatrimestre 2013
PrAcCTICA 1
EspPACIOS DE BANACH

a) Sil<p<oo, S={(xy)n € :x, =0 salvo para finitos n}, entonces S es
un subespacio de ¢? no cerrado (méas ain: si p < oo, es denso).

b) Sea S un subespacio de un espacio normado; probar que S es subespacio.

¢) Mostar que 7 C (> y calcular su clausura.

d) Sean E un espacio de Banach y S un subespacio cerrado. Entonces S, con la
norma inducida por F, es un espacio de Banach.

. Sea E un espacio vectorial y B un subconjunto convexo que contiene al 0 y tal que:

a) Siz € By |\ =1, entonces Az € B.
b) Para todo x € E, existe A > 0 tal que \x € B.
¢) Si para todo n se tiene A,z € B con 0 < A\, <1y A, — 1 entonces z € B.

Demostrar que si en E ponemos la norma ||z|| = inf {\~! : X\ > 0, \z € B} se obtiene
un espacio normado con B ={z € E: ||z|| < 1}.

. Sea (E, || ||) un espacio vectorial normado. Son equivalentes:

a) E es Banach
b) {z € E:[|z]| <1} es completo
¢) {r € E:|z]| =1} es completo

. Demostrar que las bolas en un espacio normado de dimensién finita son compactas.

. Sea E un espacio vectorial normado y F un subespacio de dimensiéon finita. De-
mostrar que para todo z existe y, en F' tal que

lz = yoll = inf [l —y|| = d(z, F)

Es decir que la distancia a los subespacios de dimension finita se realiza.
a) Sea S un subespacio de un espacio normado E. Demostrar que S tiene interior
no vacio si y s6lo si S = FE.
b) Sea E un espacio vectorial. Probar que posee una base algebraica.

¢) Probar que un espacio de Banach E de dimension infinita no puede tener una
base (algebraica) numerable (en otras palabras, dim £ > V).

d) Probar que todo espacio vectorial admite una norma y si es de dimension
infinita entonces admite al menos dos no equivalentes.
. Un espacio de Banach tiene dimensién finita si y sélo si todo subespacio es cerrado.

. Sea E un espacio vectorial normado. Demostrar que es de Banach si y solo si para

(o) o
toda sucesion {z,}, vale que: Z |zn] < 00 = Z x, converge en F.

n=1 n=1
Dar un ejemplo de un espacio normado F y una serie que no converge pero si lo
hace absolutamente.



9. Sean E un espacio de Banach, S un subespacio cerrado y Il : E — E/S es la
proyeccion al cociente.
a) Probar que E/S es un espacio vectorial normado con ||[z]| = ||[z+ S| = d(z, 5).
b) Probar que II es lineal, abierta y acotada con [|II|| < 1.
¢) Probar que E/S es un espacio de Banach.

10. Si E =(*y S = ¢y, probar que ||[(z,)]|| = limsup,,_,, |Zx/-

11. Sea E un espacio de Banach con Sy T subespacios cerrados. Probar que si T tiene
dimension finita entonces S + T es cerrado. Dar un ejemplo de dos subespacios
cerrados S y T tales que S + T no lo sea.

12.  a) Sea X un espacio métrico entonces Cp,(X) = {f : X — C continuas y acotadas}
con la norma

[fllec = sup [ f ()|
zeX

es un espacio de Banach.

b) Probar que X es compacto siy solo si C,(X) es separable.

13. Los siguientes espacios son Banach con las normas indicadas. Por {2 entendemos un
abierto acotado en RY.

a) Funciones derivables. El espacio C'(Q2) con norma || f|| = || fllec +>_ || fa:

b) Espacios de Sobolev. Decimos que f en LP(£2) tiene derivadas debiles si para
todo i existe g; en LP(2) tal que

/Qf(x)%i@)def/ng‘(x)go(x)dx:0

para toda o en C5°(€2). Luego W'P(Q), las funciones en LP()) con derivadas
debiles, con || f|| = || f|lz» + >_ ||gill» es un espacio de Banach.

c) Espacio de Medidas. Sea X un espacio metrico localmente compacto. Dada
una medida signada boreliana y regular p definimos su variacion total como

] = py (X) + p(X)

donde p = py — p— es la descomposicion de Hahn de p. Luego M(X), las
medidas con variacion total finita, con la norma || || es un espacio de Banach.

14. Sean E'y F espacios normadosy T': E — F lineal. Demostrar que ||Tz|| < ||T|| |||

donde
|T[] =sup{||Tz| : z € E, [|z| =1}
=sup{||Tz| :z € E, |z| <1} .
=sup{!=l .z c B, z +£0}

[l

15. Dar un ejemplo de espacios de Banach E y F' junto con una transformacion lineal
T : E — F tal que ker T es cerrado pero T no es acotada.

16. Sea A € R™" una matriz simétrica pensada como operador lineal de R™ en R” con
la norma euclidea. Probar que ||A|| = méx{|A| : A es un autovalor de A}.



17. Operadores Shift: Sean 1 <p < oo, S: P — (P y T : (P — (P dados por
S(l’l, T2,T3, .. ) = (O, T1,Tg, .. ) y T(.I'l, To,T3, .. ) = ({,EQ,.CE?,, Tgy .. )

a) Probar que S € L({?) y es inyectivo. Calcular || S]|.
b) Probar que T € L({P) y es suryectivo. Calcular ||T].
¢) Probar que T'S = I pero ST # I.

18. Operadores Integrales: Dado un nucleo K en L?([0,1] x [0, 1]) definimos el op-
erador integral Ty : L*([0,1]) — L*([0,1]) dado por

(Tif)(s) = / K(s,t) f(t) di

Probar que Tk es acotado y || Tx| < || K|z

Trate de probar que si K(s,t) = K(t,s) entonces Tk tiene un autovector. Mas aun,
Ty tiene una base ortonormal de autovectores.

19. Operadores de Multiplicacién 1: Sea a = (a,),, una sucesion de nimeros com-
plejos y 1 < p < oo. Definimos M, : 7 — (P por M, ((z,)n) = (n2y)n. Probar:

a) M, esta bien definida si y solo si o = (a,), € £°°.

b) M, es inyectiva si y solo si «,, # 0 Vn.

c)
)

d

M, es un isomorfismo si y solo si (i)” € (.
Mol = llerfloo

20. Operadores de Multiplicacion 2: Dado ¢ en L*[0,1] se define el operador de
multiplicacion M, (f) = ¢f.

a) Si ¢ es continua entonces M, es un operador acotado de C0,1] en C[0,1] y
calcular su norma.

b) Probar que M, es acotado de LP[0,1] en LP[0,1] y calcular su norma.



