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Introduccion

Una base en un espacio de Hilbert H es un conjunto de elementos { f; };c; que nos permite
escribir cada f € H como una combinacion lineal (infinita) de los elementos f; de la base

de la forma:

f=> aiHf (1)

donde los coeficientes a;, obtenidos a través de transformaciones lineales, son wnicos. En
los espacios de Hilbert, la nocion de ortogonalidad es intrinseca a la estructura geométrica
y esto hace de las bases ortonormales, conjuntos muy convenientes. Es la misma base el
sistema biortogonal que recupera los coeficientes de (1): a;(f) = (f, fi). Esta condicion
hace de las bases ortonormales una estructura, en cierto modo, rigida. Una leve modi-
ficacion de éstas da lugar a las bases de Riesz. Ambas estructuras verifican la conocida
desigualdad de Bessel. Esta es la clave que asegura convergencia incondicional en la es-
critura (1). Si bien las bases dan una manera de descomponer cualquier elemento del
espacio en término de los coeficientes en forma tinica, esta propiedad proporciona ciertas

limitaciones:

a) Las bases son estructuras poco flexibles.
b) Pocas veces se pueden construir bases con propiedades adicionales.

¢) Leves perturbaciones en la base pueden destruir sus propiedades.

Es por esta razon que surge la necesidad de generalizar este concepto. Una manera de
hacerlo es a través de la nocion de marco. Un marco es también un conjunto {f;},c; del
espacio H que permite escribir cada elemento f como en (1), donde los coeficientes a; no

son necesariamente Gnicos.



El concepto de marco fue introducido en 1952 por Duffin y Schaeffer como una her-
ramienta para el estudio de series de Fourier no armdnicas, es decir sucesiones de la
forma {e**}, <z, donde {\, },.cz es una familia de ntimeros reales o complejos. Aparente-
mente, la comunidad matematica de entonces no vislumbroé la importancia de esta nueva
herramienta. Fue recién, casi 30 anos méas tarde, con la publicacion del libro de Young,
en 1980, que el tema recobrd interés. Aqui, los marcos son presentados en un contexto
abstracto y, como antes, utilizados para el estudio de series de Fourier no armoénicas.
Poco tiempo después, en 1985, Daubechies, Grossman y Meyer notaron que los marcos se
podian utilizar para encontrar expansiones en series de funciones en L?(R) muy similares
a las expansiones que dan las bases ortonormales. Probablemente, puede considerarse éste
como el momento en que se inicia el desarrollo del estudio de marcos. La redundancia
hace de los marcos una herramienta ttil con aplicaciones a diferentes campos tales como
teoria de muestreo, reduccion de ruido, asi como procesamiento de imégenes y senales

(ver, por ejemplo, [1, 9, 12]).

Paralelamente a la aparicion del concepto de marco, surge el anélisis de Gabor, que busca
representar funciones f € L*(R) como superposiciones de traslaciones y modulaciones de
una funcion fija ¢ € L?(R), llamada funcion ventana o generador. Los operadores en

L*(R) involucrados en el analisis de Gabor son
Traslacion por a € R: (T, f)(z): = f(x —a), x € R,
Modulacion por b € R: (Eyg)(x): = ¥ f(x), x € R.

Hay dos formas de pensar en la representacion que busca el anélisis de Gabor. La primera
forma es buscar representaciones mediante la integral involucrando todas las posibles

traslaciones y modulaciones, es decir representaciones como

flz) = /_+OO /_+OO ct(a,b)e*™ g(x — a)dbda,

donde cada f queda determinada por una funciéon de dos variables ¢y que hace verdadera
la igualdad. Ademas, es necesario especificar en qué sentido dicha igualdad es valida. La
segunda forma es restringir los pardmetros de traslacion y modulacién a un subconjun-
to discreto A C R? y buscar representaciones de f mediante series en términos de las

funciones

{e%ib‘rg(ﬂc - a)}(a,b)eA-



La idea basica surgi6é con Gabor en 1946, quién considerd una sucesion de funciones de la
forma {E,x1ha9}mnez, donde ab =1y g es la Gaussiana, g(x) = e’é. La misma clase
de funciones habia sido considerada por Neumann, en el contexto de mecanica cuantica,
en su libro de 1932. Mucho més adelante, alrededor de 1980, Janssen, Davis y Heller
observaron que este sistema de Gabor particular genera expansiones inestables y no es
apropiado para muchas aplicaciones. Los papers de Janssen pueden ser vistos como el
punto de partida del analisis matematico de sistemas de Gabor. En 1986, el analisis de
Gabor tomo un nuevo rumbo con Daubechies, Grossman y Meyer, ya que alli se propone

por primera vez la idea de combinar anéalisis de Gabor con teoria de marcos.

La base ortonormal {e?™™*}, 7 de L*(0, 1) proporciona uno de los ejemplos mas sencillos
de sistemas de Gabor, que ademés resulta ser base, para L*(R). Si consideramos la funcion
carcteristica del intervalo [0, 1], xp.], cada traslacién con n € Z produce una base de
L*(n,n+1). Asi {E,T,X[0,1] }mmnez €s una base ortonormal de L*(R) y por lo tanto, una
base de Gabor.

Sin embargo, la base ortonormal {e*™™*}, , de L?(0,1) presenta algunas limitaciones.
Mencionemos dos de ellas. La primera, es en relacion a subespacios. Si consideramos
I C [0, 1] un intervalo abierto, con medida estrictamente menor a 1, podemos identificar
L3(I) con el subespacio de L?*(0,1) cuyas funciones se anulan fuera de I. Esto hace que
la restriccion de {e*™™®}, .7 al intervalo I sea un sistema de generadores que carece de la
propiedad de describir a cada f € L*(I) en forma tinica. Mostraremos con el Ejemplo 1.3.3

que {e*™™m} 7 es un marco para L*(I).

La segunda limitacion la observamos dentro del contexto de analisis tiempo-frecuencia.

e~ 27 gin rw

Sabemos que Xjo,1j(w) = “—=2%. Luego, el hecho de ser xjo,; discontinua sumado
a la oscilacion y decaimiento lento de X[o,1), hace que la funcion caracteristica sea poco
atractiva para este tipo de andlisis. Se podria eperar alguna mejora al cambiar x(o 1] por
una funciéon g méas suave. Lamentablemente el teorema de Bailan-Low muestra que si
{E,.T,,g}mnez es una base de Riesz, o bien zg(x) ¢ L*(R) o bien wg(w) ¢ L*(R). Es
decir, hay restricciones sobre las propiedades de g para que ésta genere una base de Riesz
de Gabor. Puesto en palabras, una tal funcién no puede estar bien localizada en ambos

campos a la vez: de tiempo y de frecuencia.



Si se quiere un decaimiento rapido para g y ¢ habrad que preguntarse si es necesario
conservar todas la propiedades de una base o si es posible flexibilizar alguna. La propiedad
que queremos mantener es la de tener para cada f € L?(R) convergencia incondicional de
la expasion (1) en términos de {E,, 7,9} mnez. La primer observacion es que no se requiere
la ortonormalidad y podemos trabajar con bases de Riesz. Ademéds, la convergencia
incondicional puede combinarse con buen decaimiento para g y g. Luego la propiedad que

se puede descartar es la unicidad. Es aqui donde los marcos cobran protagonismo.

En este trabajo pretendemos dar una descripcion de las coincidencias y diferencias entre
estos tres conceptos: Bases de Riesz (entre las que se encuentran las ortonormales), Mar-
cos y Sistemas de Gabor. Veremos condiciones necesarias y condiciones suficientes para
determinar cuando estamos en presencia de tal o cual estructura. A la vez, presentaremos

ejemplos que muestran el alcance de los resultados mas recientes.

En el primer capitulo damos las definiciones bésicas que necesitaremos a lo largo del
trabajo. También desarrollamos algunos resultados elementales con la intencién de hacer

una presentaciéon autocontenida.

El problema de determinar cuando un sistema de Gabor es un marco de L?(R) fue larga-
mente estudiado y hacemos mencién de esto como introducciéon del Capitulo 2. Aqui,
presentamos resultados donde se estudian condiciones necesarias y suficientes para que
un sistema de Gabor {E,,4T1,09}mnez sea un marco para un subespacio de L?(R). Tam-
bién mencionamos resultados similares para marcos de traslaciones (marcos de la forma
{Tha9}nez) y marcos de modulaciones (marcos de la forma {E,,9}mez). Ademés, estu-
diamos condiciones necesarias y suficientes para que un marco de Gabor sea una base de

Riesz para el subespacio correspondiente.

Ahora bien, no siempre un marco resulta ser una base de Riesz y uno puede preguntarse si
es posible extraer del sistema {E,,47,49 }m nez una subfamilia que si lo sea. Sin embargo,
aunque esto fuera posible, en general, remover elementos de {E;T 009} mnez N0 s una
ventaja desde el punto de vista computacional puesto que se perderian los beneficios de
trabajar con {(na, mb)}, que es un reticulado de R?. Este hecho nos conduce a la siguiente
pregunta: ;Todo marco se puede escribir como una unién finita de bases de Riesz?. Esta
pregunta, con algunas modificaciones, se conoce como la Conjetura de Feichtinger que es

un problema abierto. Sobre esta conjetura trabajamos en el Capitulo 3. Mencionamos



otras conjeturas y mostramos que son equivalentes a la Conjetura de Feichtinger. Ademas,
mostramos que la conocida conjetura de pavimentacion implica todas las otras conjeturas.
Finalmente, mencionamos y mostramos algunos resultados positivos, entre los cuales se

da una respuesta afirmativa a la Conjetura de Feichtinger para ciertos marcos de Gabor.

Este trabajo est& principalmente basado en [4, 5, 6].






Capitulo 1

Definiciones y resultados preliminares

A lo largo de este trabajo, H denotara un espacio de Hilbert arbitrario y {e; };e; denotara

una base ortonormal del espacio de Hilbert en el cual estemos trabajando.

Por L*(R) denotamos el espacio formado por las funciones definidas en la recta real que
son de cuadrado integrable con respecto a la medida de Lebesgue, considerado con el
producto interno usual. Comencemos definiendo los siguientes operadores sobre funciones
f € L*(R):
Traslacion por a € R: (T, f)(z): = f(z —a), z € R.
Modulacion por b € R: (Eyg)(z): = > f(x), x € R.
f

Ahora definamos la Transformada de Fourier F(f) = f de f € L*(R) por

+o00
fly): = (x)e ™" dzx.
Como es usual, la Transformada de Fourier se extiende a una isometria de L*(R) en L*(R).

Notamos la transformada inversa de Fourier de una funcion g € L?(R) por F~1g 6 por §

Nos van a ser tutiles las siguientes relaciones de conmutaciéon validas para todo a € R:
FT,=FE_,F, FE,=T,F. (1.1)
Una sucesion { f; }ie; en H se dice acotada si admite una cota inferior y una cota superior,
es decir: 0 < inf || f;|| < sup || fi|| < 0.
el icl

Finalmente, notamos por co(I) al subespacio de ¢*(I) formado por las sucesiones con

finitas coordenadas no nulas.



Definiciones y resultados preliminares

1.1 Bases y sucesiones de Riesz

Definicién 1.1.1. Sea {fi}icr una sucesion de elementos en un espacio de Hilbert H.

i) {fi}ier se dice una sucesion de Riesz si y sdlo si existen constantes A, B > 0 tales

AN Jail < | Y a
el el

para toda eleccion de escalares {a;}icr € ().

que

2
< BZ|%|2 (1.2)
i€l

Las constantes A y B se llaman respectivamente cota inferior y superior de Riesz.

i) Si ademds se tiene gen{ fitie; = H, decimos que {f;}icr es una base de Riesz.

Ejemplo 1.1.2. Sea {e,}22, una base ortonormal de H = {5. Consideremos la sucesion
fn=¢€n— %enﬂ, n > 1. Luego, {f,}>2, es una base de Riesz con cota inferior %l y cota
9

superior 1

Para ver esto, notemos que f, = {Te,}32, con T = I — 15, donde I es el operador

identidad y S el operador de traslacion de {5, es decir Se, = €,11.

Como ||3S|| = 3 vy T = I — 15, se tiene que T es un isomorfismo. Asi, gen{f,} =
ge_n{Ten} = 62.

Ahora veamos que vale (1.2) con A = ; y B = 2. Sea {a,}32, € (2. Escribiendo

f =301 anen tenemos que [|f[* = 3272 fan* y [ TFII* = | 3202, anfull*. Luego,

1 o o 9 o
e ol < | Y e[ < I X e
n=1 n=1 n=1

Ademés, || T <14 3||S]| =2 y como T + 35 = I, se tiene que ||T1*1|| >

N

Observacion 1.1.3. Toda sucesion de Riesz {fi}icr es base de gen{ f;}.

Demostracion. Sea { fi}ier una sucesion de Riesz y sea {e;}ic; una base ortonormal de
¢*(I). Por la primera desigualdad de (1.2), {f;}icr es linealmente independiente. Defin-
imos el operador T': gen{f;} — ¢*(I) por Tf;: = e;. Notar que T es acotado con



1.1 Bases y sucesiones de Riesz

T < \/%. En efecto, dada f € gen{f;}, escribimos f = > .., a;f; con I' C I finito,

entonces por (1.2) tenemos que

1
ITFIE = || asedlly = D lasl® < 2SI

iel’ i€l
Extendemos T a gen{f;} por densidad.

Ahora, definimos el operador U: ¢oo(I) — gen{ f;} por Ue; = f;. Anédlogamente, de (1.2)
tenemos que U es acotado con ||U| < v/B. Extendemos U a ¢*(I) por densidad.

Por lo tanto, T" es un isomorfismo con inverso U, de donde se sigue el resultado. O

Observacion 1.1.4. Si {f;}ier es una sucesion de Riesz con cotas A y B, entonces

A<|fill? < B paratodoicI.

Demostracion. Sea j € I. Eligiendo los escalares {d;; }ier, por (1.2) se tiene el resultado.
[

Observacion 1.1.5. Sea {fi}ic; una sucesion en un espacio de Hilbert H. Entonces,
{fi}icr es una sucesion de Riesz si y sélo si vale (1.2) para toda toda eleccion de escalares

en coo(1).

De la demostracion de la Observacion 1.1.3, se deduce la equivalencia:

Proposicion 1.1.6. Sean {f;}ic1 € H y {e;}ier € H una base ortonormal. Entonces,
{fi}ier es una base de Riesz si y sdlo si existe U un operador lineal, acotado y biyectivo

de H tal que Ue; = f; para todo i € 1.

Otra formulacién equivalente para las bases de Riesz la da el siguiente resultado conocido:

Proposicion 1.1.7. Sea {f;}ic; una sucesion de elementos de H. Luego, {fi}icr €s una

base de Riesz si y solo si es una sucesion acotada y es base incondicional.

Notar que como consecuencia inmediata de esta proposicién se tiene que todo conjunto

finito y linealmente independiente es una sucesion de Riesz.

Observacion 1.1.8. Sea {f;}icr una sucesion de Riesz con cotas inferior A y superior
B.
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i) Todo subconjunto de {f;}ic1 es otra sucesion de Riesz con las mismas cotas.

i) Si {ci}bier satisface 0 < ¢ < || < C < o0, entonces {c;fi}icr €s una sucesion de

Riesz con cotas Ac?, BC?.

Demostracion. De la Observacion 1.1.5, se obtiene inmediatamente i). Veamos que vale
i1). Como {f;}icr es una sucesion de Riesz con cotas A y B, para cualquier eleccion de

escalares {a;};cp con I' C [ finito, se tiene:

AZ |cia;? < || Z(Ciai)fiHZ < BZ |cia;]?

icl’ icl’ icl’
. . . . 2 2 2

El resultado es consecuencia inmediata de las desigualdades ¢* Y, [a;[* < >, |cias]® <

C? Y e lail* y de la Observacion 1.1.5. O

Observacion 1.1.9. Sea {f;}, C H. Luego, {fi}!, es una sucesion de Riesz si y solo

st {fi}, admite cota inferior positiva.

Demostracion. Fijemos los escalares {a;} ;. En consecuencia,

[350]

donde M = max<i<, || fill-

n

Zm %Z\Ifz\l d < Mn2(Y ] Jai)s,

1= =1

Lo anterior muestra que toda sucesion finita tiene cota superior de Riesz, que depende de
la cota superior de los || f;|| v de la cantidad de elemetos de la sucesion, de donde se sigue

el resultado. O

Como la transformada de Fourier en L?*(R) es un operador lineal isométrico, se tiene:

Observacién 1.1.10. Sea { f;}ic; una sucesion de elementos en L*(R). Entonces, { f;}icr

es una sucesion de Riesz con cotas A y B si y solo si {F f;}ier lo es.

En las sucesiones de Riesz que vienen dadas por un sistema de Gabor, se tiene el siguiente

resultado:

Observacién 1.1.11. Si {E,wTh09} mnez €S una sucesion de Riesz con cotas A y B,

entonces { ETuEmpThag tmnez también lo es para todo ¢,d € R.
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Demostracion. El resultado se sigue inmediatamente de las siguientes igualdades validas

para todo ¢,d € Ry toda eleccion de escalares {amy fmnez:

+oo
H Z a’mnEchEmanag : :/ ‘e2m'ca: Z amnezmmb(mid)g(l’ —na— d)}de

m,ne” - m,ne”
00 ) 9
:/ ‘ Z amne%mbyg(y—na)’ dy
—o© m,ne”
2
= H Z amnEmanag’ )
m,neL
donde se realiz6 oportunamente el cambio de variables y = = — d. O]

Proposicion 1.1.12. Sea {e;}ic; una base ortonormal de H. Las cotas dptimas para toda

sucesion de Riesz {fi}ier = {Ue;i}tier son

A=|UM™* vy B=|UI*

1.2 Sucesiones de Bessel

Definicion 1.2.1. Una familia de vectores { fi}icr en H se dice una sucesion de Bessel

st y solo si existe una constante B > 0 tal que

Z|<f’fi>|2§B||f||2 para todo f € H.

i€l

En tal caso, diremos que la sucesion tiene constante de Bessel B.

Veamos un ejemplo de una sucesion de Bessel:

Ejemplo 1.2.2. Sea {e,}>2, una base ortonormal para H. Consideremos la sucesion
{\/iﬁen};fle y veamos que es una sucesion de Bessel con constante de Bessel 1. En efecto,

dada f € H, se tiene

[e.e] o0

Sl el = 30 L e P < IR

n=1

A continuacién, damos una serie de observaciones que usaremos en los capitulos que

siguen.
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Observacion 1.2.3. Sea {fi}icr en H una sucesion de Bessel con constante de Bessel

B. Luego, sup || fi|| < VB.

iel
Demostracion. Como {f;};c; es una sucesion de Bessel con constante de Bessel B, para

cada j € I fijo, se tiene Z |(f;, fi)1? < BJ|f;]|*. Por otra parte,

el
ST = D0 K P+ IHIE = 160"
iel iel—{j}
Asi, || filI* < B|If;11* v, por lo tanto, || f;|| < VB para todo j € I. m

Observacion 1.2.4. Sea {f;}icr en H una sucesion de Bessel con constante B. Luego,
a) Todo subconjunto de {f;}icr resulta una sucesion de Bessel con la misma constante.

b) Si{ci}icr satisface |c¢;| < C para todo i € I, entonces {c;fi}icr es una sucesion de

Bessel con constante BC?.

Demostracion. Lo afirmado en a) es inmediato. Veamos que vale b). Sea I’ C I finito.

El resultado se obtiene de las siguientes desigualdades:

DL af)? < C*Y IS f)P < BC?|f|?, para todo f € H. O

iel’ iel’

Lema 1.2.5. Sea {fi}icr en H una sucesion de Bessel con constante B. Luego, || 3., aifi||* <

BY i lai|? para toda eleccion de escalares {a;}ier € (*(1).

Demostracidn. Fijemos {a;}icr € ¢*(I) e I' C I finito. Como {f;}ic; es una sucesion de

Bessel con constante B, se tiene

I sl = (s [ aifig)l)

icl’ ‘gl iel’

< (sup 3 laill (g )
‘g| 1 iel’

<> lai)( sup > Hfig)
iel’ lgll=1 "7

< () lail*)(sup Blgl*)
iel’ H9||:1

<O lal>)B
iel’

Como {a;}ier € €*(I), lasuma Y, a;f; es de Cauchy, de donde se sigue el resultado. [
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1.3 Marcos en espacios de Hilbert

En la introduccién vimos que las bases tienen algunas limitaciones y, por lo tanto, surge la
necesidad de generalizar este concepto. De las propiedades que tiene una base, queremos
mantener la convergencia incondicional de la expansion en serie de cada elemento. Por
eso, la propiedad de la que podemos prescindir es la de la escritura tnica. Los marcos son

entonces la estructura adecuada. A continuacion damos la definicién precisa:

Definicién 1.3.1. Una familia de vectores { fi}ie;r en H se dice un marco para H si y

solo si existen constantes A, B > 0 tales que

Al fII? < Z (f, fi>}2 < B|fI? para todo f € H. (1.3)
iel

Las constantes A y B se llaman respectivamente cota inferior y superior del marco.

Llamaremos sucesion de marco a una sucesion {f;}ier que satisface (1.3) para toda f €

gen{ fi}.
Dado un marco {f;}ic; para H, tenemos definido el operador de marco S: H — H por

Sfe =Y (f f) ]

i€l

S resulta un operador acotado, positivo, inversible y autoadjunto.

Observacion 1.3.2. Sea {f;}ic; un marco para H con operador de marco S. Luego,
f= Z<f> Silfi>fi para toda f € H.
el

La serie converge incondicionalmente para todo f € H.

Demostracion. Sea f € H. Como S es inversible y autoadjunto, se tiene
F=8ST = (ST =D (FST N e
iel iel

Ademas, como {fi}ic; es una sucesion de Bessel y {(f,S™ fi)bier = {(S7f, fi) }ier €

(*(I), la serie converge incondicionalmente. O
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Toda sucesion de marco resulta una sucesion de Bessel. En efecto, si consideramos H; =
gen{fi} y H, su complemento ortogonal, tenemos que H = Hy @ | H,. Todo f € H se
escribe f = g+ hcon g € Hi y h € Hy y vale gLh, hlf; para todo i € I. Luego,

Yier WSO =i g f)1* < Bllgl* < B(llgll* + [[R11*) = B f1I*.

Ahora veamos algunos ejemplos que nos muestran algunas relaciones entre los marcos, las

sucesiones de Bessel y las sucesiones de Riesz:

Ejemplo 1.3.3. Consideremos la base ortonormal {e}}rez = {€*™* }rez para L?)0,1] y
sea I CJ0, 1] un intervalo abierto con |I| < 1. Luego, {ex}rez €s un marco para L*(I) con

cotas A= B =1 pero no es base para L*(I).

En efecto, como >, , [(f,ex)|* = || f||* para toda f € L?]0,1[, en particular vale también
para toda f € L%(I) y, por lo tanto, {ex }rez es un marco para L*(I) con cotas A = B = 1.
Veamos que {e, }rez no es base para L*(I). Sea f € L*(I). Luego, f € L*]0,1[ y se tiene

que

f=Y (fex)er en L70,1]. (1.4)

kEZ

Restringiendo la expansiéon anterior a I, tenemos que

f= Z(f, exer en L2(I). (1.5)

kEZ

Definimos la funcién fpor

= Jflx) sizel,
f(@): _{1 sizdl.

Entonces, ]76 L?)0,1[ y tenemos la respresentacion

f: Z(f, exyer en L20,1]. (1.6)

keZ
Como f = f en I, (1.6) muestra que
f=> (feer en L*(). (1.7)
kezZ

Asi, (1.5) y (1.7) son dos expansiones de f en L*(I) que resultan distintas, pues como f #
f en L20,1[, las expansiones (1.4) y (1.6) muestran que {(f, ;) rez # {(f,ex) tpcz. O
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Ejemplo 1.3.4. Sea {e,}°°, una base ortonormal para H.

i)

iii)

Repitiendo cada elemento de {e,} dos veces, obtenemos un marco para H con cotas
A = B = 2. Por otro lado, si sélo repetimos e; dos veces, obtenemos un marco con

cotas A=1y B =2.

- g . 4 1
Sea {fn}2, la sucesion obtenida de repetir cada elemento Jnbn T VECES. Veamos
que {fn}22, es un marco para H con cotas A = B =1 pero no es una sucesion de

Riesz. En efecto, dada f € H, se tiene

SOUE =S nlif, %em? s

n=1
Por otra parte, como \/Lﬁen — 0, por la Observacion 1.1.4 {f,}>2, no es una

sucesion de Riesz.

Consideremos la sucesion de Bessel {\/%flen};?f’:1 del Ejemplo 1.2.2 y veamos que no

es una sucesion de marco. FEn efecto, para cada n € N se tiene

> 1 9 w=1 1
[(en, —=ex)|” = —en, er)|? = —.

El siguiente lema establece que basta verificar la condicién de marco (1.3) para un sube-

spacio denso en H.

Lema 1.3.5. Una familia de vectores { f;}icr en H es un marco para H si y sdlo si existen

constantes A, B > 0 tales que

AlFIP <SS < BIFIP para todo f €V,

el

con V' un subespacio denso en H.

Observacion 1.3.6. Sea {e;}ic; una base ortonormal de H. Si {f;}jc; es una sucesion de

Bessel con constante B, entonces {f;}jes\U{€i}ier es un marco para H con cota inferior

1 y cota superior B + 1.

Demostracion. Basta considerar las desigualdades

lglI> < D 1a, f)lP + > g ea® < Blgll® + llgll* = (B + Dllgll*.

jeJ il
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Observacion 1.3.7. Si {fi}icr es una sucesion de marco en H con cotas A y By y{g;}jes
es una sucesion de Bessel con constante Bs, entonces { fi}tier \U{g;}jes €s una sucesion

de marco con cotas A y By + Bo.

Demostracion. Sean { f;}icr una sucesion de marco en H con cotas Ay By y {g;};es una

sucesion de Bessel con constante By. Luego, para toda f € H, se tiene
AIFIP < DI F P+ D1 90P < (Bi+ Ba) | fI*.
iel jet

O

Observacion 1.3.8. Si {f;}, es una sucesion finita de elementos en un espacio de

Hilbert H con algun f; # 0, entonces resulta una sucesion de marco con cota superior

B: =35 AP

Demostracion. SeaV: = gen{f;}7,. Dado f € V setiene que > ;" |(f, fi)? < S, IFIPIfill* =

Oom L EIDINSIP. Luego, {fi}™, es sucesion de Bessel con constante de Bessel B: =
i Il

Ahora veamos que {f;} admite cota inferior positiva. Sea ¢ : V' — R la funciéon definida
por ¢(f): =30 [{f, fi)|>. Como ¢; : V — C definida por ¢;(f): = (f, fi) es continua

para todo 7, entonces ¢ lo es.

Sea S la esfera unitaria de V', que es compacta. Sea A el minimo valor que alcanza ¢

sobre S. Luego, existe g € V con ||g|| =1 tal que

A=ming(s) =min { S |(F /L e VIS =1} =D o R (18)

Entonces A > 0, sino, (g, f;) = 0 paratodoi=1,...,m,y como V = gen{f;}!",, resulta

g =0, lo cual es un absurdo pues ||g|| = 1.

Sea f € V no nulo. De (1.8) tenemos que

SR = S AP = Al

lo cual completa la demostracion. O
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Lema 1.3.9. Sea {f;}™, un marco para V un espacio vectorial con dimV = n, y sea

S:V =V el operador de marco. Luego,

a) S tiene exactamente n autovalores contados con su multiplicidad, y son todos reales.

b) El menor autovalor y el mayor autovalor de S son cotas inferior y superior del marco

respectivamente. Ademds, son cotas optimas y los autovalores de S son positivos.

c) Sean A, ..., A\, los autovalores de S contados con su multiplicidad. Entonces,
n m
o= lAlP
k=1 i=1

Demostracion. Veamos que valen a)y b):

Como S es autoadjunto, V' tiene una base ortonormal {e; }7_, formada por autovectores de
S. Sean {\,}7_; los correspondientes autovalores que, por ser S es autoadjunto, resultan

reales.

Por otro lado, como todo f € V se puede escribir como f =3, (f, ex)ex, tenemos que

Sf= (frex)Sex = M{f, ex)er. (1.9)
k=1 k=1

Por la definicion de S, vale que Sf =" (f, fi) fi, lo que implica que

(Sf. f) = Z<f £i)(fi ) Zlffz . (1.10)

=1

De (1.9) y (1.10) tenemos que

m

S TUF P =(SF f) = Zxkfek Mew, | Zxkfek,

i=1
de donde se deduce que

n

0< )\min”fH2 = man’ .f ek: ’2 < Z| f7 fz ‘2 < AmaXZ’ f7 ek = )\max”fH2'
k=1

m

Luego, Amin ¥ Amax son cotas para el marco. Ademés, Z| e, fz Z Ail(ej,en|” =
=1

Z)\iéﬁ = )A; para todo j = 1,...,n. Entonces, las cotas son Optimas y todos los

autovalores son positivos.
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Finalmente, de (1.10) tenemos que

D= Mellexl” = (Sexex) = [(ex, fi)]* = [(fren)l> =D If%
k=1 k=1 k=1 k=1 i=1 i=1 k=1 i=1
de donde se obtiene c¢). O

Consideremos una sucesion de elementos { f; }ic; en L*(R). Como se tiene que gen{F f;} =
F(gen{f:}) y que la Transformada de Fourier F en L*(R) es una isometria, entonces por

el Lema 1.3.5, tenemos la siguiente observacion:

Observacion 1.3.10. Sea {f;}icr una sucesion de elementos en L*(R). Entonces, {f;}ier

es una sucesion de marco con cotas A y B si y sélo si {F fi}ier lo es.

De la definicion de marco, se tiene el siguiente resultado inmediato:

Observacion 1.3.11. Una sucesion {f;}icr en H es un marco con cotas A y B si y sdlo

si existe un operador acotado R: H — (*(I) definido por Rf: = {{f, f;)}ier que cumple

AP < IRAIP < BIFI® - para todo f € H.

Tomando operadores adjuntos, se tiene:

Observacion 1.3.12. Una sucesion {f;}icr es un marco con cotas A y B si y sdlo si

existe un operador acotado y suryectivo T: (*(I) — H definido por Te;: = fi que cumple

Allal]* < ||Ta|)* < Bllal? para todo a € (Nu T)*.

Demostracion. Supongamos que {f;};c; es un marco con cotas A y B. Luego, por la
Observacion 1.3.11 existe R: H — (*(I) un operador acotado con Rf: = {(f, fi) }icr que
cumple

AlfIP < IRfI* < BIIfI*  paratodo f € H.
Sea T: = R*, veamos que cumple las condiciones deseadas. Sea {e; };c; una base ortonor-
mal de (*(I). Es facil ver que Te;: = f;. En efecto, para todo f € H, (f,Te;)y =
<Rf> €i>£2(1) = <fa fi)H-
Ahora veamos que T es suryectivo. Dada f € H, f =3, [ (f, ST fi) fi = > (ST, fi) fi
con S: H — H el operador de marco. R(S7'f) = {(S7'f, fi) }ier € (3(I) v, por lo tanto,
T(R(ST')) = Xier (ST i fi = f-
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Tomemos a € (Nu T)* y veamos que Al|a|* < ||Ta||*> < Blla||>. Por la Observacion 1.3.11,
se tiene que || T'||* = || R||* < B, de donde se deduce la segunda desigualdad. Ahora veamos
que Allal]?* < ||Tal/?>. Como R es acotado inferiormente, Rg(R) es cerrado. Luego, dado
be*(I),b=x+yconx € Rg(R) ey € (Rg(R))*". Como (Rg(R))* = Nu (R*) =Nu T,
se tiene que (a,b) = (a,x) con x = Rf para algin f € H y ||z||*+ ||ly||* = ||0]|*>. Entonces,
(@B = [{a, RAP = (Ta, ) < |Tal?|fI? < SITalPIRA? < LITal|blf%. Como
lal| = supjy<; [{a,b)| y lo anterior vale cualquiera sea b € £*(I) y a € (Nu T)*, se tiene

que Allal|* < [|Tal

Reciprocamente, supongamos que existe un operador T que cumple las condiciones dadas.
Como T es suryectivo, razonando como antes, tenemos definido el operador R y {f;}

resulta un marco para H. O]

La siguiente observacion nos provee otra formulacion equivalente para establecer si una
sucesion dada es una sucesion de marco. En adelante, para un subespacio V de H,

notaremos d(x, V) la distancia de z € H a V| es decir d(z, V) = inf ey ||z — v||.
Observacién 1.3.13. Sea T: (*(I) — H un operador acotado. Luego,

Alla||* < |Tal|* < Blla|? para todo a € (Nu T)*
sty solo si

Ad(a, NuT)* < ||Ta|* < Blla|? para todo a € (*(I).

Demostracion. Escribamos V: = Nu T. El resultado se sigue de que todo a € (*(I) se

escribe como a = ay + ay 1 y de que d(a,Nu T)? = |lay.||* < ||a|* O

En términos de una sucesion { f;}ic; en H se tiene:

Proposicion 1.3.14. Una sucesion {f;}ier en H es una sucesion de marco con cotas A
y B si y sdlo si el operador lineal T coo(1) — H definido por Te; = f; se extiende a un

operador acotado en (*(I) que cumple

Allal|* < |Tal|* < Blla|? para todo a € (Nu T)*.
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Demostracion. Consideremos H = gen{f;}. Supongamos que {f;};c; es una sucesion
de marco con cotas A y B. Entonces, por las Observaciones 1.3.11 y 1.3.12, existe un

operador acotado T': £*(I) — H definido por Te;: = f; que cumple

Allal|* < ||Ta|)* < Blla|? para todo a € (Nu T)*.

Ahora supongamos que tenemos un operador acotado T': ¢*(I) — H definido por Te;: =
fi que cumple lo mencionado arriba. Por la condicion Allal|? < ||Ta|* para todo a €
(Nu T')%, se tiene que T tiene rango cerrado. Por otro lado, como Te;: = f;, entonces
Rg(T) = gen{ f;} y por las Observaciones 1.3.11 y 1.3.12, { fi }ics es una sucesion de marco
con cotas Ay B. O

Para finalizar este capitulo de resultados béasicos, vamos a relacionar marcos con sucesiones

de Riesz:

Proposicion 1.3.15. Sea {f;}icr en H una sucesion de marco con cotas A y B. Sea
T: (*(I) — H el operador acotado tal que Te; = f; para todo i € I. Luego, {f;}icr €s una

sucesion de Riesz si y solo si T es inyectivo.

Demostracion. Supongamos que { f;};cr es una sucesion de Riesz, luego T resulta inyecti-

2>

vo. En efecto, si Ta = 0, escribiendo a = Y, aze;, se tiene 0 = [|Tal®* = || 3, aif;
Ao lai|? = Allal]?, de donde a = 0.

Ahora supongamos que T es inyectivo, y veamos que {f;}ic; es una sucesion de Riesz.

Por la Observacion 1.3.13, tenemos que
Ad(a,Nu T)* < ||Tal|* < Blla||?>, para todo a € ¢*(I).
Como Nu 7' = 0, entonces d(a,Nu T') = ||a||, y por lo tanto
Allal|* < ||Tal|* < Blla|? para todo a € £*(I).

Luego, dada una sucesion de escalares {a;}c; € (*(1), escribiendo a = 3, ; a;e;, como

Te; = f;, se tiene el resultado. O

Proposicion 1.3.16. Sea {f;}ic; una sucesion de marco en H. Sus cotas dptimas son

A=s7 y B=|S|.
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Como consecuencia de las Proposiciones 1.1.12 y 1.3.16, se tiene:

Proposicion 1.3.17. Toda sucesion de Riesz es una sucesion de marco. Ademds, sus

cotas de marco coinciden con sus cotas de Riesz.
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Capitulo 2

Marcos de Gabor

Cuando un sistema de Gabor {F,,;T,09}mnez €s un marco para L*(R) se llama marco
de Gabor o marco de Weyl-Hiesenberg. Los parametros a,b > 0 y la funcién ventana

g € L*(R) estan fijos y los operadores en L?(R) involucrados son
Traslacion por a € R: (T, f)(z): = f(z —a), v € R,
Modulaciéon por b € R: (Eyg)(z): = > f(x), x € R.

Las relaciones de conmutacion (1.1) muestran que una modulacion en el dominio tiempo
se corresponde a una traslaciéon en el dominio de la transformada de Fourier. Por esta
razon, las funciones E,T,g se llaman traslaciones de tiempo-frecuencia de g y el analisis

de Gabor se conoce también como el andlisis de tiempo-frecuencia.

En general, dada una funcién fija ¢ € L*(R) es muy dificil encontrar el rango exacto
de parametros a,b para el cual el sistema de Gabor {E,,T00}mnez €8 un marco. La
respuesta exacta se conoce para muy pocas funciones. Inclusive el caso g = X[0,o] cOn
a > 0 es sorprendentemente muy dificil de estudiar, ver [7, Sec. 8.6]. Se conocen algunos

resultados parciales para el estudio en L*(R), que mencionaremos a continuacion.

Dados g € L*(R) y a,b > 0, consideramos la funcién dada por la matriz bi-infinita

M(z): = (g9(x —na—m/b))mnez, x€R.

* a la matriz conjugada traspuesta de M (z). Se puede ver que el

Denotemos por M (x)
operador en (*(Z) dado por M (z)M (x)* es positivo. Ron y Shen caracterizaron los marcos

de Gabor en términos de este operador.
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Teorema 2.0.18. Sean A y B positivos y { EmpTnagtmnez un sistema de Gabor dado.

Luego, {EmpThagtmnez s un marco para L*(R) con cotas A y B si y sdlo si
bAI < M(x)M(z)* <bBI para casi todo z € R,

donde I es la identidad de (*(Z).

Un resultado fundamental dice que el producto ab establece cuando es posible que { E,,p 71509 ez

sea un marco para L*(R).

Teorema 2.0.19. Sean g € L*(R) y a,b > 0. Luego,

i) Siab > 1, entonces { EypTrag}mnez no es un marco para L*(R).
i) Si {EwpTrag}mnez €s un marco para L*(R), se tiene

ab=1 siysilo si {EnpThag}mnez €s una base de Riesz.

Asi, solo es posible que {E,p7009}mnez sea un marco si ab < 1. En tal caso, el marco
no es una base de Riesz si ab < 1. Es mas, cuando ab > 1, se puede ver que la familia
{EmiThag}mnez no es completa en L?(R), ver [13]. La suposicion ab < 1 no es suficiente
para que {Enp7509 }mnez sea un marco. Por ejemplo, sia € ]1/2, 1], {EnThaX(0,1/2) fminez

no es completo en L?(R) y no puede ser un marco.

Se conoce una condicién necesaria para que {E;pT00}mnez Sea un marco para L*(R)
que depende de la interaccién entre la funcion g y el pardmetro de traslacion a y esta
expresada en términos de la siguiente funciéon:
G:R—[0,00], G(z): = Z |g(x — na)’z.
nez
Teorema 2.0.20. Sean g € L*(R) y a,b > 0. Si {EppThag}tmnez €5 un marco para L*(R)

con cotas A y B, entonces

0 <bA < G(z) <bB para casi todo x € R. (2.1)

En particular, una funciéon g que genera un marco de Gabor {E,,47509 }m.nez €s necesari-
amente acotada. Notar que el Teorema 2.0.20 da una relaciéon entre las cotas del marco y

las cotas para la funcion G.
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Por otra parte, se conoce una condicion suficiente para que {E,,,,77,49 }m.nez Sea un marco

para L%(R), que no es exactamente el reciproco del Teorema 2.0.20.

Teorema 2.0.21. Sean a,b > 0. Supongamos que la funcion ventana g € L*(R) tiene
soporte en un intervalo de longitud < % y que la funcion G verifica (2.1) para algunos A

y B positivos. Entonces, { EypTrnag}tmnez €5 un marco de Gabor para L*(R) con cotas A

y B.

En este caso, la condicion (2.1) es decisiva para que {EnpT00}mnez Sea un marco, ya
que por ejemplo { £, ThaX[o,1/2 bmmez con a € ]1/2,1[ no es un marco para L*(R) a pesar
de que xjo,1/29 esté soportada en un intervalo de longitud 1/2. Notar que en este caso G
se anula en |1/2,a] +na para todo n € Z. Sin embargo, no hemos encontrado un ejemplo

en el cual G verifique (2.1) pero {EypThag}mnez DO sea un marco.

Si bien, dada g € L*(R), {EmpThag}tmnez puede no ser un marco para L?(R), podria ser
un marco para un subespacio de L*(R), por ejemplo para la clausura del subespacio que

la sucesion genera.

En este capitulo, estudiaremos algunas condiciones necesarias y algunas condiciones su-
ficientes para que {EnpThag}tmnez sea una sucesion de marco. Entre otros resultados,
vamos a obtener versiones similares a las dadas en los Teoremas 2.0.20 y 2.0.21. Ademas,
daremos un resultado para subespacios de L?(R) que generaliza otros resultados conocidos

para el espacio total L*(R).

2.1 Marcos de traslaciones y marcos de modulaciones

Con el objetivo de demostrar los resultados principales de este capitulo, comenzaremos
trabajando con marcos de la forma {7,,9},cz (marcos de traslaciones) y de la forma
{E\49}mez (marcos de modulaciones), donde g € L*(R) y a,b > 0 estan fijos.

Identifiquemos la circunferencia T con el intervalo [0, 1] de manera estandar via la fun-

cion x — €2™®. Para estudiar cuando una sucesion de traslaciones {T,,g} es un marco,

necesitaremos la funcion auxiliar ®: T — R definida por

T+ n
a(—)I,

a
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con g € L*(R) y a > 0. Sea F el subespacio cerrado de L?(T) formado por todas la f
tales que ®(x)f(z) = 0 para casi todo x. Recordar que d(f, E') denota la distancia de f

al subespacio F.

Veamos algunos resultados previos.

Lema 2.1.1. La funcion ® pertenece a LY(T) y ademds verifica ®(n) = a(Tpag, ) para
todo n € Z.

Demostracion. Veamos primero que ® € L*(T). En efecto,

[ o= [ swarar= [k =l

-3 ]

meZ

Por otra parte, se tiene

—27rznz d[L‘

g(
(m+1)/a

—a Z / |g(z) ’26727ri(nazfnm)dz

meZ m/a

+o0 )
:CL/ ‘§<2)|2672mnazdz

o0

- CL(E—naga §7>
= a(Thag, 9)-

Lema 2.1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Ad(f,E)* < 3 fo |f(2)|?®(z)dx < Bl f||* para toda f € L*(T).
b) Allf|I* < %fol |f(z)[?®(z)dx < B| f||* para toda f € E-.

Demostracion. Dada f € E+, d(f, E) = ||f||, entonces a) implica b) es inmediato.

Reciprocamente, sea f € L*(T) y consideremos la descomposicion natural f = fg + fg..

Como fg(x)®(z) = 0 para casi todo z, tenemos que

[f(@)[*0(2) = (fe(@) + for (@) (fe(@) + fpi(2))(2) = |fp () O(2).

Ademas, d(f, E)? = || fgz.||?, entonces aplicando b) a fg1, se tiene a). O
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Lema 2.1.3. Sean g € L*(R) y a > 0 tales que {T,ag}nez €5 una sucesion de Bessel en
L*(R) con constante B. Entonces, G(x) = >, |g(x —na)|> < B en casi todo punto y,
2

en particular, |g(x)|* < B en casi todo punto.

Demostracion. Como {T,,9}nez es una sucesion de Bessel con constante B, para toda
f € L*(R) se tiene
D I Tuag) P < B>

nez

Para cada t € R y cada h > 0, consideramos f = %X[t,hﬁh] y tenemos que

t+h

1 -
Z’ﬁ/t ) g(y —na)dy|* < B.

nez

Fijemos n € Z. Como g € L*(R) C L; .(R), con h — 0, se tiene

loc

Z |g(t — k‘a)‘Q < B para casi todo t.

k=—n

Por lo tanto, G(t) = sup,ez Y or_,, |9(t — ka)|* < B para casi todo . O

Ahora si, estamos en condiciones de establecer una condicion necesaria y suficiente para

que la sucesion de traslaciones {T,,g} sea un marco.

Teorema 2.1.4. Sean g € L*(R) y a > 0. Luego, {Tyug}nez €s una sucesion de marco

con cotas A y B si y sdlo si para toda f € L*(T), tenemos

1 /1
Ad(s, B < [ 5@ < B, (2.2
0
o equivalentemente, para toda f € B+,
o1 [ 2 2
AT < - i |f(2)["®(z)dz < B " (2.3)

Ademds, si se satisface alguna de estas condiciones, entonces {109 }nez €s una sucesion
de Riesz si y solo si E = {0}.

Demostracion. El Lema 2.1.3 da la equivalencia entre (2.2) y (2.3).

Sea {e, nez la base candnica de (*(Z). Sea T: coo(Z) — L*(R) el operador lineal definido
por Te,,: =T,.g9.
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Primero, supongamos que {7},,9 }necz €s una sucesion de marco con cotas Ay By veamos
que vale (2.2). Por la Proposicion 1.3.14, T' se extiende a un operador acotado en ¢*(Z)

y, por la Observacion 1.3.13, satisface
Ad(u,Nu T)?* < ||[Tul|* < B||lu|* para todo u € (*(Z). (2.4)

Sea U: L*(T) — (*(Z) la isometria natural definida por Uf: = 3, _, f(n)e,. Veamos
que |[TUf|?> = L fo |f(2)]?®(z)dx para toda f € L*(T). En efecto, dada f € L*(T),
como {e?™"*} 7 es una base ortonormal de L2(T), f se escribe f(z) = 3, ., f(n)e?

(en el sentido de L?) y, como por el Lema 2.1.3 g es acotada en T, se tiene

Z f 27rznz

nez

Luego, para toda f € L*(T) tenemos que
2
ITUAIE = |32 F0)Toug

neL

= | FE-wmd 2

= Z/ e 2 G (y + )‘ dy (2.5)
meZ nez

:iz;z/o ‘f(x)g(xzm)‘ dz
1 1

a Jo
Luego, f € Esiysolosi Uf € NuT, esto es E=U"'Nu T o equivalentemente U(E) =
Nu 7. Como U es una isometria, d(f, E) = d(Uf,UE) = d(Uf,Nu T'). Luego de (2.4) y

(2.5) tenemos que

Ad(f, E)? /|f )P0 (x)dr < BIfI para toda f € L(T),

como queriamos probar.

Ahora, supongamos que vale (2.2) y veamos que {7T},,9} es una sucesion de marco con las

cotas dadas. Afirmamos que g resulta acotada en T. Procedemos como en el Lema 2.1.3.
: h

Para cada t € Ry cada h > 0, consideramos f = %X[tfh,l%h}- Por (2.2), 5 5 ;Jrh ® < aB

y por el Lema 2.1.1, & € L}(T). Asi, |g(t)|> < ®(t) < aB para casi todo t € T.
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Por otra parte, de (2.5), tomando f = U~'u para u € coo(Z), se tiene que

1 1
1 Tul|* = 5/0 |f (@) *®(x)dz < B||f|* = Bl|ul]*.

Luego, por densidad, T se extiende a un operador acotado en ¢*(Z), conservando las
desigualdades de las normas. Ademés, como g es acotada, vale (2.5) para todo f € L*(T),
y como d(f,E) = d(Uf,V) para todo f € L*(T), entonces se satisface (2.4) para todo
u € (*(Z). La Observacion 1.3.13 y la Proposicion 1.3.14 muestran que {T,,,9}nez €s una

sucesion de marco con cotas A y B.

Para finalizar la demostracion, si se satisface (2.2), por la Proposicion 1.3.15 y como
U(E) =V = Nu T, tenemos que {7}, }nez es una sucesion de Riesz si y sélo si U(E) = 0,
lo que equivale a £ = 0. O]

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar los resultados fundamentales sobre
marcos de traslaciones y marcos de modulaciones.

Teorema 2.1.5. Sea g € L*(R). Entonces, {Thag}tnez €s una sucesion de marco con

cotas A y B st y sdlo si

0<aA < Z f](xj;n)f < aB para casi todo x tal que Z
nez nez

r+n

)P #0. (2.6)

a(
En tal caso, {T,ag}tnez €s una sucesion de Riesz si y sélo si el conjunto de los x € R tales

que 3 ez

g(=n) ‘2 = 0 tiene medida nula.

Demostracion. Sea Ng: = {x € T/®(z) = 0}. Notamos por L?*(Ng) al conjunto de
todas las funciones en L*(T) que se anulan en T\ Ng. Como ® > 0 en casi todo punto
de Ng, tenemos que E = L*(Ng).

Se tiene que d(f,E)* = [}y, |fI* para toda f € L*(T). En efecto, escribimos f =
fg + fg1, donde fp miminiza el conjunto {||f — h|[3/h € L*(Ns)} v ||f — hlj3 = qu) If —
h|2—|—fT\N¢ |f|? para toda h € L*(Ng), entonces fr = fxn, ¥, por lo tanto, fp1 = f—fr =
IXT\Ny -

Primero supongamos que {T,,,9}nez es una sucesion de marco con cotas A y B y veamos

que vale (2.6). Por el Teorema 2.1.4, para toda f € L*(T), tenemos que

oaf i< [ @)z < aB| I
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Por lo tanto, para casi todo z € T \ Ng, tenemos que
aA < P(z) <abB.

Supongamos que esto ultimo no es cierto. Entonces, existe Z C T \ Ng con |Z] > 0 tal
que aA > ®(x) para todo z € Z o ®(x) > aB para todo x € Z. En cualquiera de los dos

casos, tomando f: = ﬁxZ e integrando en T, se llega a una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que vale (2.6), es decir,

aA < ®(x) <aB para casi todo x € T \ Ng.

2, integrando en T y usando que d(f, £)? =
Jowwa [P S, 1f (@) @(2)dz = fol |f(x)]*®(z)dx para toda f € L*(T), por el Teorema

2.1.4, se tiene que {7}, }nez €s una sucesion de marco con cotas Ay B.

Multiplicando la desigualdad anterior por | f(x)

Para finalizar la demostracion, supongamos que {7,,,9}nez €s una sucesion de marco con
cotas Ay By veamos que vale la tltima afirmacion. Por el Teorema 2.1.4, tenemos que
{T.a9}nez es una sucesion de Riesz si y solo si E = {0}. Como resulta E = L*(Ng),

{1109} nez es una sucesion de Riesz si y so6lo si Ng tiene medida nula.

Notar que como ® tiene perfodo 1, entonces Ng: = {r eR/®(z) =0} = U, ez (No +m),
y en particular, Ng tiene medida nula si y solo si qu) tiene medida nula. De esta manera,

que demostrado el teorema. O

Dados dos parametros a, b > 0 distintos, uno puede preguntarse si cada vez que {T,,.9}nez
es una sucesion de marco, entonces {7,,,g},cz también lo es. El Teorema 2.1.6 nos da una

respuesta a este interrogante.
Teorema 2.1.6. Sean a,b € R con 0 < b < a. Entonces,
1. FEziste una funcion g € L*(R) tal que {Tyag}nez €s una sucesion de marco pero
{Tvg}nez no lo es.

2. 512 €Z y{Twgltnez €s una sucesion de marco, entonces {149} nez también lo es.

e

3. 91

de marco pero {1,.9}nez no lo es.

¢ Z, entonces existe una funcion g € L*(R) tal que {Tpg}nez €5 una sucesion

>
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Demostracion. Para esta demostracion escribimos la funcién auxiliar ® en términos de

los parametros a y b, es decir,

@) =3 (P v we) =Y

ne’l nez

o T+n
g( b )’2

El Teorema 2.1.5 muestra que {7,,,9}necz €s una sucesion de marco si y solo si @, es acotada
por arriba y por debajo en casi todo punto en T\ N,, donde N,: = {z € T/q)a(x) = 0}.

La misma afirmacién también es valida para ®,.

1. Definimos una funciéon g € L*(R) tal que

1 siOSxS%,
N b 1 .1 1
gla): =4 (x—3) si;<a <y,
0 en otro caso.

Luego, para = € [2,1], se tiene que

%) = L =06 =G - 5)

nel

Asi, @, no es acotada por debajo en T y, por lo tanto, {T},,9}nez N0 es una sucesion de

marco.

Por otra parte, siz € T, £ € [0, i[, entonces ®,(z) > §(£)? = 1. Asi, ®, esta acotada por
debajo en T. Como ademas g es acotada y tiene soporte compacto, ¢, es acotada por

arriba, resultando {7},,g}nez una sucesion de marco.

2. Supongamos que § € Z y {19 }nez es una sucesion de marco. Luego, existe m € N
tal que a = mb. Por el algoritmo de division por m, tenemos que

-1

P —|—l)| —Z‘Db(x—i_k)-

m
nez k=0 leZ k=0

(I)a({L'): x—l—n

Entonces, como ®, > 0 es acotada por arriba y por debajo en casi todo punto en T \ N,
®, resulta acotada por arriba y por debajo en casi todo punto en T \ N, y, por lo tanto,

{109} nez una sucesion de marco.

8. Supongamos que § ¢ Z. Entonces, existe un tinico k € Z tal que § < % < %
Tomando 0 < e < min{# — 11— £} "se tiene que
r+n 11
¢ [E’E+€] para todon € Z y todo 0 < x < e. (2.7)
a
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Definimos una funcion g € L*(R) tal que

T singgi,
glx): =41 si;<az<3i+e

0 en otro caso.

Luego, siz € T, 0 < £ < % y, por (2.7), tenemos que

By (x) = Z g(aﬂ—n)}z _ g(z)z _ (f)z

a a a
nez

Asi, ®, no es acotada por debajo en T \ N,, de donde {7},,9}ncz no es una sucesion de

marco.

Ahora veamos que {T},,g}ncz €s una sucesion de marco. Basta ver que @, es acotada por
arriba y por debajo en T\ N,. Como g es acotada y tiene soporte compacto, @, es acotada
por arriba. Sea 0 < ¢ < min{e, 2}. Sea z € T\ N,. Como ®y(z) = Y g(%)\z # 0,
= e 0,21 U[3, § + € para algin n € Z. Si &2 € [0,¢], Z2H € [1, 1 + €] y, por lo tanto,
Py(z) > g(HH)? = 1. Si 22 € [, 1], By(z) > §(&H2)? > . Asi, P, es acotada por
debajo en T \ N, O

neL

Para trabajar con ciertos marcos de modulaciones, la funcion G: R — [0, oc|, definida en

la introduccion de este capitulo, tendra un rol importante. Recordar que

G(x): = Z |g(x — na)‘Q.

ne’l

Consideremos el conjunto

Ng: ={z € R/G(z) =0},

es decir el soporte de G, sop(G) y R\ Ng coinciden salvo un conjunto de medida nula.

En adelante, usaremos este hecho sin hacer mencion explicita.

Corolario 2.1.7. Sea g € L*(R). Luego, {Erg}acz es una sucesion de marco con cotas

Ay B siy solo si

B
—  para casi todo x € R\ Ng.
a

A 2
0<E§Z|g(x—na)| <

neL

En tal caso, {Englnez es una sucesidn de Riesz si y solo si Ng tiene medida nula.
a
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Demostracion. Utilizando el cambio de variable x = ay, tenemos que para casi todo
x € R\ Ng la desigualdad

A 2 B
O<E§Z’g(x—na)’ SE

nez
es valida si y solo si para casi todo y tal que ay € R\ Ng la desigualdad
A 2 B
0<—< — < —
— <> lo(ly—m)a)[" < —
nez
es valida. Esto tltimo es equivalente a pedir que

lA < Z l9((y +n)a) ‘2 < éB para casi todo y con Z l9((y + n)a) ’2 #0. (2.8)

a
neL neL

Luego, por el Teorema 2.1.5, la condicion dada por (2.8) es equivalente a pedir que
{ng}nez sea una sucesion de marco con cotas A y B, lo cual por la Observacion 1.3.10
equivale a que {FT n G}nez sea una sucesion de marco con las mismas cotas. Final-
mente, por las relaciones de conmutacion (1.1), esta tltima condicion es equivalente a

que {Eng},ez sea una sucesion de marco con cotas Ay B.
a

Por otra parte, de (1.1) y por la Observacion 1.1.10, se tiene que {T= G}z es una sucesién

de Riesz si y solo si {Erg}nez lo es.

Asi, el Teorema 2.1.5 asegura que {Tgé}nez es una sucesion de Riesz si y solo si {y €

R/ > ez l9((y +n)a) ‘2 =0} tiene medida nula, o equivalentemente

Ng = {x € R/Z ‘g(m—i—na)‘Q = 0}

tiene medida nula.

De esta manera, queda completada la demostracion. O

2.2 Marcos para subespacios de L*(R)

Los resultados obtenidos para sucesiones de marcos de traslaciones y de modulaciones van
a ser de utilidad para estudiar el tema central de este capitulo: las sucesiones de marcos

dadas por un sistema de Gabor {E,xThag}mnez-
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Comencemos definiendo L?(R\ Ng) como el conjunto de funciones en L?(R) que se anulan
en Ng. Notar que L*(R\ Ng) es un subespacio cerrado de L*(R) y las funciones de

L*(R\ Ng) acotadas con soporte compacto forman un subconjunto denso.

Observacion 2.2.1. Sea g € L*(R). Luego, gen{ EmpTnagtmnez € L*(R\ Ng).

Demostracion. Notar que sop(EnpTh.g) € sop(Thag) € sop(G) para todo m,n € Z.

Ademas, L?(R \ Ng) es cerrado en L?(R), de donde se sigue el enunciado. O

A continuacién, veremos un resultado importante acerca de funciones acotadas con soporte

compacto:

Lema 2.2.2. Sean g € L*(R) y a,b > 0.

a) Supongamos que G(x) = Y., |g(x — na)|* es acotada. Luego, para toda funcion

acotada f con soporte compacto, se tiene

S BuTg) = [ @G )

b
m,neL —o0

%Z /+Oomf(x — k/b) Zg(x —na)g(x —na — k/b)dzx.

k#0 ¥ T° neZ

b) Si g es acotada con soporte en un intervalo I de longitud |I| < %7 entonces para

toda funcion acotada f con soporte compacto, se tiene

ST B Toag)|” = %/_ OO]f(a:)FG(x)dx.

mne”L o0

Demostracion. Veamos que vale a). Sea f acotada con soporte compacto. Para cada

n € 7, consideramos la funcion periodica, de periodo %,

Fu(x): =Y f(z —k/blglx — na — k/b).

kEZ

Cada Fj, estd bien definida, ya que al ser f de soporte compacto, para cada z € R,
f(z—Fk/b) # 0 solo para finitos valores de k. Ademas, la cantidad de valores de k para los
cuales f(z — k/b) # 0 esta uniformemente acotada. En efecto, para x € R, consideremos
Ay: ={k € Z/f(x —k/b) # 0} C Z. Veamos que existe C' > 0 tal que |4,| < C para
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casi todo z. Existe M > 0 tal que sop(f) C [-M, M]. Ahora, dado = € R, resulta que
< < B4+ paraalgin m € Z. Si f(x—k/b) # 0, entonces |%—x| < M, lo que implica
que 3—M§x—M§ 3§x+m§ %—1—%—1—]\/[, de donde m —bM < k< m+ 1+ bM,
es decir, k pertenece a un intervalo de longitud C': =1+ 20M.

Por otro lado, tenemos que existen Dy, Dy > 0 tales que |f(z)] < Dy y |G(z)] < D, para
casi todo x € R. Luego, como o < o? + 1 para todo « € R, se tiene

|Fo(z)] < D1 Y Jgle —na—k/b)| < Dy Y (lg(a — na— k/b)|* + 1)

keA, k€A,
< DA |(De 4+ 1) < D1C(Dy + 1).

Luego, F, es acotada. Asi, F,, € L]0, 1/b[ () L2]0,1/b. Mas atin, F, € L*]0,1/b[ () L2]0,1/b],

donde /Fvn(x) = ez |f(x —k/b)g(x —na — k/b)|. Como [ es acotada con soprte com-
pacto y g € L*(R), entonces ["-"|f(x)||g(x — na)|le~™"*|dx < co. Luego,

Y
<f7 Emana9> = Z/ f(I)g(x _ na)e—Qmmbxdx

kez 7 k/b
_Z/ f t_k/b) (t—k}/b—na) —27r7,mbt+27rzmkdt

kez (2.9)
=> / Ft = k/b)g(t — k/b— na)e ™" dt

keZ

1/b )
— / Fn (t)e—Qmmbtdt7
0

donde la tltima igualdad se debe a que F, € L10,1/b].

Por otra parte, como {v/DE;}mez s una base ortonormal de L2]0,1/b[ y F,, € L|0,1/b],

se tiene que

| - 1 [
Z )/ _%“"bwdx‘ == Z [(Fy, \/EEmb>L2(o,1/b)}2 = —/ |Ful?dz. (2.10)
b meEZL b 0

mMEZL

Ahora, 3, ., |9(z — na)g(z — na — k/b| < G(z)2G(x — k/b)2 < D, para casi todo .
Luego, tenemos que

Z/ Nre) flz—Fk/b) ‘Z|gm—na)g(:c—na—k/b ‘d:c

keZ nel

SDQ/( S Tl — k) (2.11)

) ke A,
< Dy D;Clsop(f)] < oo.
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De (2.9) y (2.10), obtenemos

/
Z Z ‘ [ EnvThag) | = Z Z ’/ _Qmmbzdx’z = %Z/Ol ’ |F ()| *da.
neZ

neZ meZ neZ meZ

Escribiendo |F,(z)[> = F,(z)F,(z) = Y ez flz=1/b)g(z — na — 1/b)F,(x), de (2.11)

tenemos que

1/b
S S BuTugl =5 3 [ ST (e~ na ~ 19 F (2)ds
nez mez nez’0 ez
=2 [ Tt~ na)Foas
1 too____
—EZ/ (a:)g(x—na)Zf(x—k/b)g(x—na—k/b)dx
nez v~ k€EZ
[
3 | W@rG@s

%Z/_Jroomf(x — k/b) Zg(x —na)g(x —na — k/b)dz

k#£0 Y —° nez

Ahora veamos que vale b). Como g esta soportada en un intervalo I de longitud || < %

entonces g(x — na)g(x —na — k/b) = 0 para todo k # 0. Siguiendo la demostracion de

a), se obtiene el resultado. O

El siguiente resultado da una condicion suficiente para que {E,,p709}m.nez sea una suce-
sion de marco. Esta condiciéon es significativamente mas débil que algunas condiciones
suficientes conocidas para marcos en L*(R). Este hecho se estudiard en la siguiente sec-

cion.

Teorema 2.2.3. Sean g € L*(R) y a,b > 0. Supongamos que

1. A: = (}ralf\NG[Zm T —na) —Z‘Zg(x—na)g(x—na—k/b)u >0

k#0 nezZ

2. B: = sup [Z‘Zg(z—na)g(w—na—k/b)u < 00

z€l0,a] “ oy ez

Entonces, { EmpTnag tmnez € un marco para L*(R\ Ng) con cotas % y %.
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Demostracién. Notar que, por la Observacion 2.2.1, gen{ B, Thog} € L*(R\ Ng). Luego,

la sucesion {E,,p 1.9} podra, a lo sumo, ser un marco para este subespacio.

Primero observamos que G(z) < B para casi todo x € [0,a] y, por ser a-periddica,
G(x) < B para casi todo x € R. Sea f € L*(R\ Ng) acotada. Por el Lema 2.2.2,

+00
> 1, Emanam!z:% | @G

m,ne”L

b / flz —k/b) ng—na)g(:c—na—k/b)

k#0 nez
(2.12)

Queremos estimar el segundo término de (2.12). Para cada k € Z, definimos la funcion

ZTnag na+k/bg( )
neZ
Como T,13 =T, T3 para todo «, 3 € R, se tiene que

Z |Tfk/ka(x)} = Z ‘ Z Tra—r/g(2) Tnag (2 | = Z ‘ Z Tate/og(2) Tag( ‘ a Z }H’“

k0 k£0 neZ k#£0 neZ k0

Luego, usando oportunamente el cambio de variable y = x — k/b, tenemos que

‘Z/+Oof fle=k/b)>  glx —na)g $—na—k/b)dx‘

k40 nez
< %/ ) [V [ Hi ()| Thyo f () |/ | Hi(7)|do
< X ([ i)’ ([ mprwrims)’
< %/ IREAGIY (Z/ 0 )| Hi) )
_ </_+°O o) %IHk 2)|de ) (/ )P %yT e Hi( |dx>
— / (@) T g Hy()|dee

- }£0

+oo
= [ @F Y i@

k0
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Notar que por periodicidad, en las condiciones del teorema, A es infimo de G(x) —

> ko [ Hi(z)] en R\ Ng. Por (2.12), como f esta soportada en R\ Ng, tenemos que

Z |<f: Emanag> ’2

m,ne”
> 1 [P ot - na = 3w~ nalgle a0
- nez k#0 nez
> 2P

Andlogamente, por (2.12) y por ser B una cota superior para G(x) + ;o |Hx(z)| en R,

S U B Tag)

</ f|f<x>|2[;|g<x—na>|2+%\%g<x—na>g<x—na—k/b)de
= [T uwr(ow + X @)

—o0 k40
< 2P

« . A B
Hemos probado que {E,pT009 bmnez cumple las condiciones de marco con cotas >y T

para un subconjunto denso de L?(R\ Ng). Entonces, por el Lema 1.3.5 queda probado
el resultado. O

El Teorema 2.2.3 brinda una manera de construir marcos de Gabor de multi-ventanas:
Escribiendo N,: = {z € R/G(x) = 0}, si g1,..., gk es una colecciéon de funciones que
satisfacen las condiciones del Teorema 2.2.3, entonces { EypTha9s }monez,s=1....k € UL Marco
para L2(|J*_, R\ N,,). En particular, si |J*_, R\ N,, = R, entonces se obtiene un marco
para L*(R).

La condicion G(z) > A > 0 para casi todo x € R es una condicion necesaria para que
{ET109}mnez sea un marco para L*(R), como se enuncia en el Teorema 2.0.20. Sin
embargo, el Teorema 2.2.3 muestra que no es necesario que G esté acotada por debajo
en R para que {E,5700}mnez Sea una sucesion de marco. Mas atin, mostraremos un
ejemplo de una sucesion de marco {EpTha9}tmnez para la cual G no estd acotada por
debajo en R\ Ng.
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Para funciones g soportadas en un intervalo I de longitud || < % se tiene, como conse-
cuencia del Teorema 2.2.3, la siguiente caracterizacion de sucesiones de marcos de Gabor,

que relaciona resultados similares a los enunciados en los Teoremas 2.0.20 y 2.0.21.

Corolario 2.2.4. Supongamos que g € L*(R) estd soportada en un intervalo I de longitud
|I| < % Entonces, { EmpTnag}tmnecz €S una sucesion de marco con cotas A y B si y sdlo
St

bA < Z |g(x — na)‘2 < bB, para casi todo x € R\ Ng.

nel

En ese caso, {EmpThagtmnez resulta ser un marco para el espacio L*(R \ Ng).

Demostracion. Primero supongamos que bA < Y- |g(z — na)‘2 < bB para casi todo

x € R\ Ng. Por la condicion sobre el soporte de g, se tiene para todo =z € R, g(z —

na)g(x — na — k/b) = 0 para todo k # 0. Por lo tanto, para todo x € R, tenemos que

Z ’ Zg(m —na)g(x —na — k/b)’ = 0.
k#0  neZ
Entonces, se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.3 (cambiando A por bA y B por

bB), de donde {E,,3T09}mnez resulta ser un marco para L*(R\ Ng) con cotas Ay B.

Ahora supongamos que {E,,p7500}mnez €s una sucesion de marco con cotas Ay B. En
particular, { E,,57509 }mnez es una sucesion de Bessel con constante B, esto es, para toda
f € L*(R) se tiene

S (F, EnsToag)? < BIFI

m,ne’
Por el Lema 2.1.3, g resulta acotada. Como ademés g est& soportada en un intervalo I de
longitud |7| < %, por el Lema 2.2.2, para toda f acotada de soporte compacto tenemos
que
1 +o00 ) )
5 | H@PG@dr = Y 1 BuTous)
- m,ne”

y, por lo tanto,

1 [t
5/ |f(@)]*G(x)da < Bl f|*.

Luego, tomando para cadat € Ry cada h >0, f = %X[t,h,tJrh] y haciendo tender h a 0,
resulta G(t) < bB para casi todo ¢.
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Finalmente, veamos que bA < G(x) para casi todo = € R\ Ng. Procedemos por reduccion
al absurdo. Supongamos que existe € > 0 tal que 0 < G(z) < (1 — €)bA en un conjunto
de medida positiva. Luego, existe A de medida positiva contenido en un intervalo I de
longitud || < + tal que 0 < G(z) < (1 —€)bA en A. Asi, para toda f € L?(R) soportada
en A tenemos que

S BT = [ F@PC@dr < - AlP 1)

m,nel -0

Como G(z) = >,z lg(x —na)|* > 0 en A, existe k € Z tal que xaTkg no es la funcion

nula. Sea A": = A sop(Tkag) C I.

Afirmamos que f: = xaTrag € 80{EnpTrag}tmez. En efecto, como ya € LQ(T) y
{e?mimbzy | es una base ortonormal de LQ(T), se tiene una escritura para yas de la
forma ya/(z) = Y,cz m€®™ ™. Como ademés |Ty.g(x)|* < G(z) < bB para casi

27rimba:Tk

todo z, resulta f = xaTrg = > Cme «g- En particular, f = xaTkg €

meZ
ge—n{Emanag}m,nEZ-
Por otro lado, como f esta soportada en A, f satisface (2.13), lo que contradice que A es

cota inferior del marco {E,,,Trq.9}-

Luego, 0 < bA < G(z) < bB para casi todo = € R\ Ng, como queriamos probar. De esta
condicion, por el Teorema 2.2.3, se tiene que {E,,p1009 mnez resulta ser un marco para
L*(R\ Ng) con cotas Ay B. O

En lo que resta de esta seccién veremos como inciden el parametro de traslacion a > 0y
el soporte de g para determinar cuando {E,,;T,.9} es una sucesion de marco o de Riesz

en términos de las modulaciones {E,,;,g}. Para ésto, trabajaremos con la funcion auxiliar

G(z): R — [0, 00] dada por
~ 2
Gla): =3 gt +mw)*
meZ
Para funciones g con la propiedad que las traslaciones {T},,g },cz tienen soporte disjunto,
se tiene otra caracterizacion de sucesiones de marcos de Gabor, que veremos después de

los resultados que siguen a continuacion.

Observaciéon 2.2.5. Sea g € L*(R) tal que las traslaciones {T,aq}nez tienen soporte

disjunto. Luego, para todos k,m,n € 7, se tiene
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a) (EmpThag, EwTiag) =0 sil # n.

b) (EvbTnag, EwTnag) = e*mminae=2mikina( B g, Eg).

Demostracion. Por la condiciéon de los soportes de las traslaciones de g, se tiene que

+oo .
<Emanagv Ekala9> = / 62mmbITnag($)672mkbl‘7ﬂlag(x) = 07
con lo cual vale a).
El resultado de b) se sigue de considerar el cambio de variable y = x — na. ]

Lema 2.2.6. Sean g € L*(R) y a > 0 tales que las traslaciones {T},49}nez lienen soporte

disjunto. Luego, {EpmpTnagtmnez €s una sucesion de marco con cotas A y B si y sdlo si

{Empg}mez lo es.

Demostracion. Supongamos que {E,pThag}mnez €5 una sucesion de marco con cotas
Ay B. Consideremos f € gen{FE,,;,g} v veamos que valen las cotas deseadas para
> mez ‘(f, Embg>|2. Escribiendo f = Y, parEjg, con F' C Z finito, por la Observacion

2.2.5, se tiene que

Z (f, EmanagMQ = Z | Z ar(Erg, Emana9>|2 = Z | Z%<Ekb9, Embg>|2

mneZ mn€eZ keF meZ keF
2
= Z |<f7Embg>’ :
meZ

Como gen{E,,9} C gen{E,pThag}, entonces

AIFI? < S U Bung)|” < B

meZ

Por el Lema 1.3.5, se sigue que {E,,59 }mez €s una sucesion de marco con cotas Ay B.

Ahora supongamos que {F,,,g }mez €s una sucesion de marco con cotas Ay B. Considere-
mos f € gen{ EypTheg} y veamos que valen las cotas deseadas para ), |<f7 EnbThag) ’2.
Escribiendo f = ZkthleFQ cuEwTiag, con Fy, Fy C Z finitos, por la Observacion 2.2.5,



42

Marcos de Gabor

para n € F, fijo se tiene

|<f7 Emanag> |2 = <f7 Emanag> <Emanagu f>
_ Z Cknmekrikbnaef%rirbna <Ekbg; Embg> <Embg7 Erbg>

k,rel
= ( Z Cen€” ™ " By g, By g ) Ernvg, Z Crn€? ) (2.14)
kel ey
, 2
— ’< Z LY D Embg>‘ .
keF)

Notar que por lo hecho anteriormente, |(f, EpThag)|* = 0 si n ¢ Fy. Escribamos M,,: =

2mwikbna
Zkelﬁ Ckn€ Ekbg-

Por otra parte, como {E,4g}mez s una sucesién de marco con cotas Ay By M, €

gen{ E,,g}, tenemos que

AM,|* <Y (Ma, Emig)* < Bl M|,

meZ

y por lo tanto, de (2.14),

AY IMLP < Y I EwTnag) P < B Y Ml

neFy n,me7z nekFy

Falta ver que ||f|> = | M,,|]2. En efecto,

neFs ‘

IAP= = > cutlBuTliag. EnTwg) = Y > cue”™ e, 2By g, Eyg)
k,refF,l,seFy leFs kyrey
= > (M, M) = [|M”
lEF, leFy

Por el Lema 1.3.5, se sigue que {E,Thag}mnez €8 una sucesion de marco con cotas Ay

B. De esta manera queda completada la demostracion. O

Lema 2.2.7. Sean g € L*(R) y a > 0 tales que las traslaciones {Tpqag}nez tienen soporte

disjunto. Luego, {EnpThagtmnez €s una sucesion de Riesz con cotas A y B si y solo si

{Eb9}mez lo es.

Demostracion. Si {EmpThag}mnez €5 una sucesion de Riesz con cotas A y B, por la

Observacion 1.1.8 {E,p9 bmez también lo es.
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Ahora supongamos que {E,.,g}mez €s una sucesion de Riesz con cotas A y B. Sea
{Cmn }m.nez una sucesion de escalares con finitas coordenadas no nulas. Veamos que se
cumplen las cotas de Riesz para {E,4T 009} mnez. Procediendo de manera aniloga a la

demostracion del Lema 2.2.6, se tiene

2 , 2
m,nez nezZ mez
Escribamos R,,: = > o Cnn€®™ ™ E, 9. Luego,

A Z |Cmn€27rimbna‘2 < HRnH2 < B Z |Cmn€27rimbna 2

mez meZ

y, por (2.15), se tiene que

A Z |Cmn’2 S H Z CmnEvmb,-rng‘2 S B Z |Cmn|2'

mneZ m,ne”l m,nez

De esta manera, queda concluida la demostracion. O

Proposicion 2.2.8. Sean g € 2(R) y a > 0 tales que las traslaciones {T,ug}nez tienen
soporte disjunto. Luego, {EnpThagtmnez €s una sucesion de marco con cotas A y B siy

s0lo si
bA < Z lg(x +m/b){2 < bB, para casi todo x € R\ Ng.

meZ

En ese caso, {EmpThag}mnez €s una sucesion de Riesz si y sélo si Ng tiene medida nula.

Demostracion. Por el Lema 2.2.6, tenemos que { E,,p70.09 }m.nez €8 una sucesion de marco
con cotas Ay B siy solo si {E9}mez 1o es. Ahora, el Corolario 2.1.7 asegura que

{Embg}mez s una sucesion de marco con cotas Ay B siy solo si
2 .
bA < Z lg(x +m/b)|” <bB, para casi todo z € R\ Ng.
meZ

De la misma manera se obtiene el resultado para sucesiones de Riesz. O

Ahora estamos en condiciones de mostrar que G acotada por debajo en R\ Ng por un
niimero positivo no es una condiciéon necesaria para que {E,310,09 }mnez Sea una sucesion

de marco.
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Ejemplo 2.2.9. Sean a,b > 0 tales que é ¢ N. Luego, eziste 0 < € < % tal que definiendo

la funcion g por

x six € [0, €,
g(x): = 1—(x—1)? sizels, i+,
0 en otro caso,

{EmiTrag}mez resulta una sucesion de marco pero G no resulta acotada por debajo en

R\ N¢ por un nidmero positivo.

Existe un tnico r € Z no negativo tal que ra < % < (r+ 1)a. Sea € > 0 tal que
e <min{; — ra; (r + 1)a — ; }. Por la eleccion de ¢, se tiene que la funcién g queda bien
definida y

0, €] + na m[%, % + ¢/ =0 paratodon € Z, (2.16)

pues na+e < rate < % paratodon <ry %—i—e < (r+1)a < (n+1)a paratodon > r+1.
Asi, € < a. En efecto, si € > a, entonces ra < % < (r+1)a < ra+ €, y obtendriamos que

[3.ra+ €| C [ra,ra+€][3,7 + €] =0, lo cual es un absurdo.

Esto nos permite mostrar que las traslaciones {T,,9}ncz tienen soporte disjunto. En
efecto, fijemos n € Z \ {0}. Como sop(g) = [0,€]U[3, 5 + €, entonces sop(T,ag) =
sop(g) + na = [0,€] + nalJ[}. 3 + €] + na. Por otro lado, como 0 < € < a, entonces
[0,¢] + naN[0,€] = 0y, en particular, [3,3 + €] +na(\[;,; + ¢ = 0. Luego, por (2.16),
tenemos que ([0, €] + nalJ[3, 1+ + €] +na) N ([0, U3, 3 +€]) = 0.

Por otra parte, para x € [0, €], tenemos que

G(z) = Z |g(x + %)‘2 =1.

meZ

1

5, entonces [, % + ¢ (N ([0, ] U3, 5 +¢€]) =0
para todo m € Z, m # 0, m # 1y, por lo tanto, [, T +¢] () sop(g) = 0 para todo m € Z,

En efecto, fijemos 0 < x < e. Como € <

m # 0, m # 1. Como z + 5 € [5, 5 + €], entonces los tinicos sumandos a considerar son

los correspondientes a m =0y m = 1, es decir, 22 y 1 — 2°.

Ademas, para z € |, %[, tenemos que (N;'(x) =0, porque si € < x < %, entonces r — 7 <
0< e+% < x + 7 para todo m € Ny, por lo tanto, v + 7' ¢ sop(g) para todo m € Z.
Notar que Ng = {J

mez)€ 11 +5, pues G=1enl0,¢,G=0en]e, iy G tiene periodo z.

Luego, por la Proposicion 2.2.8, {EpT009}mnez €s una sucesion de marco.
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Por otra parte, para x € [0, €], se tiene que

2
G(z) = Z |9(z — na)|” = 2”.
nez
En efecto, fijemos 0 < z < ey n € Z, n # 0. Luego, x + na € [0,€¢] + na y, por (2.16),
z+na ¢ [§, ¢+ €. Ademés, como [0,¢] (N[0, €] +na =0, z +na ¢ [0, €. Luego, el Gnico

sumando no nulo corresponde a n = 0, que es 2.

Asi, G no admite cota inferior positiva en R\ Ng. Pero se sabe que esta es una condi-

cién necesaria para que {E,,Th.g} sea un marco para L*(R\ Ng), ver [10]. Entonces,
gen{E,Thag} # L*(R\ Ng). [

Para ab > 1 se puede construir una sucesiéon ortonormal teniendo todas las propiedades
del Ejemplo 2.2.9. Notar que por el Teorema 2.0.19 esta sucesiéon nunca puede ser un

marco para L*(R). Por ejemplo, si a =2y b = 1, la funcién g queda:

x siz e 0,1],
g(z): =< V2 —2? siz€]l,2]
0 en otro caso.

Siguiendo el razonamiento del Ejemplo 2.2.9, resulta G(z) = 1 en Ry G(z) = 22 en ]0, 1]
v, por lo tanto, {E,,, 75,9} mnez €s una sucesion de marco con cotas A = B = 1, pero G

no es acotada por debajo en R\ Ng = R.

Ahora veamos que {E,,75,9 }mnez €s una sucesion ortonormal. Como {E,, 15,9} m.nez €5

una sucesion de marco con cotas A = B = 1, resulta

2 __

> {f EnTomg)| = IfII* para toda f € gen{E,, Tang}-

mne”L
Ademas, ||E,,Tong| = 1 para todo m,n € Z, pues dados m,n € Z, |E,Te.g|*> =
fj;o !g(x — 2n)’2dx = fol x2dx + f12(2x — 23 dx = 1. Asi, {EnTon9} mnez €s una sucesion
ortonormal.
Si {EmpTnag}mnez s una sucesion de marco, {7,,,9}nez también lo es y, por el Lema

2.1.3, GG es acotada por arriba. La siguiente Proposicion muestra que también G debe

serlo.
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Proposicion 2.2.10. Si {E,pT009}mnez €5 una sucesion de marco con cota superior B,

entonces

~ m.,2 .

G(x) = r+ —)|” < bB para casi todo x.

() =Y lote+ TP <oB
meZ

Demostracion. Sea {EypThag}mnez una sucesion de marco con cota superior B. Luego,
por la Observacion 1.3.10, {F ' E,,yTyag }m.nez €8 una sucesion de marco con las misma co-
tas, pero por las relaciones de conmutacion de F dadas en (1.1), F ' E,,Theg = T b Enad
para todo m,n € Z. Luego, {T,»g}mez una sucesion de Bessel para su generado con
constante B, pues dada f € gen{T,,g} C gen{TiEn.g}, se tiene Y - [(f, Trpg)|* <
> mmez [ TonEnad) [P < BJ|f||?. Por la demostracion del Teorema 2.1.5 y sus resultados

previos (mirando solo la parte de las cotas superiores), tenemos que

Z }g(m—Zm)lQ < bB para casi todo x.
meZ

El resultado se sigue de tomar el cambio de variables y = . O]

Es facil ver que G 1o es necesariamente acotada por debajo. Basta considerar { £, 1509 bmnez
con g = Xjo,e ¥ ab < 1, que resulta un marco de Gabor aunque é(z) = 0 para todo

x € la, ;]

2.3 Algunos comentarios sobre marcos de L*(R)

1

5> el Teorema 2.0.21 nos da una

Cuando g tiene soporte en un intervalo de longitud <
condicion suficiente para que {EpThag bmnez sea un marco de Gabor para L*(R). En tal

caso, se tiene:

Teorema 2.3.1. En las hipdtesis del Teorema 2.0.21, el operador de marco S y su inverso

S de {EipThagtmmez vienen dados por
G b
S = — Sil = —
donde f € L*(R).

En el caso que g es continua, esta soportada en un intervalo I y es positiva en el interior
de ese intervalo, podemos obtener un rango de valores para los parametros a y b para el

cual {E,pThag}mnez resulta un marco de Gabor para L?(R):
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Corolario 2.3.2. Supongamos que la funcion ventana g es continua con soporte en un
intervalo I y g > 0 en el interior de 1. Luego, {EnpT 00} mnez €s un marco para todo
(a,b) €]0, 1] « ]O,ﬁ[.

El Teorema 2.2.3 nos provee una serie de resultados conocidos acerca de condiciones
suficientes para que un sistema de Gabor {E,,,T5,49}mnez sea un marco. Sin embargo,
veremos mediante un ejemplo que estas condiciones resultan mas restrictivas que las del

Teorema 2.2.3.

Teorema 2.3.3. Sea g € L*(R). Supongamos que

xisten constantes A, B > ales que A < g(x —na)|” < B para casi todo
1) Exist tantes A, B > 0 tal A< < B , tod

reR, ner
2) > | ZTnanga+%§“m < A.
k#0 n€Z

Entonces, { By Thag tmnez s un marco de Gabor para L*(R).

Demostracion. Notar que si en el Teorema 2.2.3 modificamos la primera condiciéon reem-
plazando “z € [0,a]\Ng " por “x € [0, a]”, obtenemos como conclusion que { E,,57509 i nez
resulta un marco de Gabor para L?(R). Por lo tanto, basta ver que las condiciones dadas
en este teorema implican las condiciones dadas en el Teorema 2.2.3 (con la modificacion

mencionada antes).

Supongamos que valen las condiciones dadas en este teorema. Veamos primero que se
cumple la primera condicion dada en el Teorema 2.2.3. Considerando las sumas parciales

y tomando supremo,

| S ote —na)gle —na —E/B)| < 37 sup |37 gl — ma)g(e —na — k/B)|

k€Z neZ ez *€l0al 'y
de donde
sup Z ’ Zg(x —na)g(x —na — /{:/b)’ < Z H Z T;mngaJrk/bgH
v€l0al kez " nez k€Z  neZ o
= |3 1T+ S| Trat Tt
nez O k£0  nez o

= 6]l + 32| D2 TuatTuarins]|

k#0 n€ezZ
< B+ A.
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Para concluir con la demostracion, la segunda condiciéon dada en el Teorema 2.2.3 se sigue
de las siguientes desigualdades:

inf [G(:c) —Z‘Zg(z—na)g(m—na—k/b)u >

z€l0.a] k#£0  neZ

inf G(x)— sup Z Zg(x—na)g(x—na—k/b)‘ >

xE[O,a] mE[O,a] k;éO nez

A - Z H Z Tnanga-‘,-k/bgHoo >0.

k#0 n€eZ

Razonando de una manera analoga al Teorema 2.3.3, se obtiene:

Teorema 2.3.4. Sea g € L*(R). Supongamos que

1) Euxisten constantes A, B > 0 tales que A < z —na)|*> < B para casi todo
g

nez
r € R,

(2) Existe una constante 0 < D < A tal que

ZZ l9(z — na)g(x — na — k/b)| < D

k#0 nezZ

para casi todo x € R.

Entonces, { EmpThag tmnez €8 un marco de Gabor para L*(R) con cotas A’TD y %.

Por otro lado, el Teorema 2.3.3 nos provee el siguiente resultado:

Corolario 2.3.5. Sea g € L*(R). Supongamos que

1) Existen constantes A, B > 0 tales que A < z —na)|*> < B para casi todo
g

nez
r € R,
(2) %I_I)I(I)Z H ZTnanga+§§Hoo =0.
k#0 n€eZ

Entonces, existe un by > 0 tal que { EypT09}mnez €8 un marco de Gabor para L*(R) para

todo 0 < b < by.
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Observacion 2.3.6. Si valen las condiciones del Teorema 2.5.3, entonces

supz |Hi(z)| < inf G(x).

z€R
z€R k40

Demostracion. El resultado se obtiene de las siguientes desigualdades:

sup > [Hi(@)| = sup D | ¥ Tuag(@) Tuaras@(@)] < 31D Tt Toarsll,, < A <
z€R 120 TER G20 nez kA0  neZ
G(r) para casi todo z € R. O

La ventaja del Teorema 2.2.3 es que comparamos las funciones > . |g(z — na)|* y
> ko [Hi(x)| puntualmente en vez de suponer que el supremo de ), . |Hy ()| es menor

. Para finalizar este capitulo, veremos un ejemplo en

que el infimo de 3 _, |g(z — na)
donde el Teorema 2.2.3 nos muestra que {E,y7,09}mnez €s un marco para L*(R), pero

sin embargo las segundas condiciones de los Teoremas 2.3.3 y 2.3.4 no se satisfacen:

Ejemplo 2.3.7. Seana =b=1 y sea

l+z sixzel0,1],
g(x): =< sw six € (1,2,

0 en otro caso.

Entonces, { EmpTnagtmnez €5 un marco para L*(R). Sin embargo, no valen las sequndas

condiciones de los Teoremas 2.3.3 y 2.5.4.

Basta ver que se cumplen las hipotesis del Teorema 2.2.3, donde el intervalo a considerar

es [0,a] = [0,1]. Para ésto, calculemos G(z) y >_,_, |Hi(z)| en este intervalo.

Para z € [0, 1], veamos que

t(1+2)? sik=-16k=1,
Hy(x) :Zg(a:—n)g(x—n—k): 2(1+2)* sik=0,
nez 0 en otro caso.

En particular, para k = 0 obtenemos Hy(z) = G(z) = 2(x + 1)? para z € [0,1],

En efecto, dado n € Z, n # 0; —1, se tiene que g(z —n) = 0 para casi todo = € [0,1]. En
particular, dado k € Z, si k # 0; 1, entonces g(z+1—k) = 0 para casi todo x € [0, 1]. Como
sop(g) =10,2],si |z—y| > 2, g(2)g9(y) = 0. Luego, g(x —n)g(x —n—k) = 0 para casi todo
x € (0,1 y para todo k # —1,0,1. Seax € [0,1]. Sik=—1, g(x—n)g(x—n+1) #0siy
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solosin = 0. En tal caso, H_;(z) = g(x)g(x+1). Sik =0, g(x —n)g(x —n) # 0 si y s6lo
+g(z+1)% Sik=1,g(x—n)glx—n—1) #0

siy solosin=—1. Asi, Hy(x) = g(x + 1)g(z). Es decir, para x € [0, 1],

)
sin=00n=1. En tal caso, Hy(z) = g(x)?

%(1+x)2 sik=—-106k=1,
Hp(r) = ¢ 2(14+2)* sik=0,
0 en otro caso.

Notemos que |Ng| = 0. Veamos que se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.3 con
A= i y B =9. La cota superior es
1 2, O 2 1 2
B=sup [S(1+a)+ (142 +(1+2)°] =9
z€[0,1] 4 2
y la cota inferior es
A= inf [5(1 T (1 —|—x)2] !
= 1 — — = —.
[L4 4

z€[0,1

En estas condiciones, podemos asegurar que {E,,T,,g}mnez €s un marco para L*(R). Sin

embargo,

1 1
ZHHk”oo ZHZT”QT"%QH = sup — 1+x) + sup =(1+2)?=4>- = A4,

kA0 neZ z€[0,1] z€[0,1]
lo que muestra que no vale la segunda condicién del Teorema 2.3.3.

Por otra parte, si x € R\ [-2,0],

S 1) =[S ole —myglr B = (2P 21> =4

k0 k£0 neZ

de este modo no vale la segunda condiciéon del Teorema 2.3.4. [



Capitulo 3

Marcos y la Conjetura de Feichtinger

En este capitulo estudiaremos la Conjetura de Feichtinger, que establece que todo marco
puede escribirse como una union finita de sucesiones de Riesz. Esta conjetura tiene
una formulacién para espacios de dimension finita conocida como la Conjetura finita de
Feichtinger. Ambas, tienen sus respectivas formulaciones en términos de sucesiones de
Bessel. El resultado fundamental de Bourgain y Tzafriri conocido como Teorema de la
Invertibilidad Restringida da origen a una quinta conjetura en término de operadores sobre

espacios euclideos. Veremos que todas estas conjeturas son equivalentes.

Por otra parte, la conjetura de pavimentacion establece que en todo espacio de dimension
finita, todo operador cuya matriz asociada tiene diagonal nula admite una descomposiciéon
a través de una cantidad fija de proyecciones donde cada componente tiene norma tan
pequena como se desee. En la segunda seccién veremos que esta conjetura implica todas

las anteriores.

Ademas, mostraremos que con ciertas condiciones adicionales sobre las sucesiones {f; }icr

se logra dar resultados positivos. Esto es, se prueba la validez de algunas de las conjeturas.

Finalmente, cerramos este capitulo mostrando condiciones que aseguran que ciertos mar-
cos de Gabor pueden escribirse como una union finita de sucesiones de Riesz. Esto es,
la Conjetura de Feichtinger tiene respuesta positiva para estos marcos. Para facilitar la
notacion, cada vez que enunciemos que un conjunto se puede partir en “M” subconjuntos,

estaremos diciendo que se puede partir en “a lo sumo M” subconjuntos.
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3.1 Conjeturas y resultados previos

La Observacion 1.1.4 nos muestra que un marco no acotado no puede ser escrito como
una unioén finita de sucesiones de Riesz. Sin embargo, no se conoce una respuesta para el
caso de marcos acotados. Comenzaremos enunciando la conjetura original formulada por

Feichtinger:

Conjetura 3.1.1. Todo marco acotado puede ser escrito como una union finita de suce-

stones de Riesz.

Dado N € N, definimos 3 como C¥ equipado con la norma de f5. La conjetura siguiente

es la “version finita” de la conjetura anterior:

Conjetura 3.1.2. Para cada B,C > 0, existe un nimero natural M = M(B,C) y un
A = A(B,C) > 0 tales que cada vez que {f;}7, es un marco para de £y (N € N) con
cota superior B y || fil| > C' para todo i = 1,...,n, entonces {1,...,n} se puede partir
en {I;}L, de manera tal que para cada j = 1,..., M, {f;}ic, €s una sucesion de Riesz

con cota inferior A y cota superior B.

Notar que por la Observacion 1.2.3, tener un marco { f; };cs con cota superior By || fi|| > C

para todo i € [ es equivalente a tener un marco acotado.

En las dos conjeturas anteriores, se trabaja con marcos. A continuacién, enunciaremos

las dos conjeturas correspondientes para sucesiones de Bessel:

Conjetura 3.1.3. Toda sucesion de Bessel acotada se puede escribir como una union

finita de sucesiones de Riesz.

Conjetura 3.1.4. Para cada B > 0, eziste un nimero natural M = M(B) y un A =
A(B) > 0 tales que cada sucesion de Bessel { f;}_, con constante B y ||f;|| = 1 para todo

1=1,...,n se puede escribir como una union de M sucesiones de Riesz con cota inferior

A.

En 1987, Bourgain y Tzafriri [2] demostraron el siguiente resultado fundamental (el cual
lo usaremos para algunas demostraciones de este capitulo), conocido como el Teorema de

la Invertibilidad Restringida:
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Teorema 3.1.5. (Bourgain-Tzafriri). Eziste una constante universal ¢ > 0 tal que cada

vez que T : 05 — 05 es un operador lineal para el cual || Te;|| = 1 para todoi =1,...,n,

cn

entonces existe un subconjunto o C {1,..,n} de cardinalidad |o| > TR

1Y aTes|> > ¢ |agP,

j€o j€o

tal que

para toda eleccion de escalares {a;}jco-

El teorema anterior motivo la siguiente conjetura, la cual esta todavia abierta:

Conjetura 3.1.6. Para cada B > 0 existe un nimero natural M = M(B) y un A =
A(B) > 0 tales que si T : Uy — 05 es un operador lineal para el cual | Te;|| = 1 para todo
i=1,...,ny||T|| < VB, entonces existe una particion {111, del {1,...,n} tal que

para cada j = 1,..., M y cada eleccion de escalares {a;}icr, tenemos que

1Y " aiTei]* > A |ay*.

iel; icl;
Para simplificar la demostracion del Teorema 3.2.1, necesitaremos los siguientes resultados

elementales.

Proposicion 3.1.7. Fijemos un nimero natural M y supongamos que para cada niimero
natural n tenemos una particion {I*}M, del {1,...,n}. Entonces existen nimeros natu-
rales {ny < my < ---} tales que si j € I,” para algiin i =1,..., M, entonces j € I"* para

todo k > j. Por lo tanto, si I; = {j/j € I}, entonces

1. {L;}M, es una particion de N.

2. Sil; ={j1 < ja <---}, entonces para todo nimero natural k tenemos {j1, j2, ..., jxt C
I
k.
Demostracion. Para cada n € N| existe un tnico ¢ =1,..., M tal que 1 € I'. Llamemos

k. a ese indice. Luego, queda bien definida la funcién ¢1: N — {1,..., M}, dada por

¢1(n) = k,. De esta manera tenemos la union disjunta N = (J o7 {i}.

Por cardinalidad, existe i; = 1,..., M tal que card(o;'(i;)) = RXy. Ordenando en forma

creciente al conjunto ¢; ' (i1), tenemos ;' (i1) = {n} < ny <nj <---}. Como ¢1(n}) =
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1
11 para todo j € N, k1 = 7; para todo j € N. Luego, 1 € ]Z” para todo j € N, con
J
{n}}jen subsucesion de N,
Para cada n}, existe un unico indice 7 tal que 2 pertenece al i-ésimo conjunto de la particién

1
n.; . * .
{1,/ };L,. Razonando como arriba, obtenemos {n?};cn una subsucesion de {n;};en y un

n2
indice i3 tal que 2 € [, para todo j € N.

Asi siguiendo, construimos una subsucesion {nz-“}jeN de {n!}jen y encontramos 4y =

l,+1
1,...,M tal que [ + 1 6]211 para todo 5 € N,
Finalmente, tomamos n;: = n; y los correspondientes conjuntos I;: = {j € N/j € [[7}
para cada ¢ = 1,..., M. Veamos que la eleccion hecha verifica las conclusiones de la

proposicion. De la construccion, se tiene en forma inmediata la siguiente afirmacion: si

j € I,V para algn i = 1,..., M, entonces j € I]'* para todo k > j.

Veamos que {[;}, es una particion de N. Fijemos i € {1,...,M} y j € I;. Como
{IM}M | es una particion de {1,...,n}, si j € I, se tiene que j € I;7, luego j ¢ I,/ para
todo m # iy, por lo tanto, j ¢ I, para todo m # i. De esta manera, la uniéon de los
{I;} es disjunta. Por otra parte, dado j € N, {n? }>°_, es una subsucesion de N, entonces
ni > m para todo m € Ny, en particular, n; = n; > j. Como j € {1,...,n;}, existe ¢

tal que j € I,”. Luego j € ..

Falta verificar la afirmacion dada en 2. Sea I; = {j; < jo < - -}, finito 6 infinito. Fijemos
k € Ntal que j, € I y seam = 1,..., k. Como j,, € I;, j, € I,”™. Luego j,, € I' para

todo [ > j,, vy, en particular, j,, € Iinj’“. Esto vale cualquiera sea m =1,... k. O

Notar que la afirmacion dada por “2” de la proposicion anterior vale para I; finito 6

infinito.

Finalmente, recordamos la definicién de suma Hilbertiana y relacionamos esto con suce-

siones de Bessel.

Definicion 3.1.8. Dada una sucesion de espacios de Hilbert {Hy}32,, definimos H: =
(> i, €D Hy)e, de la siguiente manera:

o0

(@), - ={tnii/hecty S Il < oo

k=1
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Notar que H resulta un espacio de Hilbert con el producto interno (f, g)m: = pey(fir Gr) Hy. -
En particular se tiene que || f|F = Doy | fxll?- Ademds, todo fi, € Hy, se puede pensar
en H naturalmente y, para toda g € H, vale que (g, fi)u = (9k, fr)m,

Proposicion 3.1.9. Sea H = (372, @ Hy)r,- Si para cada k € N, {fF}1*, en Hy es
una sucesion de Bessel con constante B, entonces {{fF}i*,}22, en H es una sucesion de

Bessel con la misma constante.

Demostracion. Dado g € H, g = {gi}, como para cada k € N, {f¥}1"* es una sucesion

de Bessel de Hj con constante B, entonces

ng

> e £ 1* < Bllgell,.

=1

Como |[|gk||7, es sumable, ademas vale:

ZZ\ (9. [ )u|* = ZZ! g, )| < BZHngHk = Bligll4-

k=1 i=1 k=1 i=1

Como la inclusion de Hy en H es isométrica se tiene:

Observacion 3.1.10. Sean H = (Y72 @ Hi)e, y {fFlier € Hy. Si {fF}licr es una

sucesion de Riesz con cotas A y B en H, entonces también lo es en Hy,.

3.2 Equivalencia de las conjeturas

En principio puede parecer que las conjeturas para marcos 3.1.1 y 3.1.2 tienen hipotesis
mas restrictivas que las conjeturas para sucesiones de Bessel 3.1.3 y 3.1.4. Sin embargo,
a continuacion mostraremos que todas las conjeturas mencionadas en la secciéon anterior

son equivalentes.

Teorema 3.2.1. Las conjeturas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4 y 3.1.6 son todas equivalentes

en el sentido que todas son verdaderas ¢ todas son falsas.
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Demostracion. Conjetura 3.1.3 = Conjetura 3.1.1: Es trivial, ya que todo marco es una

sucesion de Bessel.

Conjetura 3.1.1 = Conjetura 3.1.4: Lo probaremos por el contrarreciproco. Suponemos
que la conjetura 3.1.4 es falsa. Luego, existe B > 0 tal que dados M € Ny A > 0, existe
un namero natural n = n(M, A), un espacio de Hilbert H de dimension finita y {f;},
una sucesion de Bessel con constante B que satisface || f;|| = 1 para todoi=1,...,n, de
manera tal que para toda particion {I;}}2, de {1,...,n}, existe [ = 1,..., M que cumple

que {f;}ier, no es sucesion de Riesz. Luego, existen escalares {a; };cy, tales que

[ S an] <Atk

i€l; i€l}

Ahora, para cada £ € N, tomamos M = ky A = % Luego, existe ny € N, H; un
espacio de Hilbert de dimension finita, digamos my, y {fF}*, una sucesion de Bessel en
H,, con constante B tales que satisfacen las condiciones mencionadas. Tomamos H =
(>ope, €D Hy)e, v pensamos a los fF en H. Para cada k € N, sea {ef}" una base

ortonormal de Hj.

Como (e}, €5y = (e}, €¥)y, = dij y para todo ky # ks, (e Zl,e§2) = 0 para todo ¢ y para

todo 7, entonces {{ef}"™ 12 resulta una base ortonormal de H.

Por otro lado, como {fF}  es una sucesion de Bessel de Hj con constante B, por la
Proposicion 3.1.9, {{fF}i* }2, resulta una sucesion de Bessel de H con la misma con-
stante B. Entonces, por la Observacion 1.3.6, {{fF}7 12 U{{eF}™ }2°, es un marco
con cota inferior 1 y cota superior B + 1. Ademas, || ff||g = [|fFlm, = 1y |lef|la = 1.
Luego, {{fF} 1o, U{{eF}™ 122, es un marco acotado. Suponemos que este marco
acotado se puede escribir como una unién de M sucesiones de Riesz (M € N arbitrario
fijo). Tomando el infimo de las M cotas inferiores de estas sucesiones de Riesz, podemos

asumir que todas tienen la misma cota inferior, digamos A.

Luego, por la Observacion 1.1.8, si consideramos para cada sucesion de Riesz el subcon-
junto formado s6lo por los {f¥}, éstas siguen siendo sucesiones de Riesz con cota inferior
A. Entonces, obtuvimos una particion de {{fF}* }2°, en M sucesiones de Riesz cada
una con cota inferior A. En particular, por la Observacion 3.1.10, se tiene una particion de
{fF}i en M sucesiones de Riesz con la misma cota inferior, lo que es una contradiccion.

Esto muestra que la Conjetura 3.1.1 resulta falsa.
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Conjetura 3.1.4 = Conjetura 3.1.2: Sean B,C > 0. Sea { f; };cr un marco para ¢}’ (N € N)
con cota superior B y ||fi|| > C para todo i € I. Entonces, por la Observacion 1.2.4,
{”}c—”}lel es una sucesion de Bessel en £3’ con cota %. Entonces, usando la conjetura 3.1.4
para %, existen M = M(B,C) y A= Z(B, () tales que {ﬁ}zg se puede escribir como

una union de M sucesiones de Riesz cada una con cota inferior de Riesz A.

Tenemos una particion {I;}M, de I tal que para todo | = 1,..., M, {”}C—zu}iell es una
sucesion de Riesz con cota inferior A. Sean I’ C I, finito y escalares {a; };cp. Como || fi]| >
C, por la condicion A, p ||| fillai® < |1 S, (| fillai) gy
AC? Y eplail? < AX ey I fillail? < | Xiep aifill®. Notamos A = AC? y, como A =

A(B, (), tenemos también A = A(B,C). Luego,

AY il < 1Y aifill®

el iel’

|2

, se tienen las desigualdades

Por otro lado, como {f;};c; es un marco con cota superior B, por el Lema 1.2.5, se tiene
que || > ey aifill* < BY ey |ail?. Por lo tanto, todas las { f;}icr, resultan sucesiones de

Riesz con cota inferior A y cota superior B.

Conjetura 3.1.2 = Conjetura 3.1.6: Sean B > 0y C' = 1. Sea T": ¢ — {3 un operador lin-
eal con ||T|| < v/B tal que || Te;|| = 1 paratodoi = 1,...,n. Definimos f;: = Te;. Luego,
Ifill = ITesl = 1 = C para todo i = 1,...,n. Asf, 3300, [(f, f)l* = 205, [(f, Tea)|? =
Y KT fren > = 1T fI* < NITIPIAIP = ITIPIAI* < BISIIP. Luego, {fi}ie, es una

sucesion de Bessel con constante B.

Entonces, por la Observacion 1.3.6, se tiene que {f;}",(J{e;}’~; es un marco formado
por elementos de norma 1 con cota superior B + 1. Luego, usando la Conjetura 3.1.2
para B + 1 en lugar de B y para C' = 1, existen M = M(B), A = A(B) y una particion
{I;})1, de {1,...,n} tales que para todo j = 1,..., M, {fi}icr, U{ei}ics, es una sucesion

de Riesz con cota inferior A.

Por la Observacion 1.1.8, descartando los e;, existe 1 < M’ < M tal que para todo

Jj=1,...,M', {fi}icr, es una sucesion de Riesz con cota inferior A. Por lo tanto, para
todo j =1,..., M’y toda eleccion de escalares {a;}ics,, tenemos la desigualdad
1> afil> =AY lail,
iefj iefj

y como ademéas habiamos definido f; = T'e;, obtenemos el resultado buscado.
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Conjetura 3.1.6 = Conjetura 3.1.3:

Sea H un espacio de Hilbert de dimension infinita. Consideramos {f;}5°, una sucesion de
Bessel en H acotada con constante B. Luego, tenemos C' > 0 que satisface la condicién
C < ||fi]| para todo i € N. Asi, por la Observacion 1.2.4, resulta que {H”;—”}Zl es una
sucesion de Bessel en H acotada con constante %. Cambiando {f;} por {Hi_ﬂ} si fuera
necesario, podemos asumir que {f;} es una sucesion de Bessel con constante By || fi|| = 1

para todo i € N.

Para cada n, dim(gen{f;}",) < n. Luego, consideramos H, un subespacio de H de

dimension n que contenga a gen{ f;} ;.

Consideramos {e'}! , una base ortonormal de H,. Sea el operador lineal T, : H,, — H,
definido por Tnei: = fi. Tenemos que ||T,e?|| = || fill = 1 para todo i = 1,...,n.
Por las desigualdades | T3 £ = Y0, [(T; £, e} 2 = S50, (£ Tue) 2 = S0, (. )2 <
S )P < BIfI? para todo f € H,, se tiene que ||T;f|| < v/BJ|f| para todo
f € H,, de donde |T,,|| = || T|| < VB.

Aplicando la Conjetura 3.1.6, existe un M = M(B), un A = A(B) > 0 y una particion
ek M1 de{1,...,n} tales que paracada j = 1,...,ny cada eleccion de escalares {ai}ieljn,

vale || Zia;, aiTne?HQ > AN lag|* y, como Thel = f;, tenemos que

y n
ZEIj

Hzaifi i 2A2|ai|2. (3.1)

> n 4 n
zEIj zelj

Por esta condicion, {fi}ig]n es un conjunto linealmente independiente y, por lo tanto,

resulta una sucesion de Riesz, que tiene cota inferior A.

Para M = M(B) y la particion que da la Conjetura 3.1.6 consideramos la subsucesion
{ny} que da la Proposicién 3.1.7 y la particion de N correspondiente a los {I;}},. Para
cada i =1,..., M fijo, falta ver que {f;}ics, es una sucesion de Riesz. Sea I' C I; finito y
pongamos, con la notacion de la Proposicion 3.1.7, I; = {j; < jo < ---}. Entonces, existe
k € N tal que I' C {j1,...,Jx}, luego I' C {j1,..., 5k} C Iinjk. Como por construccion

{fi}ielﬁjk es una sucesion de Riesz, entonces {f;}icp también lo es y conserva la cota
1

AZ\aZP < H ZazfZ

iel’ el’

inferior A. Luego,

para cualquier eleccion de escalares {a;}ic; v para todo I’ C I; finito.
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Por otro lado, como {f;}5°; es una sucesion de Bessel con constante B, obtenemos que B

es cota superior de Riesz de {f;};er,-

En conclusion, {f;}jes, es una sucesion de Riesz para todo i = 1,..., M, y asi queda

demostrado que vale la conjetura 3.1.3. [

3.3 La conjetura de pavimentacion

La siguiente conjetura, establece para espacios euclideos, que todo operador cuya matriz
asociada tiene diagonal nula admite una descomposicion, a través de una cantidad fija de

proyecciones, formada por operadores con norma suficientemente chica.

Conjetura 3.3.1. (La conjetura de pavimentacion). Para cualquier € > 0, existe una
constante M = M (e) tal que para cada nimero natural n y cada operador lineal S en (3

cuya matriz con respecto a {e;}_; tiene la diagonal nula, se puede encontrar una particion

{o;}}L, del {1,...,n} tal que

| Py, SPy;|| < €||S]|  para todo j=1,..., M.

Para mostrar que esta conjetura implica todas las anteriores, basta probar que implica

alguna de ellas. Esto es lo que establece la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.2. La conjetura de pavimentacion implica la Conjetura 3.1.4.

Demostracion. Sea {f;}?_, una sucesion de Bessel en £5 con constante de Bessel B y
| fill = 1 para todo @ = 1,...,n. Consideramos el operador lineal T" : ¢§ — (% definido
por Te; = f; para todo ¢ = 1,...,n. De las cuentas hechas en la demostracion del
Teorema 3.2.1 (Conj 3.1.6 = Conj 3.1.3), tenemos que ||T|| < V/B. Sea S el operador
dado por S: =T"T — I : {5 — (3. El lugar 7j de la matriz de S viene dado por
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Como ||f;|| = 1, obtenemos

<S€j,€i>: {<f]7fz> Sll%]7
0 sl = J.

Por la conjetura de pavimentacion, dado € > 0, existe un ntmero natural M = M(¢) y

una particion {og 1L, de {1,...,n} tales que
| Py, SPy, || < €]|S]| para todo k =1,..., M. (3.2)
Como para todo x € {3 valen las desigualdades

1Szl < |7*T|| + =]l < T[T W] + el = AN + Dll=]| < (B + D],

tenemos que ||S|| < B+ 1. Tomando € = m, de (3.2) se tiene que
151 ]l
[P S Fo|| < || Po SB[l < m”ﬂfﬂ <5 (3.3)

para todo x € £ y todo k =1,..., M, donde M = M(B). Por otro lado,

(P, SP, x,x) = (P, (I"T — I)P,,x,x)

=((I"T —1)P, z, P, x)

= (I"TP,,x, Py x) — (P, x, Py, )

= (TP, x,TP, x) — ||P,z|?

= TPy 2|” = || Po||*.

Entonces, por la desigualdad dada en (3.3), tenemos que para todo = € £5 y todo k =
1,..., M, vale |||TPka||2 - HPakaZ‘ = |<PakSPka,x>| <|P,, SPy. x| |lx] < %||:1c||2

Tomando P, x en lugar de z y, usando que Pka = P, x, tenemos que para todo = € (3

y todo k=1,..., M, vale
2 2 1 2
TPl = 1P| < 511 Poall,
y, en particular, tenemos que

1
IPoll” < ITPol” < S| Pyl (3-4)

[\CRGV]
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Sean k = 1,..., M y escalares {a;}ic,,. Consideramos = = Zieak ae; € gen{e;tico, -
Luego, Py = x = Y., ae; Entonces, de (3.4), tenemos que 3|3, aieil]* <
1T o, aiedlI* < 51 Xieo, aicill®, de donde

%Z la;|* < || Z ai fil” < gH Z 121

i€EoL i€Eoy 1€0y

En conclusion, para cada k = 1,..., M, {fi}ico, es una sucesion de Riesz con cota inferior
de Riesz % y cota superior de Riesz % O
Notar que si la conjetura de pavimentacion es verdadera, entonces no sélo vale la conjetura

3.1.4, sino que ademas las cotas de las bases de Riesz obtenidas son universales.

3.4 Resultados Positivos

Si bien las conjeturas anteriores no tienen aiin una respuesta general, bajo ciertas hipotesis

adicionales puede verse que resultan verdaderas.

A continuacion, enunciaremos sin demostracion un resultado de Bourgain-Tzafriri [3]:

Teorema 3.4.1. (Bourgain-Tzafriri). Sea e >0 y .S un operador lineal en 0§ cuya matriz
tiene la diagonal nula y todos los coeficientes acotados por log1+“fn para algin v > 0. Luego,

S satisface la conclusion de la conjetura de pavimentacion: existe una particion {oy L,

de {1,...,n}, donde M = M(v,¢€), tal que | Py, SP,,| < €||S|| para todo k =1,..., M.

El Teorema 3.4.1 implica una respuesta positiva a la Conjetura 3.1.4 para sucesiones que,
en algun sentido, estan “bien separadas”. Usando la equivalencia de las conjeturas, se

tienen resultados simliares para las Conjeturas 3.1.2 y 3.1.6.

Corolario 3.4.2. Sea {f;}!, una sucesion de Bessel con constante de Bessel B y con

| fill = 1 para todo i = 1,...,n. Supongamos que

|(fi, [5) para todo i # j.

| <
log*tn

Entonces, {fi}1, se puede escribir como una union de M = M (B, ) sucesiones de Riesz

cada una con cota inferior de Riesz % y cota superior de Riesz %
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Demostracion. Procedemos como en la Proposicion 3.3.2. Para T': /5§ — (3 dado por

Te; = f;, se tiene que S = T*T — I. En tal caso vimos que
e = {070 4024

sit=J.
Ademas, |(f;, fi)| < zog1+vn para todo i # j. Por el Teorema 3.4.1, siguiendo la de-

mostracion de la Proposicién 3.3.2, se obtiene el resultado. O
Veamos que en las condiciones del Corolario 3.4.2, los elementos de {f;}ics, “estan bien
separados™:

Observacion 3.4.3. Si {f;}, es como en el corolario 3.4.2 y n > 3, entonces

1
log+n

Ifi = fill = V2

Es decir, “f; y f; estdn bien separados”.

Demostracion. Como

1fi = £7 = i = fo fi = £ = WP+ NP = 206, i) > 2

entonces se sigue el resultado. O]

2
log*t7n’

Corolario 3.4.4. Valen las conjeturas 3.1.2 y 3.1.6 con los siguientes agregados:

a) En Conjetura 3.1.2: |<fz,f]>} < log1+“/n para todo i # j.

b) En Conjetura 3.1.6: |<Tei,Tej)‘ para todo i # j.

— lo gl+'yn

Demostracion. Veamos que vale la conjetura 3.1.2. El Corolario 3.4.2 asegura una re-

spuesta positiva para la conjetura 3.1.4 con el agregado:

‘<fz,fg>{ ———— para todo i # j.

log'+1n

2
Ahora, si {f;} verifica |[fi]] > € para todo i, [(f, 727)| = gy £l < Gy =

logl—” para todo i # j. El resto de esta demostraciéon sigue igual que la demostracion de

“Conj 3.1.4 = Conj 3.1.2” del Teorema 3.2.1, usando el Teorema de Bourgain-Tzafriri.
Veamos que b) da una respuesta positiva a la conjetura 3.1.6. En efecto, siguiendo la
demostracion de “Conj 3.1.2 = Conj 3.1.6” del Teorema 3.2.1, como en ese caso f; = Te;

y C =1, se tiene el resultado. n
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A continuacién, mostraremos que toda sucesion de Bessel acotada se puede descomponer
en una union finita de conjuntos linealmente independientes. Para éllo, necesitamos un

resultado de Christensen y Linder [8]:
Proposicion 3.4.5. Sean M € N, I un subconjunto finito de N y {fi}ie; una sucesion
de elementos no nulos en un espacio de Hilbert. Son equivalentes:
1. I se puede partir en M conjuntos disjuntos Iy, 5, ..., Iy de manera que cada familia
{fitier; (7 =1,..., M) es linealmente independiente.

2. Para cada subconjunto no vacio J C I tenemos:

1]
dim(gentf,)er)

Teorema 3.4.6. Cada sucesion de Bessel { f;}icr con constante de Bessel B y || f;|| > C >

0 para todo © € I se puede descomponer en [%1 conjuntos linealmente independientes.

Demostracion. Procedemos por el absurdo. Luego, tenemos { f; };c; una sucesion de Bessel
con constante By || fi|| = C > 0 para todo i € I tal que no se puede descomponer en [Z]
conjuntos linealmente independientes. Veamos que podemos tomar [ finito. En efecto,
si fuera [ infinito, para cada I’ C [ finito, por la Observacion 1.2.4, {f;}icp resulta una

sucesion de Bessel con constante By || fi|| > C > 0 para todo i € I'.

Suponemos que para todo I’ C [ finito, { f;}ic;r se puede descomponer en (%} conjuntos
linealmente independientes. Sea M: = f%} Para simplificar la notacién, supongamos
que I’ ={1,...,k}. Luego, tenemos una particion {1}, de {1,...,n} tal que {f;};e
es linealmente independiente. Por la Proposicion 3.1.7, existe una sucesion {ng}fren vy

conjuntos I; C N con¢=1,..., M que cumplen:

i) {I;}M, es particion de N.

ii) Si [; = {j1 < j2 <---}, entonces para todo k € N, {j1,...,jx} C I?j’“.

Fijemos i = 1,...,M y k € N. Por la condicion ii), {f;}j_, € {/fi},_,7. La indepen-
dencia lineal de {f;},_;», implica la de {fi,}r,. Como k es arbitrario, {f;};cs, resulta

linealmente independiente, cualquiera sea i = 1,..., M. Entonces, por la condicion i),
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{fi}ien se descompone en M: = [£] conjuntos linealmente independientes, lo cual es

una contradiccion.

Por lo tanto, si I es infinito, entonces existe I’ C [ finito tal que { f; };c;r no se descompone

B
C?2

con constante By || f;|]| > C > 0 para todo i € I'.

en [ =] conjuntos linealmente independientes. Ademas, {f;}icr es una sucesion de Bessel

Suponemos [ finito. Por la Proposicion 3.4.5, existe J C I no vacio tal que
/] B
. > [ =1
dim(gen{ f;};es) C

Sea V = gen{ 7T ies = gen{f;}jcs. Como I es finito, J también lo es. Sea n = dim(V).

(3.5)

Por la Observacion 1.3.8, tenemos que {”i—]”} es una sucesion de marco (o equivalen-
J

jeJ

temente un marco para V).

Por la Observacion 1.2.4, tenemos que {ﬁ} es una sucesion de Bessel con constante
. Luego, {Hf 0 , también lo es. Como {” ”} ., €8 una sucesion de marco, su cota

02 < (%W Luego, por la Observacion 1.3.9, el operador de

marco asociado a {”f i ;S tiene exactamente n autovalores { A }r_; con 0 < Ay < By

superior By es a lo sumo

para todo k y vale

ik’“ > Izl =

JjeJ
Ademas, NAmax = D peq Amax > D peq Ak = |J]- Entonces Apax > 1 | y, por la desigualdad
dada en 3.5, A\pnax > % > [Z]. Por otro lado, M. < By < [Cﬁw Entonces, resulta

CZ . ) = iy
Amax < [%1 < Amax, 10 cual es un absurdo. De esta manera queda completada la
demostracion. ]

A continuacion, mostraremos que la Conjetura 3.1.6 es verdadera si la cota para la par-
ticion del {1,...,n} depende de un factor logaritmico de la dimension n. En ese caso, el

“A” encontrado es universal.

Proposiciéon 3.4.7. Eziste una constante universal ¢ > 0 y una funcion d = d(||T||)

tales que cada vez que se tiene un operador lineal T': Uy — 05 (n > 2) con ||Te;|| =1 para
todo i =1,...,n, entonces hay una particion {I; }LdlognJ de {1,...,n} tal que para cada
j=1,..., Ld logn] y para toda eleccion de escalares {a;}icr;, tenemos que

H ZaiTei i > CZ lag)?. (3.6)

iEIj iEIj
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Demostracion. Consideremos la constante universal ¢ > 0 del Teorema 3.1.5. Notar que

podemos considerar 0 < ¢ < 1. En efecto, de ser ¢ > 1, se puede tomar 0 < ¢ < 1, de lo

que resulta || deg ajTejHZ > CZ]GU ‘%‘2 > CZ]GU ‘aj‘ y lo| > ||T||2 = H?\L\z'

Sea b: = . Notar que 0 < b < 1, pues al ser || Te;|| = [|e;]| = 1, [[T]]* = 1 > c. Sea
d > 0 tal que d > —m—i—@. Luego, sin > 2, dlogn > —logﬁfb)—i—ﬁig > loggnb) +1
y, por lo tanto,
d1 J>L logn +1J { logn J+1>L logn J (3.7)
ogn - = -—— - . :
gnl = log(1 —b) log(1 —b) log(1 —b)
Entonces, por el Teorema 3.1.5, existe un subconjunto I; C {1,...,n} con |[;| > ‘THQ =bn

que satisface la desigualdad dada en (3.6). Ahora, consideremos J;: = {1,....n}\ I.

Entonces |J;| = n— |I;|. Notamos £3': = gen{e; }ics,. Elijamos una isometria (tal vez no
suryectiva) Uy: = Rng(T|,n) — (3" y consideremos el operador lineal Sy: = U,T: £)' —
2
o
Dado que para todo i € Ji, tenemos que ||Sie;|| = || Te;|| = 1, por el Teorema 3.1.5, existe
I, C Jycon || > © |”11D que satisface
2 2
H Z%‘Sﬂfz‘ > CZ |ai|*,
i€ly i€l

para toda eleccion de escalares {a;}icr,. Como C(ﬁg'll@) =b(n—|L])y | Xiep, aiSieil® =

NUL(Dser, @iTen)l|” = |1 3 ics, aiTies||?, entonces I satisface la desigualdad dada en (3.6).
Analogamente, tomando Jo = J1\I = {1,...,n}\(I1 | I2), existe un subconjunto I3 C Jy
con |I3| > b|Jy| = b(n — |I1] — |I2]) que satisface la desigualdad dada en (3.6).

Siguiendo con este razonamiento, dado J, = {1,...,n}\ Ule I}, existe un subconjunto
Ixi1 € Jg con |Ijyq| > b(n — |11 — |Ia] — -+ - — |Ix|) que satisface la desigualdad dada en
(3.6). Este proceso termina en algin M € N.

Notar que como Iy.; C Jp = {1,...,n}\ Ule I; para todo & = 1,..., M, entonces

I, ..., Iy resultan conjuntos disjuntos.
k
Sea ap: = Z |I;| para todo k =1,..., M. Luego, se tiene que
j=1

ar = Qg1 + |[k| > ap—1 + b(n — Clkfl) =bn+ (1 — b)ak,1
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paratodo k = 2,..., M. Entonces, aplicando lo anterior para as, . . ., ax, como ya teniamos
que a; = |I1| > bn, tenemos que

L]+ -+ | L :akzbni(l—b)j e e =n(l—(1-b)") (3.8)

—(1-0)

para todo k = 2,..., M. Para concluir con la demostracion, falta ver que M < |dlogn|

y que UjL'illog”J I; es una particién de {1,...,n}. En efecto, si k > |dlogn|, por (3.7) y

(3.8), se tiene que

=n(l-n""
=n-—1
Entonces, como I4,..., I son conjuntos disjuntos, tenemos que
k k
Us|=mi>n-1
j=1 j=1
Por otro lado, como U?:l I; C{1,...,n}, entonces | Ule I;| < n, resultando | U§:1 ;| =
n. O

La Proposicion 3.4.7 nos da una respuesta positiva a la Conjetura 3.1.4 si la cota para
la cantidad de bases de Riesz depende de un factor logaritmico de la dimensién. En ese

caso, la cota inferior de Riesz “A” es universal.

Ademas, puede obtenerse una resultado levemente mas general, donde la cantidad de
elementos de la sucesion de Bessel es independiente de la dimension del espacio de Hilbert

finito-dimensional al cual pertenece.

Teorema 3.4.8. Eziste una constante universal ¢ > 0 y D = D(B) tales que cada vez
que {fi}F_, es una sucesion de Bessel en un espacio de Hilbert H de dimension n (n > 2)
con || fi|| = 1 para todo i = 1,... k y constante de Bessel B, entonces hay una particion
{Ij}}i’fog“ de {1,...,k} tal que para cada j = 1,...,[Dlogn], {fi}ticr, es una sucesion

de Riesz con cota inferior c.
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Demostracion. Aplicando el Teorema 3.4.6 para {f;}%_, con C = 1, como || f;|| = 1 para
todo i = 1,...,k, entonces {fi}*_, se puede descomponer en [B] conjuntos linealmente
independientes, es decir, existe una particion {Jl}lLl de {1,...,k} tal que {fi}igh es

linealmente independiente para todo I =1,...,[B].

Notar que como {fi}¥., € H y como dim H = n, entonces dim(gen{f;}ics,) < n para
todo I = 1,...,[B]. Luego, k = S212|J| = S22 dim(gen{ f;}ics) < S22 = [B]n,
de donde

k < [B]n.

Sea Fy: = gen{f;}}_,, dim F}, < k. Luego, considerando Hj, un espacio de Hilbert k-
dimensional Hy D F}, podemos definir T: Hy, — Hj tal que Te; = f;, donde {e;}F_; es

una base ortonormal de Hj.

Por lo hecho en la demostracion del Teorema 3.2.1 (Conj 3.1.6 = Conj 3.1.3), tenemos
que ||T|| < VB, de donde

c c

_2 2 —

|T|)> — B
para todo ¢ > 0. Luego, por la Proposicién 3.4.7, existe una constante universal ¢ > 0,
d = d(B) y una particiéon {I; }Ldlogkj de {1,...,k} tales que para cada j = 1,...,|dlogk|

y cada eleccion de escalares {a;}ics,, tenemos que

H Z a; f i = H Z a;Te;
i€l i€l

2
> CZ |a;|?.
’iEIj

Como {f;}%_| es una sucesion de Bessel con constante de Bessel B, || f;|| < v/B para todo
1=1,...,k, de donde

]

(Zral )(ZWZH)

i€l i€l i€l
< (D lail?) BIL|
i€l
< BEY ail.
’ielj

En conclusion, tenemos que {f;}icz, es una sucesion de Riesz con cota inferior de Riesz

¢ para todo j = 1,...,|dlogk]|. Como 2 < n, dl(z)g[B +d > dll‘;ggf] + d. Tomando

D dllfi)gg!—QB + d, resulta que Dlogn > dlog[B] + dlogn, de donde

| Dlogn]| > |dlog|B]| + dlogn| = [dlog([B]n)].
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Notar que como d = d(B), entonces D = D(B). Ademas, como k < [B]n, se tiene que
dlogk < dlog(] B]n). Finalmente, obtenemos que

l[dlogk] < |dlog([B]n)| < [Dlogn].

3.5 Marcos de Gabor

Para finalizar este trabajo, relacionamos los resultados previos de este capitulo con los

resultados del Capitulo 2, donde trabajamos con marcos de Gabor.

Recordemos que a lo largo del Capitulo 2 tuvimos en cuenta qué hipotesis aseguraban
que un marco de traslaciones y/o modulaciones es una sucesion de Riesz. De la condicion
sobre el soporte de la funcién G, vemos que en cada una de estas clases hay marcos que no
son sucesiones de Riesz. En este momento, es natural preguntarse si bajo ciertas hipotesis
adicionales, vale la Conjetura de Feichtinger. Es decir, si dado un marco de Gabor (de
traslaciones o de modulaciones) con alguna caracteristica en particular, se puede escribir
como una union finita de sucesiones de Riesz. El caso de marcos de Gabor es lo que
presentamos en el siguiente teorema, donde el requerimiento es una condicién notable

acerca de los parametros a y b.

Notar que sélo interesan los parametros a,b > 0 tales que 0 < ab < 1, puesto que por el
Teorema 2.0.19 la condicion 0 < ab < 1 es necesaria y en el caso ab = 1 se tiene una base
de Riesz.

Teorema 3.5.1. Sean g € L*(R) y 0 < ab < 1 con ab racional tales que { EppThag}tmnez
es un marco de Gabor para L*(R). Entonces, { EvyThnag}tmnez Se puede escribir como una

union finita de sucesiones de Riesz.

Demostracion. Como 0 < ab < 1 y ab es racional, existen p,q € N tales que ab = g.
Veamos que el marco de Gabor {E,,,T5,09 }m.nez pPuede descomponerse en una union finita

de sucesiones de Riesz.

Considerando el cambio de variables y = bz, podemos suponer que b = 1y a = § con
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p,q € N. En efecto, para toda f € L*(R), tenemos que

- EuiToag) = [ fla)e 5l =najda = [ f(pe gl = naldy = (. BTz,

donde f(z) = f(3) y 9(z) = g(%)-

Usando el algoritmo de divisiéon en Z se tiene que

p—1 p—1
{EmT%ng}m,nEZ — U{EmTi(np-s-k)g}m,nEZ = U{EngnJr%g}m,neZ'
k=0 k=0
Fijemos k =0,...,p— 1. Afirmamos que {E,,Ts,,, £ g} mnez €8 un marco para L*(R). En
q q

efecto, para toda f € L*(R),

> i RN 0o —2mim by————~
(f, EmTo, 59) = /_OO fl@)e ™ mg(x — Bn = Byde = [ fly -+ E)e ™ g(y — En)dy

= ¢ MUT L f, EnTe,g).

Luego, por la Observacion 1.3.7, tenemos que {F,,T1, g} mnez €s un marco para L*(R).
q
En el resto de la demostracion mostraremos que {E,,T1, g}mnez se escribe como una
q
union finita de sucesiones de Riesz y, como {E,,T%, g} mnez C {EnT1,9}mnez, se sigue
q q

la conclusién del Teorema.

Usaremos un resultado de Ron y Shen [14, Th. 2.2| que asegura que si {E,,,T1,,9 }m.nez €8
q
un marco para L?(R), entonces {Fy 7,9} mnez €s una sucesion de Riesz. Entonces, por

el algoritmo de divison por ¢, tenemos que

q—1 q—1 q—1q-1

{BnTs ghmner = | A BnTaass gmnez = | H{EnT,xg¥mnez = | UL Bants Thss ghmnes.
k=0 a k=0 k=0 j=0

Pero Eqm+an+§g = emilamtirg(y — p — %) — ezmkm€27rijxe27riqm(x—§)g<x —n— %) =

> M BT B/ Tg para todo j, k. Como {EynT,.9}mnez €8 una sucesion de Riesz, en-
q
tonces por las Observaciones 1.1.8 y 1.1.11, {Egn4; T, , £ g }mnez también lo es para todo
q

J, k. Asi, escribimos a {E,,T1,,9}mnez como una unién de ¢* sucesiones de Riesz. O]
q

Vale destacar que la demostracion del Teorema 3.5.1 muestra que un marco {Engng}mmez
es una union de ¢® sucesiones de Riesz. Esto es, la cantidad de sucesiones necesarias se

estima con los parametros a y b.
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