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0. Introduccion

El estudio de las soluciones en nimeros enteros de ecuaciones algebraicas (tales como
22 + y? = 2?) constituye una de las ramas mas antiguas de la Matematica. Algunos de
estos problemas motivaron gran parte de las diferentes teorias actuales en Algebra. Tal es
el caso del famoso problema de Fermat: la imposibilidad de resolver z" + y™ = 2" para
n>3yax,y,z € 7Z; que motivé el concepto de Ideal, fundamental en la teoria de anillos.

De cualquier manera, en otros casos la no existencia de soluciones enteras para ciertas
ecuaciones puede ser demostrada més facilmente, por ejemplo, la ecuacién y? = 23 —z — 1
no tiene soluciones enteras simplemente porque no tiene soluciones en el cuerpo finito F 3.
Esto hace de los cuerpos finitos objetos de estudio centrales en la Teoria de Numeros.
Una de las cuestiones que tiene sentido preguntarse en cuerpos finitos es cudntas solu-
ciones tiene un cierto sistema de ecuaciones polinomiales sobre el cuerpo IF,. André Weil
atacé sistemdaticamente este problema considerando lo que se llama la funcién zeta de una
variedad:

Cx(s) = exp(32 VM o
n=1

donde N(X,n) es el nimero de puntos de la variedad X sobre F 4.

Weil formulé varias conjeturas para la funcién (x(s)

Las conjeturas que Weil formul6 tienen importantes consecuencias tanto en Teoria de
Numeros como en Geometria Algebraica ya que la funcién zeta de una variedad provee
informacién acerca de invariantes birracionales de la variedad y es fundamental en el estu-
dio de la cantidad de puntos racionales, como ya se explicd. Sin embargo, histéricamente
fue la relacién entre Teoria de Numeros y Topologia, que las conjeturas de Weil impli-
caban, lo que atrajo el interés de los mateméaticos més notables en las décadas del '50
y ’60 . En sus primeros trabajos al respecto (sobre ecuaciones de Fermat generalizadas
a1z} + -+ amz], = 0 ) Weil noté que considerar un sistema de ecuaciones X con co-
eficientes en Z como variedad compleja y como variedad sobre F, relaciona la Topologia
de X(C) (el conjunto de puntos de X como variedad sobre los niimeros complejos) con la
funcién zeta de X (Fy)

Es a partir de estas analogias que se considera la posibilidad de construir una teoria de
cohomologia general para variedades algebraicas abstractas en el marco de la cual se pudie-
ran explicar naturalmente las conjeturas de Weil. Estas teorias (llamadas en un principio
“cohomologias de Weil”) deberfan cumplir con ciertos axiomas.La busqueda y el desarrollo
de las cohomologias de Weil fue uno de los principales temas de investigacion en Geometria
Algebraica durante los 60 y sobre todo en la obra de Alexander Grothendieck.

La historia de la demostracién de las conjeturas empieza antes del propio Weil. Ya Hasse
en la década del "30 define la funcién zeta de una curva eliptica sobre F,; y demuestra que
es una funcién racional con dos polos de médulo 1 y 1/q y dos ceros de médulo 1/,/3.
En 1941 Weil anuncia una generalizacion del teorema de Hasse, formulando las conjeturas
correctas para curvas y dando una heuristica de la demostracién. Sin embargo, esta demos-
tracién requeria de una definicién de variedad Jacobiana de una curva en Fy lo que daba
a entender la necesidad de una formulacién puramente abstracta de los fundamentos de
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la Geometria Algebraica (hasta ese entonces la construccién de la Jacobiana de una curva
usaba muchisimas técnicas analiticas y diferenciales imposibles de reproducir en el caso
abstracto). Weil finalmente dedica 6 anos a escribir su libro Fundamentos de la Geome-
tria Algebraica empezando asi una nueva etapa en la historia de la geometria. Finalmente
adaptando un teorema de Castelnuovo y Severi al caso abstracto, demostré las conjeturas
para curvas no singulares. Mds importante fue la demostracién, también de Weil, del caso
de variedades abelianas, ya que, basados en este resultado, otros lograron demostrar otros
casos , asociando una variedad abeliana a otro tipo de variedades, de la misma manera
que clasicamente se asocia a una curva su variedad jacobiana. Este ultimo plan de accion
fue el que llevaron a cabo Bombieri y Swinnerton-Dyer en su demostracién de la hipotesis
Riemann-Weil para hipersuperficies ciibicas de dimension 3.

En su trabajo de 1968 ([12]), Yuri Manin también utiliza variedades abelianas como clave
para el caso de variedades uniracionales de dimensién 3. Lo que hace distinto e importante
al escrito de Manin es la técnica con la cual le asocia variedades abelianas a las variedades
que €l esta estudiando, lo hace estudiando una serie de objetos, en ese entonces novedosos
en la matemadtica, denominados “motivos”de las variedades. Manin descompone el motivo
de una variedad uniracional de dimensién 3 (algo asi como descomponer la cohomologia
de la variedad) en sumas de motivos més sencillos. Asi como el anillo de Chow de una
curva compleja C' se descompone en Ag(C) =Q ® J(C) ® Q donde J(C) es la jacobiana
de la curva, también se puede descomponer al motivo de ciertas variedades de dimension
3 a partir de “jacobianas”.

Los Motivos fueron gestados por Grothendieck quien a partir de la aparicién de mu-
chas diferentes cohomologias de Weil (definidas casi todas por él mismo) creyé que era
posible definir una teoria de cohomologia “universal”, que contemplara en esencia todas
las posibles teorias de cohomologia que pudiera haber sobre la categoria de variedades
algebraicas. Grothendieck conjeturé que los motivos proveen tal teoria universal en una
serie de problemas que llamé “conjeturas standard”, que siguen sin demostracién. Manin,
sin embargo, evitd enfrentar el dificil problema de las conjeturas standard interpretando
teoremas clasicos de la teoria de variedades abelianas, y teoremas en ese entonces recientes
que forman parte de la demostracion del teorema Riemann-Roch-Grothendieck, en térmi-
nos de teoria de motivos; asi las variedades abelianas son vistas como motivos particulares
y aparecen en la descomposicién del motivo de la variedad uniracional de dimensién 3.
Es por eso que nos vamos a centrar en el trabajo de Manin para exponer la teoria mas
general y sus propiedades més importantes.

FEl programa a desarrollar en esta tesis es entonces el siguiente:

1. Primero vamos a explicar con méas precisiéon de qué se tratan las conjeturas de Weil

2. En la segunda secciéon vamos a desarrollar de manera completamente axiomética las
propiedades principales de las teorias de interseccién, que va a ser nuestra principal herra-
mienta técnica.

3. A modo principalmente ilustrativo vamos a dar una demostraciéon de la hipdtesis de
Riemann-Weil para curvas.

4. En la cuarta seccién vamos a ver cémo las propiedades de los fibrados lineales de
rango 1 implican la hpiétesis de Riemann para variedades abelianas. Esta parte es el
nicleo sustancial del trabajo.
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5. Definicion de la categoria de correspondencias, que es la base concreta de la categoria de
motivos. Para cada teoria de interseccién se puede definir su categoria de correspondencias.
A su vez vamos a estudiar el ”principio de identidad” de Manin, herramienta fundamental
del calculo de motivos que establece una ecuacion entre ciertas correspondencias siempre
que se tenga una ecuacién similar en teoria de interseccién

6. Presentar la construccion de la completacion pseudo-abeliana de una categoria aditiva,
que se usa para pasar de la categoria de correspondencias a la de motivos. Vamos también
a ver la definicién y propiedades del motivo fundamental I que nos da una descomposicién
del motivo del espacio proyectivo: h(P") = 1¢L®---GL" donde L = L®---®L (i veces)

7. Vamos a mostrar, de manera similar a cémo tratamos las teorias de Intersecciéon, las
propiedades fundamentales de las clases de Chern y la clase caracteristica de un fibrado
vectorial, que vamos a usar fundamentalmente en el cdlculo del motivo de un fibrado
proyectivo h(PP(E)) donde E es un haz localmente libre de rango r sobre una variedad X, el
resultado es que considerar el motivo ”trivializa”el fibrado dando h(P(E)) = h(X)@h(P").
De manera similar vamos a realizar el cdlculo del motivo de un blow-up (en el paper de
Manin se refieren a esta construcciéon como ”transformacién monoidal”). Si X’ — X es
una tal construccién con centro en una subvariedad Y de codimensién r entonces tenemos
la ecuacién: h(X') = h(X) @ (@I} h(Y) @ LY

8. Estudio de la relacién entre la categoria de motivos de curvas y la categoria de
variedades Jacobianas. El motivo de toda curva X puede descomponerse de la forma
h(X) = 1@ h*(X) ® L donde hay una equivalencia natural entre el motivo /'(X) y la
Jacobiana de X modulo isogenias.

9. Finalmente estamos en condiciones de demostrar la conjetura de Weil para variedades
X uniracionales de dimensién 3 estudiando, dado un morfismo de grado finito f : P2 — X,
el motivo de una variedad X’ tal que existen morfismos g : X’ — X, j: X’ — P3 con
g = foj, g de grado finito y 7 una composicién de Blow-ups con centros no singulares.
El motivo de X es un sumando directo del motivo de X’ y se pueden contar los puntos
racionales de X mediante el motivo h(X") del cual conocemos la estructura por el morfismo
7 vy por los teoremas acerca del motivo de un blow-up y de un fibrado, obteniendo asi el
resultado que buscabamos.
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1. Las Conjeturas de Weil

La funcién zeta de un cuerpo de niimeros es una herramienta clasica de la teoria de
nimeros desde su concepcién por Dirichlet a mediados del siglo XIX, esta definida por

1
r(s) =11 TN

P

Donde el producto estd definido sobre todos los ideales primos del anillo de enteros del
cuerpo K/Q y N(P) es la norma del ideal.

A principios del siglo XX Hasse consider6 una funcién zeta para estudiar las propiedades
aritméticas de las curvas elipticas, mas tarde (como a la nochecita) Weil generalizé de
manera natural estas funciones zeta. En el lenguaje de esquemas se puede describir como

1
xe(s) =] T—N@)—°

zeX

Acé r es un punto cerrado de X, que es un esquema de tipo finito sobre Z; de modo que el
cuerpo residual k(z) = Ox /M es finito y N(z) = #k(z). En particular X puede ser una
variedad definida sobre un cuerpo finito [Fy, con ¢ = p™. En este caso, cada punto cerrado x
de X (cada ideal maximal en el anillo de coordenadas) se factoriza como r puntos cerrados
definidos sobre la extensién de grado r de F, con N(x) = ¢". Es razonable entonces que
(x(s) este relacionada con la funcién generatriz de la sucesion (N;),>1, donde N, es la
cantidad de puntos de X sobre la extensién de grado r de IF, de hecho:

Escribiendo deg(z) = [k(z) : F,;] y haciendo la sustitucién t = ¢~°, (x(s) se transforma

en 1
ZX(t) - H 1 — tdeg(z)
rzeX

Ahora tomamos (formalmente) la derivada logaritmica de Z(t) y se tiene

o u u—1
GEZ(0) = Fex o = (u = deg(z))
=y i, (M, = #{x € X : des(x) = u))
=3 uM, Y00 et agrupando nu = r queda:

= 3000 Mg uMyt™ = 30 Nt

Siendo M, la cantidad de puntos cerrados de X de grado u (teniendo en cuenta a X como
esquema), uM,, es la cantidad de puntos de X (vista como variedad) definidos propiamente
sobre la extension de grado u de F, (es decir los puntos que aparecen cuando se considera la
extension de grado u y no en ninguna extensién de menor grado). Luego N, := Zu‘r ulM,,
es la cantidad de puntos de X sobre el cuerpo Fyr. Por eso muchas veces, en vez de hablar
de (x(s), en la bibliografia relacionada al tema se habla de la serie Zx (t) = exp(d_, %t’")
(frecuentemente se llama funcidn zeta de X a esta serie) que, por lo que ya vimos, se
relaciona con (x(s) por la ecuacion:

(x(s)=2Zx(q7")
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Teniendo en cuenta esta ultima interpretacion de la funcién zeta de una variedad sobre un
cuerpo finito es més facil calcular explicitamente la forma de la funcién zeta de algunas
variedades particularmente sencillas. Por ejemplo, la variedad afin A™ tiene ¢"" elementos
sobre la extensién de grado r de F,, por lo que su funcién Z se escribe:

B 1
N 1—qnt

Zun (1) = exp(3° L)

Por otra parte, si la variedad X es unién disjunta de subvariedades X,, ... X,, y escribimos
Ny por la cantidad de puntos racionales de X; sobre [, entonces

Zx(t) = exp(X, 2et7) = exp(3D, Mty —
= exp(X, 9T 4 3, ) = [T exp(E, S 7) = [T Zx, (1)
Ahora, usando P* = A? UA" LU ... UAM UAY se tiene que
1
(1—=t)Q—qt)---(1—q")

Mas en general, si una variedad X se puede descomponer como unién disjunta de varie-
dades isomorfas a espacios afines (en ese caso se dice que X tiene una descomposicion
celular) la funcién zeta de X se escribe:

Zpn(t) =

1
(1 — t)bO(l — qt)bl - (1 _ q”t)bn

Zx(t) =

donde b; es la cantidad de copias de A’ en la descomposicién de X , en particular los b;
son constantes para cualquier descomposicién de X . Ejemplos de variedades con descom-
posicién celular son las variedades Grassmanianas.

A partir de estos ejemplos y otros, como curvas elipticas (calculado por Hasse y E.Artin)

y variedades de Fermat (de la forma ) a;x = 0) A.Weil conjeturé la forma que deberfan
tener las funciones zeta de una variedad sobre F,.
Por empezar las funciones zeta conocidas para Weil eran funciones racionales, por lo que
era natural asumir que ese podia ser el caso para cualquier variedad proyectiva, ademds la
hipétesis de racionalidad implica que el nimero de soluciones de un sistema de ecuaciones
definidas en F, sobre la extensién de grado r de [F, crece exponencialmente con r, es decir,
como por definicién Zx(0) = 1 podemos escribir

Zx(t) = % aplicando log a ambos lados de la ecuacién:
>, St = Y log(1=5) — Xlog(i=g7) =
— ) bit)" /r — ) a1 /r = Z(bi)r_Z(aj)rtr

225 2 it)" 1 =325 > (at)" fr =32, .

Mas especificamente, tomando en cuenta el ejemplo de las variedades con descomposicién
celular, Weil considerd que, asi como en las variedades sobre C la descomposicién celular
se refleja en los grupos de cohomologia, las variedades sobre cuerpos finitos también tienen
una suerte de descomposicion cohomoldgica que se refleja en su funcion zeta de la misma
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manera que la descomposicién celular,por lo que la funcién zeta seria una funcién racional

de la forma:
_ Pi(t)Ps(t) ... Pap—1(2)
Zx(t) = ;0(,5);32(75) . .1232n(1t)

donde, en el caso en que X se obtuviera como reduccién de una variedad X, definida sobre
Q , deg P; = b; seria el rango del i-ésimo grupo de cohomologia singular de la variedad X,
sobre C .

La afirmacién de que esta conjetura es valida para todas las variedades proyectivas in-

sinuaba la idea de una teoria de cohomologia para variedades abstractas (ya no definidas
necesariamente sobre C ) que, en ese entonces (1949), no existia.
A través de estas conjeturas Weil no solo especulaba con la existencia de algtin funtor de
cohomologia sino que también determinaba la forma que la teoria debia tener; los poli-
nomios P; ,por ejemplo, que son en total 2n donde n = dim X indicarian que, como la
cohomologia singular de una variedad definida sobre C, para cualquier variedad proyecti-
va X sobre [, habria una descomposicién H*(X) = @?ZO H(X) con los H'(X) siendo
A-médulos (para algun anillo A adecuado) de rango finito b; = deg P;

Lo que en ese entonces era una analogia de las propiedades de las funciones zeta de
variedades con las propiedades de las teorias de cohomologia topoldgicas se fundamentaban
en una analogia principal: la férmula de punto fijo de Lefschetz.

En efecto, si el resultado del teorema de Lefschetz:

2n

#{w e X f(a) =a} =) (~1)'Tr(f", H'(X))

1=0

sigue siendo valido para endomorfismos f de variedades abstractas proyectivas y suaves
que tengan cruzamiento transversal con la identidad (i.e.: d1 — df inyectiva en T, (X) para
todo z € X) entonces podemos considerar los puntos de X sobre Fyr como los puntos fijos
del morfismo de Frobenius sobre X iterado r veces:

Para cualquier inclusion X — P™ el morfismo de Frobenius tiene la expresién

Fr((zo::xy)) = (xd - 22)
por lo que los puntos de X sobre F, son aquellos x = (zg : --- : z,,) tales que ;1:? =x; ,
i=0,...,n,o0seaaquellos para los cuales F'r(x) = x. Entonces tendriamos otra expresién

de la funcién zeta:
-

2n
Zx(t) = exp(d %t’") =exp() > (-1)'Tr(Fr™, H'(X))-)
r r 1=0

r

Si invertimos el orden de las sumatorias en el segundo término de la igualdad nos queda

2n . |
Zxc(t) = [(exp Yo Tr(Per, 1 () )

- T
1=0 r

Lo que nos da la primer conjetura si ademés usamos el siguiente resultado de algebra lineal
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Lema 1.0.1. Sea ¢ un endormorfismo de un espacio vectorial V de dimension finita,
entonces tenemos la siguiente igualdad de series formales:

exp(3 Tr(ng)%) — det(1 — o)

Demostracion. [8, Apéndice C, Lema 4.1, pagina 455] O

Entonces la sola existencia de la férmula de trazas de Lefschetz nos da, a través de un
poco de algebra lineal que

_ Pt)Ps(t) ... Popa(t)
Zx(t) = ]lgo(t);32(t) .. .;2n2t>

Donde P;(t) es el polinomio caracteristico de Fr¥ restringido a H !(X). En particular, el
grado de P; es el i-ésimo nimero de Betti b; = dim H*(X).

Otra de las propiedades que tienen las teorias de cohomologia para variedades regulares
(o suaves) y proyectivas es la dualidad de Poincaré que se puede escribir de la siguiente
manera:

la multiplicacién entre los grupos H'(X,C ) x H*""%(X,C ) - H*(X,C )= C

hace de H'(X,C ) el dual de H**~(X,C ).

Weil observé que, si se tuviera un resultado similar para una teoria de cohomologia para
variedades sobre F,, esto explicaria las ecuaciones funcionales de las funciones zeta de
estas variedades por lo siguiente:

Lema 1.0.2. ([8, Apéndice C, lema 4.3]) SiV y W son espacios vectoriales de dimension
finita, duales uno del otro de dimension r. Y sean ¢ € End(V') , ¢ € EndW) y A € K
tales que

(Pv, Ypw) = Mo, w)
Para todo v € V, w € W entonces se tiene que
(=1)"A"t"
det (e, V)

¢

det(1 — ot W) = 7

det(1 — —,V)

En particular det(¢)) = X"/ det(¢)

Demostracion. Los dos términos de la ecuacién son multiplicativos en sucesiones exactas
cortas asi que podriamos probarlo por induccién en la dimensién r si uno toma un subes-
pacio ¢-invariante (se puede suponer sin pérdida de generalidad que K es algebraicamente
cerrado y tomar un autoespacio) y demuestra que el dual de ese subespacio es 1-invariante,
lo que sale de la condicién en (¢v, Ypw) O

Por eso seria deseable que haya un isomorfimo entre H?"(X) y el cuerpo de coeficientes
de los grupos de cohomologia que hiciera a H*(X) el dual de H*"~*(X) a través de la mul-
tiplicacién. Asi aplicamos el lema anterior a la dualidad de Poincaré y a los endomorfismos
¢ =Fri|H(X) y o = Fri|H*"(X). Tenemos que observar que (por definicién) le pe-
dimos a Fr% que sea un morfismo de anillos y que f*|H 2n(X) acttie como multiplicacién
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por deg f para todo morfismo finito f. En particular tenemos que, en este caso podemos
reemplazar A = ¢" y entonces el lema y lo que vimos anteriormente nos dice que
nbitb,- 1

Pyi = (~1) Lo P
? D" Set(mr )

y ademds
. nb;
det(Fr, H*%) = q

= — 1.0.1
det(Frk, HY) (10.1)

En Particular, al actuar F'ry sobre H?" como multiplicacién por ¢” tenemos que, si pedi-
mos que by, = 1 entonces:

PQn:(l—qnt> y P():(l—t)

Por lo que tenemos la siguiente ecuacién funcional:

2(0) = (-l =002 T der(Pr, BV

Usando para despejar la productoria de la derecha y notando x = >_((—1)%;) (que
es la notacién usual para la caracteristica de Euler-Poincaré) nos queda:

1
Z(t) = ((—1)(q”/2)t)XZ(%) (1.0.2)
Aparte de las conjeturas inspiradas en las teorias de cohomologia Weil propuso una
conjetura que estd mas relacionada con el cardcter cuantitativo de los puntos racionales
de una variedad:
La conjetura dice que uno puede escribir, para X proyectiva y suave sobre [,

Zut) — D) Qo ()
Qo (t)QZ (t) .. Qap (t)
donde los polinomios (); tienen coeficientes enteros, y si QQ; = H?i: L (1= a;t) entonces vale

b
J

que |a;;| = ¢"/? en particular esto da una descomposicién N, = E?go(—l)i >
|30 al] < bin/gr.

Esta conjetura se conoce como la hipdtesis de Riemann para variedades o la hipdtesis de
Riemann-Weil, el nombre se debe a que, si las raices 1/a;; de los polinomios @; tienen
médulo ¢=/2, como Cx(s) = Zx(q*), entonces los polos de (x(s) se encuentran en las
rectas R(s) = 1,...,d y los ceros en R(s) =1/2,3/2,...,d — 1/2 donde d = dim X

Observacion 1.0.3. Es importante aclarar que a priori los polinomios @); y los polinomios
P; que vinimos manejando anteriormente no son los mismos, ya que la definicién de los
(Q; es intrinseca a la funcién zeta de la variedad, mientras que la de los P; depende de la
teoria de cohomologia H*(X) que uno haya elegido.

Si bien los P; demuestran la racionalidad y la ecuacién funcional de Zx podrian haber
factores que se cancelen para hacer que

Q1(H)Qs(t) .. Qon1(t) _ PL(t)Ps(t) ... Poy1(t)

Qo(t)Q2(t) ... Qan(t) Py(t)Pa(t) ... Pay(t)

% T
Ly aj; con
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siendo, no obstante, distintos los P; de los Q);.

Esta posibilidad suena, sin embargo, artificial. O por lo menos le soné artificial a Grothen-
dieck quien vio en la formulacién cohomolégica de las conjeturas de Weil el indicio de que
existen propiedades que son inherentemente cohomolégicas mas alla del funtor particular
de cohomologia que uno esté usando.

Por ejemplo, si los polinomios P; fueran iguales a los Q); (en particular no dependerian
de la cohomologia), uno tendria una definicién intrinseca de nimeros de Betti (= deg Q;)
(cosa que suena muy sensata). Por otra parte sabiendo la relacién entre Zx(t) y los P;(t)
se ve que la caracteristica de Euler-Poincaré x x es inherente a X ya que ), deg P; sélo
depende de Zx.

La creencia de Grothendieck (que hoy es la creencia de muchos matematicos) era que estas
propiedades intrinsecas se deben a la existencia de una teoria de cohomologia universal (el
significado de la frase teoria de cohomologia universal va a ir haciéndose maés preciso a lo
largo de la tesina).

Motivos fue el nombre que Grothendieck les dio a estos anillos de cohomologia universal.
La categoria de Motivos que definimos acé es (conjeturalmente) la que corresponde al caso
de variedades proyectivas no singulares definidas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.
Sobre esta categoria estaban trabajando en el THES en 1966/1967 mientras se dictaba el
SGAG[SGAG| al cual asistié Manin, quien fue el primero en definir (oficialmente) lo que
era un motivo en su paper de 1968 [12].
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2. Teorias de interseccion

A lo largo de la seccién anterior estuvimos hablando de teorias de cohomologia y de cémo
estas pueden dar luz a la cuestion del problema de las conjeturas de Weil. En general pro-
blemas de geometria enumerativa, consistentes en dar el niimero de entes geométricos que
cumplen ciertas condiciones, como por ejemplo jcudntas rectas en el espacio proyectivo
tridimensional intersecan 4 rectas dadas? o jcudntas cénicas hay tangentes a 5 cdnicas
dadas? En nuestro caso la pregunta: ;jcuantos puntos fijos tiene el endomorfismo de Fro-
benius de una variedad sobre F,? no es el cldsico problema de geometria enumerativa que
consideraban en el siglo XIX, pero tienen en comun el hecho de que son problemas donde
la respuesta que se busca no tiene en cuenta més que el valor cuantitativo sin considerar
para nada aspectos de ubicacién de las soluciones.

En estos problemas es natural considerar el aporte que puedan realizar distintas teorias

de interseccién, donde tipicamente se le asigna al grupo de ciclos de una variedad X (el
grupo abeliano libre generado por las subvariedades irreducibles de X) clases de equiva-
lencia que conserven el dato numérico de los problemas (principio de conservacion de las
soluciones). En estas clases de equivalencia la interseccion de subvariedades define natu-
ralmente un producto, haciendo del conjunto de clases de equivalencia un anillo.
Durante esta seccién vamos a hacer menos burda la definiciéon de teoria de interseccién,
viendo una descripcién axiomdtica a la manera de Grothendieck en [7] y vamos a ver al-
gunas propiedades importantes que se deducen de estos axiomas.
La existencia y buena definicién de tales teorias, sin embargo, es un tema demasiado ar-
duo para una seccién y la descripciéon de una sola de estas teorias podria ser tema para
una tesis de licenciatura por si sola (la de Ariel [I5], por ejemplo). Para una exposicién
detallada sobre teorias de interseccién referimos al gran libro de Fulton [5].

2.1. Axiomas y definiciones

Una teoria de interseccién consta entonces de los siguientes datos: Como punto de partida,
una subcategoria V de Vary estable por productos fibrados y que contenga la clase de
isomorfismo de X para todo X € V. Nosotros vamos a usar mayormente la categoria de
variedades proyectivas, lisas (i.e.:no singulares, suaves).

Ademads tenemos que fijar un anillo de coeficientes A para los anillos de interseccién, vamos
ausar Z o Q.

- Un funtor contravariante X + I(X) de V a la categoria de A-algebras conmutativas

- Un funtor covariante de la categoria V a la de A-mdédulos, donde V consta de los
objetos de V y tiene como flechas los morfismos propios entre dos objetos de V
(en nuestro caso todos los morfismos son propios porque nuestras variedades son
proyectivas)

- Una aumentacién de A-dlgebras e : I(X) — A para todo X € V irreducible

Como es estandar, la imagen de un morfismo f por el funtor contravariante vamos a
notarla f* y la imagen de f por el funtor covariante f
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Notacion 2.1.1. Con = x y vamos a querer decir pi(z)pi(y) € I(X xY) , es decir, la
imagen del elemento x ® y por el morfismo I(X) ® I(Y) — I(X x Y) que hace conmutar

las proyecciones:
I(X)—=I(X)I(Y)<=—I(Y)

!
!
I(X xY)
Estos datos tienen que cumplir ciertos axiomas, a saber:

Axioma 2.1.2. En el caso en que X = {z} es la variedad que consta de un punto, el
morfismo de aumentacién € : I({x}) — A es un isomorfismo

(Este axioma se usa para cerciorarse de que, efectivamente, el anillo A cumpla la funcién
de anillo de coeficientes de la teoria)

Axioma 2.1.3.
(f X 9)s(z x y) = fu(z) x g:(y) (2.1.1)

Algunas propiedades importantes pueden deducirse directamente de los axiomas y las
propiedades universales del producto tensorial de algebras, por ejemplo, una propiedad
andloga a[2.1.3]se deduce de la funtorialidad de las teorfas de interseccién:

Proposicién 2.1.4. (f x g)"(z x y) = f*(z) x ¢*(y)
Demostracion.
(f xg)"(zxy) = (f x 9)"(p1(@)p2(y)) = (f x 9)"(P1(x))(f x 9)"(p2(y)) =  (2.1.2)

= (profxg)(@)(p2ofxg)(y) = (fom) ()(gom)(y) (2.1.3)
=m ([ (@) (97 (y) = f(x) x g7 (y)  (2.1.4)

O]

En particular esto implica que, identificando X x {y} con X se tiene
1{y} XTr=xX 1{y}:$

en I(X).

Otra propiedad importante que resulta de la propiedad universal del producto tensorial
relaciona la multiplicaién de la teoria de intersecciéon dada con el morfismo diagonal A :
X — X x X, ya que, para z,y € I(X)

Af(z xy) = A%(p1(2)pa(y)) = (1o A)*(2)(p2 0 A)"(y) = 2y
Los siguientes dos axiomas son fundamentales:

Axioma 2.1.5. (Reciprocidad de f*y fi) Si f: X — Y es un isomorfismo de variedades
entonces se tiene que

Je= (f*)_l

En particular f, es, en ese caso, un morfismo de anillos
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Axioma 2.1.6. Si se tiene un producto fibrado:

Y’LY

Pl

X’4>f X

con f propio y g playo (flat ) entonces vale:

9" [ = Pud” (2.1.5)

De se desprende una proposicién que, de alguna manera, relaciona el funtor X +—
I(X) con propiedades de ciertas subvariedades de X: Si Y es una subvariedad de X tal
que la inclusién i : Y — X es propia, podemos considerar [Y] :=i,(1ly) € I(X) como “la
clase de Y en I(X)”

Proposicién 2.1.7. Sea f : X — Y un morfismo playo y sea Y' una subvariedad de Y
tal que la inclusion es un morfismo propio, entonces f*([Y']) = [f~1(Y")]

Demostracion. La demostracién de esta proposicion es aplicar el axioma al producto
fibrado:

O]

Vemos entonces que, aunque al principio puede parecer un enfoque demasiado abstrac-
to, esta axiomatica empieza a reflejar la situacion a la que queremos apuntar, en donde

FYD) =11

Axioma 2.1.8. (Férmula de proyeccién) Si f es un morfismo propio f : X — Y, =z €
I(X), ye€I(Y) entonces se tiene:

F(f*(w)z) = yfulx) (2.1.6)

Este axioma simplemente expresa que, dado f : X — Y de manera que f* da estructura
de I(Y)-algebra a I(X), f« es un morfismo de I(Y)-médulos.

Estos axiomas le dan forma general al funtor de interseccién, pero no son suficientes para
establecer el papel de los principales objetos geométricos en la teoria. Los axiomas de
exactitud y homotopia cumplen ese rol y vamos a utilizarlos mas adelante para calcular
anillos de intersecciéon de construcciones geométricas clasicas como fibrados vectoriales y
blow-ups.

A partir de ahora vamos tomar como categoria V a las variedades no singulares o, en
general, a cualquier subcategoria de Var que contenga a la recta afin A! y a todos los
abiertos Zariski de cualquier variedad X € V. En este contexto formulamos:
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Axioma 2.1.9. (Axioma de exactitud) Sea X € Vy Y € V una subvariedad cerrada de
X, U=X\Y,i:Y - X yj:U — X las inmersiones. Entonces la sucesién:

-k

I(Y) 25 I(X) 25 I(U) — 0
es exacta

Axioma 2.1.10. (Axioma de homotopia) Sea X € V, entonces la aplicacién x +— = X 1,1
que va de I(X) a I(X x Al) es un isomorfismo.

Ahora vamos a aplicar estos axiomas, siguiendo los pasos de [7], para estudiar la estruc-
tura de ciertos productos.

Proposicion 2.1.11. Sea X € V y U una variedad isomorfa a un abierto afin. El mor-
fismo x +— x x 1y de I(X) en I(X x U) es suryectivo.

Demostracion. Sea j: U — A" la inclusién y p1 : X x A" — X la proyeccién en la primer
coordenada, entonces la funcién x — x x 1y corresponde a la composicién j, o p], como j*
es suryectivo por basta ver que pJ lo es. Esto se puede ver por induccién ya que el caso
n = 1 es el axioma de homotopia para n > 1 usamos X x A" = X x Al x A»~1 [

A partir de esta proposiciéon vamos a poder calcular generadores de los grupos de inter-
seccion (los I(X) vistos como A-médulos) usando estratificaciones y descomposiciones de
una variedad X como unién de variedades méas sencillas.

Proposicién 2.1.12. Sea X € V y (X;)o<i<n una sucesion creciente de subvariedades
cerradas de X que pertenezcan a 'V, con X, = X (lo que a veces se denomina una estra-
tificacion de X ) . Denotamos u; : X; — X yv; : (X;\X;—1) — X; las inclusiones cerradas
y abiertas respectivamente. Supongamos que tenemos subconjuntos S; C I(X;) tales que
v} (S;) generan I1(X;\X,;—1) como A-mddulo. Entonces

S = Juin(Si) C I(X)
genera I(X) como A-mddulo.

Demostracion. Vamos a verlo por induccion en n, el nimero de estratos.

Si n = 0 no hay nada que probar. Supongamos que n > 0 y que la proposicién vale
para valores menores que n. Sea para 0 < i < n — 1, u} : X; — X, las inclusiones, y
S" = Jul,(S;). Por induccién S’ genera I(X,,_1). Ahora aplicamos el axioma de exactitud
2.1.9 a la sucesién:

I(Xpo1) "7 1(X) 25 [(X\Xp1) — 0

Como v} (Sy,) genera I(X,\X,—1) entonces S = (up—1)«(S") U S, genera I(X) como A-
médulo. O

Ahora podemos aplicar las proposiciones anteriores al caso mas sencillo de estratificacion
y descomposicién: el espacio proyectivo:
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Corolario 2.1.13. Sea X € V, y (H")o<i<n una sucesion decreciente de subespacios
lineales de P" donde dim H' = n — i. Entonces todo elemento de I(X x P") es suma de
elementos de la forma x x [HY] con x € I(X) y, como antes, notamos [H'] = w;.(15:)
donde w; : H" — P" es la inmersion

Demostracion. Se tiene que
T X [HZ] = ldX*(:L') X ’U}i*(lHi) = idX* X wi*(:c X lHi)

Sea S; C I(X x H" %) el conjunto formado por elementos del tipo x x 1n—i. Quere-
mos probar que S = |Jidxs X w;x(S;) genera I(X x P™). Para eso tenemos que verifi-
car que v}(S;) genera I(X x H" "\H"~(=1). Como las variedades H" "\ H"~(~1) son
espacios afines, I(X x H* \H" (~1) = [(X) y los v}(S;) son todos los elementos de
I(X x H*="\ H*~(=1)) de la forma z x 1ggn—i\ gn—G-1)- Por lo que, aplicando la proposicién
anterior se deduce el corolario. O

Observacion 2.1.14. La notacién de los H? en forma decreciente es sugestiva de la situacion
en donde los anillos de interseccién I(P") son los clasicos grupos de ciclos médulo una
equivalencia adecuada (vamos a hablar al respecto a continuacién). En tales casos la clase
[H] de un hiperplano cumple que, para el producto en I(X), se tiene [H}/ = [P;] donde
Pj es una variedad lineal de codimensién j (la codimensiéon de una subvariedad Y de X
es=dim X — dimY’). En particular todas las variedades lineales de la misma dimensién
estan en la misma clase de equivalencia.

Corolario 2.1.15. El anillo de interseccion de I(P™) es, como A-mddulo, isomorfo a
Alx]/(z™1). Si ademds se cumple que para la clase de un hiperplano [H| se tiene [H)/ =
[Pj], donde P; es una variedad lineal de codimension j, entonces el isomorfismo entre
I(P") y Alx]/(z™Y) es un isomorfismo de anillos

Demostracién. Por induccién, usando que la inmersién de un P*~! como hiperplano de
P™ induce una sucesién exacta:

(P 25 I(P™) — I(A™) — 0 (2.1.7)
Para el caso n = 1 la sucesién exacta es:
I({z}) = I(PY) — I(AY) — 0

Donde I({z}) = A por y, por el axioma de homotopia [2.1.10| [ (A™) = A.
El segundo morfismo se escinde por tratarse de A-médulos, s6lo habria que ver que i, tiene

nucleo trivial, lo que es cierto porque se puede factorizar idy,}, = p« o ix donde p es la
proyeccién de P a un punto.
Procediendo con la induccién, si n > 1 se tiene la sucesion exacta:

Afz]/ (") 2 1Py 25 A 0

El segundo morfismo se escinde, como antes por tratarse I(P") de un A-médulo y j* de
un morfismo de A-algebras. El morfismo i, tiene nicleo trivial por poder factorizarse la

~

identidad de P"~! por una inmersién y una proyeccién desde P". Asi vemos que I(P") =
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Alx]/(z™"1). Ademas, en el proceso de la demostracién se puede ver que la descomposiciéon
de I(P™) es de la forma:

AD il*(lpn—l) b ’ig*(lpn—Q) b---P ’Ln*(l{m})

Donde las i; son inclusiones de variedades lineales. Por lo que, si se da la condiciéon sobre
el producto de [H], el isomorfismo también preserva productos. O

Observacion 2.1.16. De una manera completamente andloga se demuestra la afirmacion
mas general:

I(X x P") = I(X)[T]/(T"+Y)

salvo que esta vez el segundo morfismo de la sucesién exacta que corresponde a se
escinde por lo siguiente:

Sea el morfismo j* la inclusién abierta j : A™ — P™. Esa inclusion encaja en el producto
fibrado:

XHwaA”

-

X’*]?XXJP’"

En donde f(z) = (z,y,) con y, = j(y) para algin y € A™. Tenemos que f es una inclusién
cerrada, asi que es propio, y que j es una inclusién abierta, asi que es playo. Luego, por
el axioma [2.1.6] tenemos que

J*f* = 14 (2-1-8)

. En la demostracién usamos el isomorfismo que existe entre I(X) y I(X x A") este
isomorfismo estd dado por pi., con p; la proyeccion X x A™ — X. Entonces lo que
queremos ver es que el morfismo p1,j* se escinde. Entonces usamos y tenemos:

P1xd e = Prathe = (P10 Y)s = idy

La razén por la cual presentamos este enfoque axiomético de teorias de interseccién es
que en adelante vamos a usar varias teorias de interseccién distintas para aprovechar la
informacién que cada una de ellas pueda brindarnos. Asi es més préctico dejar asentadas
primero las propiedades comunes a todas y después explicitar propiedades mas particulares
de cada una de las teorias en particular.

Ejemplos 2.1.17. Entre las teorias de Interseccién mas importantes estan:

» El anillo de ciclos médulo equivalencia racional A*(X) de una variedad regular, o
anillo de Chow de X. En donde una subvariedad Z de X es equivalente a otra
Y si (y sélo si) existe un morfismo f : X — P! tal que f~1({(0 : 1)}) = Z y
a0 =Yy

= El anillo de ciclos médulo equivalencia algebraica. En donde una subvariedad Z de X

es equivalente a otra Y si (y sélo si) existe otra variedad S, un morfismo f: X — S
y puntos s,s' € S tales que f~1({s})=Zy f1({s}) =Y.



Quallbrunn, Federico 19

Definicion 2.1.18. Para un ciclo Z en X que consta de una combinacién lineal de puntos
(es decir Z =) a;[z;] con z; € X)) se define su grado como:

/Z:ZaiGZ

A partir de esta definicién podemos dar otro ejemplo:

Ejemplo 2.1.19. El anillo de ciclos médulo equivalencia numérica N*(X). Donde Z es
equivalente a Y sidim Z = dim Y y , para todo ciclo W de codimensién codim(W) = dim Z
se tiene que [Z-W = [Y - W en A*(X). Constituye un ejemplo de teoria de interseccién

Observacion 2.1.20. Estos ejemplos se pueden entender de la siguiente manera:

Dadas dos subvariedades Z e Y de X, se dice que se intersecan propiamente si codim(W;) =
codimZ + codimY para toda componente irreducible W; de Z NY. En ese caso se pue-
de definir la multiplicidad de interseccién i(Z,Y, Wi; X) de las componentes W; (ver [8]
capitulo I, seccién 7)) y la férmula

Z-Y =Y i(Z,Y, W X)W,
l

define un producto conmutativo y asociativo siempre y cuando las intersecciones sean pro-
pias. Pero claro, este producto no estd definido para todo par de subvariedades Y, Z por
ejemplo, no se puede definir asi el cuadrado de un ciclo Y - Y.

Por eso se dice que una relacién de equivalencia de ciclos es adecuada si, dados Y, Z C X
existe un ciclo W equivalente a Z tal que Y y W se intersequen propiamente, y si, cada
vez que Y ~ W y tanto Z - Y como Z - W estdn definidas Z-Y ~ Z - W.

Las equivalencias adecuadas definen teorias de interseccién si se toma para un morfismo
f:X — Saf*Y) como la clase de equivalencia de f~1(Y) y como f.(V) como la clase
ded- f(V)donde d = [K(V): K(f(V))] si dimV =dim f(V) y 0 si no.

En particular, en los anillos I(X) que vienen de equivalencias adecuadas, la codimensién
da a I(X) estructura de anillo graduado.

Los ejemplos vistos son teorias de interseccién que vienen de equivalencias adecuadas.
Puede demostrarse que la equivalencia racional es mas fina que la equivalencia algebraica
que a su vez es mas fina que la equivalencia numérica. Més aun, vale que la equivalencia
racional es la méas fina de las equivalencias adecuadas y que la equivalencia numérica es la
menos fina de las equivalencias adecuadas no triviales.

En adelante vamos a usar mas que nada el anillo de Chow A*(X) y el de equivalencia
numérica N*(X). El primero, por tener varias propiedades importantes, entre ellas el
hecho de que el grupo A' es, para las variedades regulares, naturalmente isomorfo al grupo
Pic(X) de clases de isomorfismos de fibrados inversibles (i.e.:line bundles). El segundo, por
ser el que naturalmente nos interesa, ya que, si queremos saber propiedades enumerativas
de las variedades sobre cuerpos finitos, es natural estudiar las subvariedades sélo por la
cantidad de puntos que tengan y cémo estas cantidades interactian con las propiedades
geométricas de la variedad; esto es lo que nos permite el anillo N*(X).
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2.2. Cohomologias de Weil

A lo largo de la seccion [I] vimos la estrecha relacién que guardan las propiedades enu-
merativas de las variedades sobre cuerpos finitos y la (posible) existencia de una teoria de
cohomologia cumpliendo el teorema de las trazas de Lefschetz.

En esta seccién vamos a ver (guidndonos por [9]) exactamente qué queremos decir con
“teoria de cohomologia” y vamos a dar los axiomas de una cohomologia de Weil y ver
cémo estos implican el teorema de las trazas de Lefschetz.

Por empezar, podemos decir que el objetivo primigenio de una cohomologia de Weil es
el de contar puntos, quiero decir que es la idea que dio inicio al concepto, no que contar
puntos sea la Unica gracia que tenga esta teoria tan extensa. Si lo minimo que tenemos
que hacer es contar, el anillo de coeficientes con el cual tenemos que trabajar tiene que
ser de caracteristica cero. Esta restriccion marca desde el vamos una diferenciacién entre
la cohomologia de haces y cualquier cohomologia de Weil, ya que en la primera los grupos
de cohomologia H*(X, F) tienen estructura de k-médulos donde k es el cuerpo de base de
X.

Por otra parte, para que la formula de las trazas tenga sentido, necesitamos dar sentido
al término tr(f*, H*) por lo que el dato a pedir puede reducirse a lo siguiente:

Definicién 2.2.1. (Cohomologia de Weil) Dado un cuerpo de caracteristica cero K, una
cohomologia de Weil consiste en un funtor contravariante X — H*(X) de la categoria
de variedades regulares proyectivas a la de K-dlgebras graduadas anticonmutativasﬂ de
dimensidn finita que satisfaga los siguentes axiomas:

Axioma 2.2.2. (Dualidad de Poincaré) Sea n = dim X entonces:

» Los grupos H(X) son cero si i ¢ {0,...,2n}.

~

» Se tiene un isomorfismo de orientacion H>"(X) = K

= La multiplicacién ' '
H{(X)x H" {(X) » H" >~ K

hace que los espacios H*(X) y H?"(X) duales uno del otro
Sea f: X — Y un morfismoy f*=H*(f): H*(Y) — H*(X). Entonces podemos definir

f+« como la traspuesta de f*. Al ser f* un morfismo de anillos tenemos que se cumple la
férmula de proyeccion:

fe(f*(a) -b) = a- fu(b)

Axioma 2.2.3. (Férmula de Kiinneth) Sean p; : X XY — X yps : X xY — Y las
proyecciones, entonces el morfismo natural a ® b — pjapsb es un isomorfismo:

H(X)oxg H*(Y) 2 H* (X xY)

es un 4dlgebra graduada en donde, para dos elementos a y b homogéneos de grado a y 3 respectivamente,
se tiene que a-b = (—1)*’b - a
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Axioma 2.2.4. (Morfismo de ciclos) Sea CP(X) el grupo de ciclos de codimensién p.
Existe un morfismo de grupos

vx : CP(X) — H?(X)
que satisface:

funtorialidad. Si f: X — Y es un morfismo, entonces
v =vxf7, forx =y fs

multiplicatividad. El morfismo de ciclos respeta productos cartesianos:
Vxxy (Z x W) =vx(Z) @ vy (W)

no es trivial. Sea P una variedad consistente en un punto, entonces
vp:C*(P)=%Z— H*(P)=K
es la inclusiéon candnica

Definicién 2.2.5. Dos ciclos V' y W se dicen homoldgicamente equivalentes para el funtor
H* siyx (V) =vx (W)

Observacion 2.2.6. Puede probarse que la equivalencia homolégica de ciclos es una equi-
valencia adecuada (ver [9]) menos fina que la equivalencia algebraica.

Es claro que el morfismo de ciclos es lo que necesitamos para contar puntos mediante
el funtor H y no tener una teoria completamente vacia. Por otra parte si necesitamos
contar los puntos fijos de un endomorfismo f podemos tomar I'y C X x X, el gréfico
de f, y fijarnos cuantos puntos tiene en comun con A, el grafico de la identidad, o, en
otras palabras, calcular el grado del ciclo 0-dimensional dado por I'y - A. Gracias al tltimo
axioma, podemos hacer esto a través del funtor H*.

Correspondencias homolégicas Si X — H*(X) es una cohomologia de Weil podemos
escribir al dual de H'(X) como H;(X), que es canénicamente isomorfo a H?"~(X) por
dualidad de Poincaré, y escribir H,(X) por el dual de H* . Usando esta notacién tenemos
morfismos candnicos de K-espacios vectoriales que podemos expresar asi:

H* (X xY)= H"(X)® H*(Y) Por la férmula de Kiinneth
= H.(X)® H*(Y) Por dualidad de Poincaré
= homy (H*(X), H*(Y))

explicitamente, a un elemento de la forma u = a®b € H*(X xY) le corresponde la transfor-
macién lineal u* dada por ¢ +— (c-a)b donde { ) es cero en H'(X) parai < 2n = 2dim X
y es el morfismo de orientaciéon en H**(X).

Los elementos H*(X x Y') son denominados correspondencias homolégicas.

Por la forma de estos morfismos vemos que los elementos u € H?"t4(X x Y') corresponden
a morfismos homogéneos de grado d. Mds ain, como la férmula de Kiinneth implica que
pi(a) = a® 1y entonces p14(a®b) = a y el morfismo u* también puede ser descripto como
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¢ = pa«(pi(c) - u).

La descripcién de hompg (H*(X), H*(Y)) como elementos de H*(X x Y') nos da el marco
adecuado para formular y probar el teorema de las trazas, ya que nos va a permitir calcu-
lar el grado de interseccién entre morfismos en general, vengan o no de funciones entre Y’
y X. Pero para formular el teorema de Lefschetz necesitamos primero una proposicién mas:

Notemos que, en la ecuacion por la cual dedujimos que H*(X xY) = homg (H*(X), H*(Y))
podriamos haber razonado también que

H.(X)® H*(Y) 2 homg (H.(X), H.(Y))
Notacion 2.2.7. Para cada v € H,(X) ® H*(Y) notamos con v, el morfismo de
homp (H.(X), H.(Y)) que le corresponde
En este caso, siv = b®a € H}(X)@ H*(Y) y d € Hs(X) = H*»9(X) la transformacién
lineal v, viene dada por:
d— (b®a)® (d@1y) = pi(b)ps(a)pi (d)ps(ly) = (1) (b-d) @ a > (=1)*(b- d)a
Los morfismos u* y us se relacionan de la siguiente manera:

Proposicién 2.2.8. Sea u € H*(X xY) ytu € H*(Y x X) la imagen de u por 7* donde
T: X xY =Y x X es la trasposicion 7((z,y)) = (y,z). Entonces (*u), : H.(Y) — H.(X)
es la traspuesta de u* vista como transformacion lineal.

Demostracion. Primero observemos que, si pi, pe son las proyecciones de X x Y en X e
Y respectivamente y, q1, g2 son las proyecciones desde Y x X entonces vale:

™(a®b) = 77(pi(a)p;(b)) = T"pia - Tp3b =
(proT)*a- (p2o7*)b = giaqib = (—1)382deb) @ q ¢ H*(Y x X)

entonces, para a € H*(X), b € H?(X), d € Hs(Y) tenemos u,(d) = (—1)*%(=1)(b-d)a
donde (b-d) = 0 si § # 0. Entonces, para ¢ € H*(X):

fun(d)(e) = (1) (e - a)(b-d) = (u'c-d)

Luego la proposicién vale para elementos homogéneos de bi-grado («, 3) y, por linealidad
se extiende a todo H*(X xY') O

Ahora podemos enunciar y demostrar el caso general de la férmula de trazas:

Proposicién 2.2.9. (Férmula de las trazas de Lefschtez. Version general) Sean X e Y
variedades de dimension n y m respectivamente, y v € H*(X xY), w € H*(Y x X)
correspondencias de grados d y —d respectivamente. Denotemos con tri(¢) la traza de la
transformacion lineal ¢ : HY(X) — H*(X) Entonces vale:

2n

(v w) = (=1)tr;(w* o v”) (2.2.1)

=0
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Demostracion. Por linealidad, podemos probarlo sélo para elementos homogéneos v €
H (X))@ H(Y)ywe H*™J(Y)® H(X) donde j —i = d.

Vamos a calcular las trazas tr;(w* o v*) explicitamente. Para eso vamos a tomar una base
(ar)o<i<by, ; de H?"=" v su base dual (oq)o<i<by, ; C Hop—i = H(X) de manera que
(a; - ;) = 1. Asi podemos escribir v =) aq; @by w = > ¢ ® a; y entonces

(v- ) =Y (q@b)- (- T ()= (a-a) b a)
l l

Por otra parte calculamos

(w* o v*)(ar) = (=1)'w’(br) = (—1)iZ(bl £ €j)a;

Entonces, tri(w* o v*) = (=1)%(v - ‘w). Cuando consideramos correspondencias no ho-

mogéneas tenemos la férmula tr;(w* o v*) = >°.(—1)"(v -t w) O

Si bien esta no es exactamente la férmula de los puntos fijos de Lefschetz, vamos a ver
que podemos deducirla directamente de aca.

Observacion 2.2.10. Vamos a abusar notacién a lo bruto y escribir con la misma letra, A,
al morfismo diagonal z — (z,z) € X x X, a la subvariedad {(z,z) € X x X :x € X}y
a su ciclo en H"(X x X)

Proposicién 2.2.11. Sea A : X — X x X el morfismo diagonal, entonces la transfor-
macion lineal definida por la correspondencia A (1x) € H"(X x X) es la identidad.

Demostracion. Por la férmula de proyeccién:

P2 (Au(1x)b ® 1x) = 2 A (AT (b ® 1x)1x) = (P20 A)u(A*(b® 1x)) = b

Como 7o A = A vale ‘A, (1x) = Ai(1x), en particular la ecuacién se lee:

2n

(- A) = (=1)tri(u”)

i=0
Por ultimo la férmula de la seccién [1] va a deducirse de lo siguiente.

Proposicién 2.2.12. Sea f : Y — X un morfismo y u =€ H*(X xY) la clase de la
traspuesta del grdfico de f (i.e.: la clase del ciclo {(f(y),y) : y € Y} ). Entonces f* = u*:
H*(X) — H*(Y)

Para demostrarlo vamos a usar el siguiente

Lema 2.2.13. Dado un diagrama de correspondencias:

H*(X) -~ H*(Y)

e I

H* (W) —— H*(Z)

v

donde x € @, H*(X x W). Siv = (z ® y)*u, entonces v=youo 'z
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Demostracion. Podemos asumir, por linealidad, que u = a ® b. Entonces, si ¢ € H*(W)
tenemos:

v*(0) = (2 @y b)*e = (o~ a*a)y'h = y*({ 'a*c - a)b) = y* (u” ("))

O
Ahora demostramos la proposicion:
Demostracion. Sea A C X x X la variedad diagonal, por definicién
u=yxxy(f xidy)" (Ax) = f* @ idy(Ax)
entonces u* = f* por aplicacién del lema al diagrama
H*(Y) > H*(Y)
ek
H*(X) —= H*(Y)
u
O

En particular tenemos el siguiente

Corolario 2.2.14. (Férmula de las trazas de Lefschetz) Sea f : X — X un endomorfismo,
'y la traspuesta de su grdfico y A el ciclo de la diagonal, entonces:

2n
(Dp-A) = tri(f*)
=0

Observacion 2.2.15. Weil formul6 sus conjeturas en 1956 en su trabajo [19]. En ese paper la
formulacion de las conjeturas aparece sin hacer mencion alguna al enfoque cohomolégico.
Aparentemente Weil tenia, sin embargo, ese enfoque en mente desde aquel entonces pero
no lo hizo publico; tal vez por parecerle demasiado prematuro o por no condicionar la
resolucién de las conjeturas a las ideas que él tenia (de hecho la primera demostracién de
la racionalidad de la funcién zeta, por Dwork, se basa exclusivamente en andlisis p-adico y
no usa la formulacién cohomolégica para nada, se puede ver por ejemplo en el libro [10]).
Puede decirse entonces que la btisqueda de Cohomologias de Weil empezé alrededor de
1949. El primer escrito que contiene una explicacién cohomolégica de las conjeturas como
vimos acé es una carta de Serré. A mediados de la década del '50 Serré habia definido una
teorfa de cohomologias para variedades sobre cuerpos finitos (ver [8, Apéndice C, seccién
2]). A partir del afio 1958 el grupo de Serré y Grothendieck empieza a trabajar activamente
en las cohomologias [-adicas y cohomologia cristalina, culminando en el trabajo de 1974
[3] en el que Deligne demuestra la hip6tesis Riemann-Weil con la generalidad formulada
en [I] usando propiedades de las cohomologias [-adicas.
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Teoria universal de cohomologia . Lo que queda de esta seccién estd escrito a modo
ilustrativo sin pretender mayores presiciones o completitud en la exposicién.

Ya fueron mencionadas las cohomologias [-ddicas (son definidas como
lim Hg(X,Z/I"Z) @z, Q; donde Z/I"Z es el haz constante y el limite es sobre los gru-
pos de cohomologia etal) y la cohomologia cristalina (no tengo ni puta idea de cémo se
define) como ejemplos de cohomologias definidas para variedades sobre cuerpos finitos que
cumplen con los axiomas de cohomologia de Weil.

Sin embargo estas teorias adolecen de falta de cohesién. Por empezar, formalmente uno
tiene, para cada primo [ distinto de la caracteristica del cuerpo un funtor de cohomologia
distinto, aunque las propiedades son siempre las mismas para todo | # p = char(k). No
existe un enfoque unificado y universal. Ya mencionamos la idea de Grothendieck de que
un enfoque universal a la teoria de cohomologias de Weil existia. Con esto queria decir
mas o menos lo siguiente:

Para todo cuerpo k deberfa existir una categoria M(k) abeliana y semisimple, con un
producto conmutativo, unitario y exacto a derecha (que denotamos con ®) y munida de
un funtor contravariante

h:Vary — M(k)

que cumpla los axiomas de cohomolgia de Weil entendidos en el siguiente sentido:

Axioma 2.2.16. Isomorfismo de Kiinneth Para todos X, Y € Var; hay un isomorfismo
canénico h(X xY) = h(X) @ h(Y)

Axioma 2.2.17. Dualidad de Poincaré. Tiene que existir en M (k) un funtor de dualidad
Y : M(k) — M(k) que es una involucién y respeta productos tensoriales. Y para todo
X € Varg una descomposicién h(X) = @2dmXpr(X) tales que

Y(hT(X)) — h2dimX—r(X)
Ademss el funtor h tiene que cumplir con la siguiente propiedad universal:

Axioma 2.2.18. Para todo funtor de cohomologia de Weil H* tiene que existir un tinico
funtor ¥ que haga conmutar el diagrama siguiente:

H*
Vars ——=V

|

M(k)

Se le piden a M(k) otras propiedades, que se explican en [I]. Las que nombro acd son
simplemente para ilustrar el caracter universal que tiene que tener la categoria.
En definitiva se le pide al funtor h que resuma perfectamente todas las propiedades de
una Cohomologia de Weil.
De existir tal funtor, todas las propiedades categéricas (explicables en términos del funtor
H* y sus propiedades) de las cohomologias de Weil serian validas si y sélo si son validas en
M(k). Se podrian definir, por ejemplo, nimeros de Betti b; que no dependieran de la teoria
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en particular. Mas en general, se podrian definir invariantes cohomolégicos universales a
través de h.

La categoria M(k) fue denominada por Grothendieck la categoria de Motivos de varieda-
des sobre k, los funtores ¢ son cominmente llamados funtores de realizacion. El nombre
de la categoria proviene de un término de musicologia en donde cominmente se denomi-
na motivo a una linea melédica que, a lo largo de una composicién, es interpretada por
varios instrumentos distintos, en tonalidades o modos distintos. Asi, el motivo h(X) de
una variedad es un objeto “interpretado”por varias teorias de cohomologia diferentes, o
también, un motivo puede ser pensado como la esencia de un anillo H*(X) mas alld de
las particularidades de la definicién del funtor H*.

Como ya dijimos antes, en este trabajo va a ser definida una categoria que vamos a lla-
mar categoria de motivos. Conjeturalmente, esta categoria corresponderia a la categoria
de motivos de variedades algebraicas proyectivas y regulares sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado. Aunque se cree ampliamente que esta conjetura es cierta, no parece que se
esté muy cerca de demostrarla. En general se sabe mucho menos sobre la existencia de la
categoria de motivos para variedades no proyectivas o singulares.
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3. Puntos en curvas

En esta Seccion vamos a ver cémo podemos deducir la conjetura de Riemann-Weil en el
caso de que la variedad sea una curva. Para esto vamos a usar propieddades de las corres-
pondencias entre dos curvas C'y C’, es decir propiedades de los ciclos D € A(C x C").

Como ya vimos, el problema de la conjetura Riemann-Weil puede reducirse a un pro-
blema enumerativo de la cantidad de puntos en el ciclo I'g;, - A, donde I'p,, es el grafico
del morfismo de Frobenius de C' y A el gréafico de la identidad. Como estos dos son ciclos
sobre la superficie C' x C' vamos a usar principalmente el siguiente teorema:

Teorema 3.0.19. (Teorema del indice de Hodge) Sea X una superficie suave y H un
divisor amplio de X, supongamos que se tiene un divisor D € AY(X) tal que D # 0 y que
[ D-H =0 entonces [ D* <0

Demostracion. [8, pagina 364] O

Primero vamos a introducir, para una correspondencia T € A(C x C'/) ,T:CFC
entre dos curvas irreducibles, sus indices a(T") y b(T') definidos como los numeros tales
que b(T)[C] = p&C(T) v a(T)[C"] = p&< (T) o, lo que es lo mismo, b(T) = [T - (P x C")
para la clase de cualquier punto racional P.

Intuitivamente, el indice a(7T') es la cantidad de veces que la correspondencia T cubre a la
curva C'y b(T) la cantidad de veces que T cubre a C’. En el sentido en que, si T =T’y
donde f es un cubrimiento finito de grado d, entonces eligiendo un P € C’ genérico tene-
mos que a(T) = [T-(Cx P)=#{QeCtq: f1(Q)=P}=d

Se puede con81derar entonces a las correspondencias entre dos curvas, en cierto sentido,
como funciones multivaluadas en donde el indice a vendria a ser el grado y el indice b la
cantidad de valores que toma la funcion en cada punto.

A continuacién vamos a estimar qué perdemos cuando estudiamos los indices a y b de
una correspondencia en vez de la correspondencia misma.

Para eso tomamos un divisor candnico que tenga los mismos indices que la correspondencia
y vemos algunas propiedades de la diferencia:

Sea entonces T una correspondencia de tipo (a,b) T :C — C’ vista como un divisor en
CxC'yseanl=CxP ,m=PxC" € DiwC xC"). Tomemos D =T — bl —am y
H =1+ m. Ahora veamos cémo se relacionan los divisores D y H.

D-H=(T—-bl—am)(l+m)=T-1+T-m—>bl*>—=b(l-m)—a(m-1) —am? =
=T-14T-m-=>5b(-m)—a(m-1)(porque l2—pg,cl (P?) =0=m?)
entonces [D-H=a+b—a—b=0

Lema 3.0.20. H es un divisor amplio

Demostracion. Como consecuencia del teorema Riemann-Roch, la clase de cualquier punto
P € C es un divisor amplio para cualquier curva C (si g es el género de C, (29 + 1)P
es muy amplio). Luego existen muiltiplos de P y P’ que inducen fibrados lineales muy
amplios L y L' e inmersiones ¢y, y ¢ de las Curvas C, (' en espacios proyectivos P" y
P respectivamente. Consideremos el morfismo de Segre P x P — PN y la composicién

p=s0¢r X :CxC —PN
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Siendo ¢ una inmersién, define un fibrado lineal muy amplio M. Veamos que M esta
inducido por un Multiplo de H: si notamos con m; la proyeccién de P x P™ al i-ésimo

factor

M = ¢"(Opn (1)) = (pL X p1/)*s" Opn (1) =

= (o X )" (m70pn (1) ® 730pw (1)) =

= (1 x @r)" (71 0pn (1)) @ (o1 X 1) (730pw (1)) =

= (m opr X o) *Opn(1) @ (1 © gpL X SOL/)*OP”/(U =

= (o, 0P ) Opn (1) ® (i, 0 PG ) Opur (1) =

_ng* *O]pn( )®pg/0*(pzlopn( ) C*L®pCC*L/
Podemos suponer que L y L' estdn inducidos por mP y mP’ con un mismo nidmero
m >> 0, entonces M = pCC *L® pgc *L estd inducido por mH O

Luego podemos aplicar el teorema del indice de Hodge [3.0.19| que nos dice [ D? <0,
teniendo en cuenta que [[-m =1, que P=m?=0yqueT-l=a, T-m=0b

D?=T? - 2b(T -1) — 2a(T - m) + 2ba(l - m) =
= [T? — 2ba — 2ab + 2ba < 0 <>
> [T? < 2ab

La tltima inecuacién se conoce como desigualdad de Castelnuovo-Severi, gracias a la cual
sabemos que si consideramos la funcién

Q:7* =17, Q(m,n)=a(mT +nS)b(mT +nS) — ;/(mT+nS)2

resulta no negativa. De hecho () es una forma cuadratica, como los indices a,b y el grado
[ separan sumas y multiplicacién por escalares (a(nT + S) = na(T) + a(S)) podemos
directamente fijarnos en los coeficientes de Q:

Q(m,n) = a(mT + nS)b(mT + nS) — f(mT+nS)
= m?(a(T)b(T)) + mn(a(T)b(S) + b(T)a(S)) + n?(a(S)b(S)) — 2f m2T? + 2mn(T - S) + n?S? =
= m*(a(T)b(T) — 5 [ T?) + mn(a(T)b(S) + b(T ) (8) =T -8) +n*a(8)b(S) — 5 [ $?)

como () es una forma cuadratica no negativa, su discriminante es no positivo, por lo tanto
se tiene:

(a(T)H(S) + H(T)a(S) ~ [T+ 5 < 4(a(T)H(T) — 5 [T (a(S)H(S) — 5 [57)  (3.02)

En particular, si C = C" y S = A, tenemos a(A) = b(A) = 1 porque p&¢(A) = [C].
Luego la inecuacién se lee:

(a(T) + B(T) ~ [T A < 4a(TIW(T) — 5 [T~ [ A?)

Por el Teorema Riemann-Roch, [ A? = xc =2 —2g , donde g es el género de la curva C.
Por otra parte, si T es el grafico de un endomorfismo f: C — C

JT? = [T2 = [((f xidc)*(A))? =
—f fXZdC (A2>
= deg f [[A% = deg f (2 — 29)
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En particular, si C' es una curva definida sobre un cuerpo finito F, y consideramos f = Fr¢
el endomorfismo de Frobenius de la curva, para alguna inmersiéon de C' en un P”, si
z={(ap:...:a,) €C, Fro(z) = (a : ... : a}) por lo que Vz € C, D(Fr¢)(z) =0
y entonces FFTC v A se cruzan transversalmente. Luego f I Fro A es exactamente el
numero de puntos fijos de Frc que es, a su vez, el numero de puntos de C sobre F,, que
podemos estimar con las inecuaciones que calculamos previamente, teniendo en cuenta
que a(l'pre) =1, b(L'pre) = q y deg Fre = ¢

([Trre - A—q—1)?<4g(q—5[T%,.) &

< (JTrreA —q—1)* <4g(qg — 5deg Fro(2 — 29)) &

& ([TreA —q—1)?<4g*¢ &

S| [Tre-A —qg—1] <29\/q

Ahora veamos que esta ultima inecuacién implica la hip6tesis de Riemann.
Por empezar notemos a, = [T Fre, -A — g — 1. Por lo visto en la seccién |I| la funcién zeta
de una curva definida sobre [F, tiene la forma:

Pi(t)

2= 51 —qn)

con Pi(t) = [];_,(a; —t) por lo que

s

it
Zrzart’" = Z 1 flait

1=0

ahora bien, como |a,| < s4/q" entonces la serie de la derecha converge para [t| < 1/,/q,
en particular la funcién de la izquierda no tiene ningtin polo en esa regién de C , es decir
il < /g

Por otra parte la ecuacién funcional implica que si Z¢(t) se anula en t = a% entonces
también se anula en ¢ = % por lo que, si |o;| < /g para todo 0 < i < s, entonces
|ai| = 1/q. Lo que prueba la hipétesis de Riemann.
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4. Variedades Abelianas

Recordamos algunas definiciones:

Definicién 4.0.21. (Variedades Abelianas) Una variedad abeliana V' es una variedad
completa con estructura de grupo tal que las operaciones de producto m : V xV — V' y
de tomar inverso —id : V — V estan dadas por morfismos de variedades

Definicién 4.0.22. (Isogenias) Una isogenia es un morfismo de grado finito entre varie-
dades abelianas

La teoria de interseccién de las variedades abelianas estd particularmente bien entendida
por el hecho de que se tiene una manera canénica de deformar (o mejor dicho de mover)
los ciclos, esta es la traslacién de un ciclo por un elemento.

Por otra parte las variedades abelianas son importantes en teoria de interseccién porque,
como es usual en geometria algebraica, uno quisiera dar a los invariantes importantes de la
teoria la estructura de una variedad algebraica o estructuras lo méas parecidas posibles a la
de una variedad algebraica. A veces esto es posible, como es el caso de algunos espacios de
Moduli, otras veces hay que expandir la nocién de variedad algebraica y pasar a considerar
estructuras mas generales como esquemas o stacks.

Cuando uno, en vez de espacios de moduli, estd estudiando anillos de interseccién (en par-
ticular el anillo de Chow) es posible muchas veces parametrizar ciertos grupos de Chow
A™(X) por variedades abelianas, esto provee la informacién fundamental acerca dichos
grupos.

Sin embargo no siempre es posible dar estructura de variedad abeliana a estos grupos (ver
[17]). Por eso vale la pena preguntarse (asi como los esquemas o los stacks son generaliza-
ciones ttiles de las variedades algebraicas) cudl es la generalizacién correcta de la categoria
de Variedades Abelianas al caso de teoria de interseccién. Vamos a ver mas adelante hasta
qué punto podria considerarse que la categoria de Motivos es una buena generalizacién de
las Variedades Abelianas.

El principal objetivo de esta seccién (ademds de mostrar algunos hechos importantes
de la geometria de las variedades abelianas) es demostrar la hip6tesis de Riemann-Weil
para variedades abelianas. Para esto va a ser muy importante entender la estructura del
grupo de divisores modulo equivalencia racional de una variedad abeliana X, que notamos
Pic(X) . O al menos la estructura de algunos subgrupos importantes de Pic(X).

4.1. Divisores en variedades abelianas

Entonces tenemos que empezar por enunciar dos teoremas fundamentales acerca de fa-
milias de fibrados en rectas (line bundles) sobre variedades completas:

Teorema 4.1.1. (de semicontinuidad para familias de line bundles) Sea X una variedad
completa , Y un esquema cualquiera y L un fibrado en rectas sobre X x'Y . Eziste un
unico subesquema cerrado Y1 — Y tal que:

st L1 es la restriccion de L a X X Yi, existe un line bundle My sobre Y1 y un
isomorfismo ps My = Ly sobre X x Y;
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si f 1 Z — Y es un morfismo tal que existe un line bundle K sobre Z y un iso-
morfismo p5(K) = (1x x f)* sobre X x Z entonces f se puede factorizar como
Z —-Y =Y.

Demostracion. Ver [16, paginas 89-91] O

Observacion 4.1.2. La razén por la cual este teorema se llama de semicontinuidad para
FAMILIAS de line bundles es que, como es habitual en Geometria , uno puede considerar
un fibrado L definido sobre un producto X x Y como una familia de fibrados L, sobre X
parametrizados por los puntos de Y definidos por L, = L|xy(y,} (en realidad esto define
un fibrado sobre X ® k(y) que es isomorfo a X si, por ejemplo, tanto X como Y son
esquemas de tipo finito sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado e.g.: variedades).
Interpretandolo de esta manera lo que el teorema estd diciendo es que hay un sub-esquema
de Y maximal con la propiedad de que sus puntos parametrizan fibrados triviales sobre
X. M4s atn, si en el segundo item del enunciado reemplazamos Z por Spec(A), con A un
anillo cualquiera, el teorema nos dice que esta propiedad de Y] no depende del anillo de
definicién de los puntos de Y.

Tenemos también este teorema que es, en parte, una consecuencia no trivial del anterior:
Teorema 4.1.3. Sean X e Y wvariedades completas ,Z un esquema conexo y L un fibrado

en rectas (line bundle) sobre X XY X Z cuya restriccion a {xo} XY x Z, X x {yo} x Z
y X XY x {20} es trivial para ciertos xo € X, yo €Y y 2o € Z. Entonces L es trivial.

Demostracion. Ver [16, paginas 91-93] O

Estos teoremas van a permitirnos estudiar el comportamiento los fibrados en rectas sobre
variedades abelianas cuando los trasladamos por la suma de elementos. O, equivalente-
mente, estudiar como cambia la clase de equivalencia racional entre un divisor D de X y
su trasladado T D donde Ty (y) = y + x. Fijamos entonces esta notacién:

Notacion 4.1.4. Si X es una variedad abeliana y x € X notamos con T, al morfismo
X—-XtalqueT,(y)=y+z, VyeX

Tenemos, entonces este corolario de

Corolario 4.1.5. Sea X una variedad Y una variedad abeliana y f,g,h : X — Y morfis-
mos. Entonces para todo L € Pic(Y') se tiene:

(f+9+h)*'L2(f+9)'Le(f+h)'L@(g+h)'Le f L' ©g L '@h L

Demostracién. Sean p; : Y xY xY — Y las proyecciones a la i-ésima componente m;; =
pi+p;j y m = p1+p2+ps. Entonces (f +g+h)" = (f,g,h)"m* y (f +9)" = (f,9,h)"m],
donde (f,g,h) : X — Y x ¥ x Y es (f,9,h)(x) = (f(2), g(x), h(x)).

Luego para demostrar el teorema basta ver que si se considera el fibrado:

M=m"LemiL @misL ™ @miz L™ @ piL @ psL @ p3L

se tiene que M es trivial ya que seguiria que (f, g, h)*M es trivial, que es lo que queremos
probar. Sea entonces ¢ : Y xY — Y xY x Y el morfismo ¢(y,y’) = (0,y,3’), 0 el morfismo
constante 0, g; las proyecciones y n la suma, todos desde Y x Y a Y. Luego tenemos:

M =n"Lo¢g L' @G L' on' L' @0 Lo ¢ L ¢L
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Por lo tanto ¢*M es trivial, o sea M es trivial en {0} x Y x Y. Andlogamente M es trivial
enY x {0} xY yenY xY x {0}. Entonces, por el teorema, M es trivial. O

En particular, si consideramos endomorfismos de Y, con f y g tomando valores constantes
x ey, y con h como la identidad, tenemos que (f + h) = T, y similarmente (g + h) y
(f + g+ h) son traslaciones; mientras que, al ser constantes f* , g* y (f + ¢)* son triviales
como morfismos de anillos de Chow, por lo que el corolario toma esta forma mas sencilla:

Corolario 4.1.6. (Teorema del cuadrado) Para todos los fibrados en rectas L sobre una
variedad abeliana y todo x,y € X,

*
Tryy

Lo L' 2T L& T,;L

Por lo tanto podemos definir un homomorfismo de grupos ¢ : X — Pic(X) donde a
cada x € X le asignamos la clase de T)L ® L~!. Para cada L, el morfismo ¢ describe
céomo se transforma el fibrado L (o su correspondiente divisor de ceros y polos) al ser
trasladado por la accién de grupo de Y.
Los morfismos del tipo ¢, son centrales en el estudio de las propiedades de los divisores,
y, en una ultima instancia, permiten entender la estructura del anillo End(X) lo suficien-
temente bien como para demostrar la hipdtesis de Riemmann para variedades abelianas.
Va a ser importante entonces saber cémo es K (L) =p.s ker(¢r) ={r € X tq: TjL =L}

Proposicién 4.1.7. Si L es un line bundle, entonces K(L) ,es un conjunto cerrado con
la topologia Zariski. Y, si ademds L es amplio, entonces K(L) es un conjunto finito de
puntos.

Demostracion. ([16, pdg.:60]) Por el teorema de semicontinuidad aplicado a m*L®
psL =t sobre X x X (donde m : X x X — X es la suma y p la segunda proyeccién) se
tiene que el conjunto de los x € X tales que m*L®p3L~! es trivial cuando se lo restringe a
{z} x X es un cerrado Zariski. Pero m*L ®P§L_1|{x}xx ~ T*L® L', luego este conjunto
es K(L).

Si L es amplio, supongamos que K (L) no es finito, sea Y la componente conexa de K (L)
que contiene al 0, entonces Y es una variedad abeliana de dimensién dim > 1 y la restric-
ciéon Ly de L a Y es amplia en Y. Ademas T Ly = Ly para todo y € Y. Luego, como
T, Ly = Ly es (isomorfo a) la restriccién de M = m* Ly ®p’{L;1 ® ph ;,1 a{y} xY,y
My {0y es siempre trivial, entonces M es trivial sobre ¥ x Y. Haciendo pullback por el
morfismo Y — Y x Y que a cada y le asigna (y, —y), se tiene que Ly ® (—1y )Ly es trivial
en Y, como —1ly es un automorfismo de Y entonces (—1y )Ly es amplio, y por lo tanto
Ly ® (—1y )Ly es amplio y trivial, lo que es un absurdo si dimY > 1 O

Habiendo aclarado un poco la situacién acerca del nticleo de ¢ pasemos a ver qué pasa
con la imagen:
Por empezar observemos que si un fibrado M es de la forma 7L ® L~! entonces

om(y) =T, TiLOT L @M (4.1.1)
=T LT L' @TiL ' ®L (4.1.2)
T LOT, Lo L' 9T, L '@ Ti L' ® L= Ox (4.1.3)

Donde en el ultimo renglén usamos el teorema del cuadrado para expandir T, L.

Entonces sabemos que la imagen de ¢y, estd incluida en el siguiente subgrupo de Pic(X):



Quallbrunn, Federico 33

Definicién 4.1.8. Pic’(X) es el subgrupo de Pic(X) consistente en (la clase de isomor-
fismo de) los line bundles L tales que ¢, es idénticamente nulo.

El siguiente teorema que estd enunciado sin demostracién es fundamental en lo que sigue
yva que va a ser es el ingrediente esencial en la construccién del dual de una variedad
abeliana que va a ser explicada un poco mejor més adelante. Por ahora basta con saber:

Teorema 4.1.9. Sea L un line bundle amplio sobre una variedad abeliana X y M €
Pic®(X). Entonces para algin x € X,

M=T:Le L™}
es decir, el morfismo:pr, : X — Pic®(X) es suryectivo.

Demostracion. Ver [16, Cap. II, §8, p.:77] o también [I1} IV, §2, p.:99].

La demostracion de Mumford se basa en lo siguiente:

Dado que lo que uno quiere demostrar es que para algtin * € X, M~ ! @ T/ L ® L1 es
trivial. Entonces se considera el fibrado

K=m'LopiL'@pL ' @ psM~1

Definido sobre X x X. La razén para considerar K es que es la familia de fibrados de la
forma M~ ®@ T)L ® L™, es decir

Klppxx @M ' @Ti Lo L' Ve e X

El quid de la demostracién consiste en ver que esta familia tiene que incluir un line bundle
trivial. Mumford prueba esto con argumentos que relacionan la cohomologia de una familia
de haces con la cohomologia de cada una de las fibras de la familia.

Més precisamente, primero Mumford muestra que para todo M € Pic?(X) no trivial se
tiene que H*(X, L) = 0 para todo i (acd usamos L para denotar indistintamente el fibrado
en rectas y su haz localmente libre asociado).

Razonando por el absurdo uno supone que M ' @ T*L ® L~! es siempre no trivial, lo que
por lo anterior querria decir que las fibras de K por pi, es decir K \{x}x x, tienen grupos
de cohomologia de dimensién cero.

Es a partir de este punto que Mumford usa argumentos de continuidad de familias de haces
para demostrar que, entonces, K tiene que engendrar grupos de cohomologia triviales y
que esto a su vez implica que los grupo H'(X, K| x x{z}) son triviales. Pero K|x (0} = Ox
lo que daria la contradiccién que buscamos.

Observemos que si D es un divisor de X entonces T, D es numéricamente equivalente a
D ya que, si C es una curva que se interseca propiamente con D entonces T, C' se interseca
propiamente con 7, D y su interseccién es igual a T (D-C') que, por ser T, un isomorfismo,
tiene el mismo grado que D - C.

De esto se desprende que el teorema anterior implica que si D es un divisor tal que
Ox (D) € Pic’(X) entonces D es numéricamente equivalente a 0.

Notemos también que si TFL @ L™! es trivial para todo z entonces podemos conside-
rar, como en la demostracién de el fibrado M = m*Lx ® pTL)_(1 ® 1!)311)_(1 y notar que
tiene que ser trivial, con lo cual se tiene la siguiente
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Proposiciéon 4.1.10.
L e Pil®(X) & m*Ly = piLy @ psLx

Asimismo, st Z es un esquema cualquiera y f,g : Z — X podemos hacer pullback de L
por (f,g): Z — X x X y tenemos que (f +¢)*L = f*L+ g*L

Observacion 4.1.11. Lo que acabamos de ver puede expresarse de la siguiente manera:
Puede demostrarse (aunque no vamos a hacerlo ahora) que Pic’(X) es exactamente el
grupo de divisores numéricamente equivalente a cero, por lo que para todo Z € Var
podemos definir Pic’(Z) como el grupo de divisores numéricamente equivalente a cero y
vamos a tener que:

Cada variedad abeliana X define un funtor hom(—, X) : Var — Gr.

Existe también otro funtor Var — Gr dado por Z +— homg,.(Pic’(X), Pic%(Z)), que es la
composicion del funtor anterior con el que asigna f +— f*.

Por la proposicién anterior Pic® se caracteriza como el tinico subfuntor de Pic que hace
de la asignacién f — f* un morfismo de grupos para cada variedad abeliana X.

Ahora que entendemos cémo se relacionan (f + ¢)*L con f*L y ¢g*L en Pic® podemos
ver como es la relacién entre la suma de morfismos y la de divisores en el grupo cociente

NS(X) =pes Fids:

Proposicién 4.1.12. [11J[/IV, §1] Sean o, ...,aq : Y — X morfismos entre varidades
abelianas (que son morfismos de grupos) my,...,mq € Z, y sea L € NS(X) ® Q entonces

(mlal 4t mdad)*L = ® DL(Oéi,Oéj)@ 2
0=i,j=d

J

en NS(Y) ® Q. Donde Dy (a, 3) denota a (a+ B)*L @ o*L™t ® B*L~!

Demostracion. Consideremos primero L € Pic(X)®Q y notemos A = (mjai+- - -+mgay),
por ser A un morfismo de grupos tenemos que, para todo y € Y:

Por lo tanto tenemos que Ty \*(L) ® ML= )\*(T;\“(y)L ® LY.
Como T ;(y)L ® L™ € Pic’(X) podemos aplicar la proposicién anterior y desarrollar \ y
tenemos que
N (TyyL®L™) = ®(af(T;(y)L ® L~H)®m
(2
Ahora bien, T3 LoL™ 1= ¢ (A(y)), entonces por el teorema tenemos que T3\ L ®
L1'=® (Lo L® L™ 1@mj En definitiva tenemos la siguiente igualdad en Pic(Y):

TN XL = @ik 1) a1

Los mismos desarrollos que estamos haciendo para A\* podemos hacerlos para Dr (o, o)
y obtener asi:

T;DL(aia aj) ® DL(aia aj)_l = O‘;’k(Taj(y)L ® L_l) ® O‘;’(Tai(y)L ® L_l)
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Entonces si hacemos @ ;(Ty Dr(ai, ) @ Dr(a, aj)~H) ™™ obtenemos dos veces cada
término del lado derecho de .

Si notamos: (L) = @), ; DL(ozz-,ozj)@)# Por todo lo anterior tenemos que, para todo
L e Pic(X)®Q,ytodoyeY:

N(L) @ (L)~ = T; (A (L) @ n(L)™)

Por lo que \*(L) @ n(L)~! € Pic®(Y) ® Q es decir A*(L) =n(L) en NS(Y)®Q O
Observacion 4.1.13. Si en la ecuacién ponemos m; = -+ =mg =1y ag = =

ag = 1x obtenemos en particular que, en NS(X), (n-1x)*L = L&,
Por esto mismo, podemos ver que tensorizar NS(Y') con Q en la proposicion es innecesario,
ya que en el inico paso en el que usamos exponentes fraccionarios es porque llegamos a
que

()\*L)®2 — ® DL(aia aj)@mimj

0.

Pero podemos llegar a una férmula para Ty A\*(L) ® M L~! sin necesidad de elevar al
cuadrado.
Por empezar notemos que si ¢ # j no hay necesidad de dividir por 2 los exponentes m;m;
en la férmula de ya que de cualquier manera el término Dy («;, ) aparece dos
veces en la expresién (dado que Dr(a;, ;) es lo mismo que Dy (aj, oy)).
Lo tnico que resta verificar entonces es que podemos expresar D («,a) con exponentes
enteros:

Dr(a,0) = 20)* L@ a* L2 =(2-1y)'a* L@ o’ L2 =’ L? @ 'L 7% = o *
Con lo que la ecuacién de la prop [4.1.12 puede escribirse en N.S(Y') como:

d
(myoqg + -+ -+ mgag) L = ® Dy (ai, aj)®mimi ®a,§L2
0=iSj=d k=0

Sin necesidad de tensorizar por Q

Siendo que Pic’(X) consiste en divisores numéricamente equivalentes a 0, la ecuacién de
la proposicién también es véalida en el anillo de equivalencia numérica N*(X) (en
realidad es cierto que NS(X) = N!(X) pero no vamos a probarlo ahora). Usando esto
podemos tener una expresion del grado de la suma de morfismos que va a sernos til.

En efecto, si calculamos el pullback de un divisor D por la suma de morfismos aj ... ag
(aplicando y elevamos a la g donde g = dim X vamos a tener la siguiente expresién
en N*(X):

(micg + -+ +mgag)* (D) = (miay + -+ + mgag)*(DY) = deg(miaq + -+ - + mgaq) [ DI =
= polinomio homogéneo de grado 2g en los m;

este polinomio, que puede ser calculadd’| en términos de (o; + a;)*T — ofT — a;T va
a ser muy util para permitirnos estimar deg(lx — Fry) que es, en definitiva, lo que va

Znotar que la suma en «; + a; estd dada por la estructura de grupo de X mientras que los signos de
resta son restas de ciclos, es el mismo signo Dy, de @ escrito en notacién aditiva
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a permitirnos demostrar la hipdtesis de Riemann. El solo hecho de poder escribir una
expresion tan directa como deg(lx — Fry) es una de las razones por la cual el caso de
variedades abelianas es mas sencillo de demostrar que el caso general.
Aplicando entonces lo anterior a nly 4+« con o € End(X)tenemos que en este caso
nos dice:
(nlx +a)*(T) = n*T +nAr(a) + a*D

(donde Ar(a) = (a+ 1x)*(T) — o*T — T') Elevando esta expresién a la g tenemos una
expresién en N9(X) = Z:

deg(nly +«) [T9 = Canzg + 629_1712971 + - +c
siendo los ¢; expresiones en o*(T"), Ar(a) y T, en particular tenemos:

Cog=[T9, c2g1 =g [T " Ar(a), co=deg(a)[T?

Por lo tanto el grado de nlx + a puede ser visto como un polinomio en n, con coeficientes
en términos de un divisor T tal que 79 # 0 en N*(X).

Vamos a llamar al polinomio P(n) = deg(a — nlx) el polinomio caracteristico de oy al
coeficiente de grado 2¢g — 1 de P(n) vamos a llamarlo traza de «, tenemos para un divisor
T tal que [T9 # 0 la férmula:

tr(a) = % [T Ar(a) (4.1.5)
Las Raices wi,...,wyy de deg(ow — nlx), que vamos a llamar raices caracteristicas de o

también van a ser fundamentales en la demostracién de la hipétesis de Riemann. Como es
usual tenemos:

2g
dega = Hwi, tr(a) = 329 wi (4.1.6)
i=0

Miés en general podemos observar que si tensorizamos End(X) ® Q y también N*(X)® Q,
estamos en la situacion siguiente:

Proposicién 4.1.14. ([11, IV, §3, pdg.:113]) Sea R un dlgebra (central, unital) sobre los
racionales y una funcion 6(a) con valores en Q tal que

= §(af) = d(a)d(B)
= para cualesquiera my,...,mg € Q y dados ay,...,aq € R la funcion
d(miag + -+ mgag)
es un polinomio homogéneo de grado s en las m;

Entonces, para cualquier polinomio F(T') con coeficientes racionales, las raices caracteristi-
cas de F(a) son F(wi),...,F(ws) donde w; son las raices caracteristicas de o
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Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que F(T") es un polinomio méni-
co.
F(T)=T%+ag 1T 4+ +ag

Entonces existe un polinomio P(ay,...,aq—1) de grado s tal que §(F'(«)) = P(ag, .. .,a4-1).
Sea

Q(ao, ey ad_l) = HF(LUZ)
i=1

Entonces Q(ag, . ..,aq4—1) también es un polinomio de grado s con coeficientes racionales.
Supongamos que tenemos un polinomio G(7') de la forma:

d
G(T)=[[(T+zj) =T+ bar T "+ + by
j=1

donde los x; son niimeros racionales. Entonces

d

5(G(e) = [ 6(a+ )

J=1

Y, por la definicién del polinomio @ y de raices caracteristicas, tenemos

s d s
5(G(@) =[] TI6(wi +z)) = [[ Glws) = Qlbo, ..., ba—1)
=1

i=1j=1

Como, por otra parte, tenemos §(G(a)) = P(bg,...,bs—1) por definiciéon de P tenemos
que P(bg,...,bq—1) = Q(bo,...,bg—1) si sustituimos en el polinomio P(by,...,bq—1) —
Q(bg, . ..,bs_1) las expresiones en términos de los niimeros x; tenemos un polinomio que
se anula en todos los valores racionales de sus variables. Por lo tanto Q = P y la proposicién
sigue de esto. O

4.2. La variedad dual

La construcciéon de la variedad de Picard de una variedad algebraica X (es la variedad que
parametriza la clase de isomorfismos de line bundles sobre X) fue uno de los principales
alicientes de la reformulacién de la geometria algebraica en los términos que conocemos
hoy (fundamentados en dlgebra conumtativa més que en anédlisis o teoria de cuerpos).
En términos actuales, definimos el esquema Pic(X) de la siguiente manera:

Definicién 4.2.1. El esquema de Picard Pic(X) de una variedad X esta definido por la
existencia de un line bundle P denominado Fibrado de Poincaré definido sobre X x Pic(X)
con la siguiente propiedad universal:

Para todo esquema S y todo fibrado M sobre X x S existe un tnico morfismo f : S —

Pic(X) tal que M = (1x x f)*(P)
El esquema de Picard tiene una estructura natural de esquema en grupos abelianos (un

esquema S tal que el funtor de Yoneda hom(—, S) toma valores en la categoria Ab).

En el caso de variedades abelianas Pic(X) tiene un subesquema que es un subgrupo y
que parametriza los line bundles en Pic’(X), mas precisamente tenemos el siguiente:
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Teorema 4.2.2. [16, III, 14, pdg:125] Existe una variedad abeliana X y un line bundle
P sobre X x X con la siguiente propiedad universal:

Sea S un esquema cualquiera, y L un line bundle sobre S x X tal que L|SX{0} es trivial y
Lltsyxx € Pic®(X) para todo s € S.

Entonces existe un tnico morfismo ¢ : S — X tal que L = (¢ x 1x)*(P).

La demostracién de este teorema no vamos a verla pero podemos decir que se basa en
la posibilidad de tomar la variedad cociente X por el subgrupo finito K (H) donde H es
un line bundle amplio (recordar . La variedad X /K (H) va a hacer las veces de X.
Mientras que el fibrado de Poincaré P va a estar formado por el cociente del line bundle

m*H ® piH ' ® p3H ! sobre X x X por la accién de K(H) dada por la traslacién por
elementos de K(H) en la segunda coordenada.

La demostracién de que este par (X , P) cumple la propiedad universal se basa en el
hecho de que, por [4.1.1] existe, para cada S como en el teorema, un subesquema maximal
Is C S x X x X tal que la restriccién de M = pjs(P) @ pis(L)~" es trivial.

La importancia de en la demostracion si uno razona de la siguiente manera:
De existir una ¢ : S — X entonces el morfismo

©
p = (s,2) = (s,0(s), 7)
serfa una seccién de pi3: S x X x X — S x X vy, en la imagen de esa seccion:

p§3(P) = pf390*P§3(P) =
= pis(p2s 0 )" (P) = pig(¢ x 15)"(P) = pis(L)

Reciprocamente, si uno puede demostrar que existe una secciéon 1 : S — S x X x X de p;
esta va a tener que factorizarse por I's y ¢ va a estar dado por la composicion ¢ = p3o ;.
Por eso la demostracién consiste en probar que pi|rg es un isomorfismo entre I's y S.

Observacion 4.2.3. Por la propiedad universal vale _que tomar X define un funtor contra-
variante, es decir, para cada f: X — Y existe un f Y — X dado por aplicar el teorema
al line bundle (f x 1y)* Py definido sobre X x Y.

Ahora vamos a ver (sin demostracién) una definicién de X que es simétrica en el sentido
que el papel de X y el de X son intercambiables:

Proposicion 4.2.4. Sean X eY dos variedades abelianas y QQ un line bundle sobre X XY
tal que las restricciones de @ a {0} xY y a X x{0} son triviales. Entonces son equivalentes:

1. No hay ningin subesquema Z diferente a (0) tal que la restriccion de Q a Z XY sea
trivial

2. No hay ningin subesquema Z' diferente a (0) tal que la restriccion de Q a X x Z'
sea trivial

3. Yu(~1)idim HI(X x Y, Q) = x(Q) = +1

Cuando se cumplen estas condiciones, Y es candnicamente equivalente al dual de X, y X
es canonicamente equivalente al dual de Y.
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Demostracion. ([16, 13, pags.:131-132]) O

Corolario 4.2.5. (hipdtesis de reflexividad) Para cualquier variedad abeliana X, el ho-

momorfismo i : X — X definidido por el fibrado de Poincaré P en X X X (interpretado
como una familia de line bundle en X parametrizados por X ) es un isomorfismo.

Demostracion. El fibrado de Poincaré P cumple con la hipétesis del teorema y con la
condicién (2) N

Observacion 4.2.6. (Observacién histérica) Para una demostracién de la reflexividad de
las variedades abelianas ver [16], 13, pdgs.:131-132] es de notar que en [I1] no hay ninguna
referencia a este teorema y que destaca a las variedades que lo cumplen como variedades
abelianas reflexivas, lo que nos da el indicio que el teorema era una conjetura en la época
en que se escribié el libro de Lang (apenas 11 anos antes que el de Mumford).

Observacion 4.2.7. Ademés por cémo se construye la variedad dual X como cociente de X
por un grupo, sigue inmediatamente que X y X son iségenas ya que tenemos el morfismo
cociente 7 : X — X cuyo nucleo es K(H), que es finito para H amplio.

Estas observacién van a servirnos para demostrar el siguiente teorema:

Teorema 4.2.8. (Teorema de Reducibilidad completa de Poincaré) Sea X una variedad
abeliana y sea Y una subvariedad abeliana de X . Existe una subvariedad abeliana Z tal
que YN Z es finita y Z+Y = X, es decir, X es iségena a'Y X Z.

Demostracién. Sea i : Y — X la inclusién, y sea ¢ : X — Y su morfismo dual. Sea
L un line bundle amplio sobre X, de manera tal que ¢ : X — X es una isogenias.
Tomamos como Z a la componente conexa de 0 de qﬁzl(ker i). Entonces tenemos que
dim Z = dim(keri) > dim X — dimY = dim X — dim Y. Ademds, por definicién de ¢y y
de i, si z € Y, entonces:

z€ ¢t (kerd) NY <= T/L® L7y 2 Oy <= 2 € K(L|y)

Como L|y es amplio, K (L|y) y, por lo tanto YN Z es finito. Esto significa que el homomor-
fismo natural ZxY — X tiene nicleo finito, y como dim(Z xY') = dim Z4+dim Y > dim X,
también es suryectivo. O

El Teorema anterior es un tipico teorema de semisimplicidad, més atin, usando induccién
en la dimension se demuestra sin mayor esfuerzo:

Corolario 4.2.9. Toda variedad abeliana es iségena a un producto X1 x ---x X;'* donde
los X; no son isogenos entre si y el tipo de isogenias de los X; y los n; estdn univocamente
determinados.

Lo que vendria a querer decir que la categoria de Variedades Abelianas médulo isogenias
(donde tensorizamos hom(X,Y) ® Q ) es una variedad abeliana y semisimple.

Considerar la categoria de variedades abelianas médulo isogenias nos va a permitir dar
més estructura al anillo End(X).

Vamos a definir, sobre el anillo End(X) ® @ una involucién.
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Observacion 4.2.10. Por empezar notemos que para un line bundle amplio L se tiene
una isogenia ¢ : X — X, como K(L) es un grupo finito, podemos tomar el anulador
n = An(K(L)), como X = X/K(L) entonces
n veces
——

TLX =1X—|—"'+1X
se factoriza como nxy = g o ¢y, para algin g : X — X. Pero entonces ¢Log=ng ya que,
para todo z € X, z = ¢r(y) para algin y € Y, entonces

¢rog(x) = or(9(oL(y)) = ¢r(ny) = ndr(y) = nx

Por lo tanto, en la categoria de variedades abelianas mdédulo isogenias, existe una inversa
de ¢L-

Definicién 4.2.11. (Involucién de Rosati) Para una variedad abeliana X, L un divisor
amplio y a € Endg(X) = End(X) ® Q se define la involuciéon de Rosati respecto de L
como

o =¢;lodogy
Proposicion 4.2.12. Las siguientes son propiedades inmediatas de la involucion de Ro-
sati:
=o'+ =(a+p)
- (O[ﬂ)/ — ﬂ/a/
Y también wvale, por la hipdtesis de reﬂea:im'dad que (Z;L = ¢, Lo que implica que
(/) = «, por lo que el nombre involucidn estd bien puesto.

Al final de definimos el polinomio caracteristico de un endomorfismo a partir de la
féormula que se deduce de en términos de un divisor 7"y del signo Ar. En este caso
vamos a tomar como divisor 71" al divisor D correspondiente al line bundle L respecto
del cual tomamos la involucién. Esto nos va a permitir describir mejor la siguiente forma
bilineal:

(o, 8) = tr(a'f)

Teorema 4.2.13. Sean o, 3 € Endg(X), y H € N'(X) una clase que contenga un divisor
amplio.

Denotemos con o' la involucién de Rosati respecto de H. Entonces (a,3) = tr(d/3) es
una forma bilineal definida positiva, es decir (a,a) > 0 si v # 0 y se tiene:

r(e'8) = £ T An(e, )

Para demostrar este teorema vamos a necesitar el siguiente
Lema 4.2.14. Sean o, € End(X) y L un line bundle sobre X entonces tenemos que
ODy(a,0) = OLB + DoLa
O, lo que es equivalente, en NS(X) vale:
Dp(o'B) = Di(a, B)
donde Dr(v) = Dr(1x,7)
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Demostracion. Si calculamos ¢p, (a,)(v) = Ty (Dr(, 3)) ® Di(a, B)~1 tenemos, aplican-
do el teorema del cuadrado (4.1.6) como en la demostracién de [4.1.12 que nos da:

* ik * sk *7—1 *

que es, por definicién, a¢pr 3 + B¢La. Entonces si aplicamos esta igualdad a ¢p, (1.a/8)
vemos que nos da:

Dy (1x,0/8) = QOLB + Bora = Dy ()
Es decir que Dy (o/3) = Dr(a, ) en NS(X) O

Demostracion. (del teorema) Tenemos, por que

(08) = g [ H Ar(Lx, ')

Donde g = dim X.
Por el lema anterior podemos cambiar Ay (1x,’3) en la férmula por Ay («, 3).
Entonces la expresién para («, «) se vuelve:

fi[g ng_lAH(oz, a)

Como H es amplio, [ H9 > 0. Y, por lo que vimos al final de Ap(a,a) =2(a*H) que
tiene que ser la clase de un divisor efectivo por ser H amplio. Por lo tanto [ HI ' Ay (1x,a/3)
es el grado del divisor 2(a*H) en la inmersién definida por H.

Entonces (a, ) es producto de nimeros positivos y el teorema queda probado. O

Y ahora, la demostraciéon de un teorema que estadbamos esperando desde hace mucho:
Corolario 4.2.15. Sea V un divisor numéricamente equivalente a 0, entonces V € Pic®(X)

Demostracion. Si'V es numéricamente equivalente a 0, en particular A*(V) = 0 en N!(X).
Entonces Ay (a, 3) - Z = 0 para todo ciclo Z € A9~!. En particular Ay (a,3) - H9~! =0
para cualquier H amplio. Entonces

tr(¢y' aoyB) =0

Tomando o = 1x y B = (¢>I_{1¢V)’ tenemos que la traza puede ser 0 sélo si d)I_{lqbV =0
en Endg(X) como H es amplio y, por lo tanto, ¢y es una unidad en Endg(X) debemos
tener que ¢y = 0, es decir V € Pic%(X) O

Ahora podemos definir una norma ||a|| = \/(«, @) asociada a la forma cuadratica.

Para la identidad, tenemos que

x| = V(T Ix) = \Jir(t Ly) = Vir(lx) = V/2g

Ahora si, vamos, con todas estas herramientas, a estudiar el morfismo de Frobenius.
Para calcular ||Frx|| necesitamos saber cémo calcular Fr'y Fry.
Por empezar notemos que si X es una variedad proyectiva definida sobre F, (con esto
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queremos decir que las operaciones de suma e inverso también estdn definidas como mor-
fismos sobre ;) existe un line bundle L amplio definido sobre F,.
Entonces Frobenius actia sobre Ox por f — f4¢, por lo que Fr*L = L9y tenemos

Fry(Tp oL@ L) 2 TIFry Lo Fryl™ ' = (TiL® L")

El fibrado de la izquierda representa F'ry (¢r(Fr(u))) y el de la derecha a q - ¢1(u). Por
lo que tenemos la igualdad
Fr'yFrx =qlx

Por la cual ||Frx|| = v/29q y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

tr(Frx)| < [|Frx|l - [[1x]| = 29v/4
En el siguiente lema vamos a calcular deg Frx:

Lema 4.2.16. Sea k un cuerpo perfecto, K una extension separable de grado de trascen-
dencia g y q = char(k)". Entonces [K : K1) = ¢9.

Demostracion. ([I1, V, §3, p.: 137]) Sean 1, ..., x4, una base de trascendencia separable,
y sea Ko = k(x1,...,2,4), entonces [Ky : K{] = ¢9.

La extensién K? de K{ es separable pues lo es K/Kj. Luego Ky y K9 son linealmente
disjuntas sobre K{. Entonces K = KoK%y [K : K9] = [Ky : K{] = ¢4 O

En particular tenemos que el grado deg Frx = ¢? Por la proposicién [£.1.14] sabemos que

si w; son las raices caracteristicas de F'ry, entonces wj son las raices de F'r' y que:

tr(Fr) = S50, wf [ltr(Fry)l] < 290"/, deg Frx = [[72, wj = ¢f

La hipétesis de Riemann dice entonces que |w;j| = ,/q. Para ver esto vamos a usar este
lema sobre nimeros complejos:

Lema 4.2.17. Sean w1, ...,ws numeros complejos y z un numero real tales que
S
| Z wi| < sz"
j=1

para todo nimero n € N. Entonces |wj| < z

Demostracion. Agrupando juntos los w; que tengan el mismo valor absoluto vemos que
basta con probar el lema para cada uno de estos subconjuntos, supongamos entonces
que todos los w; tienen el mismo valor absoluto, es decir que tratamos con una suma
trigonométrica. Escribimos entonces w; = we'i | donde f; es un nimero real. Luego

s s
2 :wjn = w" § :ezé'jn
j=1 j=1

Entonces alcanza con probar que 25:1 e%i" se acerca arbitrariamente a s para infinitos
valores de n, o 1o que es 1o mismo, probar que el vector (nfy,...,nds) se acerca a (0, ...,0)
moédulo 27 para infinitos n € N.

En el toro R*/(27,...,2m) los vectores (nfy,...,nf,) representan infinitos puntos dife-
rentes por ser 7 trascendente. Luego sus diferencias van a ser arbitrariamente cercanas a

0 O
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. o ) ‘ 29 _ g
Como las raices caracteristicas de F'ry cumplen |w;| < /gy ademas [ ] j=1 = ¢Y, entonces
necesariamente se tiene:

wil = v
Escribiendo N, = deg(F'r —1x) = f{elementos racionales sobre F,r}, por[4.1.14] tenemos
que

29
Ny =]Jwj-1) = (4.2.1)
j=1
29
= Z Z (—1)%9~7 szz (agrupando a; =[] wy.) (4.2.2)
3=0 k1,....k; i
2n bj
=> (1> oy (4.2.3)
j=0 i=0

Donde |a;| = ¢/2. O sea que se cumple la hipétesis de Riemann-Weil.

Observacion 4.2.18. La demostracién que aparece aca sigue las lineas de Lang en [11]. Es
ligeramente més elemental que la que da Mumford en [I6] y por eso fue elegida.

Sin embargo es bastante mas oscura que la otra. Por empezar no se termina de entender el
papel clave que cumple la positividad de la forma bilineal definida a partir de la involucién
de Rosati. Por otra parte las definiciones de traza y norma son muy sugestivas pero no
queda claro hasta dénde llega analogia con las de extensiones de cuerpo.

La cuestién es que se puede probar que Endg(X) es un dlgebra de dimensién finita sobre
Q . La involucién de Rosati, entonces, hace de Endg(X) un élgebra de dimension finita
munida de una involucién positiva, lo que restringe grandemente las posibles estructuras
que pueda tener.

En particular si tomamos el dlgebra conmutativa Q [F'rx] va a resultar producto de cuer-
pos de numeros Ki X --- X K;. Ademads se puede probar que la involucién de Rosati deja
estable a los Kj;. Por lo que estos cuerpos con una involucién positiva son, o bien totalmente
reales con la identidad como composicién, o bien extensiones cuadraticas imaginarias con
la conjugacion como involucién. En todos estos casos las raices del polinomio caracteristico
de un elemento tienen todas la misma norma.

Por dltimo también se puede demostrar que lo que se definié acd como polinomio carac-
teristico, traza y norma corresponde exactamente a sus analogos en una extensién finita
de cuerpos.
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5. Correspondencias

En la seccién [2.2] vimos cémo, para una cohomologia de Weil, el K-espacio vectorial
H*(X xY) es can6énicamente isomorfo a homg (H*(X), H*(Y')). Este resultado es en rea-
lidad muy 1til, ya que permite controlar la informacién que se tiene de los morfismos entre
grupos de cohomologia mediante el conocimiento de otros grupos de cohomologia.

En general, para una teoria de intersecciéon cualquiera, se puede saber mucho acerca de
los anillos I(X) e I(Y) pero nada nos asegura que todos los morfismos de A-mdédulos
que existan entre I(X) e I(Y) tengan algin significado geométrico. Podriamos considerar
s6lo los morfismos de médulos del tipo f* o f, es decir, provenientes de morfismos de
variedades. Pero, como nos muestra el ejemplo de las cohomologias de Weil, de esa manera
estarfamos ignorando muchos morfismos validos, con significado geométrico interesante.
El grafico de un morfismo I'y es un caso muy particular de ciclo en X XY, por empezar es
siempre un ciclo que tiene la dimensién de X y donde la interseccion I'¢ - [x x Y] esta bien
definida para todo € X y es un ciclo de dimensién 0 y grado 1 (més especificamente el

ciclo [z x f(z)]).

Ejemplos 5.0.19. Dos ejemplos de ciclos homolégicos muy importantes que no son grafi-
cos de morfismos (por cuestiones de dimensién).

= En H*(P"xP") (P"= espacio dual de P") la clase de la correspondencia de incidencia
{(z,H) e P" xP": z € H}

= Sea X una variedad abeliana de dimension g. La clase del divisor P de ceros y polos
del fibrado de Poincaré [P] € H*¥2(X x X)

Vemos asi que, si bien considerar todos los morfismos de A-mddulos en homy (I(X), I(Y))

podria ser irrelevante, perderiamos informacion valiosa si sélo consideraramos morfismos
de la forma f* o f..

Dada una teorfa de interseccién X — I(X). Vamos a definir entonces una nueva categoria,
la categoria de correspondencias, donde los objetos son variedades proyectivas regulares
y los morfismos son elementos de I(X X Y'). Para eso vamos a definir primero una regla
de composicién y demostrar que cumple los axiomas de los morfismos en una categoria,
siguiendo [5, Capitulo 16]

Definicién 5.0.20. (Correspondencias) Como en el caso cohomolégico, dada I un funtor
de teoria de interseccién una (I-)correspondencia entre una variedad (proyectiva y regular)
X y una variedad Y es un elemento del anillo I(X x Y')

Notacion 5.0.21. Vamos a usar la notacién T' : X + Y para querer decir “ T es una
correspondencia entre X e Y”

A lo largo de esta seccién vamos a usar (y mucho) la convencién que usa Fulton para
escribir proyecciones:

Notacion 5.0.22. Para dos variedades X e Y cualesquiera vamos a notar p§y a la proyec-

cion (z,y) — . En general pﬁl)ﬁg va a ser la notacién para la proyeccion de X1 x---x X,
i1 i

enXilx---xXik
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Definicion 5.0.23. Sean X, Yy Z variedades proyectivas regulares, y sean o : X F Y,
B :Y I Z correspondencias, definimos la composicién de a y 8 como:
Boa=pxzPxya pyzb)

(en esta férmula omitimos el superindice XY Z que corresponderia por notacion, o sea px zx

quiere decir p§§f ). El producto p%y-« - py 0 es el producto en el anillo I(X x Y x Z)

Definicién 5.0.24. Para una correspondencia o : X Y se define la traspuesta o de «
por o =T, donde 7: X XY — Y X X es la trasposicién 7(z,y) = (y, z)

La traspuesta de una correspondencia va a jugar el papel que f, juega respecto de f*.
Ademas, al estar definida a través de morfismos de A-mddulos la composicién cumple que

Bo(Aar+az) = Aoar+foas  (ubi+pa)oa = pu(fioa)+froa  (a1+as) = o) +ay
para todos A, u € A.

Ahora vamos a probar que, efectivamente, la composicién de correspondencias define una
categoria, que la trasposicién de correspondencias es una involucién en esa categoria, y

que existen un funtor contravariante y uno covariante PVary — Cr(PVary) de la categoria
PVary de variedades proyectivas regulares a la categoria de I-correspondencias:

Proposicién 5.0.25. Sean a: X FY y 5:Y F Z entonces:
1. Siy:Z k=W, entonces yo (foa)=(yof)oa

2. Sea 0 : X — X x X el morfismo diagonal y A = 6,(1x) la clase de la diagonal en
I(X x X) entonces se tiene que o A =« , Ao~y =+ para toda o : X =Y y toda
vy:ZFX

3. (Boa)=dof y(d) =«

4. Dado un morfismo f : X — Y sea vy : X — X XY, con vy¢(x) = (z, f(x)) ¥y
I't =7vp(1x) la clase del grdfico de f en I(X xY'). Entonces I'goT'y =T'gof

Demostracion. Primero probemos 1. (En la demostracién vamos a omitir el superindice
XY ZW de las proyecciones, los otros indices van a aparecer como fijamos arriba) Notemos
que tenemos el siguiente producto fibrado:

XxYxZxW2e X xY x2Z

szwi ip§§z

X xZxW X xZ

N
Como estamos trabajando con variedades proyectivas, todos los morfismos son propios,
y siempre las proyecciones de los productos cartesianos son morfismos playos. Por lo que
podemos aplicar el axioma que nos dice: (pFZW)* o (p5EW). = (pxzw)«(Pxvz)*
Podemos aplicar esta ecuacién a la férmula para v o (f o «) y tener:

XY Zx( XY Z (XY Zx

yo(Boa)= p§§/vr(pxz (Pxzs (pxy” o ‘pi)%/z*ﬂ)) pyiVr

i ) =

= pXEY (pxzw Dy 2 (D302 - p 1 2 B)) - pREV ")
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Por ser p%y -, un morfismo de anillos tenemos

Y Zx XYZ*ﬁ)

XYZ
pXYZ(pXY « - Dy i )

VA
:pj(YZ(p§))i “a) - pxyz(Pyz

Y por funtorialidad p%- Zpﬁ%? * = p%y, entonces:

yo(foa)= p%%/vr(pXZW* (Pxy - pyzf) - p)Z(VZVW*’Y)

Ahora aplicamos la formula de proyeccién para ver que

pxzws(Pxya Py zB8) 2"y = pxaw((Pxya - Dy 2B Pxzw )p2d” *)

Tenemos asi, por esta ecuacién y por funtorialidad que

yo (Boa)=pzw«((pxy-pyzB) Pzw?y) = pzw«Pxya - (PyzB - Pzw))

Ahora podemos hacer las mismas operaciones en el orden inverso notando que en todos los
razonamientos que hicimos podemos reemplazar Y, por Z y X por W y obtener (yo ) o«
Es decir, podemos recorrer el diagrama:

X XY xZ Y xZxW

X xY Y xZ

de derecha a izquierda o de izquierda a derecha.

Ahora vamos a probar 3. Sea o : X XY x Z — Z xY x X dado por o(z,y, z) = (2,y,x).
Y denotemos con 757 el morfismo de S x T a T x S que invierte los factores. Entonces,

por [2.1.6] tenemos:

ZYX)*(TYZ)

(pzy XYZ) )

* = Ox (pyz ZYX)*(TYX)

(pYX XYZ)

» = ox(pxy

Notemos también que, al ser ¢ un isomorfismo, también lo es ¢* cuya inversa es o, por
el axioma de reciprocidad En particular o, es un morfismo de anillos. Entonces
tenemos:

oo =pZ X e (rY B pE (XY B)) = (5.0.4)

= 33 (o y P - oupiy 77 6) = (5.0.5)

= P (o (0¥ 7 - XY 77B)) = (5.0.6)

= XX E (Y P e pRy P B) = (Boa) (5.0.7)

Donde el tltimo renglén sale de que 75%px 7z = p%%X o. Por otra parte, como 7XY 7YX =

idx xy entonces (/) = a.

Veamos la prueba de 2. Recordemos que § denota al morfismo diagonal, entonces tenemos:

Aoy = pi (03X (6:(1x)) - pAX ) (5.0.8)
= pxa ((idx x 8)(p% " (1x)) - PHX") (5.0.9)
= pZxs ((idx x 6)«((idx x 0)*pZx"~*7)) (5.0.10)

)

= (5.0.11
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Donde la primera ecuacion es la definicion, segunda ecuacion sale de la tercera sale
de la férmula de proyeccién y, finalmente, se usa que pZ3¥~ (idz x &) = idzxx.

Por otra parte, si vale A oy = v usamos la trasposicién y el hecho de que A’ = A para
concluir que también vale

aoA=(Aod) =(Acd) =) =a

Por ultimo veamos 4. De manera similar a lo anterior tenemos que:

XY Zx XY Zx

LyoTy =pxyl (037 (v7(1x)) - 031 7 (194 (1y))) = (5.0.12)
= p§§*z(p§}};z*(’7f*(1X)) - (idx x ’Vg)*(lXxY)) = (5.0.13)

= pxyl (idx X 79)«((idx X 79) Py (V7 (1x))) = (5.0.14)
= (idx % g)«(vp(1x)) = (idx x go f)«(1x) = Lgos (5.0.15)

O

Observemos que 1 y 2 estan diciendo que las correspondencias con la ley de composicién
como la definimos forman una categoria donde el papel de la identidad lo juega A, la
clase de la identidad. El punto 3 de la proposicién esta diciendo que la trasposicién define
una involucion en la categoria de correspondencias. Y, por ultimo, el punto 4 dice que la
asignacién f +— I'y es un funtor covariante de PVary, a la categoria de I-correspondencias.
Ademds, podemos observar que la trasposicién hace de f +— F} un funtor contravariante
entre esas categorias.

Adicionalmente podemos definir un producto en la categoria de correspondencias:

Definicién 5.0.26. Notamos con X a la variedad X considerada como objeto en C;PVar,
la categoria de I-correspondencias. Definimos el producto ® en C;PVar de la siguiente
manera;

XY = Def X xY

Y para dos correspondencias ay : X1 F Y7 y as : Xo F Yo definimos:
a1®@a: X1®XoFY1®Yo, o] ®ag = p}lylal 'P§(2YQOZ2
(Notar que cuando escribimos px,y, obviamos el superindice X;Y; XoY5)

Proposiciéon 5.0.27. Dadas correspondencias ay : X1 F Y1, ag: XobF Yo, 81 : Y1 F Z1 vy
B : Yo b Zy se tiene:

a1 ®@ a0 1 @ Pr = (g0 1) ® (a0 ()

Demostracion. La demostracion se hace de manera similar a la de [5.0.25] siempre usando

216 2.18 N

Este producto también tiene la propiedad de que (¢« ® 3)' = o/ ® 3’ que sale del hecho

que
X1xX Y7 x Y- Y1Yo X1 X9
( ! 2)( ! 2) Oleyl py1 X1

Ademads tenemos que este producto respeta el funtor f +— I'; en el siguiente sentido:
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Proposicion 5.0.28. Sean f : X1 — Y1, g : Xo — Ya morfismos de variedades proyectivas
requlares, entonces se tiene:
Lixg=Tr@L,

Demostracion. Recordamos que I't = v¢,(1x,) entonces calculamos:

Ly @y =pyy, (v(1x1)) - Py, (Vg (1x1)) =

= (7f X idX2><Y2)*(1X1 ><X2><Y2)(idX1 xYp X 79)*(1X1XY1><X2) =
= (Ff X 1X2XY2)(1X1><Y1 X Fg) =

= 11f x Fg = (’Vf x 79)*(1X1XX2) = fog

Donde en la segunda ecuacién usamos en la tercera (junto con el hecho de que
lxxy = 1x X 1ly) y en la pentltima de vuelta O

Observacion 5.0.29. Ademaés de todas las propiedades que estuvimos viendo, se puede
sin esfuerzo que, si e es la variedad que consta en un punto, entonces la identificacion
natural de X x e con X hace de X x _e objetos naturalmente isomorfos en la categoria
de correspondencias. También puede demostrarse de manera similar a como demostramos
TODAS las proposiciones de esta seccidn, que existen identidades a® (8®7) = (a® () @y
para correspondencias «, § y v cualesquiera.

Estas propiedades suelen resumirse con la frase: La categoria de correspondencias es una
categoria tensorial con involucién o una ®-categoria rigida (ver [Il, capitulo 2.2])

Ya sabemos que tenemos en C;PVar;, una categoria tensorial con un funtor f +— I'y desde
PVar;,. Vamos a ver que este funtor factoriza al de I. Es decir que existe F' de C;PVary, a

AL}y tal que F(T)) = fu y F(T}) = f*.

Definicion 5.0.30. Dada una correspondencia « : X F Y definimos un homomorfismo
ay: I(X) — I(Y) por:
a(z) = pil (a-px " ()

Y un homomorfismo o* : I(Y) — I(X) por:

ax(y) = pxs (o p ()

Proposicion 5.0.31. Si se tienen correspondencias o : X FY y 3:Y & Z entonces vale:

(Boa)y=p0roa, y (Boa)'=a"of" (5.0.16)

(@) =a* (5.0.17)

Si f: X =Y esun morfismo entonces (I'y). = fo, (Ty)" = f* (5.0.18)
(@B =ax x s (a® ) =a" x 7 (5.0.19)

Demostracion. Sea e = Spec(k) la variedad consistente en un punto, entonces podemos
ver a x € [(X) = I(e x X) como una correspondencia T : e - X y

a(z) =) (a-px (@) =acz e I(exY) = I(Y)

Por lo que la proposicion sale de aplicar [5.0.25 ]
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M4ds simplemente sale que, si z € I(X) y §d : X — X x X es el morfismo diagonal,
entonces viendo a m, = d.x € I(X x X) como correspondencia sale:

(ma)«(a) = p2«(p1(a)du) = poudu(a - 0"pra) = x - a (5.0.20)

Observacion 5.0.32. La definicién de o para una I-correspondencia es exactamente analo-
ga a la forma en la que una correspondencia homoldgica v € H*(X x Y') determina un
morfismo K-lineal v* : H*(X) — H*(Y). Sin embargo, a diferencia del caso homoldgico,
no tenemos, en general, suficientes hipdtesis en I(X x Y) para asegurar que la aplicacién
a +— ay entre I(X x Y) y homy (X,Y) sea biyectiva. Por empezar ya habiamos dicho no
hay una forma evidente de caracterizar geométricamente todos los morfismos A-lineales
entre I(X) y I(Y) pero, mas importante aun, en general no existe el isomorfismo de
Kinneth entre I(X) ® I(Y) y I(X x Y') que es un paso clave en probar la biyectividad
de la aplicacion a — «a*. Como resultado de esto vamos a tener que, en casos muy impor-
tantes, tomar la categoria de correspondencias C;PVary difiere de considerar la teoria de
intersecciéon X — I(X) asociada a ella.

Ejemplo 5.0.33. Este ejemplo sencillo nos va a servir para ilustrar un poco las diferen-
cias que puede haber entre una teoria de interseccién y su categoria de correspondencias
asociada:

Tomemos como teorfa de interseccién I(X) = A*(X) la teorfa de Chow de ciclos mddulo
equivalencia racional ([5, 15]). Y sea C' una curva (proyectiva y regular, como venimos
tomando todas las variedades) de género g > 1. Sean z,y € C dos puntos tales que sus
clases [z],[y] en A}(C) son distintas. Tomemos como correspondencia « : C' = P! al ciclo

a=([z] - [y]) x [B'] = ([a] — [y]) x 1p1 = pEF *([z] — [y])

Como [z] # [y] en AY(C) entonces o # 0 en A*(C x P') (puede verse esto ya que,si t es
un punto de P! y j : O — C x P! es la inclusién z — (z,t) entonces j*(a) = [j71(a)] =
[z] = [y] # 0).

Sin embargo es cierto que o = 0 ya que, si [z] € AY(C)

. (2) = pSF (B (2)a) =
pW(CP*()C (] = o)) =
P8 €7 (1) (la] - b)) = pEE (0) = 0

La penitltima igualdad se debe al hecho de que, al tener A*(X) estructura de anillo gra-
duado por la codmensién de los ciclos, [2] - ([z] — [y]) € A%(P!) = 0. Entonces ., = 0 sobre
AY(O) falta ver que a, = 0 en A°(C) =Z - [C] y, en efecto:

([ ]) = a.(le) = 10(’1111(198[@1 ([CDe) =

Pet, 1(1C><IP1 o) = pgr, (([2] = [y]) x [P']) =
P! —Pl =0

El principio de identidad de Manin. El principal problema con hacer calculos con
correspondencias es el hecho de que, en general, tenemos muy pocos elementos con los
cuales identificar la composicién 3o o de dos correspondencias con ciclos en I(X x Y).
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El principio de identidad de Manin es la herramienta més general para establecer ecua-
ciones entre correspondencias (de hecho creo que es la unica herramienta general para
esto). Se basa en una observacién muy sencilla y en el Lema de Yoneda, que es una tauto-
logfaﬂ Sin embargo el principio de identidad va a constituir la técnica principal que vamos
a usar para establecer igualdades entre motivos con el objetivo de probar la hipdtesis
Riemann-Weil en nuestro caso (recordemos que vamos a tratar de probar la para varieda-
des uniracionales de dimension 3). Ademds, méas alld de lo que nos concierne a nosotros
acd, tiene consecuencias muy interesante que vamos a explicar luego.

La pregunta que queremos responder es, simplemente, si dadas «, 3 : X F Y es cierto que
a = 3 o no. Una observacién trivial es que, siendo a y 3 flechas en un categoria, a = 3
si y sélo si las dos correspondencias determinan el mismo funtor de Yoneda. Es decir, si
paratodoy: ZF X caoy=[o~.

Hasta acé es la parte trivial, ahora veamos este lema que va a completar esencialmente el
principio de Manin:

Lema 5.0.34. Sean o : X - Y, B:Y F Z correspondencias y f : X =Y, g:Y — Z
morfismos de variedades, entonces vale:

Fgoa=(idx x g)«(a)  Boly=(fxidzg)" ()

Demostracion. La demostracion de este lema esencialmente ya la escribimos cuando fue
probada [5.0.25] pero vamos a verla bien explicitamente para que quede claro:

Como siempre vamos a usar y para ver que:
Tgoa=pXyZ (037 (v (1y))pXy 7" a) =

= pXy? ((idx x 79« (09 (1y) )Xy 7 o) =

= Pzt ((idx x 7g)s(idx x 79) PRy ) =

= (idx x g)«(a)

Observar que usamos que pyyZ(idx x v,) = (idx x g) y que pxyZ(idx X vg) = idxxy

Similarmente tenemos:
Boly=pXy 27 Bray " (v (1y))) =
=yl (v % idz)s(1xx2)p5y 74 B) =
=yl (v x idz)(yyp x idz) pP 7" 8) =

= (yy x idz)*(B)

3©Eduardo Dubuc.
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Por la definicién de trasposicién de correspondencias sale también que

(Bolf) =Tyop) = ((idx f).) = (f xid). (5.0.21)

Combinando el tltimo lema con el lema de Yoneda vemos que, dada una correspondencia
a de la forma I'y se tiene:

a=0<=foa=0 V:YFZ<< (fxidg)"(8)=0 VB:ZFX
0, si a es de la forma F}, se tiene:
a=0< (fxidx)«(f)=0 V:Z+ X

Como ya habiamos visto, también tenemos que (m;)«(v) = z - v entonces, como vale que
(o B)x = au 0 By y las composiciones y trasposiciones son lineales, podemos resumir lo
anterior en la siguiente

Proposicién 5.0.35. (Principio de identidad de Manin ([12, §3])) Dada una combinacion
lineal de correspondencias Y l;a; tales que cada «; es composicion de correspondencias de
la forma Iy, F'f y my. Denotamos con a;(Z) al morfismo de A-mddulos que se obtiene
reemplazando en la escritura de oy a todos los 'y por (f xidz)*, todos los F’f por (f Xidyz).
y todos los m, por multiplicacion por el elemnto x X 1.

Entonces vale que Y ljo; = 0 si y sdlo si, para todo Z € PVar, se tiene que Y Lia;(Z) =0
como identidad de morfismos de A-maodulos.

Vamos a ilustrar un poco el funcionamiento del principio de identidad, para que se pueda
entender mejor y porque van a sernos utiles, después con dos ejemplos

Ejemplos 5.0.36. [12, §3] 1. Sea I(X) = A*(X) la teoria de Chow. Sea ¢ : X — Y un
morfismo de grado finito igual a d. Por definicién de ¢, tenemos que ¢.(1x) = dly, de
donde, por tenemos que

00" (y) = d«(1x)(y) = dy

Como para todas las variedades Z se tiene que ¢ X id, : X X Z — Y X Z es un morfismo
finito de grado d, entonces hay una identidad a nivel correspondencias:

Tyol’, =dA

Si tensorizamos el anillo A*(X) por Q de manera que d sea inversible y escribimos p =
(1/d)L'y oI, : X = X entonces tenemos:

p? = (1/d*)Ty ol olyoll = (1/d*)(Ty o d - idy oTy)=p

Es decir que p es un proyector, més adelante esto va a ser un hecho béasico en la identifi-
cacién de motivos

2. Sea el producto fibrado:
Y ——> X'

b

Y4L>X
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Donde ¢ es una inclusién cerrada Y es una subvariedad de codimension r, ¢ es el Blow-up
de X alolargo de Y y Y’ = ¢~ 1(Y). En la demostracién del teorema Riemann-Roch-
Grothendieck [SGA6], [2], [5] se usan las siguientes identidades en el anillo de Chow:([2]
Lema 19], [5, Capitulos 6.3 y 6.7])

L*L*(y) = yCT‘(N) ¢*L*(y) = 6*(1#*(?/)0#1(7:))

(Donde N es el fibrado dual al fibrado normal de Y en X, F es el haz que es ntcleo del
morfismo canénico: ¥*(IN) — Oy (1) y ¢; denota la i-ésima clase de Chern).

Como, al multiplicar todos los objetos por una variedad Z y todas las flechas del diagrama
por idy se obtiene otro diagrama similar con (esto no vamos a probarlo ahora) los elementos
¢r(N) y ¢r—1(F) reemplazados por 1z x ¢, (N) y 1z X ¢,_1(F) respectivamente, entonces
se tienen ecuaciones de correspondencias:

T, ol =m, ) Tgol,=Tcom, () oly

Estas son identidades de elementos en A*(Y x Y) y A*(Y x X') respectivamente, en
particular estas ecuaciones valen en cualquier relacién de equivalencia menos fina, por
ejemplo la equivalencia homoldgica. Entonces vemos asi que las mismas igualdades va-
len para correspondencias homoldgicas y, luego, valen como morfismos entre grupos de
cohomologia.

Observacion 5.0.37. El segundo de los ejemplos no tuvo una expicacién muy completa,
(por empezar no demostramos las ecuaciones de morfismos de anillos de Chow) pero
estd ahi para ilustrar un fenémeno muy importante:

Como ya vimos, a diferencia de las correspondencias homoldgicas, las correspondencias
de Chow no determinan univocamente morfismos. Y, si bien tenemos que la equivalencia
racional es més fina que la equivalencia homoldgica, no podemos deducir igualdades de
morfismos de anillos de cohomologia a partir de igualdades de morfismos de anillos de
Chow.

Es decir, dado un morfismo f : Y — X notemos esta vez con ¢ : A*(X) — A*(Y) el
morfismo de anillos de Chow inducido por f. No es cierto que se pueda decir que, en
general, el morfismo f*: H*(X) — H*(Y') haga conmutar el diagrama:

Donde las flechas verticales vendrian a ser el cociente de A*(X) por la equivalencia ho-
moldgica.

Es decir que, en general, no tenemos una transformacién natural T': A* — H* de teorias
de intersecciéon que haga que todas las identidades entre flechas de anillos de Chow valgan
para flechas de anillos de cohomologia.

Sin embargo seria muy beneficioso poder sacar conclusiones de ese estilo ya que usualmen-
te en teoria de intersecciéon o cohomologia hay proposiciones que se demuestran més facil
(mejor dicho: mas naturalmente) utilizando algunos funtores antes que otros. Un caso pa-
radigmatico de esto es la demostracién del teorema Riemann-Roch-Grothendieck en donde
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se prueban propiedades de las clases de Chow de una variedad usando, la mayor parte del
tiempo, propiedades del anillo K (X) (la K-teoria de la variedad X) que se traducen bien
a propiedades de A*(X).

En [SGAG, Exposeé XIV, parte 4] Grothendieck esquematiza la situacién que describimos
y remarca la potencial utilidad que podrian tener férmulas como las del segundo ejemplo
aplicadas a grupos de cohomologia.

Es notable que de una manera tan sencilla Manin haya dado respuesta a una pregunta
que es en realidad bastante importante.

Lo que se us6 Manin para demostrar este caso en particular es basicamente que, si bien
no tenemos un funtor 7' : A* — H*, si podemos definir un funtor

Cax(PVary) — H*

Donde, a cada correspondencia o € A*(X x Y') le asignamos su clase de cohomologia en
H*(X xY)y, asu vez a esta clase de cohomologia le asignamos su morfismo H*(X) —
H*(Y') asociado. En este marco tedrico, el principio de identidad no es més que un tecni-
cismo, lo sustancial es el cardcter universal que tiene la categoria de correspondencias de
Chow.

El problema que tiene la categoria C;(PVary) de correspondencias es que, si bien tie-
ne propiedades interesantes, no tiene una estructura lo suficientemente algebraica como
para poder sacar algunas conclusiones profundas, es decir: hay muchas cosas acerca de
teoria de interseccién y cohomologia que ni siquiera podemos decir con el lenguaje de las
correspondencias, por ejemplo no sabemos todavia que significa el nticleo o la imagen de
una correspondencia, tampoco tenemos idea del formalismo de descomposiciones en sumas
directas en la categoria de correspondencias. Por eso va a ser 1til enriquecer a Cr(PVary)
formalmente sin quitarle las propiedades interesantes, en esto va a consistir la construccion
de la categoria de motivos que vamos a definir a continuacién:
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6. Motivos

A partir de esta seccién vamos a trabajar exclusivamente con teorias de interseccion
graduadas, es decir teorfas de interseccién que, ademds de cumplir con los axiomas de la
seccién [2| cumplan con que los funtores de la teoria tomen valores en la categoria de anillos
graduados y que se verifiquen los siguientes axiomas:

Axioma 6.0.38. Si X es una variedad de dimensién n Los Grupos IP(X) son triviales
parap>nyp<0

Axioma 6.0.39. Para todo morfismo f : X — Y el morfismo f* de anillos es homogéneo
de grado cero

Axioma 6.0.40. Si X e Y son variedades irreducibles de dimensién n y m respectivamen-
te, entonces para cualquier morfismo f : X — Y el morfismo f, es homogéneo de grado
m—n

En particular si ¢ : Y — X es la inmersion cerrada de una variedad de codimensién d, ¢y
es un morfismo de grado d y [Y] = t.(1,) € I4(X)

Axioma 6.0.41. El morfismo I(X) ®a I(X) — I(X x X) es homogéneo de grado cero

Axioma 6.0.42. Para cualquier variedad irreducible X, el morfismo de aumentacién
€:I1(X) — A es cero en todo I*(X) sii > 1y es un isomorfismo entre I°(X) y A

Como dijimos vamos a construir la categoria de motivos a partir de la de corresponden-
cias, para esto primero vamos a definir el grado de una correspondencia.

Definicion 6.0.43. Sean X e Y variedades, con X irreducible de dimensién n una corres-
pondencia « : X Y es homogénea de grado i si aw € I'T"(X x Y)

Notemos que el grado de una correspondencia bien puede ser negativo.
Veamos que esta definicién de grado es compatible con la composicion:

Lema 6.0.44. El grado de la composicion de dos correspondencias homogéneas a, [ es
la suma de los grados de o y 3

Demostracion. Sean =dim X, m =dimY, a € I'"™(X xY)y B € PT™(Y x Z) entonces

por [6.0.39] tenemos que pXy-Z*(a)p* XY Zxy z(B) € I (X x Y x Z) y, por[6.0.40
Boa=pxyl Xy (a)p* XY Zryz(8)) € I (X x YV x Z)
Lo que prueba el lema. ]

En particular, con la notacién de la demostraciéon del lema, si o = I'y su grado es cero y
el grado de I'; es n —m
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6.1. Definicion de la categoria de motivos

En esta parte vamos a trabajar de manera (atin) mdas formal que en las anteriores debido
a que la modificacién que vamos a hacerle a la categoria de correspondencias tiene que ser
mas bien superficial de manera de no alterar las propiedades fundamentales, particular-
mente queremos definir una categoria M con un funtor h : PVar — My, que al igual que
Cr(PVary), tenga una realizacion, es decir un funtor M — A — alg que factorice al de la
teoria de interseccién I.

El objetivo ideal seria convertir a la categoria de I correspondencias en una categoria
abeliana. Sin embargo no se conoce un procedimiento para hacer esto de manera que no se
modifiquen las buenas propiedades de C;(PVary). Por eso vamos a acercarnos lo més posi-
ble a esto y transformar a C;(PVary) en lo que se denomina una categoria pseudo-abeliana.

Sea D una categoria (A-)aditiva, es decir, una categoria con sumas directas finitas donde,
para cualquier par de objetos X e Y, homp(X,Y) tiene estructura de grupo abeliano
(A-médulo) tal que la composicién de morfismos es lineal. Entonces definimos:

Definicién 6.1.1. (Categoria Pseudo-Abeliana) D se dice pseudo-abeliana si para todo
objeto X € OBD y para todo p € Endp(X) tal que pop = p (es decir para todo proyector
p) existe kerp, el nicleo de p y el morfismo canénico kerp @ ker(id — p) — X es un
isomorfismo

Recordemos que en una categoria aditiva abeliana Todos los morfismos, por definicion,
tienen ntcleo y conucleo y todo morfismo puede ser factorizado como un epimorfismo
seguido por un monomorfismo. Las categorias pseudo-abelianas estdn, a priori, bastante
lejos de ser abelianas, sin embargo este concepto tiene la ventaja de que se puede definir
la clausura pseudo-abeliana de una categoria aditiva que tiene las propiedades esperables
de una clausura y se define de una manera muy sencilla:

Definicién 6.1.2. (Clausura pseudo-abeliana) Sea D una categoria aditiva. Su clausura
pseudo-abeliana (o completacion pseudo-abeliana ) es la categoria D definida por los si-
guientes datos:

Los objetos de D son pares (X,p) donde X es un objeto de Dy p € Endp(X) es un
proyector (i.e.: tal que p? = p) y se definen morfismos:

homz((X,p), (Y,q)) = {f € homp(X,Y) tq: fop=qo f}/{ftq: fop=qof=0}

Notacion 6.1.3. Los objetos de 5, ademds de escribirlos como (X, p) también vamos a
notarlos como pX 6 p(X), sugiriendo asi que el papel de (X, p) es el de imagen del proyector

P.

Observacion 6.1.4. El grupo homz ((X, p), (Y, q)) es isomorfo al subgrupo de homz((X, p), (Y, q))
constituido por elementos de la forma g o f o p. Esto se ve porque la proyeccién al cociente

7:{f €homp(X,Y) tq: fop=qo f} — homz((X,p),(Y,q))

Es biyectiva si se la restringe al subrgupo de los {g = go fop tq: f € homp(X,Y)}.
Esta observacion va a ahorrarnos muchos renglones de cuentas.
Hay que observar que en (X, p) el papel de identidad lo juega la misma proyeccién p.
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El nombre de D se justifica por lo siguiente:
Proposiciéon 6.1.5. 1. La categoria D es pseudo-abeliana

2. El funtor (plenamente fiel) b definido por X — (X,id,), f — f tiene la siguiente
propiedad universal:
Dado un funtor aditivo F' : D — &, donde £ es una categoria pseudo-abeliana, existe
un dnico funtor aditivo I tal que F y Fh son equivalentes

Demostracion. Primero tenemos que probar que dada una proyeccién pX iy, pX existe un
objeto (ker(pfp)) y una flecha ker(pfp) — pX tal que para cualquier morfismo ¢Z L. ¢
tal que pfpgg = 0 existe un morfismo ¢ : ¢Z — ker(pfp) que factoriza a pgq a través de
ker(pfp). Para esto definimos ker(pfp) = (X,p — pfp) y vemos que tenemos el siguiente

diagrama:

(X,p—pfp)
P9 J{p—pfp
qZ pgq pX pfp pX

Como pfp o pgq =0 vemos que el diagrama conmuta y es universal.

Por otra parte vale que el morfismo (pfp,p—pfp) : pX — (X,p) ® (X,p—pfp) es inversa
del morfismo natural (X,p) ® (X,p — pfp) — pX con lo que D es una categoria pseudo-
abeliana.

Por otra parte, si se tiene un funtor F': D — & con & pseudo-abeliana Se puede extender
a F : D — £ de la manera obvia:

F((X,p)) = ker(idp(x) — F(p))

Donde a las flechas en el subgrupo homz((X,p),(Y,q)) de homp(X,Y) se les asigna la
imagen que tienen por F' (es decir a un qu € homz((X,p), (Y,q)) se le asigna F'(qfp)

visto como morfismo en homg (ker(idp(xy — F(p)), ker(idpyy — F(q)))). Por definicién F
factoriza a F. O

En el siguiente lema vamos a ver que la categoria D no tiene “objetos de mas”:

Lema 6.1.6. Sean X, Y objetos en D tales que se tienen flechas Y —— X 'Y que
cumplen a'oa = idy (Es decir que a’ tiene una seccion). Entonces el morfismo aa’ : X — X
es un proyector y a, a’ inducen isomorfismos reciprocos entre (Y, idy) y (X, ad’) en D

Demostracién. La demostracién consiste en verificar formalmente que aa’ es un proyector
y observar que aa’ es la identidad de (X, aa’) O

Proposicion 6.1.7. Sea
vy 4 x2%z (6.1.1)

una sucesion de flechas de D tales que a tiene un inverso a derecha a’' y para todo objeto
T la sucesion

0 — homg (T, Y) 5 hom 5T, X) % hom 5(T,Z) -0 (6.1.2)
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es exacta. Entonces la sucesion es exacta en D y se escinde, es decir que es isomorfa

a una sucesion del tipo:

y Py ez 2 7
Demostracién. Por el lema anterior X = (X, ad') ® (X, idx —ad') y Y = (X, aa’) en D.
Entonces basta probar que b induce un isomorfismo b : (X,idy — aad’) — Z.
Por empezar, como ba = 0 entonces b induce un morfismo entre (X,idx — ad’) y Z.
Como es exacta, si reemplazamos T por Z tenemos que, en hom(Z, X) existe alguna
preimagen ¢ del morfismo identidad idz € hom(Z, 7). Entonces escribimos ¢ = (idx —
aa')c.
Como ba = 0y bc’ = idy entonces bc = idy y (idx — aa’)c = c. Por lo tanto ¢ puede verse
como un morfismo entre Z y (X, idx — aa’).
Ya vimos que bc = idz, nos resta ver que cb = id(x ;qy—aa’)- EStO es equivalente a ver
que (idx — aa’)eb = ¢b = (idx — aa’). Por la exactitud de la sucesién tenemos, para
T = X que (idx — c¢b) = ad para algin d € hom(X,Y). Componiendo a la izquierda por
a’ obtenemos d = a'(idx — ¢b), y por lo tanto idy — c¢b = ad’(idx — ¢b) = aa’ dado que
aa’ = c. Lo que termina la demostracién ]

Por dltimo damos la definicién de lo que vamos a llamar “categoria de motivos”:

Definicién 6.1.8. Sea I una teoria de interseccién graduada, C;(PVar) su categoria de
correspondencias y sea C9(PVar) la subcategoria de Cr(PVar) cuyos morfismos consisten
solamente de las correspondencias de grado 0. Entonces llamamos Categoria de (I-)Motivos
Efectivos a la clausura pseudo-abeliana de C?(PVar). Sus objetos van a ser llamados mo-
tivos y vamos a notar a esta categoria como ./\/l‘;f !

Notacion 6.1.9. Ademés de (X,p) y pX vamos a notar,h(X) =p ef(X,Ax) y ph(X) =
(X, p) para que no haya dudas respecto de si nos referimos a una variedad o a su motivo

Observacion 6.1.10. Al respetar composiciones, la operacién de producto de correspon-
dencias oy ® ag = p,y, @1 - P, y, @2 determina en M?f ’ 1mna operacion de producto dado
por

pPX®qY =(p®q)(X xY)

Observacion 6.1.11. Notemos también que, al ser la categoria de A-algebras abeliana vy,
luego, pseudo-abeliana, sigue existiendo un funtor v : M;f ' A— Mod que factoriza
al funtor de I (es la extensién del funtor que a cada correspondencia « le asignaba el
morfismo de A-médulos o). En particular hay funtores de la categoria M;’if

de Chow que factorizan los funtores A* y H*.

de motivos

La proposicién (cuya demostracién es un ejemplo tipico de dlgebra homoldgica ele-

mental) va a servirnos para aplicar el principio de identidad de Manin a la categoria de
motivos de la siguiente manera:
Dada una sucesién ¥ —%» X %% Z en la categoria de correspondencias que cumpla lo
pedido en podemos utilizar el principio de identidad para verificar que la sucesion
de funtores de Yoneda como la de [6.1.2] sea exacta. Entonces nos va a dar la des-
composicién del motivo de X en suma de motivos que (esperamos) sean més sencillos de
entender.
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6.2. El motivo L

Vamos a pasar a definir un motivo en particular que va a pasar a jugar el rol de motivo
de la racta afin A que va a estar definido atin cuando estamos trabajando con variedades
proyectivas y no tenemos a disposicion, por razones técnicas, a la recta afin entre nuestras
variedades.

Sea I una teoria de interseccién graduada. Una variedad X definida sobre el cuerpo k se
llama I-especial si es conexa, el conjunto de k£ puntos es no vacf(ﬂ y para todo morfismo
¢ : e = Spec k — X la clase de ¢.(e) no depende de ¢, es decir si [z] = [y] € I(X) para
cualesquiera dos puntos x e y que sean k-racionales en X.

Por ejemplo: si I = A* es la teorfa de Chow las variedades P™ son A*-especiales. Si
I = N* el anillo de ciclos médulo equivalencia numérica entonces todas las variedades
conexas son [NV *-especiales.

Definicién 6.2.1. Sea X una variedad I-especial, y sea entonces ex = [z] la clase de
cualquier punto de X (es unica porque X es I-especial) definimos los proyectores pé( , pff
como:

X X
Do :€X><1X anIXxeX

El hecho de que estas correspondencias son efectivamente proyectores sale de que, si m;
es la proyeccién en el i-ésimo factor, pi = 7}(ex) = 7} (¢«(1,)) y entonces uno puede
aplicar [2.1.6] a la férmula de la composicién de correspondencias. La demostracién de que
pf también es un proyector es completamente analoga.

Proposicién 6.2.2. El motivo (X,pi) es isomorfo al motivo de e (el punto).

El motivo (X,pX) depende sdlo de la dimensién de la variedad X . Mds atin, en Miff se

tiene
AN st n=m

X YV
om0, (V) = { %
(donde el signo = quiere decir “candnicamente isomorfa a”)

Demostracion. Sean ¢ : e — X un k-punto y ¢ : X — e el morfismo estructural. Entonces,

por 5.0.34]
Tyopy = (idy x ¢)*(py ) = (idx x ¢)"(xi(ex)) = ¢*(ex) = Ty

Y similarmente pf o Iy, = I',. Entonces I', y I, definen morfismos de motivos entre e y

(X, p). Més atin, por la funtorialidad de la aplicacién f + T  se tiene ]_“;> o Fip =Ty
_ X

[y o) =Thoy =pf. |

Es decir que I' y I, son isomorfismos inversos el uno del otro.

Por otra parte, para calcular hom((X,py), (Y,p))) vamos a tomar una correspondencia
cualquiera que induzca un morfismo en hom((X, p:X), (Y, pY )), es decir una correspondencia

4en nuestro caso podemos considerar variedades definidas sobre la clausura algebraica de F4 con lo que

esta condicién se cumple siempre
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feI(X xY) tal que pY o f = fopX entonces tenemos:(notando 7;j a la proyeccién en
el producto cartesiano de los factores i y j)

pnY,Lof = 7['13*((f X 1y) . (1X X 1y X 6y)) =
mia(miy 7 (f) - (Ix X 1y x ey)) =
T3« (112 (f) - 7i3(1x X 1e)) =
Ix x 1o - mai(miy(f)) =

Lx x 1o miy(mia(f)) = mia(f) x ey

Y, por otra parte,

fopy =ma((lx x ex x 1y) - (1x x f)) = mzu(1x x ((ex x 1y) - f))

Por el axioma pi«(f) € I"™(X) y (ex X 1y) - f € I*™(X x Y) Luego, si m > n
tenemos que pY, o f = 0 para toda f, y sin >m fopX =0 para todo f.

Si n = m definimos deg f = e(m«(f)) € A. Como 71.(f) € I%(X xY) y pl of =
T X ey entonces deg f es un monomorfismo de hom((X,pX),(Y,pY)) a A. Més atin
deg es también un epimorfismo ya que f = lx X ey induce un morfismo de motivos
tal que deglx x ey = 1. Finalmente f = ex X 1y y ¢ = ey X 1x inducen isomorfismos
reciprocos porque f = F;( donde x(y) = zy Vy € Y es un morfismo constante de ¥ en
X lo mismo pasa con g, entonces, por la funtorialidad de f — I, go f = ex x 1x y
fog=ey x 1ly. Lo que prueba la proposicion. O

Ahora podemos hacer la siguiente definicion:
Proposicién 6.2.3. Llamamos Motivo de Lefschetz a L. = (]P’l,plfl)

Notemos que, como observamos en la seccion el anillo I(P!) tiene que ser igual, por
los axiomas @l y a Alx] / (2?) siempre y cuando cumpla que la clase de un hi-
perplano [H| elevado a la i-ésima potencia sea [H|' = [P;] la clase de una variedad lineal
de codimensién i. Luego, dadas estas condiciones, el anillo I(P! x P!) tiene que ser igual
a I(PY)[z] /(2?) = Alz,y] /(2?) + (¥?), donde = e X 1p1 e y = 1p1 X e . La clase de la
diagonal A tiene que ser el tinico elemento de I(P' x P!) que tiene ¢(z-A) = ¢(A-y) =1,
o sea z + y. Por lo tanto h(P') ,el motivo de P!, es isomorfo a (P!, z) ® (PL,y) =L @e

Lema 6.2.4. Si vale que h(P') = (P*,A) =L @ e entonces (X,pX) = L"(= (L)®")

Demostracion. Sea Y = P! x --- x P! (n veces). Entonces, por la proposicién anterior

(X,pi) = (Y,pY). Por otra parte, h(Y) = (P1)®" = @7 (7)L®" (Donde notamos L? = e).
1

Como p} = (p} )®" entonces pY Y = " O

Proposicién 6.2.5. Sea I una teoria de interseccion determinada por una equivalencia
adecuada de ciclos, en particular vale I(P") = Afz] /(™). Mds ain, vale que

n
P"=P"A)=edLd ---aoL"
Demostracion. sean las correspondencias p; = ¢ X ' entonces
n—i )

piopi = T3 (" P x 2 X 1p1) - (Ipr X 2" x ) = g (2" I x 2" x 2t) = 2" x
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Por otra parte, como la proyeccién 73, es de grado (—n) tenemos que p;op; = T3« (2" x
") x 27) = 0 si i # j asi que los p; son proyectores ortogonales, por el principio de
identidad Vemos que como (D 7" pi)x = idpn y, como I(X xP") = I(X) @4 I(P") la
identidad () ;" ,pi)« = Apn vale a nivel correspondencias. Luego P™ se descompone como
suma directa de la forma P* = @ (P, p;). Hay que observar que po = p ¥ pn = b,
de manera que esos dos sumandos son isomorfos a e y L. Para terminar la demostracién

hay que ver que, si ¢ : P* — P™ es una inmersion de espacios proyectivos, entonces, por

034y por 2.1.3]

I op; = (idpn x 0)*(p;) = @

n

TUxfat = 2" x [e]

Y, similarmente,
i

P ol =1 1ps x [e] = 2" x [¢]

Si se toma la correspondencia © = 1pi x z* € hompy (LY, (P, p;)) se calcula directamente
que v v
piol,0@=p; QoL op] =p;

Con lo que I} determina un isomorfismo entre (P", p;) = (P¢, pf') = L. O
Vemos asi que el motivo de Lefschetz cumple, de alguna manera, la funcién de representar
las celdas afines en las descomposiciones de motivos.
La nocién de lo que una ‘celda’deberia significar en geometria algebraica estd, sin em-
bargo, muy lejos de ser aclarada con el motivo de Lefschetz. El inconveniente es que no
tenemos en Geometria Algebraica una nocién de modelo local como la que existe para
variedades topoldgicas o variedades diferenciales donde alrededor de todo punto existe un
abierto isomorfo a una bola afin. La existencia de tales modelos locales tiene la ventaja
de que se permiten calcular la cohomologia de las variedades topoldgicas a través del dato
combinatorio de cémo se intersecan (ver [I8]). En el caso de la Geometria Algebraica sélo
podemos hacer esto rudimentariamente (para variedades con descomposicién celular, por
ejemplo).
Una teoria que diera alguna analogia mas amplia entre el fenémeno combinatorio en topo-
logia algebraica y la cohomologia de variedades algebraicas tendria una fuerte interaccién
con la teoria de motivos (en [I3], por ejemplo, Manin habla de una hipotética teorfa de
variedades definidas sobre “IFi: el cuerpo de caracteristica 1 ” y de la posible relacién entre
esta y la también hipotética teorfa de motivos)

6.3. Twist de Tate

Puede parecer, en una primera impresién, que al considerar sélo correspondencias de
grado cero en la definicién de motivos estamos ignorando los aportes esenciales que corres-
pondencias de grados distintos de cero puedan hacer. En realidad tomamos las corres-
pondencias de grado cero para NO perder el dato de la graduacién de la teoria, estamos
destacando que como morfismos tomamos los que respetan el grado. Los morfismos que
no respetan el grado siguen estando ahi, si consideramos la siguiente heuristica:

Supongamos por un momento que también podemos definir, sin problemas y de manera
similar a como definimos los motivos de variedades proyectivas regulares, al motivo de
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Al la recta afin. Entonces, para dos variedades X e Y proyectivas y regulares, los morfis-
mos entre los motivos de las variedades X x A! y Y estarfan dados por correspondencias
= Idim(XXAl)(X « Al x Y) — IdimXJrl(X % Al x Y)

Pero, por el axioma de homotopia, la proyecciéon X x A’ xY — X xY induce un isomorfismo
TIm X+ (X 5 Al x V) =2 [4mX+1(X V) siendo este tltimo el grupo de correspondencias
de grado 1 entre X e Y.

La realidad es que, si bien no definimos el motivo de A!, tenemos un buen anilogo de
él en el motivo de Lefschetz y podemos esperar que multiplicar por I nos de la misma
informacién sobre las correspondencias de grados no nulos. Vamos a definir entonces el
concepto de twisting, que no es nada mas que multiplicar por L, y ver algunas de sus
propiedades:

Definicion 6.3.1. Definimos la categoria M; como la categoria donde los objetos estan
formados por tripletes (X, p,r) donde X es una variedad p es una correspondencia idem-
potente (o sea que (X, p) definen un motivo) y r € Z es un ntmero entero. Las flechas se
definen por:

hompg, (X, p,7), (V,q,7")) = {goaoptq: aec [MmX+" (X xv)}

En particular la asignacién (X, p) — (X, p,0) define un funtor plenamente fiel entre ./\/lif !
y M. A los tripletes (X, p,r), los vamos a llamar r-ésimo twist del motivo (X, p)

Notacion 6.3.2. Los tripletes (X, p,r) van a ser notados también como X (r), pX(r) o
ph(X)(r)

Ahora vamos a ver que estas definiciones se corresponden con la heuristica que habiamos
planteado:
Estando en el caso en el que I(X) es el anillo de ciclos médulo una equivalencia adecuada

tenemos que I(P!) = A[z]/(2?) y tenemos férmulas geométricas para calcular f, (recordar
2.1.20).

Proposicién 6.3.3. Sea e la variedad consistente en un punto. Si I(X) es el anillo de
ciclos modulo una equivalencia adecuada, entonces es vdlida la siguiente igualdad en My:

e(—1) =L

Demostracion. Primero veamos que por definiciéon hom(e(—1),L) = {proa tqg : a €
[limetle x Py = 1Y(PY)} y que hom(L ,e(—1)) = {Bop; tqg: B € %P L (Pl x ¢) =
I°(P1)} Ahora tomamos los ciclos més obvios que se nos puedan ocurrir: notando como
x € I(P!) la clase de un punto escribimos o = 1, x = € I(e x P!) entonces

f=proa=ms.(ms(le X 2)mi3(lp1 X 2)) = Mi3:(le X x X ) = 1 X

En la ultima igualdad usamos la férmula para f, en el caso de una equivalencia adecuada,
es decir m34(1e X z X ) es la clase de [m13(e, x, )] multiplicado por el grado del ciclo sobre
su imagen, en este caso 1 (cualquier duda, recordar nuevamente). Similarmente se
tiene que si = 1piy, entonces g = B o p; = Ipiy,.

Por ultimo se verifica de la misma manera que fog =1 = Acxe = idg—1) y gof =p1 [
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El motivo e(1) es llamado generalmente Motivo de Tate a veces es notado con una T,
cuando el anillo de coeficientes A de la teoria de interseccién es el de niimeros racionales
a veces se lo nota también Q(1), otras veces se lo escribe como L~!. El nombre se debe
a que estd estrechamente relacionado a la llamada conjetura de Tate, una conjetura de
geometria aritmética acerca de la accién del grupo de Galois absoluto de un cuerpo k
sobre los grupos de cohomologia etal de las variedades sobre k , desafortunadamente no
estamos en condiciones de enunciar correctamente la conjetura aqui.

Definicion 6.3.4. Definimos en M un producto de la siguiente manera:
Sean X e Y variedades, p y ¢ correspondencias que son proyectores y r, ' niimeros enteros:

(X,p,r)®@(Y,q,7") = (X xY,p@q,r+1')

Reemplazando r = 7’ = 0 en la definicién vemos que el producto en M extiende a aquel
de M?f !, Por otra parte el isomorfismo candnico entre X x e y X da un isomorfismo
canénico entre ph(X) ® e(r) y ph(X)(r). Como e(—1) = LL entonces tenemos que si r > 0,
ph(X)(—r) = ph(X) ® L". Con lo que la heuristica del principio de la seccién queda
confirmada.

Observemos que la categoria M también es pseudo-abeliana y es, de hecho, la comple-
tacion pseudo-abeliana de la subcategoria formada por los objetos de tipo (X, Ax,r)

Observacion 6.3.5. Es notable como permanentemente a lo largo de la matemética vemos
que no es tanto la técnica sino el lenguaje correcto para pensar en ciertos temas lo que nos
proporciona un enfoque mas simple y profundo. Podrian citarse muchos grandes hitos de
la historia de la matemaética sobre conceptos hoy fundamentales y cémo estos permitieron
el avance del estado del pensamiento matematico.

Pero también es muy cierto que incluso en las observaciones més insulsas puede estar el
origen de la simplificacién fundamental de ciertos conceptos. Este caso es uno de ellos. En
el paper original de Manin ([12]) se definen los morfismos entre motivos como los definimos
nosotros, como un cociente del grupo de correspondencias de grado cero. Manin no advir-
tié que este grupo cociente era isomorfo a un subgrupo del grupo de correspondencias (es
decir que los morfismos de motivos pueden escribirse de la forma p o a o q). Esto dificulta
la definicién del Twist de un motivo. A partir de esta parte se toma un trabajo extra en
demostrar identidades entre motivos torcidos. La observacion trivial que hicimos acerca
de la forma del grupo de morfismos entre dos motivos aparece en el libro de André [I],
esto hace que todas las demostraciones sean mas sencillas.

Para ilustrar la observacion anterior voy a escribir la demostracién de un lema que aparece
en [12] que con nuestro lenguaje es inmediata, pero sin él es un poco mds trabajosa.

Lema 6.3.6. Sean dos motivos efectivos U, V &€ /\/liff entonces el morfismo de grupos:
hom(U, V) — hom(U @ L', V QL") : f + f @idy: = f(i)

Es un isomorfismo para todo i > 0 y es compatible con las composiciones y vales que
f@)G) = fi+7)

Demostracion. El hecho de que (f o g)(i) = f(i) o g(i) se desprende de la compatibilidad
del producto tensorial de motivos con la composicién. Y el hecho de que f(i)(j) = f(i+7)
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sale de que L' ® 7 = IL**J. Notemos que si probamos el lema para U = h(X) y V = h(Y)
entonces (como hom(ph(X),qgh(Y)) = ¢q o hom(h(X),h(Y)) o p para proyectores p y ¢
cualesquiera) habremos probado el lema para todos los motivos en general.
Como f(i)(j) = f(i + j) entonces basta probar el lema para ¢ = 1 en este caso tenemos
que

B(X)®L = (X x Plidy o pl')  B(Y) &L= (Y x PL,idy @ pf")

Primero vamos a probar que, si f(1) = 0 entonces f = 0 (i.e.: la aplicacién es inyectiva).

El morfismo f(1) es inducido por la correspondencia f ® idp1 y es cero si vale
0=(f®idn)o (idx @p} ) = f @ p]

Por la definicién de pf' y como I(X x Y x P! x P!) es un I(X x Y)-médulo libre sigue

que si 0 = f@pllle € I(X x Y x P! x P!) entonces f = 0.

Ahora probemos que la aplicacién es suryectiva: Recordemos que, ademés de saber
que I(X xY x P! x P') es un I(X x Y)-médulo libre sabemos que es igual a I(X x
Y)[z,y]/ (2% y*) donde

P! Pl
.’L':lXXyX1[p>1X€:1X><yXp0 y:1XxyX€><1[p>1:1X><yXp1

con lo que tenemos generadores de I(X x Y x P! x P1) sobre I(X x Y).
Los morfismos en hom(X ® L, Y ® L) son de la forma

Ay @pi)oao(Ax@pt)

con a una correspondencia en I(X x Y x P! x P!)
Entonces, como « es combinacién A-lineal de fi ® 1p1yp1, fo ®p]f1, f3 ®pg1 v f1® (pI{Dl -plgl)
y se tiene que

pipoph =pf (@ pb)opt =0

Se puede deducir que todo elemento de hom(X ® L, Y ® L) es de la forma f ® plfl O
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7. EIl motivo de un Fibrado vectorial y de un Blow-up

7.1. Fibrados vectoriales

En esta parte volvemos parcialmente a los términos de la seccién [2| para referirnos a la
teoria de interseccion de los fibrados vectoriales. El mismo principio de reduccién en “cel-
das”sencillas y la utilizacion de los axiomas de exactitud y homotopia que nos llevaron a
determinar el anillo I(P™) nos van a dar la pauta de la estructura del anillo de un fibrado
proyectivo P(£) — X vamos a ver que podemos dar generadores de I(P(£)) considerado
como [I(X)-médulo. Para las definiciones de fibrado vectorial, fibrado proyectivo y sus
principales caracteristicas geométricas referimos a [8] o al apéndice B de [5].

Primero tenemos que abordar el tema principal de la teoria de interseccién de fibrados
vectoriales. Esto es la definicién de clases de Chern. Para esto vamos a utilizar el enfoque
axiomatico de [6] y [7]

Las clases de Chern son los representantes candnicos de los fibrados vectoriales en las
teorias de interseccién, mas precisamente:

Supongamos que [ es una teoria de interseccién graduada con la propiedad de que para
toda variedad X existe un morfismo de grupos cl : Pic(X) — I'(X) que es funtorial (es
decir que si L € Pic(X) es un fibrado en rectasy f : Y — X entonces cl(f*L) = f*(cl(L))
donde el primer f* es pull-back de fibrados y el segundo es el morfismo de anillos I(f)).
Y que cumpla lo siguiente:

Axioma 7.1.1. (Compatibilidad con divisores de ceros de un line bundle) Sea L un line
bundle sobre X y s una seccién regular (global) de L y sea Y el divisor de ceros de s (ver
[5, Capitulo 2.2]), entonces, en I(X) vale [Y] = cl(L)

Todas las teorias que vimos acé tienen esta propiedad, de hecho para el anillo de Chow
de variedades regulares el morfismo de grupos ¢l es un isomorfismo.

Si E es un fibrado vectorial sobre X y P(FE) es el fibrado proyectivizado de F, recordamos
que E tiene una estructura natural de line bundle sobre P(E), esto es muy esperable si
se piensa que si X consta de un punto entonces E es un espacio vectorial n-dimensional
y P(E) es el espacio proyectivo n — 1-dimensional entonces E tiene estructura natural de
line bundle sobre P(F). Notemos con Lg el fibrado en rectas inducido por E sobre P(E),
entonces escribimos

¢g =cl(Lg) € IYP(E))

Notemos que, si E — X es un fibrado vectorial, f : Y — X un morfismo y E’ el fibrado
sobre Y inducido por el pull-back por f. Entonces P(E’) es canénicamente isomorfo al
pull-back de P(FE) y, por lo tanto tenemos que {g = f*(£g).

Proposicion 7.1.2. Sea X una variedad no singular, E un fibrado vectorial de rango p
sobre X, f el morfismo de proyeccion P(E) — X. Si consideramos a I(P(E)) como un
I(X)-médulo (a través del morfismo f* : I(X) — I(P(E))) tenemos que las clases (£g)
(0 <i<p-—1) son linealmente independientes sobre I(X) y ademds se tiene

f(€5) =0 (0<i<p-2) Fo(€ ) = 1x
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Demostracion. Que fi(£5) = 0 (0 < i < p—2) sale por cuestiones de grado, ya que
f« es homogénea de grado —(p — 1) y & € IY(P(E)). Para probar la segunda de las
ecuaciones, como z = fi( %ﬁl) es de grado cero, y I°(X) = A, basta ver que el morfismo
de aumentacién cumple e(z) = 1.

Tomamos U un abierto donde E se trivialice ¢ : U — X la inmersién, ' = .~ 1(E) = E|y
, j: P(E') — P(F) la inmersién de los espacios fibrados y [’ : P(E') — U la proyeccién.
Entonces tenemos, por 2.1.6] que

CPERT) = FLGTERT) = LGHER)PT = FUERT)

Como €(i*(z)) = e(z) por ser morfismo de aumentacion la ecuacién anterior nos reduce al
caso de un fibrado trivial E = X x AP. En este caso P(E) = X x PPl y &g = 1x x cl(Ly)
donde L, es el line bundle natural de PP~! (es en otras palabras O(—1) ver [§]). Por otra
parte, por el axioma se tiene que cl(L,) = [H] la clase de un hiperplano cualquiera,
por lo tanto 5%_1 es 1x X [e] y, luego

Fl(€p)P™h) = m((€p)P7Y) = m(1x x [e]) = 1

En particular, si hubieran ay,...,ap—1 € I(X) tales que ), f*azfji; = 0, podemos denotar
con j el mayor indice tal que a; # 0, multiplicando la suma por £P~17J podemos suponer
que zp—1 # 0 y aplicando f, tendriamos, por la férmula de proyeccién que

0= f*(Z fraigy) = Z a; f €l = 1;

lo que es absurdo, por lo tanto los &' son linealmente independientes. ]

Ahora vamos a aplicar técnicas de reduccion a subvariedades mas sencillas, utilizando

2.1.10| y para ver que las clases fundamentales £5, 0 <4 < p — 1 generan [(P(E))
como (X )-médulo.

Proposicién 7.1.3. Sea X wuna variedad proyectiva reqular y E una variedad regular
tal que existe un morfismo playo f : E — X. Sea S C I(E), supongamos que para
todo conjunto localmente cerrado (interseccion de un cerrado y un abierto) irreducible no
singular Y uno tiene que, para todo x € I(f~1(Y)) se puede encontrar un abierto no vacio
U <Y tal que sii: f~1(U) — E, entonces x|;_yqn = i*(x) pertenece al I(U)-mddulo
generado por i*(S). Bajo estas condiciones, el conjunto S genera a I(E)

Notemos que acd por “subvariedades mas sencillas” entendemos a los abiertos U, de
alguna manera estamos diciendo que si, para todo subconjunto cerrado Y, S genera “lo-
calmente” a I(Y') podemos asegurar que genera todo I(E)

Demostracion. Por induccién en n = dim X, si dim X = 0 el teorema es trivial. Si n > 0
tomamos un abierto no vacio U de X cualquiera y tomamos como Y = X\U, y a Y’ como
el conjunto de singularidades de X. También escribimos U’ = X\Y', V1 = U'\U =Y\Y'.
Notamos las preimagenes de estos conjuntos por f de la siguiente manera U= YUy
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asi con todos, lo mismo si notamos ¢ : Y7 < U’ la inmersién entonces ¢ : Y7 < U’ es la
inmersién en las fibras. Consideramos entonces el diagrama:

I(Yl)(s) e ](U/)(S) AN ](U)(S) — =0

A R

(V) ——=I(U") I(U)—=0

donde I(Y1)®) es el I(Y;)-submédulo de I(Y7) generado por los elementos de 13 (S) donde

Ly Y; — E es la inmersién, los demds conjuntos de la fila de arriba se definen similar-
mente. Las filas son exactas por Como las flechas verticales son esencialmente f*
y ¢* para las distintas inmersiones ¢ en F, entonces el segundo cuadrado del diagrama es
conmutativo por funtorialidad. Por otra parte el primer cuadrado del diagrama conmuta
por la propiedad y la férmula de proyeccion. Por la hipétesis inductiva, la primer
flecha vertical es un epimorfismo. Como j* es un epimorfismo, si x € I(FE) es tal que
Tl = j*xlﬁ, estd en la imagen de I(U)) entonces = ¢ estd en la imagen de (U™,

Por hipdtesis siempre existe un U tal que para todo = € I(FE), x| o= j*:c ;7 esta en la
imagen de I(U )(S). Entonces la misma hipétesis va a ser cierta si reemplazamos a Y por
Y’ y tomamos Y” como el conjunto de singularidades de Y”, asi podemos proceder hasta

llegar a Y =0, o sea U’ = E, U = X y para todo z € I(E) entonces z € I(X)(). O

Notemos que desde el enunciado del teorema estamos tomando como implicito el hecho de
que el funtor I tenga dominio en la categoria de variedades regulares cuasi-proyectivas
v no solo en las variedades proyectivas, como estdbamos trabajando nosotros. En realidad
esto no es mayor problema siempre y cuando tomemos la precaucién de que no estamos
haciendo f, de ningin morfismo f que no sea propio. Todas las teorias de interseccién que
manejamos, incluidas las cohomologias de Weil pueden extenderse a este caso.

Corolario 7.1.4. Sea X una variedad algebraica no singular, E un fibrado vectorial de
rango p sobre X y P(E) su fibrado proyectivo asociado, entonces los &% generan el 1(X)-

mddulo I(P(E))

Demostracion. Para demostrar que se cumplen las hipdtesis de la proposicién tomemos una
subvariedad localmente cerrada no singular Y, entonces P(FE) induce un fibrado proyectivo
P(E’) sobre Y por restriccién, tomemos como el abierto U de la hipdtesis un abierto que
trivialice a P(E’), de manera que hay que probar que, en el caso en que se tenga un fibrado
trivial X x PP los 5}5 van a generarlo, pero ya vimos que en este caso 5% = 1x x [H]* donde
[H] es la clase de un hiperplano, y sabemos por lo que vimos en la seccién [2{ que I(X x PP)
es generada por estos elementos O

Combinando este resultado con tenemos:
Corolario 7.1.5. I(P(E)) es un I(X)-mddulo libre de rango p generado por las clases & .

Esto va a permitirnos definir lo que es una clase de Chern:
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Definicién 7.1.6. (Clases de Chern) Sea X una variedad no singular y E Y. X wn
fibrado vectorial de rango p sobre X. Definimos las clases de Chern de F como los elementos
ci(E) € I'(X) con 0 < i < p tales que co(E) = 1x y

p

(BN =0

1=0

Los ¢;(E) son llamados i-ésima clase de Chern de E y la suma de todos ¢(E) =pes > ¢i(E)
es llamada la clase total de Chern

De las clases de Chern vamos a usar las siguientes propiedades fundamentales cuya de-
mostracion estd en [6]:

Proposicion 7.1.7. Las clases de Chern satisfacen lo siguiente:

Funtorialidad Sea f: X — Y un morfismo y E un fibrado sobre Y entonces la siguiente
ecuacion vale en 1(X) vale:

Normalizacién Si E es un fibrado vectorial de rango 1 sobre X se tiene:
c(E)=1+&p

Aditividad Sea X una variedad regular y 0 — E' — E — E” — 0 una sucesién exacta
de fibrados vectoriales sobre X, entonces:

c(B) = ¢(E') - c(E")

Acé sblo van a aparecer las clases de Chern tangencialmente. Sin embargo el tema de cla-
ses de Chern de variedades algebraicas (originalmente las clases de Chern fueron definidas
para variedades topoldgicas en la década del ’30, [3, notas al capitulo 3]) es particularmen-
te interesante. Esto es asi porque las clases ¢;(E) son objetos que constituyen ejemplos,
simples pero no triviales, de muchos fenémenos muy importantes en teoria de interseccion
(algo asi como las curvas para la teoria de clasificacion).

El enfoque axiomatico que usamos acd es una especie de “atajo” a la teoria de Chern y
tiene la gran ventaja que, aunque no demostramos concretamente la existencia de clases
de Chern (basicamente porque tampoco demostramos la existencia de teorias de intersec-
cién) podemos entender la mayoria de sus propiedades mas importantes, de hecho en [6]
Grothendieck se explaya un poco més que nosotros con este tipo de argumentos y mues-
tra sin mucha dificultad la relacién que hay entre operaciones con fibrados vectoriales
(producto tensorial, sucesiones exactas, producto exterior, etc.) y operaciones algebraicas
entre las clases de Chern, este tipo de desarrollo fue lo que sin duda lo llevé a considerar
la definicién de KY(X), la K-teorfa de una variedad.

Sin embargo, el enfoque axiomatico tiene, también, desventajas muy importantes. Prin-
cipalmente, el hecho de que no estamos dando una construccién de clases de Chern (y atn
asumiendo que existan teorias de interseccién con clases de Chern, la definicién que dimos
es bastante implicita, no muy bien adaptada a célculos directos). Ademds, este enfoque
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en particular es bastante restrictivo desde el momento en que definimos las clases ¢(E)
s6lo para fibrados vectoriales sobre variedades regulares. En [5] Fulton describe de manera
bastante diferente las clases de Chern para variedades en general, este enfoque es algo mas
trabajoso aun tomando como validas las propiedades fundamentales de la teoria de Chow.

Ahora vamos a utilizar los resultados acerca de I(P(E)) para establecer una descompo-
sicién del motivo h(P(E)) en términos de h(X) .

Sabemos que, dado un fibrado proyectivo P(E) X de rango r, podemos descomponer
a I(P(E)) en suma directa como I(P(E)) = @, I(X) - &' y ademés sabemos que esta
construccion es universal en el sentido en que f*{g = s+« (g), por lo tanto, si ponemos esta
descomposicién en términos de correspondencias, el principio de identidad de Manin y la
proposicién [6.1.7) va a darnos el resultado deseado en la categoria de motivos.

Primero observemos que, como vale:

V() =0 (0<i<r—2) u(€ ) = 1x

Entonces es muy fécil describir a la proyeccién p, : I(P(E)) — I(X) - £P~!, de hecho
tenemos que:

& (g P (a)€)) = €7t (2) ¢ (97 (a:)87)) =
gr_l 1/1*(2:;(} aﬂﬁ*&) = fr_l '7/}*(@7"*1) = Pr(Zf;(} 1/1*((@)5’)

Con lo que ya tenemos la primera (o tdltima, depende por donde uno empiece a con-
tar) proyeccién p, escrita en forma de composicién de morfismos de la forma f*, f.
y mg(=multiplicacién por un elemento). A partir de esto podemos escribir las otras
recursivamente, de la siguiente manera. Si tenemos la descripcién de los proyectores
DryPr—1, - .., Pit+1 entonces

r r—1 7
(idixy — Y i) ¥ (ar)e = ™ (ar)€*
Jj=i+1 k=0 k=0

Ahora podemos multiplicar esta tltima expresién por £&" 7177 y luego aplicar v, el tinico
término que va a sobrevivir va a ser a;. Por lo tanto tenemos que

T

pi =& (idy x) — idpx) — Z pj)

j=i+1
Abusando notacién vamos a escribir p; también por la correspondencia

r

Mei-1 ot Fw ] Fw o (AX — Z pj)
Jj=i+1

Notemos que, por la funtorialidad de las clases £g, y como los morfismos de médulos p; son
proyectores y descomponen a la identidad, podemos aplicar el principio de Manin [5.0.35
para deducir que las correspondencias p; son proyectores y que » . p; = Ay. Més ain, al
tener esta descomposicién de la diagonal podemos aplicar para concluir que:
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Proposicién 7.1.8. El motivo de P(E) se descompone como suma directa en:

r—1

h(P(E)) = ED(P(E), pi)

=0

Por otra parte, sabemos que, si E Yx vy F %, X son dos fibrados de rango r, entonces
tantol (P(E)) como I(P(E)) son I(X)-mddulos libres de rango r y, por lo tanto, isomorfos
entre si. Es mas, similarmente a como definimos los proyectores p; se ve que g, = ;flgb*d)*
es un morfismo I(P(E)) — I(X) - &y que manda &5 en &5t y g, (€) = 0sii # 7 — 1.
Igualmente tenemos que

gi = &k " ulidrxy — D )

j=it+1

cumple con g;( fg_l) = ;Tl, gi(€h)=0sik#i—1.

Con lo que a = ), g; es un isomorfismo cuya inversa se escribe como ) . f; donde los
fi se calculan reemplazando ¢ por ¥ y £r por g en la definicién de los g;. Nuevamente
aplicando a « y su inversa vemos que define un isomorfismo entre los motivos de
P(E) y P(F). En particular el motivo de cualquier fibrado proyectivo de rango r — 1 es
isomorfo al motivo del fibrado trivial X x P"~! con lo que

h(B(E)) = h(X xP'1) = h(X) @ h(P"") = @ h(X) ® L’ (7.1.1)

7.2. Motivo de un Blow-up

En esta parte vamos a discutir la forma del motivo del blow-up X de una variedad
X a lo largo de una subvariedad Y. Recordamos la definicién de Blow-up, vamos a dar
acd una definicién clasica al estilo de Weil describiéndolo por cartas y ecuaciones como
estd en [2] , vamos a necesitar sélo el caso en que Y es regular, pero la definicién general es
parecida. Para una definicién en el lenguaje de esquemas se puede consultar [8, capitulo IT]
o [5, apéndice B|

Definicién 7.2.1. Blow-up de una variedad a lo largo de una subvariedad: Sea X una
variedad e Y una subvariedad de X de codimensién i. El Blow-up X de X a lo largo de
Y se define como la variedad dada localmente por las siguientes cartas:

Si U es un abierto afin de X tal que U NY = () ponemos a U como carta. Si U es un
abierto afin de X tal que existen parametros uniformizantes fy,..., fi_1 de UNY # ()
(i-e.: las ecuaciones { f, = 0} determinan el conjunto de puntos de U NY’). Ponemos como
carta la variedad U cuyos puntos son el subconjunto de U x P*~! dado por las siguientes
ecuaciones:

{(u,2) € U x P tq: apfi(u) —zjfe(u) =0 0<k,j<i—1}

glvonde (xo : -+ : xj—1) son las coordenadas homogéneas de P!, Observemos que
U\(Y x Py = U\Y
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Dos cartas U y V tales que UNV NY = () las pegamos a través de los isomorfismos
que existen entre U NV con el abierto correspondiente de X. Si UNV NY # () las
pegamos a través de la biyeccion entre puntos que determinan dos conjuntos de parametros
uniformizantes para Y

Observacion 7.2.2. A partir de esta definicién no queda claro, pero se puede probar que,
si X es proyectiva, entonces X también lo es [2, 12.c].

Observemos también que, con el atlas de la definicién, podemos definir un morfismo
f:X — X con la siguiente propledad f es un isomorfismo entre X \f7HY) e X\Y ,
por otra parte, llamando Y = f~1(Y) tenemos que f : Y — Y es un fibrado proyectivo
de rango igual a codimY — 1; mas precisamente, puede demostrarse que la estructura
de fibrado que tiene Y sobre Y es naturalmente isomorfa al proyectivizado del fibrado
conormal de Y en X (el fibrado conormal es el que corresponde al haz localmente libre
Ty /Z% donde Ty es el haz de ideales de Y)

Dado que el tinico dato que necesitamos para definir X a partir de X es la subvariedad
Y, querrfamos dar una descripcion del motivo de X en términos de h(z) y de h(Y). Para
lograr esto vamos a proceder como en el caso de los fibrados proyectivos, es decir encontrar
una descomposicién de [ ()Nf ) que sea expresable en términos de correspondencias y usar
y para demostrar que esa descomposicién es motivica.

El ingrediente principal que vamos a usar es el siguiente teorema que damos sin demos-
tracion:

Teorema 7.2.3. Sea f : X — X el blow-up de X a lo largo de una variedad regular Y
de codimension d, y notemos con N el fibrado normaﬁ deY en X. Entonces la siguiente
sucesion exacta corta de grupos se escinde:

0— A*(Y) % A*(V) @ A%(X) 5 4*(X) — 0

Donde a(y) = (f\;i/(y) ccg—1(E), —iyy) siendo E = (f];f;N)/(’)N(—l) e i la inclusion de' Y
en X. El morfismo (3 estd dado por B3(y, ) = j«(y) + f*x donde j es la inclusion de Y en

X. La inversa a izquierda de o estd dada por o/ (T,y) = f|y,(T)

Demostracion. Ver [5], capitulo 6.7] O

Observemos que a, 3, a’ son todos morfismos expresables en términos de corresponden-
cias, mas precisamente por:
a=(=me, ;o Ly T4
b=T;+ 'Ty
a =T fls, Ademas, como para cualquier variedad T se tiene que el pullback

~ idp X

TXYHTXX

\LidTXff/ lf

TXY—TxX
idp X1

Ses decir (Zy /T3 )"
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También es un Blow-up, podemos aplicar [5.0.35|y y concluir

Proposicion 7.2.4. La sucesion

0 — h(Y)(~d) - BH(X) @ h(Y)(~1) = p(X) -0

es exacta y se escinde en la categoria My= de motivos de Chow (o sea motivos con la
equivalencia racional como teoria de interseccion I).

Corolario 7.2.5. Estructura del motivo de un Blow-up

d—1
h(X) =H(X) @ (@h(ﬂ(—ﬂ)
=1

Demostracién. Por la proposicién anterior (X)) = (id — ad’)(§(X) @ h(Y)(—1)) ya que

estamos escribiendo a h((X)) como nicleo de la proyeccién

h(X) & h(YV)(~1) = h(Y)(~d) & h((X)) — H(Y)(~d)

Usando el principio de Manin y la definicién de los morfismos « y o' vemos que id — aa’
actia como la identidad sobre X. Sobre Y tenemos que, como Y es el fibrado conormal
de Y en X, entonces

ad = f*(f(§)) - ca-1(f*N/Oy)
Queremos probar que la férmula para aa’ es igual a la proyeccién a 5‘}% - A*(Y). Para esto
basta ver que cq_1(f*N/Oy(-1)) = 5;17 esto lo sabemos a partir de la sucesién exacta
corta
0— ONn(=1) = f*N — f*N/Oy(-1) — 0
y usando que entonces c¢(f*N) = c¢(On(—1))c(f*N/Op(—1)), como c(On(—1)) = c1(On(—1)) =
&y por definicién, y por funtorialidad ¢(f*N) = f*c¢(IV) tenemos lo siguiente:

U
[

ca(f*N) = frca(N) = — Ci(N)Sé_i =&y ca-1(E)

i

I
o

Por lo cual ¢4_1(E) = f%_l y id — aa’ actia como la proyeccién a @?;5 5;7 - A*(Y) con lo
que se tiene la descomposicion buscada. ]
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8. Motivos de Curvas

En esta seccion vamos a ver como el Jacobiano de una curva C' determina completamente
el motivo h(C) en el caso que estemos tomando como teorfa de interseccién una teoria de
clases modulo equivalencia adecuada.

Observemos que en la teorfa de Chow hay un isomorfismo natural Pic(C) = I'*(C). Como
la jacobiana J(C') de una curva C es la variedad que representa el funtor

Pc :Var — Gr T Pic(C x T)/{L € Pic(C xT) tq: 3 M € Pic(T), L = p$T*(M)}

en particular J(C') es canénicamente isomorfa como grupo a Pic(C) (acéd estamos tomando
en cuenta a J(C) como una variedad definida sobre un cuerpo algebraicamente cerrado,
para mas precisiones ver [14]) o sea que en definitiva tenemos un isomorfismo canénico
J(C) =2 I'(C) en el caso en que I es el anillo de Chow.

Por otra parte, en los ejemplos que consideramos recién, tenemos que el anillo I(C) se
descompone como I°(C) @ J(C) =2 Z @ J(C) con lo que, si queremos aislar el papel del
jacobiano en el motivo de C vamos a tener que depurarlo de “componentes triviales”esto
lo vamos a hacer de la siguiente manera.

Dada una variedad conexa X de dimension n y una teoria de interseccion I tal que X es
I-especial (recordar [6.2]) definimos el motivo reducido de X como:

b (X) = (X, A —pg —pn) = (X, A~ ([e] x 1x) — (1x x [e]))

Proposicién 8.0.6. Sea I una teoria de interseccion proveniente de una equivalencia
adecuada y X una variedad de dimension n I-especial. Para cualesquiera i,j € Z tenemos
que

Hom(b*(X)(i),L7) =0 Homu (LI, b (X)) = 0

Demostracion. Vamos a probar que homa(h*(X)(i),L7) = 0 ya que la otra igualdad sale
analogamente. Lo que tenemos que probar es que 1" *7(X x e) o A — péf — pf = 0 para
eso simplemente usamos el isomorfismo I(X x e) & I(X), tomamos o € I" " (X) y
calculamos oo A — pé{ —pX =0

aoA—pg —py =ao(A— (e x 1x) — (Ix x [e])) =
p2«(pi(a) - A —pia) - pi(le]) — pi(e) - p5(le])) =
a = pa(pi(a- [e])) = paa x [¢])

El segundo término es cero si o ¢ I°(X) y el tercer término es . Si a € I°(X) entonces
el tercer término es cero y el segundo es « O

Observacion 8.0.7. Recordemos que en la demostracién de la hipdtesis de Riemann para
curvas hicimos basicamente la misma reduccién.

Ahora vamos a usar las propiedades de la jacobiana de una curva para calcular los mor-
fismos entre los motivos de dos curvas homp(h*tCy, hTCy).

Sean X e Y dos variedades y x € X, y € Y dos puntos distinguidos. Una correspondencia
divisorial entre X e Y con base en z e y es un line bundle L sobre X x Y tal que las
restricciénes L| X x {y} y L|{z} XY son ambas triviales. Con esta terminologia expresamos
la siguiente propiedad universal del jacobiano de una curva.
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Proposicién 8.0.8. (Ezistencia del line bundle universal) Sea P un punto sobre una
curva C. Eriste una correspondencia divisorial M' entre C' y J(C) con base en P y en 0
tal que, para cualquier correspondencia divisorial L entre C y una variedad Y con base en
P yycY existe un tinico morfismo ¢ : Y — J(C) tal que ¢(y) =0 y (idx x ¢)*MP = L

Demostracion. En [14, Teorema 1.2] O

Expresandolo en lenguaje de divisores, usando al anillo de Chow como teoria de inter-
seccién, decimos que existe una correspondencia F'¥' € A'(C x J(C)) con la propiedad de
que para cualquier f € A1(C x Y) que cumpla f - ([z] x 1y) = f- (1 x [y]) = 0 se tiene
un morfismo ¢ tal que idc x ¢*(FP) = f.

En particular se tiene un morfismo canénico ¢! tomando

=05 =aer Ac — (1c x [P]) — ([P] x 1¢)

Proposicién 8.0.9. Las correspondencias F* = FF o p{ € hompm(h™(C),h+J(0)) y
ot =p%o L,r € homp(h*J(C), 57(C)) cumplen que

Frop® =0 Tyr)o (Fopf) =idyr(c

En particular h*(C) es un sumando directo de h*(J(C)).

Demostracion. Nos basta con demostrar que T’ oP © FP = pﬁ Para esto consideramos el
siguiente diagrama conmutativo:

idc X (;5>< idc

CxCxC CxJC)xC

ido X
M TCM

CxC

p13

CxC

Donde ¢ es el morfismo diagonal y v4(x) = (z,¢(x)) Teniendo en cuenta esto y las

propiedades de tenemos:

Tyr o FP = piau((ide x 7g)+(loxe) - (FF x 1¢)) =

P13« (ido X ’y¢)*(idc X 7¢)*(FP x 1¢) = (ide x ’y¢)*(FP x 1) =

(idc x 0¢)*(ide x ¢ x idc)*(FF x 1x) = (ide x 6¢)*[((idc x ¢)*FP) x 1¢] =
(ide x 60)*(p§ x 1x) = p§

O

Observacion 8.0.10. Estando en el caso de curvas, y considerando el anillo de interseccién
como N*, el anillo de equivalencia numérica, (en realidad va a servir cualquier anillo de
interseccién que cumpla I"(X) = A) cuando hablamos de la condicién f - ([z] x 1y) = f -
(1o x [y]) = 0 estamos simplemente diciendo que los indices a(f) y b(f) sean cero (recordar
la seccién 'puntos en curvas’). Con lo que, si f € N'(C x C') es una correspondencia de

grado cero tal que a(f) = b(f) = 0 tenemos:

For§ = —puae(la] x f) = pia(lx x (([2] x 1y) - ) = f
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analogamente pgl of=1f.

Por otra parte es inmediato de la definicién que a(f o g) = a(f)a(g), y de ahi sale que
cualquier morfismo en hom(h*(C), h™(C")) cumple con la condicién a(f) = b(f) =0

En definitiva hay una biyeccién entre las correspondencias f : C'+ C’ con a(f) =b(f) =0
y las flechas entre los motivos h*(C) y b+ (C")

El siguiente teorema, que enunciamos sin demostracién, nos va a dar la equivalencia que
existe entre la categorfa de motivos de tipo h™(C) y la de jacobianas:

Teorema 8.0.11. Sean C1 y Cy curvas no singulares con puntos distinguidos y sean Ji y
Jo sus jacobianas. Hay una correspondencia uno a uno entre correspondencias divisoriales
de C1 a Cy y morfismos de variedades abelianas hom(Jy, J2)

Demostracion. [14, Corolario 6.1] La idea es que una correspondencia divisorial define un
morfismo de ¢ : C7 — Jy que, a su vez, define un morfismo J; — Ja por ser la Jacobiana
de C la variedad abeliana que factoriza los morfismos de C a todas las otras variedades
abelianas (es decir: la Jacobiana de una curva es también la variedad de Albanese de la
curva) O

En particular, si tomamos como anillo de coeficientes A = Q y como teoria de intersec-
cién, por ejemplo, a N, tenemos que la biyeccion entre correspondencias divisoriales y
morfismos entre jacobianas da que la subcategoria de M Ny consistente en motivos de la
forma h*(C) es equivalente a la de variedades jacobianas médulo isogenias.

Mads aun, vamos a usar el siguiente teorema para ver que la clausura pseudo-abeliana de
esta categoria es (equivalente a) la categoria de variedades abelianas.

Teorema 8.0.12. Para cualquier variedad abeliana A, sobre un cuerpo infinito, existe
una jacobiana J y un epimorfismo J — A

Demostracion. [14] seccién 10] O

Como, por la categoria de variedades abelianas es abeliana y semisimple, existe,
para toda variedad abeliana A una jacobiana J y un proyector p : J — J tal que p(J) = A.
En particular la categoria de variedades abelianas Uab esta incluida en la clausura pseudo-
abeliana de la categoria de las Jacobianas Jac, al ser Uab una categoria abeliana es pseudo-
abeliana, y contiene a Jac, con lo que Uab es la completacién pseudo-abeliana de Jac.



Quallbrunn, Federico 75

9. Variedades uniracionales de dimension 3

Una variedad uniracional de dimensién 3 se define como una variedad X para la cual
se tiene un morfismo racional ¢ : P? ~» X de grado finito. Variedades uniracionales
aparecen naturalmente en problemas de clasificacién. El morfismo racional de P3 a X
puede “resolverse” es decir se puede tomar una serie de Blow-ups de manera tal de poder
definir el morfismo sobre toda la variedad, més precisamente existen morfismos

X/
2\
¢

Con % un morfismo de grado finito y x la composiciéon de Blow-up’s a lo largo de sub-
variedades no singulares definidas sobre una extension finita del cuerpo k (el cuerpo de
definicién de X), las subvariedades pueden ser puntos o curvas. Para una teoria moderna
de resolucién de morfismos racionales ver [20)].

A partir del diagrama podemos saber la forma de h(X') de la siguiente manera:
Sabemos que el motivo hP? = L3 ® L2 L @ e. Sabemos cémo es el motivo de un Blow-up
en términos de la base y la subvariedad explotada, en este caso tenemos muchos Blow-ups
sucesivos, cuando son a lo largo de un punto tenemos que sumarle L @ L2 al motivo que
tenfamos antes, y cuando es el Blow-up a lo largo de una curva C lo que tenemos que
hacer es sumar EB?;ll (C)(—i) al motivo que tenfamos, en este caso d = 2 asi que nos

queda que tenemos que sumar h(C)(—1) = h(C)@L =L@ (h7(C) ® L) @ L2 Con lo que
el motivo de X’ nos queda:

(9.0.1)

g X

h(X) =eoale (PbH(C) ®L) ®al’ ® L7 (9.0.2)

Donde a es la cantidad de Blow-ups sobre puntos tuvo que hacerse para resolver ¢ Ahora
bien, sabemos que el motivo de X es un sumando directo del motivo de X', donde el
proyector es p = (1/deg¢)T's o 'y, como hom(L*,L7) = 0 si i # j y hom(h*(C;) ®
LI, I7) = 0 entonces el proyector p se descompone como proyector de cada uno de
los sumandos. Més atin, p restringido a @, h"(C;) ® L es de la forma p’ ® idy, con
p’ € End(, b (C;)®L) (porque, si M es un motivo cualquiera, por la definicién de twist se
ve que hom(M ® L, M ® L) = hom(M(—1), M(—1)) = hom(M, M)) con lo cual acotamos
a h(X) como suma de términos del tipo e @ /L & A @ a"L%2 & L3 donde A es (equivalente
a) la clase de isogenia de una variedad abeliana.

En general podemos notar que el razonamiento anterior no solo funciona con proyectores
sino que, mas aun, para cualquier correspondencia de grado cero entre motivos con des-
composiciones similares a/9.0.2 podemos seguir el mismo razonamiento y concluir que, de
hecho, tenemos un funtor X — Ax de variedades uniracionales de dimensién 3 a varieda-
des abelianas médulo isogenia.

Ahora vamos a ver que, efectivamente, podemos contar puntos con lo que hicimos. Pri-
mero observemos que, por cémo actia el morfismo de Frobenius Fr en las variedades
(localmente como tomar potencias g-ésimas) y cémo construimos la variedad abeliana A x
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podemos aplicar la hipdtesis de Riemann a Ax (el divisor que le corresponde al grafico
de Frobenius va a un morfismo de Jacobianas que actia de la misma manera y por lo
tanto es F'r sobre las Jacobianas, después proyectamos a la variedad A, pero los mor-
fismos racionales sobre F, conmutan con Frobenius, asi que el funtor X — Ax manda
Fryx — Fry, ). Lo que vamos a hacer para computar la cantidad de puntos v,(X) de X
sobre F,r es observar que v5(X) = [Ax - Fry y que, si tomo la equivalencia numérica,
estd bien definido para un motivo el nimero v, ((X,p)) = [p- Fr y, se puede calcular
v(M®&N)=v,(M)+v,(N)y v,(M®&N) =v,(M)®v,(N). En particular v,(L) = ¢" y
tenemos entonces:
v(X)=1+aq +¢ > o +dq +¢"

)

Donde los w; son las raices caracteristicas de Frobenius en Ay, y por lo tanto |w;| = q'/2.
Por lo que tenemos un resultado que es equivalente a la hipdtesis de Riemann.
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