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Capitulo 1

Introduccion

Lo que se pretende a lo largo de este trabajo es mostrar algunas herramientas mateméti-
cas que se aplican hoy en dia para resolver problemas que surgen en biologia al intentar
reconstruir redes reguladoras de genes. También se mostrardan ventajas y desventajas de
cada una de ellas.

Uno de los objetivos mas importantes en la biologia de sistemas es descubrir y mo-
delar las relaciones causales entre los componentes de dichas redes y los mecanismos que
gobiernan sus dindmicas. Los métodos existentes de ingenieria reversa se pueden separar
en continuos vs. discretos y en deterministicos vs. estocésticos. El objetivo de algunos mé-
todos es describir la dindmica de la red. Y otros solo pretenden descubrir la topologia de la
misma, es decir, qué genes regulan cudles otros, con un grafo dirigido (o “wiring diagram?”)
como resultado, posiblemente indicando activacién o inhibicién.

La manera mas comiin de modelar la dindmica de de las redes es mirarlas como redes
bioquimicas de productos de los genes, generalmente mRNA y proteinas, y describir sus
tasas de cambio a través de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por lo tanto, el
marco en el cual se modela es el de un sistema dinamico deterministico, a tiempo continuo.

El otro extremo del espectro de modelos ve a las redes reguladoras de genes como redes
logicas. Por ejemplo, los modelos de redes Booleanas, que tienen la ventaja de ser més
intuitivos que los modelos de EDQO. Difieren de estas ultimas al tomar al tiempo como
discreto y la expresion de los genes se discretiza en solo dos estados cuantitativos, segun si
estan presentes o ausentes.

Ejemplo 1.1. Las funciones booleanas se pueden representar como funciones polinomiales
con coeficientes en Zo. En efecto, si x e y son variables Booleanas, entonces

cANy=zy, cVy=x+y+axy, zr=x+1

Observemos que la suma corresponde al O exclusivo (XOR).

Veamos, por ejemplo, el metabolismo de la lactosa en E. Coli [Eriksson|. Hay cuatro
actores principales en este sistema: lactosa, glucosa, (-galactosidasa, y una proteina re-
presora. La lactosa es un azicar compuesto y se parte en azicares usables por la enzima
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(B-galactosidasa. La proteina represora detiene la produccién de (-galactosidasa excepto
cuando ésta se necesita para metabolizar la lactosa.
Representamos esto con una red dindmica de cuatro nodos sobre Zs, donde los valores
1,0 corresponden a si una de las componentes esti presente o ausente, respectivamente.
Si x1 mide la glucosa, xo la lactosa, x3 la (B-galactosidasa, y x4 la proteina represora.
A partir de lo que los bidlogos saben sobre este sistema, se pueden escribir los cuatro
polinomios que dan la red dindmica

i = m

fo = @

f3 = wa(l+424)
fi = 14z

Por ejemplo, f3 significa que la §-galactosidasa se produce si la lactosa (x2) esta presente
y el represor (x4), ausente.

Una de las mayores desventajas de los modelos Booleanos es que necesitan discretizar
los datos expresados en valores reales en dos categorias, encendido/apagado, perdiendo asi
mucha informacién. En respuesta a esta deficiencia, se han desarrollado modelos discretos
con mas estados.

En adelante trabajaremos con los modelos a tiempo discreto, que han surgido como
alternativa a los modelos a tiempo continuo cuando se pretende reconstruir algo de gran-
des dimensiones contando con muy poca informacién. Tendremos como hipoétesis que los
intervalos de tiempo son siempre iguales (es decir, serd 1o mismo medir en un determinado
intervalo de tiempo que en cualquier otro) y que las observaciones no dependen de lo que
pudo haber sucedido en los intervalos de tiempo anteriores.

1.1 Ingenieria Reversa de Sistemas Polinomiales sobre Cuer-
pos Finitos

Supongamos que tomamos como marco para modelar a los sistemas dindmicos a tiempo
discreto de varios estados. Sea A el conjunto de posibles estados de los nodos de la red,
y asumimos que A es un conjunto finito (aunque quizas muy grande). Por ejemplo, se
puede pensar A como el conjunto de los niveles de expresion discretizados (hablaremos de
la discretizacion de los datos en el capitulo 6). Sea

f:A" — A"

esto se conoce como un sistema dindmico discreto sobre A de dimension n. La iteracion de f
resulta en un sistema dindmico a tiempo discreto. Y f se puede describir en términos de sus
funciones coordenadas f; : A™ — A, para ¢ =1,...,n. Es decir, si x = (z1,...,z,) € A"
es un estado, entonces f(x) = (f1(X),..., fn(x)). Nos referimos a un tal sistema como
sistema dindmico finito.

Si A tiene ¢ = p" elementos, para algin primo p, y tiene la estructura de un cuerpo
finito (denotamos k := A), entonces cualquier funcion coordenada f; : k™ — k se puede
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describir con un tnico polinomio en k[x1,...,x,| de grado menor que g en cada variable.
Pero, a menos que se conozcan todas las correspondencias, este tinico polinomio no se
podra determinar. Generalmente, al trabajar con estos problemas que surgen de la “vida
real”, solo se dispone de un conjunto (bastante acotado) de pares de transicion. Es decir, los
datos son de la forma si,...sp,t1,...,t, € k", donde f(s;) = t;, y usualmente m << q.
Luego, se suelen generar varias opciones de posibles modelos al aplicar cualquier método
de ingenieria reversa (es decir, al usar cualquier método que pretenda reconstruir a partir
de lo observado).

En este trabajo concentraremos nuestra atencién en dos trabajos donde se modelan la
dindmica o las relaciones causales de las redes reguladoras de genes a través de sistemas
polinomiales dindmicos finitos. Los desarrollaremos en detalle en los capitulos 4 y 5.

El primero de ellos, desarrollado en |[L-S]|, intenta describir la dinamica de la red. Par-
tiendo de datos como los anteriormente descriptos, busca para cada coordenada un po-
linomio interpolador minimal, en el sentido de que no hay un polinomio no nulo g; €
klxi,...,zy], que surja de reordenar y reagrupar los términos de f;, tal que f; = h; + ¢;
y gi(sj) = 0Vj,1 < j < m,i=1,...,n. Para esto, se elige la forma normal (resto) de
algun interpolador con respecto a una base de Grobner (ver definicion 3.8) para el ideal
de {s1,...,sm} (ver definicion 3.17). Uno de los problemas de esta eleccion es que depen-
de fuertemente de la eleccion de un orden monomial (ver definicion 3.1) particular para
calcular la base de Grébner, y no hay una elecciéon de orden monomial que sea candnica.

Tratando de evitar este problema, el segundo trabajo se basa en la descomposicién
primaria de un ideal monomial (ver capitulo 2) que se genera facilmente a partir de los
datos. Pero aqui solo se pretende describir las relaciones causales entre los nodos de la red.
Por eso, el objetivo es encontrar, para cada coordenada, conjuntos minimales (segun la
inclusion) de variables para los cuales existe un interpolador. Comentamos también, en el
capitulo 5, un algoritmo desarrollado en [Krupa| que intenta resolver el problema de hallar
una estructura minimal con una cantidad polinomial de operaciones, aunque con menos
precision.

En los capitulos 2 y 3 describiremos las herramientas matemadticas necesarias para
comprender los dos ejemplos arriba mencionados.

Y finalmente, en el capitulo 6 se considera el problema de la discretizacion de los
datos y se plantea una posible teoria a desarrollar para intentar minimizar la pérdida de
informaciéon y a su vez mantener la consistencia (ver seccion 6.3).



Capitulo 2

Ideales Monomiales y
Descomposicion Primaria

2.1 Ideales Monomiales

Sea k un cuerpo, y k[x1,...,x,] el anillo polinomial en n indeterminadas.
Definicién 2.1. Un monomio en k[x1,. .., z,] es un producto zy" x5 ... 2", con m; €
Ng,z=1,...,n.

Un ideal M C k[x1,...,zy] se dice tdeal monomial si estd generado por monomios.

Observacion 2.2. Son equivalentes

1. M es un ideal monomial.

2.8 f = > Can,...an®]t ... xG" pertenece a M entonces x7'...z0" € M si
(041,...7Oén)6N6L

cala“wan ;é 0

Luego, un ideal monomial esté univocamente determinado por los monomios que con-
tiene.

Con esta equivalencia se puede ver facilmente que la interseccion de ideales monomiales
es un ideal monomial. De hecho, si M; y M> son dos ideales monomiales y

[ = > Can,an®] - xGm € My N M. Sea 7" ... 28 tal que cq, ..., # 0. Como
(1,000 ) ENG
fe M,z .. adm € My, ycomo f € My, z{" ... x5" € My. Luego, 1 ... xz5™ € MiNM,.

Definicion 2.3. Un monomio z]" x5 ... 2" es libre de cuadrados si 0 < m; <1, Vi.

Un ideal monomzal libre de cuadrados es un ideal generado por monomios libres
de cuadrados.

2.2 Descomposicién Primaria de Ideales Monomiales Libres
de Cuadrados

Definicion 2.4. Un ideal p se dice primo si r1r2 € p implica que r; € pdr9 €p

4
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Definicién 2.5. Una descomposicion primaria de un ideal I es una expresion de [
como una interseccion finita de ideales primarios; un ideal ¢ se dice primario si riry € ¢
implica que r; € ¢ 6 72 € \/q (donde /g denota el radical del ideal g).

Observacion 2.6. e Si un ideal p es primo, entonces p es radical. En efecto, p C \/p
vale siempre. Y sea r tal que 7™ € p, con m € N el minimo para el cual se verifica
la pertenencia. Supongamos que m > 1. Entonces ™ = ™! y como p es primo,
r€po6r™ ! ep. Pero esto es un absurdo por ser m > 1 un minimo. Luego, m = 1

y por lo tanto /p C p.

e Siel ideal p es primo, y miro €Ep=11 €pSra €p =11 €pore €,/p=p. Luego,
primo implica primario.

Como solo necesitaremos trabajar con ideales monomiales libres de cuadrados, su des-
composicién primaria consistird inicamente de ideales primos.

En lo que sigue, describiremos dos algoritmos para calcular la descomposicién primaria
de un ideal monomial libre de cuadrados. Para més referencia sobre este tema, consultar
[H-S].

2.2.1 Primer algoritmo

Lema 2.7. Sea M un ideal monomial en k[xi,...,x,]. Sir € M tal que r = rire donde
r1 y ro son coprimos, entonces M = (M + (r1)) N (M + (rq)).

Demostracion. Como M es un ideal monomial, alcanza con ver que M y (M + (r1))N (M +
(r2)) contienen los mismos monomios. Un monomio r’ pertenece a (M + (r;)) si y solo si
"€ M 6rj|r'. Como ry y ry son coprimos, se tiene

"e M+ (m)NM+(r))ereMorr|rereM

Lema 2.8. Sea q = (z;,,...,2;,.) C k[z1,...,xy,), entonces q es primo.
Demostracion. Sea r1.ra € ¢, veamos que 11 € ¢ 6 r2 € ¢. Sean

rl—rgl)—i-rg), ro = ()+7’(2)

)

(1)

con 1, Gk:[wj:j#il,lzl,...,r]yr?)

€ q,1 = 1,2. Luego,

r1.ry = 7“§ ) (1) + (r

()() ()() (2)

+r7 oy 4y .(2))

y vale que (7‘% ) (2)4—7”:([ ) él) +7’§ ) 2 )) € q. Por lo tanto, 'r’( ) ( ) e gNklzj:j#i,l=
1,...,r] = {0}, y como k[x; :jyéil,l— 1,...,r] es dominio 1ntegro, r% ) =06 é):().Y
esto implica r; € ¢ 6 2 € g, como se queria probar.

O
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A partir de estos lemas se puede generar un algoritmo sencillo para conseguir una
descomposicién primaria de un ideal monomial libre de cuadrados.

Ejemplo 2.9. Sea M = (xjx3,z2,x124) C k|21, 29,23, 74] un ideal monomial libre de
cuadrados.

Por el lema 2.7

M = <$1, x9, 1‘133‘4> N <.7}3, X9, $1l‘4> = (3}1, X9, .1‘1) N <l’1, T9, 33‘4> N <.7}3, X9, $1> N <333, T9, x4>

Y como, por el lema 2.8, cada intersecando es primario, esta es una descomposicién
primaria para M.

Observacion 2.10. Si M es un ideal monomial libre de cuadrados, sus componentes
primarias son ideales primos de la forma (x;,,...,z;).

Observacion 2.11. Como podemos ver en el ejemplo, este procedimiento no siempre nos
da una descomposicion irredundante ((z1, z2, 1) = (x1,22) C (1,22, Z4)).

2.2.2 Segundo algoritmo

En esta seccién mostraremos un algoritmo de descomposicién primaria basado en el dual
de Alexander del ideal monomial libre de cuadrados. Primero desarrollaremos un poco de
teoria sobre complejos simpliciales y adaptaremos la notacion utilizada en [Miller]:

Sea A =P({1,...,n}), el conjunto de partes de {1,...,n}.

Definicion 2.12. T C A es un complejo simplicial si es cerrado por inclusiones. Es decir,
siXeleY CX,entoncesY €T

Definicién 2.13. I' complejo simplicial, definimos
I:={FeA:F°¢T}
donde F¢ = {1,...,n}\ F.

Ejemplo 2.14. Paran =14
I'={0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2},{2,3}, {3,4} {2,4},{2,3,4}}
FC ¢ ' FC e {{1,4},{1,3},{1,2,4},{1,3,4},{1,2,3},{1,2,3,4}}
Luego, I' = {{2,3},{2,4}, {3}, {2}, {4}, 0}.

Lema 2.15. T es un complejo simplicial.

Demostracion. Sea X e e Y C X, veamos que Y € r.
Y C X, luego Y¢ D X¢. Si }:C € I', como I' es complejo simplicial, entonces XCer,
pero esto no es cierto pues X € I'. Por lo tanto, Y© ¢leY el. ]

Lema 2.16. (f) =T

Demostracion. (f):{FEA:chéf}:{FEA:FEF}:F O
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Definicién 2.17. Sea b € N{j, definiremos

b _ b1 b
X’ =z ..o

mb = (xb 1 b; £ 0) = (22 : b; #0)
Ejemplo 2.18. Supongamos que n =4y b= (1,1,0,0). Luego,
xb = x%m%mg:cg =xi1x9 vy mb = (z1,29)

0 si i¢F

Observacion 2.19. Sea F € A le asociaremos f € {0,1}", f; = { 1 si icF

Y notaremos también xt = x/.
Por ejemplo, si F C {1,...,4}, F = {1,4}, x"' = 2124.

Definicién 2.20. Dado o € N{j, definimos el soporte de o de la siguiente manera:
sop(a) = {i: ay # 0}

Por ejemplo, sop((1,0,3,0,1)) = {1,3,5}.

Definicion 2.21. Sea I' complejo simplicial, definimos un ideal monomial
I=x":F¢T)=(][zi: F¢T)
=3
En el ejemplo 2.14, It = (x174, 2123, T122T4, T1T3T4, T1T2T3, T1T2X3T4) = (T124, T1T3) =

(z3,24) N (21)

Definicion 2.22. Sea M un ideal monomial libre de cuadrados, M es el siguiente ideal

monomial libre de cuadrados:
M=(xI'FeA =([[z;: F €A

N i€l

M = ﬂmF: n<l’i,i€F>
FeA FeA

Donde A C A.

En el ejemplo 2.14, M = I = (x124, x123). Entonces
M = (x1,24) N (@1, 23) = (w1, T324)

Lema 2.23. Ir = [\ m’
FCer
Demostracion. Probemos las dos inclusiones:

C) Sea x% con G ¢ T' y sea F tal que F© € T'. Queremos ver que x% € (z;:i € F). O
sea, queremos ver que existe i € F tal que i € G. Es decir, dados G ¢ I', F¢ € T, queremos
probar que existe i € F tal que i € G. Si no, G C F® y como I' es complejo simplicial,
G €T y esto es absurdo.

D) Sea x* € () mf, queremos ver que existe G ¢ T tal que x%|x® (& G C sop(a)).

FCer
Pero x* € [ mf siy solosisop(a)NF # () V F tal que F¢ € T. Si tomamos G = sop(a),
FCer
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entonces sop(a) C sop(a) y también vale que sop(a) ¢ T'. De hecho, si sop(a) € T, esto
equivale a decir que (sop(a)®) €T, y si llamamos F = sop(a)® se tiene que cumplir que
sop(a) N sop(a)® # ), y esto es absurdo.

]

Definicién 2.24. Sea M ideal monomial, si M = (| m%, donde S C A, definimos
FeS

I'y={FeA:F°ecS}

Proposicién 2.25. ' complejo simplicial,

Demostracion. Recordemos:
Ir=(x:F¢r)
(Ir)= N m"
N F¢r
I={F:F“¢r}
Ii=(xf:F¢T)=(xI":FOeT)
O sea, queremos ver que

(m" =" :FCeT)
F¢r
Veamos la doble inclusion:
Q) Six*e N m&, queremos ver que existe F tal que F€ € Ty xF]xa. Si tomamos
G¢r
F = sop(a), entonces sop(a) C sop(a) y también vale que sop(a)® € T'. De hecho, si
sop(a)® ¢ T, entonces x® € m”p(o‘)c, y por lo tanto sop(a) N sop(a)® # 0, y esto es
absurdo.
D) Sea F ¢ T queremos ver que si G¢ € I',x% € m’. Y esto pasa si y solo si FNG # (.
Supongamos que no, entonces ' C G, pero T' es complejo simplicial y entonces F € T.
Contradiccion. O

—~—

Corolario 2.26. (M) =M

Demostracion. Primero observemos que M = It,,.Y usando la proposicién 2.25 y el lema
2.16, vale que

P e Ny

(1) = (70) = () = 15 = = m

Sea ahora M ideal monomial libre de cuadrados.
1=(1,...,1)€{0,1}"™.

apr € {0,1}™ sera el exponente del minimo comun multiplo de los generadores mini-
males de M.

Sea Irr(M) el conjunto de las componentes primarias irredundantes de M (es decir,
aquellas componentes minimales, para la inclusién, en el conjunto de componentes prima-
rias de M).
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Definicion 2.27. Se define el dual de Alexander de M como
MY = (x*:mb e Irr(M))

Luego, si encontramos los generadores minimales de MV, tendremos las componentes
primarias irredundantes de M.

Para hallar los generadores de M"Y (sin conocer las componentes primarias irredundan-
tes de M, por supuesto), introducimos la siguiente definicion (ver [A-M)]):

Definiciéon 2.28. Sean I y J ideales de un anillo A, su ideal cociente (o transportador)
es:

I:J)={feA:fJCI}
y este conjunto es un ideal.
Proposicion 2.29. (m® 1 : MY) = M + momtl

Observacion 2.30. Antes de demostrar la Proposicion 2.29, veamos algunos ejemplos y
observaciones:

e Supongamos que M = (x1x9,x5) C k[z1,...,25]. Luego, el minimo comun multiplo
de los generadores minimales de M es zjxaxs5, y por lo tanto ap; = (1,1,0,0,1). De
esta forma,

mM T — (92 92 2 xy, 22)

Es decir, aquellas variables involucradas entre los generadores de M, aparecen al
cuadrado. Y las que no estaban involucradas, en este ideal aparecen (a la primera).

e Teniendo presente el primer algoritmo de descomposicion primaria (visto en la seccion
2.2.1), podemos notar que si m® € Irr(M) y b; = 1, entonces z; aparece entre los
generadores de M y, por lo tanto, (ays); = 1.

1 stb; =1

Luego, (apr +1 —b); = { (ans)i + 1 sib =0

Entonces, m@M+t1=0 — b 4 man+1
En el ejemplo anterior, si tomamos m? = (x1,z5),b = (1,0,0,0, 1). Tenemos:
ay+1—b=(1,21,1,1)

maM+1_b = <l’1,l’%,l‘3,:1}4,135> = <$1,l’5,1’%,1’%,l‘3,$4,l‘%> = mb +maM+1
e Vale que (I:),J;)=,(I:J;)

e Si I es monomial, (1 : x®) es monomial. De hecho, fx® € I si y solo si cada monomio
de fx® pertenece a I. Pero cada monomio de fx® es un monomio de f por xP.
Entonces, fx? € I si y solo si cada monomio de f € (I : x°). Luego, (I : x%) es

monomial.
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Demostracion. (de la Proposicion 2.29)
(m“M‘*'1 : Mv) = N (maM+1 : Xb)
b/xbgenerador
mintmal de MV

Como (m‘W +1. xb) es monomial, veamos qué sucede al tomar un monomio de la forma
x°:

x¢.xb € mm+Hl o x¢ € momti-b,

Luego, tomando todas las intersecciones sobre b tal que x° es generador minimal de
MV

)

ﬂ (maM—i-l . Xb) — ﬂma]w-‘rl—b — ﬂ (mb + maM—i—l) — mmb + mCLM+1 =M + maM+1

O

Lema 2.31. (MV)V =M

Demostracion. Observemos que la definicion de MY es la “inversa” de la definicion 2.22:
Sil=xI':FeA)=I= Nml
FeA
SSM= N wl=M'=x':ml"elrm(M)
mEelrr(M)
Entonces, MY = M y por el corolario 2.26, MY = M. Por lo tanto, usando este
corolario nuevamente,

—~—

(MV)Y = (M) - M.

O]

Teorema 2.32. Los generadores de MY son los generadores del ideal (m“M‘H : M) que
(anr)it+

no son divisibles por x; ! para 1 <i<n.

Demostracion. Primero observemos que aps = apv (esto es claro porque el minimo comin
miultiplo de los generadores minimales de M es el producto de todas las variables que
estdn involucradas en dichos generadores, y estas son las mismas que luego forman los
generadores minimales de MV - recordar el primer algoritmo).

A partir del Lema 2.31 y de la Proposicion 2.29, se tiene que

(mGM-H . M) — (maM—i-l : (M\/)\/) - MV +maM+1 0

Observacion 2.33. Equivalentemente, los generadores de M"Y son aquellos generadores
de (maM .M ) que solo involucran variables que aparecen entre los generadores de M, y
que son libres de cuadrados.

Ejemplo 2.34. Sea M = (xyx3,x2,x124) C k[z1, 22,23, 24] €l ideal monomial libre de
cuadrados del ejemplo 2.9.
ay =1 =mmtl = (32 22 72 22

= (m“M+1 : M) = ((x%,x%,x%,xi) : <.’L’11‘3,$2,$1$4>) = (1179, T3T274, T3, 3, 23, 17)

210 .2 2 2 A
Como z; | z7, pero x; { x1x2 y x7 { x3wama, Vi, MY = (122, T3T224).
Y, por lo tanto, M = (z1,z2) N (x3, 22, x4) es su descomposicion primaria.



Métodos algebraicos en sistemas biolégicos 11

Observacion 2.35. Un ventaja de este algoritmo es que devuelve una descomposiciéon
irredundante.

Pero una desventaja es que implica calcular los generadores del ideal cociente, y aunque
se lo puede considerar como la intersecciéon de ideales cocientes més sencillos atn sigue
siendo dificil de llevar a cabo.

Para agilizar las cuentas al calcular la descomposicién primaria irredundante de ideales
monomiales con miles de generadores, en [Milowski| se presentan dos algoritmos basados
en lo que el autor denomina “drboles monomiales”. El primero de los métodos usa el dual de
Alexander del ideal monomial. El segundo utiliza el complejo de Scarf del ideal monomial.

De todos modos, el algoritmo para descomposicién primaria de ideales monomiales esté
implementado en [CoCoA|, |[GPS05] y [Macaulay 2.



Capitulo 3

Interpolacion

3.1 Orden Monomial y Bases de Grobner

Notemos con x* := z{" ... 2%, a = (a1,...,ap) EN{, o] == a1+ +
Definicion 3.1. Un orden monomial o en el conjunto de los monomios de k[x1, ..., =]
es

1. Un orden estricto total entre los monomios (denotado por <, ):

o X% A, x* (arreflexivo)

e x* <, xP y x* <, x? no pueden ocurrir simultaneamente (antisimétrico)

o x% <, xP yxf <, x7 = x* <, x7 (transitivo)

e total: a, 3 € Ny, o bien x® <, x7, 0 bien x* = x? (donde x* = x’ & a = f3),

o bien x” <, x“.

2. Compatible con el producto. Es decir, si x* <, x?, entonces x*x? <, x’x7 para
todo x7 monomio.

3. Un buen orden: Todo conjunto no vacio de monomios tiene un menor elemento para
g.

Esta tltima propiedad se puede reemplazar por
3.1 =,x7,VyeNy

Ejemplos 3.2. e Ordenes lexicograficos puros, con i >y T2 >jex = * >lex Tn
x“ <zmxﬁﬁa1 <P 6 ar=Piyas<fs 6...
€
Por ejemplo, m%x%x% <lex l’%l‘%.’ﬁg

e Ordenes lexicograficos graduados u ordenes diagonales, con T1 >deglex T2 *deglex
©r "deglex Tn
XY <deglex x” ﬁ la] < |B] 6 |a| = |B] y se aplica orden lexicografico puro con
€

T1 ™lex T2 >lex " ~lex Tn-

12
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Por ejemplo, l’%l’%l‘g = deglex IL‘%CL‘%SL’:},
2 2
T123 > deglex T2X3

e Orden “grevlex” (graded reverse lexicographic)
x* '<grevlex Xﬁ;?} ‘Oé‘ < ’ﬂ‘ 0 ’Ck’ = ‘ﬁ‘ y a_ﬂ: (041 _ﬁlv---yan_ﬁn) ez y el
primer elemento a la derecha no nulo es positivo.

. 2 2
Por ejemplo, T123 <greviex ToT3

Antes de llegar al concepto de Base de Grobner, conviene tener presentes algunos
resultados (ver [C-L-O]):

Teorema 3.3. (Lema de Dickson)
Si M es un ideal monomial, entonces M estd generado por finitos de sus monomios
generadores.

Fijado un orden monomial o, notamos con Lt,(f) al término de cabeza de f (i.e. aquel
término cuyo monomio es mayor que todos los monomios de los demés términos de f). Y
definimos

LtU(I) = <Lta(f)7f € I>7

el ideal inicial de I con respecto a o.
A partir de esta definicién, y haciendo uso del Lema de Dickson, se prueba facilmente
el siguiente

Teorema 3.4. (de la base de Hilbert o noetherianidad de k[z1,...,x,)])
Sea I C k[x1,...,xy] ideal. Entonces existen fi,..., fn € I tales que I = (f1,..., fn)-

Definicion 3.5. Sean {fi,..., fs} C k[x1,...,z,]. Se tiene un algoritmo de division
con respecto a un orden o fijo cuando se tiene un algoritmo tal que dado f € k[xy, ..., z,]
produce qi,...,qs,r tales que

f=afi+ - +aqfs+r

con

1. Si qi 7é Oa Lta(quz) jo‘ Lto(f)
2. Ningin monomio de r pertenece a (Lt,(f1), ..., Lts(fs))

Observacion 3.6. Si dividimos f por {f1,..., fs} y obtengo
f:q1f1+"'+Qst+7"
Entonces, f € <f17"')fs> =T E <f17"')fs>

Observacion 3.7. Dados {fi,...,fs} = F polinomios, un orden ¢ y un algoritmo de
division. Notemos con rp(f) al resto de dividir a f por {f1,..., fs}. Sea I = (fi1,..., fs).
Son equivalentes

° f€I<:>TF(f)=O
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o Lty(I) = (Lts(f1),...,Lts(fs))

Definicion 3.8. Sea [ ideal de k[xy,...,z,]. Fijado un orden monomial o, se dice que
{91,...,9¢} es una base de Grébner de I si
® J1,---, 3Gt el

o Lig(I) = (Lts(g1), -, Lts(gt))
0, equivalentemente, si dado un algoritmo de divisién para el orden o,
® gi,...,9t €1
o felsry (f)=0
Observacion 3.9. G = {g1,...,9:} es un sistema de generadores (finito) del ideal I

Observacion 3.10. Existe una tal base de Grobner por el Lema de Dickson: Lt (1) esta
generado por finitos de sus generadores.

Definicion 3.11. Sea o orden fijo, I ideal de k[x1,...,z,]. Se dice que G = {g1,...,9:}
es base de Grébner reducida de I para o si

1. g; es monico para todo 1 <7 <t
2. Dados 4, j si Lts(g;) | Lts(g;), entonces i = j
3. Dado 4, ningtin monomio de g; pertenece a (Lt,(g;),J # 1)

Teorema 3.12. Dado o orden monomial e I C k[z1,...,xy)] ideal. Existe una Base de
Grébner reducida para I y es unica.

3.2 Variedades en k"

Definicion 3.13. Se dice que V' C k™ es una vartiedad si existe un conjunto de polinomios
F Cklxy,...,zy) tal que V={xe€k™: f(x)=0Vf e F}

Observacion 3.14. f(x) =0Vf e F & f(x) =0Vf € (F) =1 ideal.
Luego, se nota
V =V(I), con I ideal.

Proposicion 3.15. V(I)UV(J) =V(I.J)

Demostracion. Probemos las dos inclusiones.
C)I.J C I, luego si x es tal que f(x) =0Vf € I, en particular f(x) =0Vf e [.J =
V(I) C V(I.J). Anédlogamente V(J) C V(I.J). Y por lo tanto, V(1) UV(J) C V(I.J)
D) Sea x tal que f(x) = 0 Vf € I.J. Supongamos que x ¢ V(I), veamos que x €
V(J). En efecto, sea g € I tal que g(x) # 0. Sea h € J. Como g.h € I.J, entonces
g.h(x) = g(x)h(x). Luego, h(x) = 0. Y esto vale para cualquier h € J. Finalmente,
(I.J) C V(I)UV(J) O

& O
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Observacion 3.16. Un conjunto finito de puntos es una variedad. En efecto, si X =
{P,...,Ps}, con P, = (P1,...,Py,). Sea I; = (xr1 — Pj1,...,xn — Pin),i = 1,...,s.
Entonces X = V(I;)U---U V()

Definicion 3.17. Sea X C k™ un conjunto de puntos. Se define el ideal de X como

I(X)={f €klxl,...,zn): f(x) =0¥x € X}

3.3 Algoritmo de Buchberger-Moller

Este algoritmo nos ayudara a encontrar el conjunto de los polinomios interpoladores de un
conjunto finito de puntos en k™. Primero veamos algunas definiciones. (Para mas detalles,
ver [Robbiano|, [A-K-R])

Dado un conjunto finito de puntos en k™, x = { Py, ..., Ps}, definimos

I(x) ={f €klx,...,zp) : f(P)=0,i=1,...,s}

el ideal del conjunto, que notaremos con 1.

Sea o un orden monomial, denotamos con Lt,(I) al ideal generado por los monomios
de cabeza, segin o, de los polinomios de I.

Sea ahora O, (1) el conjunto de los monomios que no pertenecen a Lt,(I). Este conjunto
nos da una base de k[z1,...,z,]/I como k-espacio vectorial, y tiene cardinal s.

Decimos que un poliomio s; es un separador de P; de x si s;(F;) =1y s;(P;) = 0 para
cada j # i.

El algoritmo de Buchberger-Moller nos permite encontrar la base reducida de I para
o, y al mismo tiempo nos muestra O,(I) y un conjunto de separadores de P; de x para
cadat=1,...,s.

3.3.1 Algoritmo
Algoritmo 1. (Algoritmo de Buchberger-Maller)

ENTRADA:
x=1{P1,...,Ps} C k" o orden monomial
SALIDA:
GB =la base de Grobner reducida de 1(x) para o, O = Oy (1(x)),
S =una lista de separadores de P; de x parai=1,...,s

GB:=0,0:=0,S:=10

r:=0;L:=[1]

Mientras L # () hacer:
T := min,(L)
L:=L\{T}

f=T =30 T(Prs)Si
Si f(P) = 0Vi
GB:=GBU{f}
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Si no

O :=0U{T}

r=r+1

mw(r) :=min{i: f(P;) # 0}

S =

r F(Pr(ry)
S:=5US§S,
para t=1,...,r—1
Si = SZ — S@(Pw(r))sr
fin
L:=LU{x;T: x;T no es miltiplo de un elemento de L
ni de Lt,(g) con g € GB}

fin
mostrar GB, O, S
fin

Intentaremos demostrar que la salida de este algoritmo es realmente lo que esperamos.

3.3.2 Algunos lemas previos

Primero fijemos un poco de notacion.
Sean x = {P1,...,Ps}, I =1(x), o orden monomial
B base de Grébner reducida de I para o
O(1) = KIX]\ Lt,(1)
GBF := GB al finalizar el paso k
T* := minL*~! con L*~!:= L al finalizar el paso k — 1
fE=1F— > et Tk(PW(j))S]]’?_l con S]]?_l := S al finalizar el paso k — 1
OF := O al finalizar el paso k

Lema 3.18. Li,(f%) = T% <, TF1 = Lt (1)

Demostracion. Primero veamos la desigualdad:

Sea a = (ay,...,ay) € NI, definimos X := 2{'...2%". Si X® € L* veamos que
X%, T y por lo tanto TF*+1 = minL* =, T*.

LF = (LFIN\{TFY) u{z;T*:je AC{1,...,n}}

Si X e LFHI\{TH CLF = X0 =, Thy X £ TF = X =, TF

Si X¢ = ijk para algtin j,1 < j <n, como xj =, 1 = X% = ijk =y T

= minLF =, TF y minLF = Tk+1

Ahora veamos que Lt,(f*) = T*

Sik=1

fl=1-0y1=1"

Supongamos que Lt (%) =T7 Vj < k

frHL = Tkl 5™ 0, SF pero Lty (SF) = Lt,(f7) para algin j < k

= Lt,(3 cuSF) <, mlax{Ltg(Slk)} =79 <, TF <, T+

= Ltg(fk+1) — Tk+1
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Lema 3.19. Sea TF <, T <, T*t! = minLF = T =T* 0 3T con j < k tal que f? € GBF
yT’ | T

Demostracion. Por induccion en k.

Sik=1,T'=1yT?=min{x1,...,r,}. Supongamos T2 = z;.

Si T <, x;, supongamos que z; | T' = z; =<, T <, x; y esto es absurdo. Luego,
T=1=T!

Supongamos que la hipotesis es cierta para todo j < k, veamos que vale para k + 1:
Sea T tal que TFH <, T <, TF+2

e Si T =Tk listo.

e Supongamos que no. Como 1 = T! | T, definimos jo = max{j : 77 | T}. Tenemos
T = Tz, T' para algun i.

— Si T¥g; <, TFTL por hipotesis inductiva T%0x; = T9 con j < k (y esto serfa
absurdo porque jo es un méaximo), o 379 con j < k tal que f/ € GB* y
T7 | TPz | T, y GB* C GB*!

— Supongamos que T*+1 <, T9x; como jy es méaximo,

TR+ <, Tiog; <, T <, TF?
queremos ver que 377 con j < k + 1 tal que f/ € GB* y T7 | T x; (luego,
T7|T)

* Si fio(P,) = 0Vi= fi» € GBY C GB**! y T | Tiog;

% Si no, TV € O y Thog; ¢ LJo pues Lo — {To+l Tk} C [r+l
(con TIox; ¢ {Totl Tk} y Tiox; <, TF? = minL*+1. Entonces
Tjoxi(# Tjo) ¢ JJo—1 y

1. T9z; es multiplo de un elemento de L7°~1 —{TJ0} Entonces T7°x; = TP
con T € [Jo=1 — {TJ0}. Luego, T =, T7°. Y como el algoritmo finaliza
cuando L = (), y solo se eliminan de L los elementos minimos en cada
paso, debe ser T = TY para algtin j € N. Por lo tanto se tiene 77 | T7x;
y Thx; | T, y esto implica que TV | T pero j > jo y jo era un maximo.
Luego, esto no puede suceder.

2. Tog; es multiplo de Lt,(g) con g € GB. Sea j tal que g = f/, como
GB/ C GB**! llegamos a lo que queriamos probar.

O
Lema 3.20. OF = {T € O,(I) : T <, T*+1}
Demostracion. Sea T € Oy(I), T <, T*+1, por lema 3.19 se cumple:

e 3f7 € GB* tal que T? | T. Pero entonces, como f/ € GB* C I,3g € B tal que
Lty(g9) | TV = Lt,(g9) | T € Og(I) y esto es absurdo.

o T =TV para algin j < k

—si f €I =3g¢€ Btal que Lty(g) | T = Lt,(g) | T € O,(I). Absurdo.
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— fl¢l=TIcOICOF=TecOk

Asi queda probada una inclusién. Supongamos que la otra no es cierta. Entonces 377 € OF
tal que T7 ¢ Oy (I). Sea T = min{T € OF : T ¢ O,(I)} = 3g € B tal que Lt,(g) |
T <, TH+1 Entonces

e 3f7 ¢ GB* tal que TV | Lt,(g) | T7. Y esto es absurdo por construccién de L, pues
T <, TP (fio ¢ GB*) y T7 | T.
o Lt,(g) = 77

— Si f7 € GB*, esto es un absurdo por construccion de L.

—SiT/ e 0 =TI <, T =TI €O,(I) pero TV = Lt,(g9) y g € B. Luego, esto
no puede suceder.

Por lo tanto, valen las dos inclusiones. O
Lema 3.21. GB* = {g € B : Lt,(g) <, T"*1}
Demostracion. Sea g € B, Lty(g) <, T**1, por Lema 3.19:

e 37 tal que Lt,(g) =T’

—-Sifi¢lI=T €0 CO,)= Lt,(g) € Os(I). Y esto es absurdo.
~flel=fl—-gel
1. Si f1—g#0=3g¢€ B tal que Lt,(3) | Lto(f? — g), pero Lt,(f7 — g) es
monomio de f7 6 de gy es <, T7. Luego, como B es reducida, Lt,(f/ —g) es
monomio de f7 y es distinto de 77. Y por construcciéon, Lt,(f7 —g) = ijl
con k; una constante en k, T' € O C O,(I). Luego, Lt,(3) | T € Ox(I).
Y esto es absurdo.
2. Si fI = g listo.

e 3f7 € GB* tal que TV | Lt,(g) pero fi € GB* = fI € I = 3§ € B tal que
Lty(g) | Lt,(g). Entonces, como B es reducida, Lt,(g) = T7 = Lt,(g) y estamos en
la situacion anterior.

Sea ahora f/ € GB* C I = 3¢ € B tal que Lt,(g) | T9 <, T**'. Entonces, por la
otra inclusion, 3 ! € GB* tal que g = f' y T' | T9. Entonces, por construccion de L, I = j
v fl=g€ B,y Lt,(9) <, TF1.

O

3.3.3 Teorema

Teorema 3.22. Dados x = {P1,...,Ps} C k™, 0 un orden monomial, el algoritmo de
Buchberger-Mdller termina y calcula la base de Grébner reducida de 1(x) para o, O =
O,((x)) y una lista de separadores de P; de x.
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Demostracion. Primero veamos que termina. En cada iteracién se agrega un elemento a
GB o a 0. Como GB y O estan contenidos en conjuntos finitos (por lemas 3.20 y 3.21,
respectivamente), si el algoritmo es correcto, solo puede tener finitos pasos. Y cada paso
claramente involucra un nimero finito de célculos.

Para ver que es correcto, suponiendo que al comenzar cada iteraciéon, los valores de
GB y O son correctos, tenemos que ver que siguen siendo correctos al final de la iteracion.
Pero por lo visto en los lemas 3.20 y 3.21, como en cada iteracién se agrega un elemento
a GB o a O,y éstas estan contenidas en By O,(I(x)) respectivamente, efectivamente se

obtienen valores apropiados.
O

3.3.4 Interpoladores

Con el algoritmo de Buchberger-Moller descripto arriba es realmente sencillo encontrar
f € klxy,...,z,] tal que f(FP;) = a;, parai=1,...,n.

Una vez que tenemos la lista de separadores, {S1,...,Ss}, podemos construir un poli-
nomio interpolador de la siguiente manera:

f=> aisS;
i=1
De este modo, f(P;) = > a;iSi(Pj) = aj.1 = aj;.
i=1

3.3.5 Cuando la cantidad de puntos es mucho menor que la cantidad de
variables

Al estudiar las redes reguladoras de genes, lo que suele suceder es que la informaciéon
se limita a decenas de puntos, mientras que hay miles de genes o variables. En [J-S] se
presenta un algoritmo disenado especialmente para calcular bases de Grobner de ideales
cero dimensionales que se optimiza cuando la cantidad de puntos es mucho menor que la
cantidad de indeterminadas.



Capitulo 4

Ejemplo de ingenieria reversa
utilizando bases de Grobner

En este capitulo haremos una breve descripcion del algoritmo utilizado en [L-S] y en el
capitulo 5 se desarrollarda con mas cuidado la mejora presentada en [J-L-S-S].

Asumimos que el conjunto de estados es un cuerpo finito, denotado por k. El modelo
f buscado esta determinado por sus funciones coordenadas f; : k* — k. Y se le aplicara
ingenieria reversa a cada coordenada independientemente para ir reconstruyendo la red de
a un nodo por vez.

Para cada 4, f; es minimal en el sentido de que no existe un polinomio no nulo g; €
k[xi,...,zy], que surja de reordenar y reagrupar los términos de f;, tal que f; = h; + ¢;
v g; se anule en todos los puntos dados. Es decir, se excluyen todos los términos en los
polinomios f; que se anulan en los datos.

Entonces, el problema es el siguiente:

Dadas una coleccion de estados s1 = (S11,- -+, 8n1)s--+,Sm = (Sim, - -+, Snm) (donde m
suele ser mucho menor que la cantidad de elementos de k™) tales que sji i es el estado
siguiente a s; para j = 1,...,m — 1 (es decir, sq,...,s,, es una serie de tiempo), y una
determinada coordenada i € {1,...,n}.

1. Encontrar todas las funciones polinomiales f; € k[z1,...,x,] tales que
fi(sj) = Sij+1

Es decir, encontrar todos los polinomios que mandan s; a la i-ésima coordenada del
siguiente punto s;1.

2. De ese conjunto de funciones, elegir una que no contenga términos que se anulen en
todos los puntos.

Fijamos una coordenada/nodo en la red y le aplicamos ingenieria reversa a su funcion
de transicién. Para simplificar la notacion, supongamos que tenemos una serie de tiempo
S1,...,Sm, junto con elementos a1, ..., a, € k, y buscamos todas las funciones polinomiales
f € Ek[z1,...,x,] tales que f(s;) = a;, Vj = 1,...,n. Primero calculamos un polinomio
particular fp que interpole (utilizando el algoritmo visto en el capitulo 3, por ejemplo).

20
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Ahora, si consideramos dos polinomios f, g € k[x1,...,z,] tales que

f(sj) = aj = g(sj)

Luego, (f —g)(s;j) = 0, Vj. O sea, dos interpoladores difieren en un polinomio del ideal de
{s1,..-,sm}, 1.

El siguiente paso consiste en reducir al polinomio fy médulo el ideal 1. Es decir, escribir
fo como

Jo=f+g

con g € I. Més aun, f es minimal en el sentido de que no se puede seguir descomponiendo
como f'+h con h € I. En otras palabras, g representa la parte de fy que estd en I, y por
lo tanto se anula en todos los puntos de la serie de tiempo. Luego, obtenemos todas las
posibles funciones que interpolan a la serie de tiempo en la forma f + g, donde g puede ser
cualquier elemento de 1.

Algoritmo 2. (Algoritmo de ingenieria reversa (Para un nodo de la red))
ENTRADA: Una serie de tiempo si,...,8;,m € k™ de estados de la red, junto con
niveles de expresion aq,...,am € k.
SALIDA: Una funcion polinomial f € klx1,...,xy,] tal que f(s;) = a; y tal que f no
contiene componentes polinomiales que se anulan en la serie de tiempo.

PASO 1: Calcular una solucion particular fy.
PASO 2: Calcular el ideal I de todas las funciones que se anulan en los datos.
PASO 3: Calcular la reduccion f de fo con respecto a I.

Como vimos en el capitulo anterior, los calculos para encontrar I t f se basan en el
calculo de una base de Grébner. En este proceso, se necesita la eleccion de algin orden
monomial. El resultado final de los célculos depende del orden que se haya elegido. Y, como
dijimos en la introduccién, no hay una elecciéon de orden monomial que sea candnica.

4.1 Aplicacién

Cuando se disenan herramientas para modelar, es importante testearlas en sistemas que se
conocen bien, asi se puede medir la cantidad de informacién que identifica el modelo. Con
este fin, el método descripto en este capitulo fue validado al aplicarlo a un conjunto de
datos simulados de la red de los genes de la polaridad de los segmentos en la mosca de la
fruta Drosophila melanogaster, que es una red bien estudiada. En el cuadro 4.1 se propone
un modelo Booleano para la red de 5 genes y sus proteinas asociadas. La red consiste
de un anillo de 12 células interconectadas, agrupadas en tres parasegmentos primigenios,
en los cuales los genes se expresan en cada una de las cuartas células. El objetivo en
[L-S] fue aplicarle ingenieria reversa a la red de interacciones entre especies moleculares,
como también a la dindmica a través de la identificaciéon de interacciones aditivas y no
aditivas. Observemos que, para estos propoésitos, es irrelevante si el modelo Booleano es
efectivamente correcto, solo interesa verificar si el algoritmo lo aproxima bien (sin importar
qué esté aproximando y cuén correcto sea).
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Los genes representados en el modelo Booleano son cinco (wg, en, hh, pte, c¢i). También
se incluyen las proteinas codificadas por estos genes, como también otros dos componentes
(SMO y SLP), costituyendo 15 especies moleculares distintas (ver [A-O] o [Stigler|). La
figura 4.1 muestra el “wiring diagram” de las conexiones en el modelo Booleano.

Cuadro 4.1: Las funciones Booleanas estan basadas en las interacciones conocidas entre
mRNAs y proteinas. Los superindices denotan tiempo, y los subindices ubicacién relativa
a la célula estudiada. En general, la regla de actualizaciéon da la expresion de un nodo en
el tiempo ¢ + 1 como funcién de la expresion de sus nodos efectores en el tiempo ¢. Sin
embargo, hay tres excepciones: se asume que la expresiéon de SLP no cambia, y que la
activacion de SMO y la union de PT'C' a HH son instanténeas.
Nodo Funcién Booleana de actualizacion
tr1 . [ 0 si i=1(mod4) i=2(mod4)
SLP; SLP = SLE = 1 si i=3(mod4) i=0(mod4)
wg; wgl Tt = (C’IA§ ANSLP! AN =CIRY) V [wgt A (CIALV SLP!) A -CIRY
WG, I/VGtJrl = wg!
en; t+1 = (WG, VWG, ) AN=SLP!
EN; ENf+1 = en}
hh;  hhI™t = EN! A-CIR!
HH;  HH™ = hit
pte; ptctJrl C'IAﬁJrl A ﬂENfJrl A —|CIR§+1
PTC; PTOf+1 = ptct vV (PTC! N=HH!_| N\—=HH!,,)
PH; PH! = PTC! N (HH}_ 1\/HHfH)
SMO; SMO! =-PTC!Vv HH! \/HHf+1
ci;  cit™' =-EN!
cr, CcIt'=cit
CIA;  CIA™' =CItA(SMOLV hhi_| vV hhL, )
CIR; CIRt“ cﬁ A=SMO! A —hhizq

En el grafo, los nodos representan mRNAs y proteinas. Una arista A — B entre los
nodos de proteinas A y B implica que A regula la sintesis de B, mientras que una arista
A — b de la proteina A al mRNA b implica que A regula la sintesis de b, es decir, la
transcripcion del gen b. Las aristas denotan la existencia de regulacion, no el tipo, sea
activaciéon o inhibicién.

Se concentra la atencion en la reconstruccion de la red para una célula, teniendo en
cuenta las conexiones intercelulares. Para méas detalles, ver [A-O]. Para representar las
dependencias intercelulares se incluyeron 6 nodos extras en el modelo. En el cuadro 4.2 se
muestra la traduccién de las funciones Booleanas del cuadro 4.1 en funciones polinomiales
en las variables z1,...,xs1, con coeficientes en Zo. Y debajo aparecen las leyendas con los
nombres de las variables.

En [L-S] trataron de reconstruir un modelo polinomial discreto usando solo los datos
de expresion de tipo silvestre y su modelo encontr6 20 enlaces en la red, de los cuales 14
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Cuadro 4.2: Representacion polinomial de las funciones Booleanas de la red, junto con la
leyenda de los nombres de las variables.

P = n
F, = (x15 + 1)(%1I14 + xg(aj1 + x14 + :c1$14) + x1x2$14($1 + x14 + 3319514))
F3 = @
Fy = (w16 + 217 + 216717) (21 + 1)
Fs = x4
Fs = l‘5($15 + 1)
Fr = g
Fs = xi3((x11 + @20 + z11220) + 21 + (211 + @20 + T11220)221) (T4 + 1)
(5613(5611 + 1)(5[?20 + 1)($21 + ].) + 1)
Fg = xs+ 1‘9(1‘18 =+ 1)(3?19 + 1) + l’g.%'g(l’lg + 1)(1’19 + 1)
Fio = (zs+z9(zis+ 1)(x19 + 1) + xgxe(z18 + 1) (219 + 1)) (220 + 221 + T20721)
F, = xrs + iL‘gY + l’g.’L‘gY + 1+ 290+ ((l’g + ng + l’gfL‘gY + 1).%20) —+ xo1+
-l-(l‘g + x9Y + xgxoY + 1+ x99 + (Ig + x9Y + xgx9Y + 1)Igo)x21
Fio = a5+1
Fi3 = 112
Fia = z1i3((x11 + 220 + x11220) + 221 + (211 + T20 + T11220)%21)
Fis = zi3(zi1+ 1) (220 + 1) (221 + 1)
SLPZ' wg; I/VGZ en; EN@ hhi HHi ptci
I ) I3 Ty I5 Te xT7 xIrs
PTCZ‘ PHZ‘ SMOZ Cii CIZ‘ CIAZ' CIRZ‘
Z9 10 11 Ti2 | 13 | T14 15
WGi—1 | WG | HH; | HHiyq | hhi—q | hhiy Y

T16 17 18 19 20 21 | (x18+1)(z19 +1)
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realmente estén (la red tiene 44 enlaces). El rendimiento del algoritmo mejoré notablemente
cuando incorporaron series de tiempo “noqueadas’(knock-out) para los cinco genes (ver
seccion 5.3).

Para simular un experimento en el cual el nodo z; que representa un gen esta noqueado,
se considera nula su correspondiente funciéon de actualizacion F; (y las otras funciones per-
manecen iguales). También se anulan las correspondientes funciones en las células vecinas.
Se genera luego una nueva serie de tiempo iterando las inicializaciones dadas. Con esta
informacion, en [L-S], construyeron el modelo de la figura 4.2.

Primero se construyen todos los modelos polinomiales que se acomodan a una serie
de tiempo discreta. Luego, se elige uno que es minimal con respecto a los sumandos en
cada una de las funciones que se anulan en los puntos de tiempo. El algoritmo se basa
en la eleccion de un orden monomial, que involucra un orden entre las mismas variables.
El efecto de tal orden en las variables es que aquellas menores para este orden se usan
con preferencia en el algoritmo. Para contrarrestar esta dependencia, en [L-S| usaron un
modelo consensual extraido de cuatro elecciones diferentes de orden para las variables.
Usando cada orden, corrieron el algoritmo e intersecaron los resultados para obtener un
modelo consensual.

El modelo consensual que construyeron, que incorpora informacion de los mutantes
silvestres y noqueados, predice 37 de los 44 enlaces en la red Booleana.

Centrando la atenciéon en el proceso de ingenieria reversa de la dindmica del mode-
lo Booleano, las funciones en este modelo contienen términos que se anulan en todos los
puntos de tiempo, asi que resulta imposible detectar las correspondientes relaciones. Para
poder comparar con el modelo Booleano a la dindmica predicha por el método, redujeron
los polinomios en el cuadro 4.2. Esta reduccién, por supuesto, depende de la eleccion del

Figura 4.1: El grafo de interacciones en una célula de la red con interacciones celulares,

como se presenta en [L-S]. Ovalos = mRNAs, rectangulos = proteinas.

| [ | [
LA ]
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orden monomial, al igual que la salida del algoritmo. Para cada eleccién de orden mono-
mial, las funciones reducidas del modelo Booleano y las funciones obtenidas con ingenieria
reversa a partir de los datos dados coincidieron. Esto muestra que se puede predecir comple-
tamente la dindmica del modelo Booleano a partir de la informacién de los tipos silvestres
y noqueados. Sin embargo, dada la sensibilidad del método al orden monomial elegido,
la forma particular de las funciones obtenidas aplicando ingenieria reversa no puede ser
directamente interpretada en términos de relaciones regulatorias.

Figura 4.2: El grafo del modelo consensual, construido a partir de las series temporales
de los tipos silvestre y noqueado. El grafo es la interseccién de cuatro modelos polinomia-
les, uno para cada orden monomial usado. Las lineas punteadas representan enlaces que
aparecen en tres de los cuatro modelos.
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Capitulo 5

Ejemplo de ingenieria reversa
utilizando descomposicién primaria
de 1deales monomiales

En este capitulo desarrollaremos el método propuesto en |J-L-S-S|, que surgié como mejora
del método visto en el capitulo anterior. Y en la dltima seccién describiremos abreviada-
mente un algoritmo propuesto en [Krupal| para resolver el mismo problema pero en tiempo

polinomial.
Supongamos que consideramos n variables, z1, ..., x,. Supongamos que hemos medido
m pares de transicion de estado con valores reales, (s1,t1),. .., (Sm, tm) con

S; = (3i17~--75in)7ti = (ti17--~7tin),i: 1,...,m,

donde s;5,t;; € R. Esto es, si el sistema se encuentra en estado s;, en el siguiente paso
temporal se encontrara en el estado t;. De aqui, se discretiza la informacién en un cuerpo
finito k y se obtienen pares asociados discretos s;,t; en k. Un modelo admisible es una
funciéon f : k" — k™ tal que
f(Sl) == ti (51)
Como cualquier funcién k™ — k se puede representar como una funciéon polinomial, el
espacio modelo a considerar es la coleccién de todos los sistemas polinomiales dindmicos
f=(f1,.-., fn) que satisfacen la ecuaciéon 5.1.
Se puede observar que, si f y g son dos modelos, luego f — g es una funcién polinomial
que se anula en los puntos dados. Por lo tanto, podemos calcular el espacio modelo a partir

de un modelo particular fO = (f?,..., f2), donde la funcién coordenada f} € k[z1,...,z,),
y el ideal I de la variedad dada por los puntos s;. El espacio modelo estd dado por las
n-uplas de coclases (f{) +1,...,f9+1). Y es claro ver que basta trabajar coordenada a
coordenada.

Trabajando sobre una sola coordenada y sin hallar un modelo particular del espacio
h + I, donde h € k[xy,...,z,], se intentard encontrar aquellos conjuntos de variables
minimales {z;,,...,x;, } para los cuales se verifica

k[le,,l‘lr]ﬁ(h—f—l)?é@

26
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Entonces tenemos el siguiente conjunto de datos

(Slatl)a DRI (Sm7tm)

donde s; € k™ y t; € k. Se buscan funciones f € k[z1,...,x,] tales que f(s;) = t;. Para
a €k, sea

Xa:{si:ti:a}

y X = {X, : a € k}. Se denota al espacio modelo h + I para el conjunto de datos dado
como

Y ={f€klx,...,zn): f(P) =a, Vp € X4,a € k}
Sea FF'C {1,...,n} ysea Rp = klx; : i ¢ F|. Se define

Ax :={Fc{l,...,n}:YNRp #0}
Sea ahora Mx C k[z1,...,z,] el ideal monomial libre de cuadrados generado por

W ={m(p,q):p € Xaq,q€ Xy, ya#b ek}

donde
PiFdi
Proposicion 5.1. Para un subconjunto dado F C {1,...,n}, F € Ax si y solo si el ideal

(x; 11 ¢ F) contiene al ideal monomial Mx

Demostracion. Supongamos primero que F' € Ax. Luego, Y N Rp # (. Sean p € X,,q €
Xpcona#b, ysea f € klz;:i¢ F]tal que f(p) =ay f(q) = b. Luego, p,q difieren
en alguna coordenada j ¢ F. Y esto implica que m(p,q) tiene a x; como factor y por lo
tanto m(p,q) € (z;: i ¢ F).

Supongamos ahora que Mx esta contenido en (z; : i ¢ F').

Sea h € Y. Sea ¢ :=m;, x---xm, k™ — k™ la proyecciéon en las 41, ..., ¢,-ésimas
coordenadas, donde F¢ = {i1,... in},m < n. Vale que si ¢(p) = ¢(q) y p,q € X,
entonces h(p) = h(q). En efecto, si h(p) # h(q), podemos considerar m(p,q), y m(p,q) €
My C (x; :i ¢ F). Porlo tanto, existe ¢ ¢ F tal que p; # ¢;. Y entonces existe j, 1 < j < m,
tal que p;; # qi;. Pero p;; = m,(P) ¥ ¢i; = mi;(q) y por lo tanto ¢(p) # »(q).

Sea g tal que g(¢(p)) = aVp € X,, Ya € k. g estd bien definida pues si p(p) = ¢(q)
entonces h(p) = h(q) (i.e. p,q € Xo)y g € klxiy, ..., Ti,]

Por lo tanto, podemos tomar f € Y N k[xi,,...,2z,], f(P) := g(¢(p)). Luego, f €
Y NRp.

]

Lema 5.2.

My = () (xii¢F)

FeAx
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Demostracion. Probemos las dos inclusiones.

C) Es inmediata de la Proposicion 5.1.

D) Sea Mx = ()¢ la descomposicion primaria minimal de Mx. Por construccion,
como Mx es monomial y libre de cuadrados, ¢; = (x;,...,2;.). Como Mx C g;, sea
F;, € {1,...,n} tal que ¢; = (z; : j ¢ F;), por la Proposicién 5.1 podemos afirmar que
F; € Ax(Vi). Y entonces

My= () (:5¢F)2 () (w:5¢F)

F,eAx FeAx

Observacioén 5.3. (z;,i ¢ F) C(2;,i ¢ F') & FC CFY < F' CF
Sean {F1,...,Fy} C Ax tal que no existe F € Ax con F' C Fj(j=1,...,N)
= My = ﬂ;vzl@vz,z ¢ F;) es la descomposicion primaria minimal.
Corolario 5.4. Los subconjuntos F mazimales (para C) tales que Y N Rp # 0 son pre-

cisamente el complemento de los conjuntos de indices de los generadores para los primos
minimales en la descomposicion primaria del ideal Mx .

5.1 Algoritmo

Algoritmo 3. (para obtener los conjuntos maximales)

ENTRADA: {(s1,t1),.--,(Sm,tm)}, cons; € k" t; € k

SALIDA: Todos los conjuntos mazimales F' C {1,...,n} tales que existe f € k[x;,i ¢
F) funcién polinomial con f(s;) =t;

PASO 1: Calcular el ideal Mx
PASO 2: Calcular la descomposicion primaria de Mx
PASO 3: Calcular los conjuntos de generadores de todos los primos minimales de Mx

Ejemplo 5.5. Sea k = T;

s1 = (3,0,0,0,0) ¢t; =3
$2=(0,1,2,1,4) tp=1
s3=(0,1,2,1,0) t3=0
si=(0,1,2,1,1) t4=0
s5=(1,1,1,1,3) t5=4
Luego, Xo = {s3,s4}; X1 = {sa}; Xo = 0; X3 = {s1}; X4 = {s5}
Mx = (x1wox32T47T5, 1222324, T5, T123T5) = (T1T2x3T4,T5) = (r1,25) N (T2,25) N

<.fU3, :L'5> N <$4, .735)
= {1,5}¢,{2,5}%,{3,5}¢,{4,5}¢ € Ax
Luego,
{2,3,4},{1,3,4},{1,2,4},{1, 2,3} son los conjuntos maximales F’
Por lo tanto, Y Nk[z1,25] # 0, Y Nklxe, x5] # 0, Y Nkl[xs, x5) # 0, Y Nk[xy, x5] # 0.
Este algoritmo se ha utilizado en un ejemplo biolégico con poco mas de 80 variables,

y dio como resultado 250.000 posibles conjuntos minimales. Y observemos que, aunque
puede resultar lento, da como resultado todos los posibles conjuntos minimales.
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5.2 Eleccion del modelo

Este algoritmo puede producir una gran cantidad de posibles modelos para un conjunto
dado de datos. Si se dispone de informacién adicional sobre la red, como por ejemplo la
existencia o ausencia de ciertas interacciones, ésta se puede utilizar para elegir el modelo.
Si no se posee informacion extra, en |J-L-S-S| se describe una pequena coleccion de me-
didas estadisticas ! para la seleccién del modelo. Se consideran los complementos de los
conjuntos de salida del algoritmo. Algunas de las medidas prefieren los conjuntos pequenos,
y otras prefieren conjuntos grandes que contienen variables que aparecen en muchos de los
conjuntos minimales. Dependiendo del tipo de red que se considera, una medida serd méas
apropiada que otra.
Sea {x1,...,z,} el conjunto de variables y sea

F={F,....,F}yCP{z1,...,x}),

los complementos de la salida del algoritmo para un cierto conjunto de datos. Se constru-
yen algunas medidas estadisticas sobre esta salida que permite la eleccion de uno o maés
subconjuntos/modelos con mayor probabilidad.

Para 1 < s < n, sea Z; la cantidad de conjuntos F; en F de longitud s, y para cada
x; € {x1,...,2n}, sea Wi(s) la cantidad de conjuntos F; en F de longitud s tales que
z; € Fj. Esto es,

Zs =i Fje Fyl|Fj| = s}

Wi(s) ={j: Fj € F,m; € Fjy |Fy| = s}

Para darle un puntaje a cada variable z; € {z1,...,2,} se proponen tres métodos
diferentes. Sean

Sa(zi) =Y _Wi(s)

Y para darle un puntaje a cada conjunto F; € F se proponen dos métodos diferentes.
Se definen

Tv(Fy) = ] S

.’EiGFj

!para mas informacion, ver [D-P]
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> S(x)
IEZ'GF]'
) = |}

donde S(x;) es el puntaje de x; usando cualquiera de los tres métodos descriptos ante-
riormente.

Si normalizamos los conjuntos de puntajes dividiendo por D = ZjTi(Fj),i = 1,2
obtenemos entonces una distribucién de probabilidad en el conjunto F.

Ejemplo 5.6. Sean =06, y sea

F={F ={x1}; F» = {xo,23}; [ = {x2, x4 }; Fy = {z3,25,26}}

S1 | S2 | Ss

1 1 1 1

2 | 1/2 | 1 | 2

Entonces | x5 | 7/12 | 5/6 | 2
za | 1/4 |12 1

zs | 1/3 | 1/3] 1

zs | 13 |13 1

El siguiente cuadro muestra el puntaje de los conjuntos usando diferentes combinaciones
de los métodos para asignar puntajes S; y 7.

Sl,Tl Sl,TQ SQ,Tl SQ,TQ Sg,Tl Sg,TQ
| 1 1 1 1 1 1
Fy | 7/24 [ 13/24 | 20/24 | 22/24 | 4 2
Fs| 1/8 | 3/8 4/8 6/3 2 | 12/8
Fy | 7/108 | 45/108 | 10/108 | 54/108 | 2 4/3

Tanto con 77 como con 75 se elegiria F} si se usara S1 6 S2, y Fb si se usara Ss.

Vale notar que usando S7 6 S2 para darle puntaje a las variables no siempre se escogen
los conjuntos de un solo elemento, como uno podria imaginarse a partir del ejemplo anterior.
Supongamos que tenemos la colecciéon de conjuntos

{1}, {z13}, {w2, w3} {x2, x4, x5}, {22, x6, 27}, {22, 28, 29 }, {2, 10, 211, T12}

Entonces T'({z2,23}) > T({x1}), donde T es T} 6 T3, usando cualquiera de los métodos
para darle puntaje a las variables anteriormente descriptos.
En [J-L-S-S]| se describe un posible algoritmo para elegir el modelo.

Algoritmo 4. (Eleccion del modelo)
ENTRADA: Una coleccion de subconjuntos Fy, ..., Fy de {x1,...,z,}.
SALIDA: El(los) conjunto(s) con mayor puntage.

PASO 1: Para cada x;, calcular S(x;)
PASO 2: Para cada Fj, calcular T(F;)/D.
PASO 3: Devolver el(los) conjunto(s) F; con el mayor puntaje T'(F;)/D.

Para obtener un solo modelo, se puede querer hacer una nueva seleccién basada en
informacién adicional sobre la red a modelar o en otros criterios, como querer elegir el
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modelo més simple. Generalmente, este es un proceso heuristico. Pero también se puede
usar esta informacién para obtener puntos de datos adicionales para una siguiente eleccién
del modelo. Para aplicaciones a sistemas biologicos, en particular a redes bioquimicas,
algunas moléculas suelen tener propiedades bien conocidas. Este tipo de informacion se
puede usar en el proceso de seleccion del modelo, y es generado por la siguiente modificacién
del algoritmo 4

Algoritmo 5. (Eleccion del modelo-Informacion adicional)

ENTRADA: Una coleccion de subconjuntos Fi, ..., F; de {x1,...,2,}

SALIDA: Devuelve todos los conjuntos de un solo elemento y la(s) variable(s) y el(los)
conjunto(s) con mayor puntaje

PASO 1: Para cada x;, calcular S(x;).

PASO 2: Para cada Fj, calcular T(F;)/D.

PASO 3: Devolver el(los) conjunto(s) F; con la mayor probabilidad T'(F;)/D y todas
las variables que tienen puntajes iguales o mayores que el minimo puntaje de variables que
aparece en el F; elegido en el algoritmo 4.

El algoritmo 3 y las medidas estadisticas estan implementadas en [Macaulay 2|. Ade-
mas, en el apéndice mostramos una implementacién del algoritmo 3 escrita por Enrique
A. Tobis que permite correr dicho algoritmo en [CoCoA| o en Singular [GPSO05].

5.3 Aplicacién

Este método también fue validado al aplicarlo a un conjunto de datos simulados de la red de
los genes de la polaridad de los segmentos en la mosca de la fruta Drosophila melanogaster,
y se compar6 con los resultados del algoritmo del capitulo 4.

El conjunto de datos consistia en 24 conjuntos de 7 pares de estados de transicion, cada
uno generado al aplicar la funcién F' descripta en el cuadro 4.2 a 24 inicializaciones Sy,
tomadas de |L-S|. Luego, cada conjunto de datos esta formado por pares

(S0, F'(50))

(F(Si)vF(Si-i-l))v 1<i<5

donde Si+1 = F(Sz), 1= 0, cee ,6.

Se representan seis condiciones experimentales diferentes: WT = F y KO; = F() :=
(Fi,...,Fi_1,0,Fiy1,..., Fy,), para i = 2,4,6,8,12. La condicion WT representa la infor-
macién del tipo silvestre, es decir, las observaciones de un estado biolégico en su estado
natural. Y F(®) es el noqueado para el nodo 4, que representa el haber silenciado un gen.

Para cada condicién experimental, hay cuatro inicializaciones, en las cuales un namero
pequeno de entradas son unos, y el resto son ceros.

Se aplico el algoritmo 3 a los datos generados y se calcularon los conjuntos minimales
para cada nodo. Estos conjuntos no siempre son tnicos, de hecho solo para 9 de las 15
funciones hay un dnico conjunto minimal. Restringimos ahora la atencion a las siguientes
funciones coordenadas para las cuales hay més de una opcioén:
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Fs = xi3((z11 + 220 + x11220) + @21 + (211 + 220 + T11220)221) (24 + 1)
(1‘13(1‘11 + 1)(1‘20 + 1)(.%'21 + 1) + 1)
Fy = xg+z9(ris+1)(r19 + 1) + 2829(218 + 1) (219 + 1)
Fio = (xg+x9(w18+ 1)(w19 4+ 1) + x8wg(218 + 1) (219 + 1)) (220 + 21 + T20721)
Fi1 = zs+29Y +xgxgY + 1+ 290 + (28 + 29Y + x829Y + 1)920) + 21+

+(xg + 29Y + x879Y + 1+ 290 + (8 + 29Y + 28379Y + 1)290) 221

Hay 30, 19, 2 y 5 opciones de conjuntos minimales, respectivamente. En cada caso se
eligieron los conjuntos que coincidian con alguna propiedad biol6gica basica de la red. Las
funciones Fg, Fg y F11 estdn asociadas a bioquimicos conocidos por no regular directamente
su propia sintesis, asi que se eligieron aquellos conjuntos que no contenian xg,r19 y 11,
respectivamente. Se hizo una seleccion similar para la reconstruccion de Fy. Esto resulté en
la identificacion de 19 de las 21 aristas esperadas en el grafo de dependencia generado por el
soporte de Fg, ..., Fy1 (con el soporte de una funcion nos referimos al conjunto de variables
que aparecen en dicha funcion) 2. Las dos aristas que no se descubrieron corresponden a
variables que estan en el soporte de Figp, més precisamente x13 y z19. Inspeccionando, se
encontré que la parte de Fjp que involucraba estas dos variables es idénticamante 0 en el
conjunto de datos dado. Por lo tanto, las correspondientes interacciones en la red no son
identificables usando este conjunto de datos.

Para la red completa, encontraron 39 aristas, todas correctas, usando los algoritmos 3
y 5. Las cinco aristas faltantes fueron identificadas como correspondientes a elementos del
ideal de los puntos de la entrada.

En la seccién 4.1 vimos que el modelo consensual al que habian llegado predecia 37 de
las 44 aristas, y pareciera no tener mucha desventaja con el algoritmo propuesto en este
capitulo. Sin embargo, al repetir el algoritmo del capitulo 4 con otros érdenes monomiales,
se puede llegar a resultados no tan acertados.

De todos modos, vale la pena destacar que en [Just| se realiza un analisis que ayuda a
decidir qué 6rdenes monomiales conviene elegir cuando se tiene un conjunto de datos con
determinadas caracteristicas.

5.4 Otra forma de encontrar la estructura minimal

En [Krupa| se muestra otra forma de encontrar lo que B. Krupa denomina la estructura
manimal y muestra también un algoritmo menos preciso que permite encontrar una solucién
en tiempo polinomial. Basicamente, el proceso es el mismo: en lugar de armar monomios
que son productos de las variables en donde difieren las coordenadas, se arman conjuntos
con los subindices de las mismas; y en cambio de buscar la descomposicién primaria minimal
del ideal generado por esos monomios, se buscan conjuntos minimales que intersequen a
todos los conjuntos armados anteriormente (ver secciéon 2.2.1).

En esta seccion presentaremos la notacion utilizada en [Krupa| y describiremos el al-
goritmo mencionado.

Definicion 5.7. Una red causal se define como un par ordenado N' = (F,p), donde
E ={1,...,N} es el conjunto de elementos en el sistema complejo, tales que a cada uno se

2El soporte de Fg, ..., F11 esta bien definido, pues estas estan definidas en todo k™.
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le puede asignar un valor en un conjunto discreto A (JA| = &),y p: AV — AV es la funcion
de transicion entre los estados del sistema. La funcion de transicion p también puede
considerarse como N funciones de transicién independientes (p1,...,pn),pi : AN — A,
tales que p;(z) repesenta la i-ésima coordenada de p(x).

Definicion 5.8. El elemento ¢ no depende del elemento j en la red causal si la funcién de

transicion p; no depende de la j-ésima coordenada (es decir, V s;, 8; €N pi(s1,...,8j,...,8N) =
pi(s1,. -, s;-, ...,8nN))- Si no sucede esto, se dice que el elemento ¢ depende del elemento j.

Definicion 5.9. Se asocia un grafo dirigido a una red causal, con N nodos y un arco que
sale de un nodo ¢ hacia un nodo j si y solo si el elemento j depende del elemento ¢. El
grafo se denomina estructura de la red y los arcos, enlaces causales.

Definiciéon 5.10. El conjunto de todos los elementos de los cuales depende ¢ se denomina el
conjunto de dependencia de 1. Cualquier conjunto que contenga al conjunto de dependencia
determina 1.

Definiciéon 5.11. Sea sy, la proyeccién del estado s sobre las coordenadas de L, donde
L C E. Se define p|z, : A — AN como p|r(sr) = p(s{r,01), donde s, oy denota el estado
s con todos los elementos fuera de L fijados como 0. Anélogamente se define p;|r.

Lema 5.12. p;|1(s1) = pi(s)V s € AN, si y solo si L determina i.

Demostracion. Primero observemos que L determina i siy solo si L 2 {j : i depende de j}.
Y también, i depende de j si y solo si existen s € AV y s;- € Atales que pi(s1,...,85,...,5N) #
Pi(81, 585y SN).

Probemos ahora las dos implicaciones:

<) Supongamos que existe s € A tal que p;|L(sz) # pi(s). Como pi(sL) = pi(sqr0})
por definicién, tiene que ser sy, gy # s. Sea j tal que (s{0y); 7 s; (luego j ¢ L), entonces
1 depende de 7, y por hipoétesis j € L. Y esto es una contradiccion.

=) Sea j tal que existen s € AV, s;- € Acon pi(s1,...,85,...,8N) # pi(s1,..., s;-, ce s SN)-
Queremos ver que j € L. Supongamos que no. Sea s’ = (s1,...,s},...,sn). Luego, sp, = sf,
y por lo tanto pilz(sz) = pilz(s/,). Pero, por hipsesis, pilz(s2) = pi(5) ¥ pils () = pi().
Y aqui se llega a una contradiccién.

[

Por lo tanto, una red causal estd univocamente determinada por la coleccién de sus
funciones de transicion p; restringidas a sus conjuntos de dependencia L;.

Definicion 5.13. Una observacion en una red causal es un par ordenado de estados (s, )
tales que t = p(s). Luego, cualquier observacion consiste implicitamente en N observaciones
independientes (s,t;) en las funciones de transicion individuales de la red, tales que t; =

pi(s)-

Definicion 5.14. Una red causal es consistente con el conjunto de observaciones & =
{(8asta) :a=1,..., M} si p(sq) = to para todo a.

Definicion 5.15. L determina i bajo S si para cualesquiera dos observaciones (s, t;), (s, t})
en S,t; = t; siempre que sy, = s7. Si L no tiene subconjuntos propios que también deter-
minan ¢ bajo S, L se llamaré el conjunto de dependencia de i bajo S.



34 M.S. Pérez Millan

Problema: Dado un conjunto S; = {(s,t;)o} de observaciones en un elemento 4, encontrar
el menor conjunto de dependencia de i bajo S;.

Segiin la definicion 5.15, solo se puede establecer que un conjunto L no es un conjunto
de dependencia de 7 en la presencia de un contraejemplo, es decir si existen dos estados en
S; con los mismos valores en L que se aplican a diferentes estados. Por ejemplo, si tenemos
(0110,0) y (0011,1), entonces {1,3} no es un conjunto de dependencia. Por lo tanto, la
construcciéon del conjunto de dependencia es negativa, por eliminacién.

Proposicion 5.16. Para dos estados s y t, sea sNs' el conjunto mds grande L en el cual
sg, = sh. Sean dos observaciones (s,t;) y (s',t;) con t; # t., entonces ni sNs' ni cualquiera
de sus subconjuntos son conjuntos de dependencia de 1.

Por lo tanto, el conjunto de observaciones S; = {(s, t;)} da un conjunto de restricciones
CY = {sNs' :V(s,t;),(s,t;) € Si,t; # t.} sobre los conjuntos de dependencia del elemento
1, puesto que los conjuntos de dependencia de ¢ no pueden ser subconjuntos de cualquiera
de los conjuntos que pertenecen a C®. Si C contiene los complementos de los conjuntos
en C¢, entonces la condicion se convierte en que el conjunto de dependencia debe tener
interseccion no vacia con todos los conjuntos en C.

Teorema 5.17. Sea C; = {(s N s")C : ¥ (s,t;), (s, 1)) € S; tales que t; # t.} el conjunto
de las restricciones sobre el conjunto de dependencia del elemento i bajo el conjunto de
observaciones S;. Luego L es un conjunto de dependencia de i bajo S; siy solo si LNX # ()
para todo X € C; y si L no contiene subconjuntos propios que también satisfagan esta
condicion.

Demostracion. Recordemos primero que un conjunto que determina ¢ bajo &; es consi-
derado un conjunto de dependencia de ¢ bajo S; si es minimal respecto de la inclusion.
Probemos ahora las dos implicaciones:

=) Sea X € C;. Entonces existen (s,t;), (s',t}) € S; tales que X = (s N &) y t; £ th.
Si LN X =0, esto quiere decir que L C sN s’ y por lo tanto sy, = s. Pero t; # t} y esto
implica que L no determina ¢ bajo S;. Luego, si L determina ¢ bajo S;, necesariamente
LNX#0vVXxeC.

<) Sean (s,t;),(s',t)) € S; tales que t; # t., entonces s Ns’ € C; y por hipotesis,
LN(sNs')C # (. Por lo tanto L € sNs’ y entonces sy, # s’ . Luego, para dos observaciones
tales que sy, = s, necesariamente t; = t;, y L determina i bajo S;. ]

Este teorema sugiere el siguiente algoritmo de busqueda exhaustiva que resuelve el
problema de hallar una estructura minimal:

1. Para cada ¢ hacer lo siguiente:
2. Construir C; segin el teorema

3. Empezar por los conjuntos més pequenios L C F y hacer:

e

. Si LN X # (0 para todo X € C; devolver L.
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El tiempo de ejecucién de este algoritmo depende del tamano del conjunto C;. Si S;
contiene M observaciones, el tamafio de C; es a lo sumo M?2. Por lo tanto, el tiempo de
ejecucion es a lo sumo M2¢N (con € = |A]) para un solo elemento, y N M2¢N para toda la
red.

Luego, la cantidad de operaciones en el peor de los casos para resolver el problema de
la estructura minimal a través de la btsqueda exhaustiva es O(NM2¢N).

El tiempo de ejecucion del algoritmo crece exponencialmente con el namero de elemen-
tos y es por lo tanto imposible de llevar a cabo incluso para una red de tamano moderado.

Para remediar este problema, a veces se puede perder un poco en la precision de la
solucién y ganar en el tiempo de ejecuciéon del algoritmo. Para esto, se puede ejecutar el
siguiente algoritmo que intenta resolver el problema de la estructura minimal, aunque con
menos precision:

1. Para cada ¢ hacer lo siguiente:

2. Counstruir C; segin el teorema

3. V=0

4. Mientras C; # ()

5. x « elemento contenido en la mayoria de los conjuntos de C;
6. Remover de C; todos los conjuntos que contengan a x

7. Poner x en V

8. Fin

9. Devolver V

Este algoritmo requiere O(M2N) operaciones para encontrar el candidato a conjunto
de dependencia de un solo elemento (pues |C;| < M?,|E| = N). Encontrar la estructura
minimal para toda la red requiere O(M?N?) operaciones.

Si nos referimos a sus resultados, por construccion se ve que VNX # ) para todo X € C;
y ademaés contiene un conjunto de dependencia. De hecho, si V' no contiene subconjuntos
propios que también satisfagan tener interseccién no vacia con todos los elementos de C;,
por el teorema 5.17, V es un conjunto de dependencia de i bajo S;. Si no, sea V' C V tal
que V' NX # () para todo X € C;. Si no contiene subjconjuntos propios con esa condicion,
entonces V' es un conjunto de dependencia. Si no, contintio con este razonamiento hasta
eventualmente llegar a un conjunto de la forma {z;} tal que z; € X para todo X € C;,
y como éste no contiene subconjuntos propios, debe ser un conjunto de dependencia de i
bajo S;.

Lo que puede suceder es que V contenga propiamente un conjunto de dependencia de
i bajo §; o que solo muestre algunos de los posibles, como mostramos en los siguientes
ejemplos.
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Ejemplo 5.18. Supongamos que S; = {((0,1,1,0),1);((1,0,1,1),0);((1,1,0,1),0);
((0, 0,1, 1)7 0); ((07 1,0, 1)7 0); ((07 0,1, 0)7 O); ((Oa 1,0, 0)7 0)}
Entonces C; = {{1,2,4};{1,3,4};{2,4};{3,4};{2}; {3}}
Luego, para el algoritmo exhaustivo el conjunto de dependencia es: L = {2,3}
Mientras que el altimo algoritmo devuelve: V = {4, 2, 3}
YLCV

Ejemplo 5.19. Siahora S; = {((0,0,1),0); ((1,1,1),1); ((2,1,2),2);((3,3,1),3); ((4,1,4),4)}

Entonces C; = {{1,2};{1,2,3};{1,3}}.
Para el primer algoritmo, los conjuntos de dependencia son: {1};{2,3}

Para el segundo algoritmo, V = {1}



Capitulo 6

Discretizacion y trabajo futuro

6.1 Discretizacion

Como los datos de la expresion de los genes son nimeros reales, el primer paso en cualquier
algoritmo de ingenieria reversa que usa modelos discretos debe ser el de discretizar dichos
nameros reales en un conjunto finito (usualmente pequenio) de posibles estados. Para las
redes Booleanas esto simplemente se reduce a la elecciéon de un solo umbral para el nivel
de expresiéon de cada gen, debajo del cual un gen se considera inactivo. Una desventaja
obvia de la discretizacion binaria es que etiquetar informacién a valores reales de acuerdo
a un criterio activo/inactivo generalmente produce la pérdida de una gran cantidad de
informacién. Por supuesto, la forma de discretizar los datos juega un rol importante en el
modelo que uno obtiene. La primera eleccién importante es la cantidad de estados discretos
permitidos.

“Juguemos” un poco con algunas discretizaciones diferentes, y veamos qué sucede al
aplicar el algoritmo 3.
Supongamos que el sistema dindmico se rige por la funcién

. D 5 _
g:R> =R g(x1,...,25) = (x16™" + z425, 29, T3, T5, T4)

Su grafo de dependencia se muestra en la figura 6.1.

/]
®)
®) @)

(o —)
Figura 6.1: Grafo de dependencia de g

Fijemos Sy y tomemos S;41 como ¢(5;). Consideremos primero Sp = (0, 1;0;0; 3, 5;4).
Entonces tenemos la siguiente serie de tiempo:

37
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So =(0,1;0;0;3,5;4), 51 = (14,1;0;0;4;3,5), 52 = (28,1;0;0; 3,5;4), 53 = (42,1;0;0;4; 3,5)

Discretizaremos en un cuerpo finito k y buscaremos f : k> — k5 f = (f1,..., f5) con
fi € k[xlr . 'a$5] y f(sj) = Sj+1, j = 07 1>2 (y por lo tanto: fl(sj) = S’L'jJrlai = 17 s 757 ] =
0,1,2).

e Discreticemos primero en Zso con el siguiente criterio:

— 0 si es menor que 1

— 1 si es mayor o igual a 1

Luego tenemos:

So = (0;0;0;1;1),.51 = (1;0;0;1;1), 52 = (1;0;0; 1; 1), S3 = (1;0;0; 1;1)

Para f; tenemos los pares de transicion:

((0;0;0;1;1),1),((1;0;0;1;1),1)

Como las imagenes son las mismas, no podemos implementar el algoritmo.

Lo mismo sucede para fo, f3, f4 v f5.

Podriamos interpretar f1 = f41 = fs =1y fo = f3 = 0 y el grafo de dependencia no
tendria aristas.

e Discreticemos ahora en Zsy con el siguiente criterio:

— 0 si es menor que 20

— 1 si es mayor o igual que 20

Luego tenemos:

So = (0;0;0;0;0), 51 = (0;0;0;0;0), 52 = (1;0;0; 0 0), S3 = (1;0; 0 0; 0)

Hay una inconsistencia: (0;0;0;0;0) tiene dos imagenes.

e Discreticemos ahora en Fy, el cuerpo de cuatro elementos (Za X]/(X2+ X +1) =

{0,1, X, X2}, identificando 0 = 0,1 =1,2 = X y 3 = X2), con el siguiente criterio:
— 0 si es menor que 1
— 1 si es mayor o igual que 1 y menor que 4
— 2 si es mayor o igual que 4 y menor que 30

— 3 si es mayor o igual que 30

Luego tenemos:

So = (0;0;0;152), 51 = (2;0;0;2;1), 52 = (2;0;0;1;2), 53 = (3;0; 0;2; 1)
Para f; tenemos los siguientes pares:

((0;050;152),2), ((2;0;0;2; 1), 2), (25 0; 0515 2), 3)

Aplicamos el algoritmo 3 “a mano”, basdndonos en el primer algoritmo para descom-
posicién primaria de ideales monomiales libres de cuadrados:
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5) = (@1, 24) N (T1,25)

fo v f3 son nulos.

Para f; tenemos los siguientes pares:

((0;0;0;1;2),

2),((2;0;0;2;1),1), ((2;0;0;1;2),2)

Aplicamos el algoritmo 3 “a mano™:

Mx = (z12425
Para f5:
((0;0;0;1;2),

Mx = (z12425

, X4x5) = (T4x5) = (T4) N (T5)

1),((2;050;2;1),2),((2;0;051;2), 1)

, T4x5) = (T4x5) = (T4) N (T5)

Los posibles grafos de dependencia se ven en la figura 6.2
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Figura 6.2: Posibles grafos de dependencia para la primera discretizacion en [Fy

e Ahora discreticemos en Fy segun el siguiente criterio:

— 0 s1 es me

nor que 1

— 1 si es mayor o igual que 1 y menor que 4

— 2 si es mayor o igual que 4 y menor que 20

— 3 si es mayor o igual que 20

Luego tenemos:

So = (0;0;0;1;

2), 51 = (2;0;0;2;1),S2 = (3;0;0; 1;2), 55 =

Para f; tenemos los siguientes pares:

((0;0;0;1;2),

2),((2;0;0;2;1),3),((3;0;051;2),3)

(3;0;0;2;1)
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Aplicamos el algoritmo 3 “a mano™

Mx = (zr12425) = (1) N (x4) N (25)

fo v f3 son nulos.

Para f4 tenemos:
((0;050;1;2),2),((2;0;052;1),1), ((3;0;0; 1;2), 2)
Mx = (zr1z425) = (1) N (T4) N (T5)

Para f5:

((0;0;05152),1),((2;0;0;2;1),2), ((3; 0;0;152), 1)
Mx = (x1z45) = (x1) N (24) N (T5)

Los posibles grafos de dependencia se ven en las figuras 6.3 y 6.4

Si ahora empezamos con Sy = (1;2;0,001;5,39;200), entonces:

So = (1;2;0,001; 5, 39; 200), S1 = (1079,002...;2;0,001; 200; 5, 39),

Sy = (2159,1622...;2;0,001; 5, 39; 200), S = (3241,4848 . ..;2;0,001;200; 5, 39)

Aqui podemos observar que los valores de S;; (i = 1,2,3) que se obtienen (al medir,
por ejemplo) pueden no ser exactos.

e Discreticemos en [y con el siguiente criterio:

— 0 si es menor que 1
— 1 si es mayor o igual que 1 y menor que 4
— 2 si es mayor o igual que 4 y menor que 30

— 3 si es mayor o igual que 30

Luego, tenemos:

So = (1,1;052;3), 51 = (3;1;0;3;2), 82 = (3;1;0;2;3); 93 = (3;1;,0; 3; 2)
Para f; tenemos los siguientes pares:

((1;150:2;3),3); ((3; 1305 3; 2), 3); (35 1; 05 2 3), 3)

Y no podemos aplicar el algoritmo pues todos tienen la misma imagen.
e Discreticemos ahora en [y con el siguiente criterio:

— 0 si es menor que 1
— 1 si es mayor o igual que 1 y menor que 100
— 2 si es mayor o igual que 100 y menor que 2000

— 3 si es mayor o igual que 2000
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Luego tenemos:

So = (1;1;0;1;2), 51 = (2;1;0;2;1), 52 = (3;1;0; 1;2), 53 = (351505 2; 1)
Para f; tenemos los siguientes pares:

((1;1505152),2), ((2;15052; 1), 3), ((3; 1;0; 15 2), 3)

My = (v12475, 711) = (1)

fo v f3 son nulas.

Para f4 tenemos:

((1;1;0;1;2),2), ((2;1;052;1),1),((3;150; 15 2), 2)

Mx = (x1z45) = (x1) N (24) N (T5)

Y andlogo para fs.

Los posibles grafos de dependencia se muestran en la figura 6.5

/] /] /]
&) D)

D)

G
®

%@

(&)

G,
> (s
G,
G,
o=
G,

5O  BE
0o
%@
D (¥)
§_ o=

0 P

:

®
~®

®

®)
&) Q)

Figura 6.5: Posibles grafos de dependencia para la discretizacién en Fy de la segunda serie

®®

En estos ejemplos pudimos ver que si Sj; = ¢ constante para j > 1, se pierden todas
las aristas que terminan en x;. Y si Sj; = ¢ constante para j > 0, también se pierden todas
las aristas que comienzan en x;, pues el algoritmo no podra detectar diferencias entre las



44 M.S. Pérez Millan

i-ésimas coordenadas de los puntos. Esta situacion se tiene, por ejemplo, cuando f; = x;,
y sin embargo en este caso deberia haber una arista que comience y termine en x;.

En [D-MG-L| presentan un método para la discretizacion de informacion experimental
en un numero finito de estados. Este método fue disenado especificamente para la dis-
cretizacion de cursos temporales polivalentes, como los utilizados para la construccion de
modelos discretos de redes bioquimicas creados a partir de cursos temporales de informa-
cion experimental. Una caracteristica importante de dichos cursos temporales, que tuvieron
presente al construir el método de discretizaciéon, es la relativamente pequena cantidad de
puntos de informacion. Utilizan un método de agrupamiento basado en teoria de grafos
para realizar la discretizacion, y una técnica basada en teoria de la informaciéon para mi-
nimizar la pérdida de la informacién. Para los casos en los que la informacién discretizada
se debe acomodar a un sistema dindmico en tiempo discreto, desarrollaron un algoritmo
que garantiza eliminar cualquier inconsistencia causada por el proceso de discretizaciéon
(es decir, si al discretizar dos vectores distintos éstos quedan iguales, procuran que sus
imégenes también tengan la misma discretizacion).

Este método presenta algunas desventajas para los algoritmos descriptos en los capitulos
4 y 5, por lo que solo haremos una pequena descripcion.

Definicion 6.1. Una discretizacion de un vector v = (v1,...,vy) a valores reales es un
vector d = (dy,...,dy) a valores discretos, con las siguientes propiedades:
1. Cada elemento de d esta en el conjunto {0,1,...,D — 1} para un (usualmente pe-

quenio) entero positivo D, llamado el grado de la discretizacion.
2. Para todo 1 < 1,5 < N, tenemos d; < d; si v; < vj.

En [D-MG-L] se considera la discretizacion de expansion (spanning) de grado D, que es
un caso particular definida como aquella discretizaciéon que verifica la propiedad adicional
de que el menor elemento de d es igual a 0 y el mayor es igual a D — 1. Ademas se asume
que para cada entero a con 0 < a < D — 1, hay una entrada d; de d tal que a = d;. Es
decir, si se ordenaran, las entradas de d son enteros consecutivos.

Si hay mas de un vector a discretizar, el método discretiza cada vector por separado.
Asi que supongamos un vector con m entradas distintas. Se construye un grafo con pesos
de m vértices, donde cada vértice representa una entrada y el peso de cada arista es la
distancia euclidea entre sus extremos. El proceso de discretizacién comienza eliminando
la(s) arista(s) con mayor peso hasta que el grafo se desconecta. Si hay mas de una arista
con el mayor peso actual, entonces todas las aristas con ese peso se eliminan. El orden
en el cual las aristas son eliminadas lleva a componentes, en las cuales la distancia entre
dos vértices cualesquiera es menor que la distancia entre dos componentes cualesquiera. Se
define la distancia entre dos componentes G 'y H como min{|lg —h|: g € G,h € H}. La
salida del algoritmo es una discretizacion del vector, en la cual cada agrupacion (cluster)
corresponde a un estado discreto y las entradas del vector que corresponden a una misma
componente se discretizan en el mismo estado.

En los ejemplos de los capitulos anteriores se necesita que todos los vectores del conjunto
de datos se discreticen en la misma cantidad de estados. La manera de abordar este asunto
en [D-MG-L] es primero discretizando cada vector por separado. Supongamos que para N
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vectores, el método discretizé a cada uno en mq, mo, ..., my estados, respectivamente. Sea
m=maz{m;:i=1,...,N}.

Supongamos que un vector fue discretizado en m; estados, m; < m. Como el algoritmo
de discretizacién dio m; agrupaciones, los m —m; restantes se pueden construir ordenando
las entradas en cada agrupacion y partiendo aquel que contiene las dos entradas més
distantes con respecto a la distancia Euclidea. Y esto se repite hasta obtener m entradas.

Este abordaje tiene un posible problema. De hecho, si un vector se discretiza en 4
estados y el numero total de entradas distintas del vector es 5, luego m=6 no se puede
alcanzar. En este caso, m deberia tomarse como 5, juntando algunos estados donde sea
necesario. En general, esto puede no ser deseable debido a que resulta en pérdida de
informacién. Simpre es preferible incrementar la cantidad de estados, a menos que esto sea
imposible, como en el ejemplo de arriba.

6.2 Errores en la mediciéon

Los datos que se obtienen de procesos experimentales generalmente tienen errores intro-
ducidos por las deficiencias en la metodologia o las imperfecciones en la instrumentacion,
como es el caso de los datos de microarreglos. Cuando se utiliza un método que requiere
discretizar la informacién, se espera que en el proceso de discretizaciéon se suavice un poco
el ruido producido al medir.

Sobre este tema también se trabajo en [D-MG-L].

6.3 Trabajo futuro

Al analizar los métodos propuestos en el capitulo 5, se nota que la discretizacion solo juega
un papel importante al momento de diferenciar las coordenadas de los puntos de entrada.
La teoria utilizada se basa en resultados sobre el anillo k[x1,...,z,], con k cuerpo, pero
realmente no es necesario que k sea finito. Salvo quizés para garantizar que las funciones
de transicién sean efectivamente polinomios.

Por eso surgen dos interrogantes:

1. Si solo buscamos las relaciones causales, ;es necesario que nos restrinjamos al anillo
de polinomios k[z1, ..., z,] para buscar las funciones de transicion?

2. En los algoritmos vistos se parte de una determinada discretizacion. ; Cémo afecta es-
ta discretizacion a los resultados? ; Como se pueden utilizar distintas discretizaciones
para finalmente predecir el modelo correcto?

Para responder esta tltima pregunta, se propuso la siguiente teoria:

Definicién 6.2. Una funcion D : R — C, con C un conjunto finito (no necesariamente un
cuerpo), se llamaré una funcion de discretizacion.
Dado

A={(s1,t1),-., (Sm.tm)} (6.1)
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con s; € R" t; € R, decimos que D es consistente con A si
D(SZ) = (D(Sil), e ,D(Sln)) = D(Sj) = D(tz) = D(tj) Vl,]

Un gran problema que surge es: Dado A, elegir C y D tal que D sea consistente con A.
En particular, cual es el menor cardinal de C para que esto sea posible. Esto es algo que
habria que analizar.

Con respecto a la primera pregunta, pudimos ver en la seccién 3.3.4 que siempre existe
un polinomio interpolador que le asigna a cada s;,t;. Y esta es la propiedad de k[z1, ..., x,]
mas util a nuestros propositos.

Supongamos dados A, C y D : R — C consistente con A. Sea
D(A) = {(D(s1), D(t1)), - -, (D(sm), D(tm))} € C"H!

Sea entonces F,, C C¢" tal que para todo D(A) finito existe f € F, tal que f(D(s;)) =
D), Vi=1,...,m.

Redefinimos ahora lo visto en el capitulo 5:

Definimos que f : C™ — C no depende de la coordenada j como en 5.8: 81 V(cy, ..., c,) €
Chyc;eC fler,. s¢jynven) = fler, ..., ¢, cn). Siesto no sucede, decimos que f
depende de j.

Y ={feF,: f(D(s;)) =D(t:)Vi=1,...,m}

M C k[z1,...,x,) €l ideal monomial libre de cuadrados generado por

W = {m(s;,s;) : D(t;) # D(t;)}
donde
m(si, Sj) = H Tl
{k:D(sir)#D(s5x)}

O quizés simplemente se pueda multiplicar sobre el conjunto de indices caracterizados
por cierta propiedad que conozcamos termine produciendo que la asignacién sea distinta.

Y formulamos el siguiente teorema:

Teorema 6.3. F = {i1,...,i} C{l,...,n} es minimal tal que existe f €Y que depende
solo de F' si y solo si (z;,,...,z;) es un primo minimal de M

Adaptemos la proposicién 5.1:

Proposicion 6.4. Existe f € Y que depende sdlo de {i1,...,9} siysolosi M C (z;,,...,x;)
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Demostracion. Probemos las dos implicaciones:
=) Sean (Sy,ty), (Sv,ty) tales que D(t,) # D(t,), y sea f € Y que depende sblo de
{i1,...,4}. Luego, existe j,1 < j <, tal que D(s,) y D(s,) difieren en la ij-ésima coorde-
nada. Entonces m(sy,s,) tiene a x;; como factor. Y por lo tanto, m(sy,sy) € (i, ..., Ti)-
<)SeaheY.Sea¢:my x---xm :C" — C! la proyeccion a las iy, ... ,4-ésimas
coordenadas. Como probamos en la proposicion 5.1, si ¢(D(s;)) = ¢(D(s;)) esto implica que
h(D(si)) = h(D(s;)). Entonces sea g € F; tal que g(¢(D(s;))) = D(t;) parai=1,...,m,
g esté bien definida y solo depende de {i1,...,%;}. Por lo tanto, puedo tomar f € Y que
dependa solo de {i1,...,4}, f(p) := g(¢(p)),Vp € C™.
O

Observacién 6.5. Para poder afirmar, al final de la demostracién, que f = go ¢ € F,,
habria que pedir en la definicién de F,, que este conjunto de funciones sea en algtin sentido
“cerrado” al componer con proyecciones (es decir, si g € F; v ¢ : C* — C! proyeccion,
entonces g o ¢ € F,, para todo I,n con [ < n) . El conjunto de las funciones polinomiales
en n indeterminadas a coeficientes en un cuerpo k satisface esta condicion.

De aqui, con un razonamiento muy similar al que se us6 en el capitulo 5, se llega a
probar el teorema 6.3.

Seguiremos trabajando por este camino, viendo como discretizar de la mejor manera
posible y analizando conjuntos de funciones que cumplan con la definicién de F,, y puedan
ser Utiles para resolver problemas de ingenierfa reversa de redes reguladoras de genes.
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Apéndice A
Programa

A continuacién mostramos el programa creado por Enrique A. Tobis para correr el algorit-
mo 3 en CoCoA (|[CoCoA|) o en Sigular (|GPS05]). Este algoritmo fue aplicado utilizando
los datos de los ejemplos 5.5, 5.18 y 5.19, y dio los mismos resultados que se obtuvie-
ron en las secciones correspondientes. Para ejemplificar, al final mostramos cémo se corrié
utilizando los datos del ejemplo 5.19.

#include <fstream>
#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <cctype>
#include <1list>

enum Programa {cocoa,singular};
struct Opciones {
Programa programa;
std::string cuerpo;
int n;

};

void leerEntrada(std::istream & input,Opciones & opciones,
std::vector<std::vector<int> > & matriz)
{
// Primero leemos el programa que hay que usar
std::string programa,cuerpo;
int n,m;
input >> programa >> cuerpo >> n >> m;
opciones.Cuerpo = Cuerpo;
std: :transform(programa.begin() ,programa.end() ,programa.begin() ,toupper);
if (programa == "COCOA") {

50
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opciones.programa = cocoa;
} else if (programa == "SINGULAR") {
opciones.programa = singular;
}
opciones.n = n;
matriz.resize(m) ;
for (int i = 0;1 < m;i++) {
matriz[i] .resize(n+1);
for (dnt j = 0;j < n+l;j++) {
input >> matriz[i][j];
}
}
}

void generarMonomios(std::list<std::list<int> > & monomios,
std::vector<std::vector<int> > & matriz)
{
for (int i = 0;i < matriz.size();i++)
for (int j = i+1;j < matriz.size();j++) {
if (matriz([i] [matriz[i].size() - 1] !'= matriz[j] [matriz[j].size() - 11) {
std::list<int> monomio;
for (int k = 0;k < matriz[i].size() - 1;k++) {
if (matriz[i][k] != matriz[j][k])
monomio.push_back(k) ;

}
monomios.push_back(monomio) ;
}
}
}

void generarSalida(std::ostream & output,
const Opciones & opciones,
const std::list<std::list<int> > & monomios)

std::list<std::list<int> >::const_iterator it;
switch(opciones.programa) {
case singular:
output << "ring r = " << opciones.cuerpo << ", (";
for (int i = 0;i < opciones.n - 1;i++)
output << "x" << 1 <", "y
if (opciones.n > 0)
output << "x" << opciomnes.n - 1 << "),dp;" << std::endl;
output << "ideal i = ";
for (it = monomios.begin();it != monomios.end();it++) {
std::list<int>::const_iterator jt = it->begin();
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while (jt != it->end()) {
output << "x" << xjt;

jt+ts
if (jt == it->end()) {
it++;
if (it != monomios.end())
output << ",";
it--;
} else {
output << "x'";
}
}
}

output << ";" << std::endl;

output << "LIB \"primdec.lib\";" << std::endl;

output << "list 1 = primdecGTZ(i);list 12;" << std::endl;
output << "for (int indiceQueNoVanAUsar = 1;"
<< "indiceQueNoVanAUsar <= size(l);indiceQueNoVanAUsar++)"
<< "{\n 12[indiceQueNoVanAUsar] = 1l[indiceQueNoVanAUsar][1];\n"

<< "}12;"
<< std::endl;
break;
case cocoa:
output << "Use R::= " << opciones.cuerpo << "[";
output << "x[0.." << opciones.n-1 << "]];\n";
output << "PrimaryDecomposition(Ideal(";
for (it = monomios.begin();it != monomios.end();it++) {

std::list<int>::const_iterator jt = it->begin();
while (jt != it->end()) {
Output << "X[" << *Jt << ll:lll;

jt+t;
if (jt == it->end()) {
it++;
if (it !'= monomios.end())
output << ",";
it--;
} else {
output << "x'";
}
}
}
output << "));" << std::endl;
break;
}

¥
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int main(int argc,char * argv[])

{

std:
std:
std:
std:

tistream * inputPtr = & std::cin; // Por default usamos la consola
:ostream * outputPtr = & std::cout;

:ifstream inputFile;

:ofstream outputFile;

switch (arge) {

case 3: // archivo de salida
outputFile.open(argv[2]);
if (loutputFile.good()) {

¥

std::cerr << "Hubo 1lio con el archivo de salida" << std::endl;
exit(-1);

else

outputPtr = & outputFile;

case 2: // capacidad y archivo de entrada
inputFile.open(argv[1]);
if (!inputFile.good()) {

}

std::cerr << "Hubo lio con el archivo de entrada" << std::endl;
exit(-1);

else

inputPtr = & inputFile;

case 1:
break;
default:
std::cout << "Por favor, revise los parametros que me pasd. Yo espero"

¥

std:
std:

<< std::endl

<< "ConvertirInput "

<< "ARCHIVO_ENTRADA ARCHIVO_SALIDA"
<< std::endl;

:ostream & output = *outputPtr;
:istream & input = *inputPtr;

Opciones opciones;

std:
std:

:list<std::1list<int> > monomios;
:vector<std::vector<int> > matriz;

leerEntrada(input,opciones, matriz);
generarMonomios (monomios,matriz) ;
generarSalida(output,opciones,monomios) ;
return 0O;
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Para correr el ejemplo 5.19 en CoCoA (|[CoCoAl), primero creamos un archivo con la
entrada:

cocoa
Q Y’cuerpo sobre el cual se trabaja para hacer la descomposicién
35 9% mn mcon n=cantidad de variables y m=cantidad de datos
0010 %s t_i

1111

2122

3313

4144

Luego hacemos correr el programa en CoCoA (|CoCoA|) y nos devuelve:
[Ideal(x[0]), Ideal(x[1],x[2])]

Es decir, los conjuntos minimales son {1} y {2,3}. Y estos son los mismos que habjamos
calculado anteriormente.
Para correrlo en Singular (|[GPS05]), el archivo con la entrada debe ser:

singular

0 ‘caracteristica del cuerpo sobre el cual se trabaja para hacer la descomposicidn
35 9% mn mcon n=cantidad de variables y m=cantidad de datos

0010 %s t_i

1111

2122

3313

4144

Luego hacemos correr el programa en Singular ([GPS05]) y nos devuelve:

[1]:
_[11=x0
[2]:
_[1]=x2
_[2]=x1

Que se debe interpretar de la siguiente manera: el primer ideal tiene un solo generador,
y es la primera variable; y el segundo ideal tiene dos generadores, que son la tercera y la
segunda variables. Y, por lo tanto, nos da el mismo resultado.



