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Introduccién

“Elementos finitos; quizds ninguna otra familia de métodos de aproximacién haya tenido un
impacto mayor en la teoria y en la practica de métodos numéricos durante el siglo veinte” dice
Tinsley Oden en la introduccién al Handbook of Numerical Analysis Vol. 2 [8], una muy buena
referencia sobre los origenes y el desarrollo histérico del método. El método de elementos finitos
(FEM, por su sigla en inglés), que se utiliza hoy en dia en todas las areas de la ingenieria cuyos
modelos puedan plantearse como ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, se basa en la
formulacion débil o variacional de problemas de valores iniciales o de frontera. El simple hecho de
que la integral de una funcién sobre un dominio arbitrario pueda partirse en una suma de integrales
sobre una coleccion de subdominios cuya unioén es el dominio original, es la observacién clave de la
teoria de elementos finitos. Como consecuencia de esto el anélisis del problema puede hacerse local:
sobre un subdominio tipico (generalmente tridngulos) suficientemente chico, se puede pensar que
una buena aproximacién a la solucion estard dada por un polinomio.

Los origenes del método estén ligados al apéndice de un articulo de Courant del ano 1943 [9]
en el que se estudian aproximaciones lineales a trozos para el problema de Dirichlet. Sin embargo,
noventa y dos anos antes, en 1851, Scellbach [21] propuso una solucién al estilo de elementos finitos
para el problema de Plateau (que consiste en determinar la superficie de drea minima encerrada por
una curva cerrada). Pero esto no es todo; dos siglos antes el mismo Leibniz usé ideas relacionadas
con el método cuando intentaba resolver el problema de la braquistocrona propuesto por Bernoulli
en 1696. Tuvieron que pasar doscientos cincuenta anos para que descubriesen que se podian obtener
buenas aproximaciones de ecuaciones diferenciales sin trabajar con elementos infinitesimales sino
manteniendo a los elementos finitos en tamano. De ahi el nombre de “elementos finitos”. Los *60s
fueron los anos donde la teoria matematica del método comenzé a tomar forma. En la década del
70 el método se popularizé entre los ingenieros y la comunidad cientifica gracias a la resolucién de
diversos problemas dificiles de la ingenieria.

Uno podria pensar que el desarrollo de los FEM fue una consecuencia del profundo conocimien-
to sobre ecuaciones en derivadas parciales, espacios de Sobolev y soluciones débiles. Esto no fue asi.
Las dos teorias crecieron de manera paralela pero independiente, como cuenta Tinsley Oden: “las
semillas de la teoria moderna de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales fueron sembradas
aproximadamente al mismo tiempo que aquellas para el desarrollo de los FEM modernos, pero en
un jardin completamente distinto”.

Organizacion de la tesis

En el primer capitulo se recuerdan las nociones bésicas de la formulacién variacional de proble-
mas elipticos de orden dos y del método de elementos finitos.

En el segundo capitulo se estudia el problema de autovalores asociado a un operador en forma
de divergencia sobre el espacio H&(Q), brindando un analisis méas profundo sobre las propiedades
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INTRODUCCION 5

del primer autovalor (que es el que tiene mayor importancia en las aplicaciones practicas). Luego,
se generalizan los resultados al caso de problemas espectrales abstractos planteados en espacios de
Hilbert y se analiza una aproximacién variacional discreta de estos problemas.

El tercer capitulo es de caracter técnico. Se desarrolla la teoria de interpolacién en los espacios de
Sobolev y se aplican estos resultados para obtener una cota del error de aproximacién del problema
espectral discreto abordado en el capitulo 2. La teoria se encuadra en un contexto mas general que
el necesario para esta aplicacién pues serd utilizada en el cuarto capitulo para aproximar soluciones
de un problema no lineal.

En el cuarto capitulo se presenta un problema no lineal que involucra al p-Laplaciano y se prueba
la existencia y unicidad de solucién del problema variacional asociado. Se deduce la existencia y
unicidad de solucién del problema variacional discreto y se obtienen cotas del error. Estudiando un
problema de minimizacién, que resulta ser equivalente al problema variacional, se logran mejoras
en las estimaciones del error.

En el dltimo capitulo se expone un problema de autovalores para el p-Laplaciano y se brinda un
andlisis focalizado en las propiedades del primer autovalor y la primera autofuncién. Finalmente,
se ofrece una aproximacién variacional para el autovalor principal.
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CAPiTULO 1

Método de elementos finitos

1. Un ejemplo introductorio

Para introducirnos en el tema y con el objetivo de motivar las préximas definiciones, conside-
remos el siguiente problema unidimensional al que denotaremos PC (por problema clésico) : dada
una funcién f € C(I), donde I es el intervalo (0,1), se quiere hallar una funcién v € C?(I) que
satisfaga

—u"(z) = f(x) 0<zx<l
u(0) = /(1) = 0.

Segun el problema, encontrar una solucion clasica puede ser una tarea muy dificil. Por eso intenta-

remos encontrar una funciéon u que resuelva el problema en un sentido menos estricto. Si tomamos

una funcién cualquiera ¢ que sea suficientemente buena, por ejemplo de clase C°°(T), multiplicamos
la ecuacion a ambos lados por esta funcion e integramos en el intervalo I, obtenemos que

1 1 1 1
/Of@:—/o uw=u<o>so<o>—u<1>so<1>+/o uwZU(O)w(O)Jr/O i,

por la féormula de integracién por partes. Si pedimos que ¢(0) = 0 logramos eliminar el término
de borde. Ahora bien, para que tenga sentido la expresién [ cu'y = / ; [, no necesitamos que la
funcién u sea de clase C?(I) sino que se pueden relajar las hipétesis sobre ella. En esa direccién es
que se introduce la nociéon de derivada débil.

DEFINICION 1.1. Sea Q C R™ un abierto. Decimos que u € L} () si para todo subconjunto V

loc

de Q0 que verifique que V es compacto y que V C Q, se cumple que u € L*(V).

DEFINICION 1.2. Sea u € L}, (2). Decimos que u tiene derivada débil respecto a x; si existe

una funcion v € L}, (I) tal que
0¢ /
U =— [ vp VoeCP(N).
o Oz Q o

Si la derivada débil existe entonces es tinica y, en ese caso, se nota v = u,, = %.
1

En la situacién de nuestro problema, vamos a pedir que u € L?(I) y que tenga derivada débil
u' € L(I). Asi, se verifica la igualdad

(1) /ulgo' = /fgo Y € C(Q) con (0) = 0.
I I
Definimos entonces el conjunto donde vamos a plantear la formulacién variacional como
V = {v € L*(I) : v tiene derivada débil v’ € L*(I) y v(0) = 0}.

Observar que (1) se sigue cumpliendo si reemplazamos la funcién ¢ € C*°(I) por una funcién v € V.

El problema variacional -PV- consiste en hallar una funcién v € V tal que fol u'v' = fol foYveV.
A la funcién u se la llama solucién débil.
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También podemos definir un problema de minimizacién -PM- que consiste en hallar una funcién

de V que minimice el funcional J(v) = % 01 v'? — fol fv sobre todas las funciones v € V. Para tener
definidos los problemas PV y PM no es necesario que la funciéon f sea continua; alcanza con que

sea de cuadrado integrable.
PROPOSICION 1.1. Los problemas PV y PM son equivalentes.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que tenemos una solucién u del PV y veamos que es
solucién del PM. Dada v € V, definamos w = v — u que es otro elemento de V. Tenemos que

J(v):J(w—i-u):;/Ol(w’)2+/01w’u'+;/Ol(u’)z—/olfw—/olfu.

Como w € V resulta que fol wu' — fol fw = 0. Por lo tanto,

como querfamos ver.

Supongamos ahora que u es solucién del PM y veamos que resuelve el PV. Sean e > 0y w € V.
Como la funcién u + ew € V, se cumple que J(u) < J(u + ew). Por lo tanto, la funcién de una
variable g(€) = J(u + ew) tiene un minimo en € = 0. Desarrollemos esta funcién:

w0 = [(@rre [+ [wr- [ o[ g

Luego, 0 = ¢'(0) = fol u'w' — fol fw y, como esto se cumple para toda w € V, concluimos que u es

solucién del PV. O

En el caso en que la funcién f sea continua se cumple que una solucién del problema clasico es
solucién del PV -y por lo tanto del PM. Lo importante es que, asumiendo que la solucién débil es
regular, se cumple que es una solucién clasica.

PROPOSICION 1.2. Sea u una solucion del PV. Siu € C%(I), entonces es una solucion cldsica.

DEMOSTRACION. Dada v € V, integrando por partes obtenemos que

(2) /01 fo= /01 W' =/ ()u(1) — /' (0)0(0) — /01 Wv =/ (1)o(1) — /01 u"v.

En particular, eso vale para toda funcién v € V tal que v(1) = 0, en cuyo caso resulta que
fol( f+u")v =0.Sila funcién f+u” € C(I) no fuera idénticamente nula en en intervalo I, entonces
deberfa ser de signo constante en un subintervalo [x1,z2] C I. Tomando v(z) = (x — z1)?(x — 22)?
en [x1,x2] y v(x) = 0 afuera de este intervalo, resultaria que 0 = fol(f + u")v # 0. Por lo tanto,
—u” = fenI.

Para concluir que u es solucién del PC basta ver que v/(1) = 0 (la condicién u(0) = 0 se cumple
pues u € V). Volviendo a (2), ahora que sabemos que —u” = f, debe cumplirse que «'(1)v(1) =0
Vv € V. Si elegimos v(x) = z, funcién que pertenece a V, resulta que u/(1) = 0, como queriamos
probar. O

Introduciendo la forma bilineal a : V.x V — R, a(u,v) = fol u'v’, y el funcional L : V — R,

L(v) = fol fv, podemos reescribir el PV de la siguiente manera: “Hallar u € V tal que a(u,v) = L(v)
Vv e V7.
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Método de Galerkin. Tomemos ahora un subespacio de dimensién finita S de V y conside-
remos el problema variacional discreto -PVD- que consiste en hallar una funcién ugs € S tal que
a(us,vs) = (f,vs) Yvs € S.

TEOREMA 1.1. El PVD tiene una unica solucion.

DEMOSTRACION. Digamos que N es la dimensién de Sy sea B = {¢1, ¢2,- -+ , dn } una base de
este subespacio. Pedir que ug verifique a(us,vs) = (f,vs) Vus € S equivale a pedir que a(us, ¢;) =
(f,¢i)V1 < i < N. Ahora bien, como us € S, buscar us equivale a buscar sus coordenadas en

la base B. Tomando us = Z;V: 1 j¢; y usando la bilinealidad de a, encontramos que el PVD es

equivalente a hallar coeficientes (aj)j-vzl C R tales que Z;V:1 aja(oj, ¢i) = (f,¢i) V1 <i < N.

RNXN

Definamos la matriz K € cuyos coeficientes son (K); ; = a(¢;, ¢;), y el vector b € RY tal

que (b); = fol foi. E1 PVD consiste entonces en hallar una solucién del sistema Ko = b. Para ver
que este sistema tiene solucién Unica probemos que la matriz K es inversible. Supongamos entonces
que Koo =0, con o € RY, y tomemos v = E;\le aj¢; € V. Como

N N
a(v, ¢;) = Zaja’(d)ju ¢i) = Z a;jKijj = (Ka); =0 Vi,
=1

J=1

resulta que a(v,v) = a(v, YN | aigi) = SN | aza(v, ¢;) = 0. Pero a(v,v) = fol(v’)2, asi que v = cte
y, como v(0) = 0, debe ser v = 0. Equivalentemente, o = 0. O

La matriz K, a la que se llama matriz de rigidez (el nombre viene de la mecanica), es simétrica
porque la forma bilineal a lo es y es definida positiva pues

N
o'Koa = Z Kijoza5 = a(v,v) >0,
ij=1

donde v = Zjvzl a;¢j, v sia(v,v) =0, con v €V, entonces v = 0.

El método de elementos finitos es un caso particular del método de Galerkin: consiste en elegir
como subespacio S un conjunto de funciones continuas que sean polinomiales a trozos. Conside-
remos, por ejemplo, una particién del intervalo [0,1] , 0 = 29 < 21 < -+ < zy = 1, y tomemos
S ={v e C[0,1] : v|jg,_, 2] € P1y v(0) = 0}, donde Py es el conjunto de polinomios de grado
a lo sumo k. Vamos a ver méas adelante que debemos pedirle a las funciones de S la continuidad
para tener que S es un subespacio de V. Para darle una medida a la malla, uno define, para cada
1<i<N,h=x; —2i—1y h=méx{h; : 1 <i < N}. La notacién usual para S es entonces
V. Tenemos que definir ahora una base de Vj,. Como habra que calcular [ f¢; y a(¢s, ¢;), convie-
ne elegir funciones que tengan soporte chico y lo més disjunto posible. Vamos a elegir la base de
Lagrange cuyos elementos cumplen ¢;(x;) = d;; y son poligonales a trozos, més especificamente:

T—Ti—1
vimar L€ [, @]
pi(z) = et ol (UM AR B 1<i<N-—1,
0 T ¢ [T, Tip1]
- T—IN_
¢0($) = { ﬁ x e [1'071'1] qu(.fU) — ﬁ T e [xN—17$N]
0 x ¢ [xo,x1] v ¢ [Ty_1,2n].
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Veamos que {¢p, -+ , Py} es una base del conjunto S = {v € C[0,1] : Vljg;_1 2] € P1} (notar
que estamos eliminando la condicién de borde v(0) = 0). Para ver que es un sistema de generadores,
tomemos una funcién v € S y veamos que v(x) = Z;V:o v(z;)¢j(z). En efecto, las dos funciones
son lineales en cada intervalo [z;_1, ;] y coinciden en sus extremos; luego, son iguales en todo el
intervalo [0, 1]. Para probar que son linealmente independientes, supongamos que Z;V:o a;jpi(xz) =0.
Evaluando en el nodo z; resulta que «; = 0.

Si agregamos la condicién de borde no vamos a necesitar la funcién ¢g. Una base de Vj, es
B ={¢1, -+ ,¢n} y asi la matriz de rigidez K es tridiagonal.

2. Descripcion general del método

El conjunto V con el que trabajamos en el ejemplo anterior resulta ser un espacio de Hilbert, es
decir, un espacio vectorial completo con la norma inducida por un producto interno, que en ese caso
es (f,g9) = fol fg+ fol f'g’. En esta seccién vamos a desarrollar brevemente la teoria de elementos
finitos para problemas variacionales planteados en espacios de Hilbert.

DEFINICION 1.3. Sea V un espacio de Hilbert sobre R. Notemos con || - || a la norma inducida
por el producto interno definido en V. Sea a(-,-) : VXV — R una forma bilineal. Decimos que
» a es simétrica si a(u,v) = a(v,u) Yu,v € V,
» a es continua si existe una constante M > 0 tal que a(u,v) < M||ul|l|v||, ¥
» a es coercitiva si eviste una constante a > 0 tal que a(u,u) > al|lu|®* Yu € V.

Sea L : V — R un operador lineal y continuo, més brevemente L € V* y sea a(-,-) una forma
bilineal, continua y coercitiva. El PV consiste en hallar una funcién u € V tal que a(u,v) = L(v)
Vv € V. El teorema de Lax-Milgram garantiza existencia y unicidad de solucién para ese problema.

TEOREMA DE LAX-MILGRAM. Dado un espacio de Hilbert (V,(-,-)), sean a(-,-) una forma
bilineal, continua y coercitiva en'V, y L € V*. Existe un unico u € V tal que a(u,v) = L(v) Yv € V.
Ademds, |lul| < || L|I*.

Notar que el teorema no pide que la forma bilineal a sea simétrica. De hecho, en el caso simétrico
este teorema es un corolario del Teorema de representacién de Riesz. La demostracion del teorema
de Lax-Milgram se puede leer en practicamente cualquier libro de ecuaciones diferenciales lineales,
entre ellos citamos a [19] y [13].

Consideremos ahora el problema de minimizacién abstracto PM: dados V un espacio vectorial
completo con || -||, una forma bilineal a(-, -) simétrica, continua y coercitiva, un funcional L en V* y
un subespacio cerrado U de V| se quiere hallar u € U que minimice J(v) entre todas las funciones
v € U, donde J : V — R estd definido por

1
J(v) = ia(v,v) — L(v).
TEOREMA 1.2. Eziste una tunica solucion u € U del problema PM. Ademds, u satisface a(u,v) =
L(v) para toda funcion v € U.

DEMOSTRACION. La forma bilineal a define un producto interno en V. Asociada a este producto
interno tenemos la norma ||v||g = \/a(v,v), llamada norma energia, que resulta ser equivalente a
|- |I: por la coercitividad de a tenemos que ||ul|% > af|ul|? y por la continuidad de a, ||ul|3, < M ||ul|?.
Luego, resulta que (V,a(-,-)) es un espacio de Hilbert. Por el teorema de Lax-Milgram sabemos que
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existe un unico elemento w € V tal que L(v) = a(w,v) Vv € V. Usando la simetria de a podemos
reescribir el funcional J de la siguiente manera:
1
J(v) = ia(v, v) — a(w,v) = i[a(v —w,v —w) — a(w,w)].

Asi, el problema se tradujo en hallar una funcién v € U que minimice ||v — w||g entre todos los
elementos v € U. Siendo U un subespacio cerrado de V, existe un tnico v € U que minimiza esa
distancia.

Como u es la proyeccién ortogonal de w sobre U por el producto interno af(-,-), se verifica que
a(w —u,v) = 0 Vv € U. Equivalentemente, a(u,v) = a(w,v) = L(v) Yv € U. O

Un ejemplo de un espacio de Hilbert es el espacio de Sobolev H¥(€2), donde ©Q C R” un

conjunto abierto y acotado. Recordemos la definicién de estos espacios. Dado un multiindice o € N,
alely

m, donde ‘Oé‘ = ++O¢n

a=(ay, -+ ,ap), definimos D% =

DEFINICION 1.4. En relacion con la definicion 1.2, se define la derivada débil D%u, si existe,

como la tinica funcién de L}, () que verifica

/uD%:(_nlal/Daw Vo € C5°(Q).
Q Q

DEFINICION 1.5. Sea 2 C R™ un conjunto abierto y acotado. Se define el espacio de Sobolev
HF(Q) como el siguiente conjunto:

H*(Q) = {u € L*(Q): D € L*(Q) V|a| <k}.
En ese espacio tenemos definido el producto interno (f, g) = Z|a‘§k(DO‘f, D%g)12(q) que hace de

/
él un espacio de Hilbert. Ese producto interno induce la norma [[u|| g» (o) = (ngk ||DauH%2(Q)> .

DEFINICION 1.6. HE(Q) es la clausura del espacio C§°(Q2) en H*(Q).

Es decir, una funcién u pertenece a HE(Q) si existe una sucesién (ug)g>1 C C5°(Q2) tal que
ur — u en H¥(Q). Como HE(Q) es un subespacio cerrado de H*(Q), resulta que HE () es también
un espacio de Hilbert.

Supongamos ahora que el problema variacional estd asociado con un problema eliptico de se-
gundo orden sobre un conjunto abierto, acotado y conexo 2 C R"™ con frontera Lipschitz y que
V =H}Q) o V=HYQ). Por el teorema de Lax-Milgram sabemos que el problema tiene solucién
tnica. Un problema de este tipo seria, por ejemplo, el problema variacional asociado al problema
clasico PC que consiste en hallar, dada una funcién continua f, una funcién u € C?(Q2) tal que

—u’(z) = f(x) reQ=(0,1)CR
u(0) = u(l) =0.

En este caso, el PV consiste en hallar una funcién v € V. = H}(Q) tal que a(u,v) = L(v) Vv €
H (), donde a(u,v) = fol W'y L(v) = fol fo.

Igual que antes, si nos quedamos con un subespacio de dimension finita V; de V también
existird una tunica solucién del PVD y del PMD, que consisten respectivamente en hallar u, € Vy,
tal que a(up,vn) = L(vy) Yo, € Vp, y tal que J(up) = min{J(vy) : vy € Vp}. El método de
elementos finitos es una forma de construir estos subespacios Vj,. Para ello vamos a necesitar una
triangulacién admisible 7 de 2, es decir, una particién de € en tridngulos 7" (intervalos sin = 1,
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tridngulos si n = 2, tetraedros si n = 3), que son los que se llaman elementos finitos, de modo tal
que
1. Q - UTETT7
2. dada una cara de cualquier elemento 77, o bien es parte del borde de € o bien es la cara
de otro elemento T de 7 (en este dltimo caso los elementos 77 y T» se dicen adyacentes).

Por ejemplo, en el caso n = 2, la ultima condicién se traduce asi: dos tridngulos de la particion o
comparten un vértice, o comparten un lado, o no se tocan. Para cada elemento T', h representara el
diametro de T, es decir, la mayor de las distancias entre dos elementos de T, y denotaremos por
h = max{hp : T € 7}. Utilizaremos la notacién 7, en lugar de 7.

Llamemos Pj, al conjunto de polinomios de grado a lo sumo k en m variables. ;Qué pasa si
definimos V;, = {v : v|yr € PpVT € 7,}? ;Se cumple que V;, C H(Q)? No necesariamente, ya
que podria haber dos definiciones distintas sobre las caras de elementos adyacentes. El siguiente
teorema resuleve este problema.

TEOREMA 1.3. Siv|p € Py VT € 73, se cumple que v € HY(Q) si y sélo siv € C(Q).

DEMOSTRACION. Supongamos primero que v es continua. En particular, pertenece a L%(Q).
Luego, basta hallar para cada 1 <1 < n una funcién v; € L?(2) tal que

Dy
vip=— [ v Yo € C3°(Q).
Jue==[ 52 woecr@
ov|p

Para cada ¢ tomemos como v; la funcién cuya restriccién a cada elemento T' € 7, es la funcién 7.
1
Como los elementos tienen borde Lipschitz se puede usar la formula de Green para obtener que,

dado T' € 73,
ov|r 0y
o=— [ vlr=—+ [ virevr,
T 81‘1 T 81‘2 orT

donde v; 7 es la componente i-ésima de la normal exterior unitaria a lo largo de 7. Sumando sobre
todos los elementos de la particién obtenemos que
/ vlrovir.
oT

/viap:—/va@—i- Z
Q Q 81:1 Ter,

Veamos que la segunda integral del término de la derecha es nula: o bien una parte de 97 estd en
el borde de 2, en cuyo caso ¢ = 0 en esa parte, o bien la contribucién de elementos adyacentes es
nula ya que la normal tendra signo distinto.

Probemos ahora la otra implicacién. Supongamos, por el absurdo, que la funcién v € H(Q)
no es continua. En ese caso, existen dos elementos adyacentes 77 y 75 y un subconjunto abierto
no vacio U C Ty U Ty tales que v|7, — v|r, es o bien positiva o bien negativa en U N T", donde T”
es la cara que comparten los dos elementos. Supongamos que es positiva y tomemos una funcién
v € C§°(U) que sea positiva en U NT". Luego, ¢ € C§°(Q2) y se tiene que

ov & ov & Op O
= = - v +/ V| T; PVT; Z—/U +/ VT, — U|T,)PYUTy -
Q 61’190 ]Z;/T] 61'190 ]Zl /I‘j 61’1 8Tj | JSO J] Q axl T/( | 1 ’ 2)@ 1

Entonces, 0 = [, (v|7y, — v|r,)¢vn > 0, hecho que no puede ocurrir.

O

Por lo tanto, un subespacio contenido en V es

Vy, = {U S C(Q) : ’U‘T ePr VI € Th}.
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La razén por la que elegimos espacios polinomiales a trozos es que facilitan las cuentas que debemos
hacer para resolver el sistema lineal asociado al PVD.

No vamos a probar en general que este subespacio tiene dimensién finita sino que vamos a verlo
en algunos casos particulares a modo de ejemplificar como construir las funciones base.

Supongamos que n = 2y que 7" es un tridngulo. ;Cuél es la dimensién de P;(7")7 Una funcién
lineal v en dos variables tiene tres grados de libertad ya que es de la forma v(z) = ax + by + c.
Luego, queda univocamente determinada por su valor en tres puntos de T a los que llamaremos
nodos. Equivalentemente, dim(P;(7")) = 3. Ahora bien, como queremos que la funcién sea continua
en §) necesitamos que se “pegue” bien en el borde de dos tridngulos adyacentes, es decir, en el lado
comun a dos tridngulos vecinos. Si consideramos la restricciéon de v a un lado del borde de T' (que
es un segmento) tenemos una funcién lineal en una variable. Luego, debemos definir a la funcién
en dos nodos por cada lado de cada triangulo. Ademds, los vértices de la triangulaciéon deben ser
nodos para asegurar la continuidad de la funcién en el caso en que dos tridngulos vecinos compartan
solamente un vértice. Si necesitamos que haya tres nodos por tridngulo, dos por cada lado y que
los tres vértices sean nodos, la inica forma de satisfacer esto es elegiendo como nodos a los vértices
de los triangulos.

Veamos cémo construir una base de V, = {v € C(Q) : v|r € P; VT € 7}. Sean aq,--- ,ay
los vértices de la triangulacién. Definimos las funciones de Lagrange ¢1,--- ,¢n de la siguiente
manera: la funcién ¢; es continua en Q, ¢;|r € P1(T) para cada T € 75, y ¢;(c;) = 6;;. Veamos que
el conjunto {¢1, -, PN} es una base de Vj. Dada v € V},, probemos que v(z) = Zjvzl v(aj)dj(x).
En efecto, las dos funciones son lineales cuando se las restringe a cada elemento T' € 73, y coinciden
en tres puntos (los vértices de T'). Luego, son idénticas en cada tridngulo y, como consecuencia,
son iguales en ). Para ver que son linealmente independientes, supongamos que Z;Vﬂ vi0i(x) = 0.
Evaluando en «; obtenemos que v; = 0, como queriamos probar.

Si por las condiciones de contorno del problema resulta que el espacio adecuado para la formu-
lacién variacional es V.= H}(Q2) en lugar de H'(£2), entonces el subespacio de dimensién finita que
podemos tomar es

Vp={veC@Q):v|jprePr VT €1 yv=0endN}.
Si pedimos que los polinomios tengan grado menor o igual que uno, podemos trabajar con esta
base: tomamos 31, -, By los vértices de la triangulaciéon que estan en el interior de €2 y usamos
las funciones de Lagrange asociadas a esos nodos.

Supongamos ahora que queremos encontrar una base de Vj, = {v € C(Q) : v|r € Po(T) VT €
7}, donde Q es un poligono convexo en R2. ;Cuél es la dimensién de P2(7)? Un polinomio de
grado dos tiene seis grados de libertad. Por lo tanto, fijando los valores en seis nodos por triangulo
tenemos definida a una unica funcién en ) que, restringida a cada triangulo, es un polinomio de
grado a lo sumo dos. Si queremos que la funcién resulte continua, debemos elegir a los vértices del
tridngulo como nodos y, ademas, poner suficientes nodos por cada lado de cada triangulo. ; Cuantos?
Un polinomio de grado dos en dos variables es un polinomio de grado dos en una variable cuando
se lo restringe a una recta. Luego, debemos elegir tres nodos por cada lado de cada tridngulo y seis
en total. La unica forma de satisfacer estas condiciones es eligiendo a los tres vértices del tridngulo
y, para cada lado, a un nodo interior, por ejemplo, el punto medio. Una base de V}, estard definida
por las funciones de Lagrange asociadas a los nodos de la triangulacién.

Hagamos un tltimo ejemplo. En este caso, {2 es un poliedro en R? y los elementos 7' de la
triangulacion son tetraedros. Queremos hallar una base para el subespacio Vj, = {v € C(Q) : v|y €
P1(T) VT € 71}. Una funcién que pertenece a P1(7T) es un polinomio de grado a lo sumo uno
en tres variables, o sea que es de la forma ax + by + ¢z + d. Luego, fijando los valores en cuatro
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nodos por tetraedo tenemos definida a una tnica funcién. Igual que antes, para tener asegurada
la continuidad de la funcién en ) debemos fijar su valor en tres nodos por cada cara de T y en
los vértices. Tenemos entonces que elegir como nodos a los cuatro vérices de T' y trabajar con las
funciones de Lagrange asociadas a ellos.



CAPiTULO 2

Problemas de autovalores lineales

Los problemas de autovalores surgen de manera natural cuando se quiere resolver un problema
de evolucién (o sea dependiente del tiempo) por medio de separacién de variables. Consideremos,
por ejemplo, la ecuacién del calor en una dimensién espacial:

u(0,t) = u(l,t) =0 t>0 (condicién de borde)
u(z,0) = up(x) 0<z<1 (condicién inicial).

Si proponemos como solucién u(x,t) = f(x)g(t) resulta que f(x)g'(t) = f"(x)g(t), de donde f]:/(g) =

‘;,((f)). Como el lado izquierdo de la igualdad es una funcién que depende sélo de x y el lado derecho
depende sélo de t, no queda otra opcién mas que % = % = —\, para alguna constante A.

Por otro lado, la condicién de borde nos dice que f(0)g(t) = f(1)g(t) = 0 para todo tiempo ¢t vy,
como buscamos una solucién no trivial, pedimos que f(0) = f(1) = 0. Asi obtenemos los siguientes

problemas de autovalores:

/A

! d y g+ =0.
f(0)=f(1)=0
Podemos trabajar andlogamente con un problema n-dimensional: dados 2 € R™ un abierto
acotado con frontera suficientemente regular (por ejemplo, Lipschitz), una funcién uy : Q@ — Ry
T > 0, buscamos una funcién u = u(x,t) :  x (0,7) — R que satisfaga:
u—Au=0 enQx(0,7)
u=0 endQx (0,7)
u(-,0) =up en Q.

Si proponemos que u(z,t) = F(x)G(t) obtenemos que F(z)G'(t)—AF(x)G(t) = 0y, luego, AFIES) =
F'(t)
G(t)
buscadas satisfacen los siguientes problemas de autovalores:

{—AF—)\F en )

= — ), para cierta constante A\. Razonando como antes llegamos a que las funciones F'y G

! _
F=0 en 99 y G 4+ \G = 0.

1. Problema modelo en el caso lineal

Sea  C R™ un abierto acotado con frontera de clase C! a trozos. Para 1 < i,j < n, sean a;;
funciones acotadas de clase C! definidas en €, y sea ¢ una funcién no negativa y acotada en €2 .
Suponemos que la matriz A = (a;j)1<i,j<n €S

14
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» simétrica: a;; = aj; para todo 1 <1i,5 <n,y

» uniformemente eliptica: existe una constante positiva 6 tal que Z” aij(x) & > 01€)?
para todo £ € R™ y para casi todo x € €.

Introduzcamos el operador en forma de divergencia

n
0 0
Lu=— Z oz, (aijag) + cu = —div(AVu) + cu
i,0=1

y consideremos el problema de hallar un niimero real X\ tal que exista una solucién débil u de

Lu=Mu en§
(3) { u=20 en 0S2.

Para definir qué es una soluciéon débil de este problema tenemos que hallar su formulacién varia-
cional. Para eso tomemos una funcién test ¢ € C§°(€2).

)\/ucpdx—/ﬁutpdx
Q Q

_ /Q (— div(AVu) o + cugp) da

:/AVUV@dx— AVuuapdS—{—/cugpdx
Q

o0 Q

—/ (AVuVe +cuyp) dx.
Q

Introduciendo la forma bilineal a(-,-) : H§() x H}(Q) — R, a(u,v) = [, AVuVv + [ocuv y
notando con (-, -) el producto interno de L?(£2), el problema se puede reescribir del siguiente modo:

“Hallar A € R y u € H}(2), no nula, tales que a(u,v) = X (u,v) para toda v € H}(Q).”

En ese caso se dice que A es un autovalor de £ y que u es una autofuncién asociada a A.

Es claro que a es simétrica y como los coeficientes a;; son acotados resulta que a es continua. Su
coercitividad se obtiene de la desigualdad de Poincaré. En efecto, dada u € H(f2), como c(x) > 0
en casi todo punto de €2,

a(u,u) > / A()[Val? > 0 / IVl > allull? .
Q Q

Luego, a define un producto interno en HJ(f) y se tiene que (Hg(9),a(-,-)) es un espacio de
Hilbert. A la norma inducida por a se la llama norma energia y es equivalente a la norma usual de
H(Q).

Para demostrar el préximo teorema vamos a usar un resultado clasico del anélisis funcional
conocido como Teorema Espectral. Sean dados un espacio de Hilbert V con producto interno af(-, )
y un operador T' € L(V,V).

DEFINICION 2.1.

1. Este operador se dice compacto si dada una sucesion acotada (Vp)m>1 C V existe una
subsucesion (vg;)j>1 tal que (Tvg;)j>1 converge en V.

2. T se dice simétrico si a(Tu,v) = a(u,Tv) Yu,v € V.

3. T se dice positivo si a(Tv,v) >0 VYv €V, v#0.
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TEOREMA ESPECTRAL. Sea T € L(V,V) un operador compacto, simétrico y positivo en un espa-
cio de Hilbert V de dimension infinita. Entonces, existen una sucesion (fim)m>1 positiva, mondtona
decreciente y convergente a 0, y una base ortonormal (Vm)m>1 de V tales que TV = iU Ym > 1.

Ahora si estamos en condiciones de enunciar el teorema que resuelve el problema.

TEOREMA 2.1. Si repetimos los autovalores de acuerdo a su multiplicidad se tiene que el espectro
de L estd formado por una sucesion (Am)m>1 C R positiva, mondtona creciente y no acotada,

O< A <A< oo,

y que eriste una sucesion de autofunciones (wpm)m>1 C HL() que es una base ortonormal de

(L2(Q), (+,-)). Ademds, (\;"Tim)m21 es una base ortonormal de (HE(Q),a(-,-)).

DEMOSTRACION. La idea de la demostracién es construir el operador T : H}(Q) — HE(Q)
inverso de L y probar que es un operador lineal, continuo, simétrico, positivo y compacto. En este
caso el teorema espectral nos dara informacién sobre los autovalores y las autofunciones de T que
estaran relacionados con los autovalores y las autofunciones de L.

Tomemos una funcién f € L?(2) y consideremos el problema (*) de hallar una funcién u €
H(Q) tal que a(u,v) = (f,v) para toda funcién v € Hg (). Como la forma bilineal a es simétrica,
continua y coercitiva, el teorema de Lax-Milgram nos dice que hay una tnica solucién u. Entonces
estd bien definido el operador T que asigna a cada f € L?(2) la tnica solucién u de (*), T :
L2(Q) — HE(Q), f > u.

Para ver que 7T es lineal tomemos dos funciones f y g € L?(Q) y sea v € H}(Q). Como
a(Tf,v) = (f,v) y a(Tg,v) = (g9,v), a(Tf+ Tg,v) = (f +g,v) = a(T(f + g),v). Por lo tanto,
a(T(f+9g)— (Tf+Tg),v) =0 para toda v € H}(2). Tomando v = T(f +g) — (T'f +Tg) y usando
la coercitividad de a resulta que T'(f 4+ g) = T'f + T'g, como queriamos ver.

El teorema de Lax-Milgram nos dice también que |Tf|1.0 = |lullio < 2| fllo.o, donde a es
la constante de coercitividad de a. Tenemos entonces que T' € L(L?(2), H}(Q)). Consideremos
la restriccion de T a H&(Q), a la que vamos a seguir llamando 7. Este operador pertenece a
L(HY(Q), H}(2)). Veamos que es compacto. En efecto, dada una sucesién acotada (fx)g>1, como la
inclusién de Hg () en L?(2) es compacta, existen una subsucesion (fy,); y una funcién f € L*(Q)

tales que fi; converge a f en L?(2). Como

ITfi, = Tfle < VMITfi, = Tfllro = VM|T(fr, = e < “fnfkj = Fllo,

concluimos que 7'fi; converge a T'f en H (D).
Falta ver que T es simétrico y positivo. Dadas u y v € H}(Q),

a(Tu,v) = (u,v) = (v,u) = a(Tv,u) = a(u, Tv) vy

a(Tu,u) = (u,u) > 0siu0.

Por el teorema espectral sabemos que existen una sucesion (f, )m>1 de autovalores de T' de mul-
tiplicidad finita con (u,,) positiva, monétona decreciente y convergente a 0, y una base ortonormal
(Vm)m de (H}(2),a(-,-)) tal que Ty, = pmvm para todo m > 1. Luego, a(timvm,v) = a(Tvm,v) =

(vm, v) paratoda v € H(Q). Definiendo A, = /%m Y Wy = j}%, tenemos que a(wp,, v) = A\ (W, v)

para toda v € H&(Q), es decir, A\, y wy, son respectivamente autovalores y autofunciones de L. La
sucesiéon de autovalores verifica ser positiva, mondtona creciente y divergente. Como \}”Ti = U, la
m
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ultima afirmacién del teorema es cierta. Veamos ahora que (wp,)m>1 es ortonormal con el producto
interno de L?(9):

Um_ Y5y _ “ﬂi(vm’vj) = B (00, 05) = Oy
VHEm o/ Hj Hm Hj

Para terminar la demostracién del teorema resta ver que (wy, )m>1 es una base de (L%(Q), (+,-)).
Para ello veamos que dada una funcién f € L?(Q) para la cual (f,w,) = 0 ¥m > 1, resulta

que f = 0. Puesto que (f,wy,) = ﬁ(f, Um), se tiene que (f,v,,) = 0 para todo m > 1. Sean

v € H Q) ye>0. Como (vy,)m>1 es una base de (HZ (), a(-,-)), deben existir un niimero natural

(wmij) = (

N y coeficientes reales (au,)N_; tales que |jv — 22:1 amUml||g < €. Asi,

N N N
(fav) = (f,’l) - Z amvm) + Z am(fyvm) = (f')v_ Z amvm)
m=1 m=1 m=1

N
v— E QU

m=1

< [[fllo.c < ¢l flloge.

0,Q

Como e era arbitrario debe ser (f,v) = 0. Al ser HZ () denso en L?(£2), concluimos que (f,v) =0
Yo € L2() y, luego, f = 0.
O

OBSERVACION. Algo que nos serd ttil mds adelante y que es una consecuencia inmediata del
teorema anterior es la siguiente escritura para las funciones de L*(Q) y de H{ (). Dadas u € L*(Q)

y v e H}Q):
U= Z(u7wm)wm y ”u’ (2),9 = Z(u’ wm)27
m>1 m>1
2
Wi, Wi, W, 2
v = alwv, —_— = V, W)W, ¥ a(v,v) = alv,— ] = Am (U, wm )7,
S (o i) Vi - e v o= (0 G ) = St

porque a(v, \}UT%) = \/%ma(v,wm) = \;‘T’Lm(v,wm) = VA (v, wp).

OBSERVACION. Como vamos a ver mds adelante se puede relajar la hipdtesis ¢ > 0. En ese caso
podria haber autovalores negativos aunque sélo un nimero finito de ellos.

Comentario sobre la regularidad de las autofunciones. Evidentemente, si u es una auto-
funcién asociada a A en sentido clasico, es decir que es solucién clasica del problema (3), entonces
es una solucién débil o solucién del problema variacional. El reciproco es cierto si 0€2,a;; y ¢ son
suficientemente suaves. Si el par (A, u) es una solucién del problema variacional y se tiene ademés
que la frontera de € es Lipschitz y que u € C?(Q), entonces la solucién débil es una solucién clasica.
Una condicién suficiente para que u € C?(€2) es que

Al. 99 sea de clase C"™,

A2. ajj € Cm_l(ﬁ) y

A3. c€ C™2(Q),
donde m = [5] + 3. Por otro lado, si u es una autofuncién del problema variacional asociada a A,
una condicién suficiente para que u € H k(Q) para algin k > 2 es que

B1. 012 sea de clase Ck,
B2. aij € Ckil(ﬂ) y
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B3. c € C*2(Q).

En ese caso se tiene que u € H¥(Q) y |ju
teoremas 3.9 y 9.8.

ko < CN¥/2||uljg.q. Se pueden leer estos resultados en [2],

2. El primer autovalor

En la bibliografia se suele referir a Ay como el autovalor principal y cuenta con propiedades
muy lindas de las que nos ocuparemos en el proximo teorema. Antes veamos en algunos ejemplos
la relevancia del primer autovalor.

Consideremos la ecuacion de calor
u+Lu=0 enQx(0,7T)
u=0 endQx(0,7)
u(-,0) =ug en £,

donde T' > 0 y ug € L%*(Q). Si proponemos u(x,t) = F(x)G(t), obtenemos los problemas de
autovalores

/ —
Fet enog ¥ G HAG=0en (0T

Sabemos que para cada m > 1, Gy, (t) = e ! y F,,(x) = ¢mwy, son soluciones, donde ¢, € Ry
(Am)m ¥ (wm)m son respectivamente la sucesién de autovalores y autofunciones del problema

{Eu:)\u en (2

{ﬁF:)\F en (2

u=20 en 02

dadas por el teorema 2.1. Luego, para cada m mayor o igual a 1, u,,(x,t) = cme*)‘mtwm(m) es solu-

cién de la ecuacién (sin tener en cuenta el dato inicial). Como ug € L3(Q2), ug = >, <1 (40, Win)W,.
Proponemos entonces como solucién

u(z,t) = Z (up, wm)e_Amtwm ().
m>1

Veamos que esta funcién estd bien definida. Dados t € [0,T] y € > 0,
2

m m m
lun(2,t) = um(z, )50 =|| D (wo,w)e Mwi(x)|| = D (ug,wi)’e M < Y~ (ug,wi)? < e
i=n+1 0,0 i=n+1 i=n+1

si n,m > ng, asi que la sucesién (uy,(-,t)), es de Cauchy en L?(2) uniformemente en ¢. Luego, para
cada t existe u(z, t) y se tiene que u(z,t) € L?(Q2). Se puede probar (cf. [13]) que u € C*(Q2x (0,T))
y que es solucién de la ecuacién. Ademads,

||u(x,t)”g’Q = Z(UO’wm)zequt < et Z(UO,wm)2 _ o2t
m2>1 m>1

Luego, u(z,t) tiende a 0 en L?() cuando el tiempo tiende a infinito, y la tasa de convergencia
estd dada por el autovalor principal.

Si se considera la ecuacion

—Au=Xu en{
{ u=0 en 0N,
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que es el caso particular de nuestro problema modelo en el que la matriz A es la identidad y ¢ = 0,
el primer autovalor representa la frecuencia principal: una autofuncién asociada a A; describe la
forma de la membrana €2 cuando vibra emitiendo su tono maés grave.

Dada una funcién u € H}(Q),u # 0, se define su cociente de Rayleigh como R(u) = mff) .
0,2

TEOREMA 2.2. \; = min{R(u) : u € H}(Q),u # 0}.
DEMOSTRACION. Sea u € Hi(Q) no nula.

a(u,u) Zk>1 A (u, wk:)2

HUHo;z §:k21(u?u%)

Ademas, si wy es una autofuncién asociada a A1, entonces
A
R(wn) = 2000 _ 0
leuo,ﬂ

TEOREMA 2.3. Supongamos que estamos en las condiciones de reqularidad dadas por las con-

diciones Al, A2 y A3.

1. La primera autofuncion no cambia de signo y, por lo tanto, se puede elegir positiva.
2. Bl primer autovalor es simple.

DEMOSTRACION. 1. Afirmacién: sea u € Hg () no nula; una condicién necesaria y suficiente
para que a(u,u) = Ai||ul|2 o es que u sea solucién débil de
Lu =M u en )
u=20 en 0f).

Para probar la suficiencia basta tomar v = u en la definicién de solucién débil. Para probar la otra
implicacién podemos suponer sin pérdida de generalidad que ||uljon = 1.

D el we)® = a(u,u) = M = Mlull§o =M D> (u,wy)?.

k>1 k>1

Luego, > j~1(Ax — A1)(u, wy,)? = 0y, como A\, > A1, debe ser (A, — A1) (u,wg)? = 0. Por lo tanto,
si A > A1, (u,wg) = 0. Sea m la multiplicidad de A;. Tenemos que (u,wy) = 0 para todo k > m y
A = A1 para 1 <k <m, por lo que u = Y_7"; (u, wy) wg. Sea v € H (),

m m

a(u,v) = Z(u,wk)a(u}k, v) = Z(u,wk)/\l(u}k, v) = Ai(u,v)

k=1 k=1

y, como u € H}(Q), u es solucién débil de la ecuacién.

Ahora sf probemos la parte 1 del teorema. Sea u € H{ () una autofuncién asociada al autovalor
principal con ||ul|oo = 1. Tenemos que probar que tiene signo constante (y luego podemos suponer
que es positiva). Para demostrar ésto veamos que o bien la parte positiva o bien la parte negativa
de u es cero. Recordemos que u*t(r) = max{u(z),0}, u (z) = mix{—u(x),0} y se cumple que
u=u"—u" yu?=(u")?+ (u)2 Se sabe que las funciones u* y u~ pertenecen a HZ(Q) y que

Vut — Vu en {u > 0} v Vu = 0 en {u >0}
0 en {u <0} —Vu en {u < 0}
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lo que junto con el teorema anterior nos da
M =a(u,u) =alu —u ,ut —u") =alut uT) +alu,u) > )\1Hu+Hag + /\1||u*H(2)7Q =\
No queda otra opcién més que
a(wut) = Mlut By v a(u,un) = hlu e
y, por la afirmacién anterior, obtenemos que
Lut =XuT enQ Lu™ = u~ en ()
{ ut =0 en 0f2 { u =0 en 0.

Como ut >0en Q, Lu™ > 0 en Q vy, luego, por el principio del méximo u* =0en Q 6 ™ > 0 en
Q. Andlogamente, v~ =0en Q 6 u~ > 0 en Q. Dado que u # 0 (|[ullo.o = 1), 0 bien u™ > 0 o bien
u~ > 0. En el primer caso debe ser v~ = 0y, luego, u = u* > 0 en Q. En el segundo caso debe ser
ut =0y, luego, u=u" <0 en Q.

2. Sean u y v dos autofunciones asociadas a A;. Nuestro objetivo es probar que son una un
multiplo de la otra. Por la parte 1 del teorema sabemos que ambas tienen signo constante, por lo

que [qu#0y [ov# 0. Sitomamos t = % € R tenemos que [, u—tv = 0. Llamemos w a u — tv.
Supongamos que w # 0. En ese caso, w es una autofuncién asociada a A y, como consecuencia,
tiene signo constante. Pero entonces 0 = fQ w # 0, lo que no puede ocurrir. Por lo tanto, debe ser
w = 0, es decir, u = tv.
O
OBSERVACION. Volvamos a considerar el problema
—Au=Au enf)
u=0 en ON.

En este caso, la forma bilineal es a(u,v) = [, VuVuvdz. Si w; es una autofuncién asociada a A\
se tiene que [ wi = 5= [, [Vwi|?. Por otro lado, por el teorema 2.2 tenemos que Ay < R(u)

para cualquier funcién no nula u € H&(Q), desigualdad que podemos reescribir del siguiente modo:

fQ u? < )\% fQ |Vu|?. Esto muestra que —— es la constante éptima de la desigualdad de Poincaré.

VAL
3. Teoria espectral abstracta

Sean V y H dos espacios de Hilbert sobre R de dimensién infinita tales que:

s V C H con inclusién continua, es decir que existe una constante ¢ > 0 tal que para toda
funcién u € V se cumple que ||ul|m < c||ullv, ¥

= V es denso en H.
Siguiendo la notacién de [19] notaremos con (-, ) el producto interno de H, con |-| la norma de H y
con || - || la norma de V. Sea a(+,-) : Vx V — R una forma bilineal, simétrica, continua y coercitiva.
El problema espectral es:

“Hallar X\ € R tal que existe u € V, con |u| = 1, tal que a(u,v) = A(u,v) Yo e V.”

Si tales A y u existen se llaman respectivamente un autovalor y una autofuncion asociada a A.
Se podria plantear el problema en el caso complejo, es decir en el caso en que V y H son dos
espacios de Hilbert sobre C y la forma a(-,-) es sesquilineal y continua. Pero si pedimos que a sea

ademds hermitiana (o sea que se cumpla que a(u,v) = a(v,u) VYu,u € V) los autovalores van a ser
reales: supongamos que u € V es una autofuncién asociada a A € C. Luego a(u,v) = A(u,v) para
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toda funcién v € V. En particular, para v=u resulta que a(u,u) = A(u,u). Tomando conjugado a
ambos lados de la igualdad y usando que a es hermitiana tenemos que A\(u,u) = a(u,u) = a(u,u) =
Mu,u) = Mu,u) y, luego, A = X. Por lo tanto, si pedimos que la forma bilineal a sea simétrica
podemos restringirnos al caso real.

En la seccién anterior estudiamos este problema en el caso particular en que H = L?(Q),
V=Hi(Q) y a(u,v) = [,(AVuVv + cuv) dz. Sin embargo, en la demostracién del teorema 2.1 no
usamos quién era especificamente la forma bilineal a sino que s6lo usamos que tenia la propiedad
de ser simétrica, continua y coercitiva, lo que nos permitié construir el operador soluciéon T' que era
el inverso del operador £. Vimos que T € L(H}(2), H}(2)) era un operador compacto, simétrico
y positivo y, por lo tanto, estdbamos en las hipotesis del teorema espectral. En esta secciéon podre-
mos repetir las mismas cuentas para el problema espectral abstracto pidiendo que a sea bilineal,
simétrica, continua y coercitiva.

Si a(-,-) es bilineal, simétrica, continua (con constante M) y coercitiva (con constante «) en
V podemos definir un operador 7' : H — V lineal y continuo, més brevemente 7' € L(H,V),
de la siguiente manera: dado f € H, Tf estd definido como el tnico elemento de V que verifica
a(Tf,v) = (f,v) Yv e V.

En efecto, dada f € H definamos el funcional Ly : V — H como L¢(v) = (f,v). Se tiene que
Ly € V*y, luego, por el teorema de Lax-Milgram existe un tinico 7'f € V tal que a(T f,v) = L¢(v) =
(f,v) para toda v € V. La linealidad de T" se deduce de la bilinealidad y la coercitividad de a (igual
que en el problema modelo). Veamos ahora que el operador T es acotado. Por el teorema de Lax-
Milgram sabemos que || T f|| < Z||L¢|ly~. Sea v € V. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el
hecho de que la inclusién de V en H es continua obtenemos que |L¢(v)| = |(f,v)| < | f||v] < | f]||v]]
y, luego, ||Ly||v+ < c|f]. Por lo tanto, tenemos la siguiente acotacién: ||Tf| < £|f|.

Habiendo introducido este operador podemos reescribir el problema espectral de la siguiente
manera:

“Hallar A\ € Ry u € V, con |u| =1, tal que u = A\T'u.”
Notar que al igual que en el problema modelo, los autovalores que estamos buscando son los inversos
de los autovalores del operador 7.

Como a es bilineal, simétrica, continua y coercitiva, define un producto interno en V que hace
de él un espacio de Hilbert. Vamos a trabajar con (V,a(-,-)) y con la restriccién de 7" a V, a la

que seguiremos llamando T'. Dada f € V, [|[Tf[| < £|f| < 211fl, asf que tenemos que T' € L(V, V).
Este operador es ademas simétrico y positivo ya que siuy v € V,

a(Tu,v) = (u,v) = (v,u) = a(Tv,u) = a(u, Tv)

a(Tu,u) = (u,u) = |ul* >0, siu#o0.

LEMA 2.1. Si agregamos la hipdtesis de que la inclusion de V en H es compacta, entonces el
operador T es compacto.

DEMOSTRACION. Sea (vi) C V una sucesién acotada. Como la inclusién de V en H es compacta,
existen una subsucesion (Ukj) y una funcién v € H tales que vg; converge a v en H. Veamos que
(T'wg;) converge a Tv en V:

C
0 < | Tog, = Tl = [ T(0r; = v)[| < = o, = v] = 0. O

FEstamos en condiciones de enunciar el teorema que resuelve el problema.
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TEOREMA 2.4. Si la inclusion de V en H es compacta y a(-,-) es una forma bilineal, simétrica,
continua y coercitiva, entonces existen una sucesion positiva, mondtona creciente y no acotada
(Am)m>1 C R, y una base ortonormal (wp,)m>1 de H tales que

(4) (Wi, V) = Ay (W, v) Yo eV ¥Ym > 1.

Ademds, (ﬁ>m21 es una base ortonormal de (V,af(-,-)).

DEMOSTRACION. Es andloga a la demostracién del teorema 2.1. En este caso tenemos (V, a(-,-))
un espacio de Hilbert de dimensién infinita y 7" € L£(V,V) un operador simétrico, positivo y
compacto. Luego, por el teorema espectral existen una sucesién de autovalores de T', (fim)m>1,
positiva, mondtona decreciente y convergente a cero, y una base ortonormal (vp,)m>1 de V (con la
norma inducida por a(-,-)) tales que Tv,, = fy, vy para todo m > 1. Como T'vy, estd definido por
a(Tvy,v) = (vm,v) para todo v € V, tenemos que

a(vm,v) = L (Um,v) YoveV.

Hm

Definiendo \,, = ;%m Y Wy = \}’%, se tiene que 0 < A\; < \g < -+ 7 00 y se verifica (4). Veamos

que (wy,) es ortonormal en H:

P 1 Hm
Wi, Wj) = 4 | — — (U, v5) = | — a(Vm, Vi) = Omj.
(i 0y) = \ B () = P2 i, 0) =

La demostracién de que (wy) es base de H es idéntica a la del problema modelo y, por tal razén, la
omitiremos. Finalmente, la iltima afirmacién es cierta ya que \;UTi = U O

OBSERVACION. Al igual que en la seccién anterior, este teorema nos da la siguiente escritura
para funciones u € Hy v € V:

U = Z(U7wm)wm y ‘u’2 = Z(uvwm)Qv

m>1 m>1
2
_ W \ Wm B wy \? )
v = ngla <v, Tm> Vowin m§>1(v, W)Wy, y  a(v,v) = mil a <v, m) = mE>1 Am (U, Wyn ).

OBSERVACION. Se puede reducir la hipdtesis de coercitividad sobre af(-,-). Alcanza con pedir
que existan a > 0 y A € R tales que

a(v,v) + Nv|*> > aljv]|? VYveV.
En este caso, la forma bilineal b(u,v) = a(u,v) + A(u, v) es simétrica, continua y coercitiva. Luego,
por el teorema anterior existen una sucesién positiva, monétona creciente y no acotada, (Ap)m>1,

y una base ortonormal (wy,)m>1 de H tales que b(wy,,v) = Am (Wm,v) Yo € Vy Vm > 1. Equiva-
lentemente,

a(Wp, V) = (A — A) (W, v) Yo eV Vm > 1.
Definiendo A, = )Tn — X se tiene que —A < Ay < Ay < -+ 7 00, (Wp)m es base ortonormal de H y

a(Wm,v) = A (Wi, v) Yo eV Vm > 1.
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3.1. Aplicacion a problemas elipticos de orden 2.

Vamos a resolver algunos problemas de autovalores que pueden plantearse como casos particu-
lares de la teoria espectral abstracta que acabamos de estudiar. Sea €2 C R™ un abierto acotado
con frontera de clase C! a trozos. Tomemos como H a L?(Q) y como V a un subespacio cerrado de
HY(Q) tal que H}(Q) € V C HY(Q). Se cumple que la inclusién de V en H es continua. Ademss,
como la inclusién de H'(Q2) en L?(f) es compacta, la inclusién de V en H también lo es.

Sean a;; € L*(2), 1 <i,j < n, ysea c € L>®(Q). Supongamos que la matriz A = (a;j)1<i j<n
es simétrica y uniformemente eliptica. Volvamos a considerar el operador en forma de divergencia

que introdujimos en la seccién 1, Lu = — div(AVu) + cu, y consideremos el problema:
Lu=Au enf)
ueV.

Dadas uy v € H'(Q), sea a(u,v) = [(AVuVv+ cuv) dz. La formulacién variacional del problema
es

“Hallar A € R tal que exista u € V, con |Ju||o,q =1, tal que a(u,v) = A(u,v) Vv € V.”

La forma bilineal a(-,-) : HY(Q) — H'(f) es simétrica y continua pero no podemos asegurar que
sea coercitiva. Vimos antes que en realidad alcanza con pedir que existan A € R y « > 0 tales que
a(v,v) + AlJv|[§ o = al|v]]} o. Dada v € H'(Q),

60+ A= llelsalvlia

a(v,v) + AHUH&Q = /Q(A|Vv\2 + cv? + M?) > ||V

> min{0, A — [|c]loc}v]} o

Luego, alcanza con tomar cualquier A > ||c|loc,0. Aplicando el teorema 2.4 a la forma bilineal
b(u,v) = a(u,v) + A(u,v) se tiene que existe una sucesién (A;,)m>1 mondtona creciente y no
acotada, con \,, > —\ para todo m, y que existe una base (W, )m de V que es ortonormal en L?(£2)
tal que a(wp,, v) = Ay (Wi, v) para toda funcién v € V y para todo m > 1.

Para el problema de Dirichlet (que es el problema modelo que estudiamos en la seccién anterior)

Lu=M M en ()
{ u=20 en 0N

hay que tomar H = L%(Q) y V = H (). Tenemos que la sucesién de autovalores es mayor a

—\, mondtona creciente y no acotada y que existe una sucesién de autofunciones que es una base

de H}(Q) y que es ortonormal en L?(£2). Como habfamos dicho antes puede haber autovalores

negativos pero sélo un nimero finito de ellos. En el caso en que ¢(z) > 0 para casi todo = € Q, la

forma bilineal a es coercitiva y entonces se puede tomar A = 0. Luego, los autovalores son positivos.
Si consideramos el Problema de Neumann

Lu=u en{
0
U0 en o,
ova
donde 8871; = Z? =1 Qij 88772 v, el espacio natural para plantearlo es H'(Q) ya que el término de

borde que aparce en la formulacién variacional, [, a0 AVuv pdS, no es otra cosa que /. 50 6871; pdS =

0. Hay que tomar entonces H = L?(2) y V = H!(f) y tenemos que la sucesién de autovalores
del problema es mayor a —\, mondétona creciente y no acotada, y que existe una sucesiéon de
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autofunciones que es una base de H'(€)) y que es ortonormal en L?(f2). Si ¢(x) > 0 para casi todo
z € Q, tenemos que a(u,u) > 0| Vull2, y luego b(u,u) = a(u,u) + Alfull3 o > min{f, A} [u]? q,
o sea que alcanza con pedir que A > 0. Tenemos entonces que, en este caso, los autovalores son

no negativos. De hecho, 0 es un autovalor asociado a la funcién constante u = ——, que es una

vial

funcién de norma 1 en L?(Q).
Consideremos por ultimo el problema mixto

Lu=Mu en )
u=20 en I'y
ou

— =0 en 00 — Iy,

vy

donde T es un sunconjunto de 9§ con medida (del borde) positiva. Tomando H = L2(Q) y
V = {v e HY(Q) : v|p, = 0}, se tiene que la sucesién de autovalores del problema es monétona
creciente, no acotada y mayor a —\, y existe una sucesion de autofunciones que es una base de V y
que es ortonormal en L?(Q). Igual que antes, si ¢(z) > 0 para casi todo = € €, los autovalores son
no negativos.

4. Caracterizacién de los autovalores por medio del cociente de Rayleigh

Volvamos al contexto abstracto. Tenemos dos espacios de Hilbert sobre R de dimensién infinita,
V y H, tales que V es denso en H y la inclusién de V en H es compacta, y una forma bilineal,
simétrica, continua y coercitiva a : V x V — R. Vimos en el teorema 2.4 que existen una sucesiéon
(Am)m>1 positiva, monétona creciente y no acotada, y una base ortonormal (wp,)m>1 C V de H

tales que, para cada m > 1, a(wy,, v) = Ay (W, v) Yo € V. Como (\}”T&) es una base ortonormal
m/m
de (V,a(-,-)) vimos que, dada v € V,

v = Z(v,wm)wm, lv|? = Z(v,wm)2 y a(v,v) = Z A (0, W )?.

m>1 m>1 m>1

Dada v € V no nula, su cociente de Rayleigh se define como R(v) = % Queremos ca-

racterizar los autovalores del problema espectral abstracto usando el cociente de Rayleigh. Esta
caracterizacion nos sera util en la seccién siguiente cuando nos ocupemos de aproximar numérica-
mente los autovalores.

Llamemos a,, = (v, wy,). Tenemos que

Zm21 )‘ma?n

R(v) = Sooral > A1
Por otro lado, R(wj) = a(rzfﬁj) = Aj?i;f;uj) = ;. Conluimos entonces que
A1 = min{R(v) : v € V,v # 0}.
Sea V,,, el subespacio de V generado por las m primeras autofunciones, V,,, = (wy,wa, -+, wp).

Denotemos por VWLL su complemento ortogonal:
Vi={veV:aww)=0 1<i<m}
={veV:(vw)=0 1<i<m}.
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Tomemos v € V- |, v # 0. Tenemos que v = > o, qw; = Y .o, a;w;. Entonces, R(v) =
a2 B -
% > Am ¥, como R(wy,) = A\, resulta que
i>m
(5) Am = min R(v).
veV
v#0

TEOREMA 2.5 (Principio min-max de Courant). Bajo las hipdtesis del teorema 2.4 se tiene que

A, = min max R(v
m Emezm 'UGEm ( )7
v#0

donde X, es la familia de todos los subespacios de V de dimension m.

, m o Aa2
DEMOSTRACION. Tomemos E,, = V;,. Sea v = > " aw; € Vi, v # 0. R(v) = %@17;; < Am
=1 "1

y, como R(wWm) = A\ ¥ Wy, € Vi, tenemos que
A = max R(v).
m vEV, ( )
v#0
Por lo tanto, alcanza con ver que dado un subespacio E,, C V de dimensiéon m,

Am < méx R(v).

’UGE’m
v#0
Como la dimensién de E,, es m 'y Vrfkl = (W, Wint1, - -+ ), debe existir algin elemento no nulo
w € Epn NV . Por (5), A = min, ey 1 R(v) vy, luego,
v#0
Am < R(w) < max R(v). O
’Ueﬁ)m

5. Aproximacién variacional de problemas espectrales

En esta seccién vamos a estudiar cémo aproximar los autovalores y las autofunciones del pro-
blema espectral general. Sea V}, un subespacio de V de dimensién finita N = N (h). Consideremos
el problema variacional discreto

“Hallar A € R tal que exista uj, € V;, no nulo tal que a(up,vn) = Mup,vp) Yo, € Vi”

TEOREMA 2.6. Bajo las hipdtesis del teorema 2.4 se tiene que los autovalores del problema
discreto forman una sucesion positiva y monctona creciente, 0 < A < Aoy < - < Anp, Y que
existe una base (W )N _, de Vi, que es ortonormal en H tal que a(wm p,v5) = Am.p (Wi, vp) para
toda vy, € Vi, y para todo 1 < m < N.

DEMOSTRACION. Para probar el teorema vamos a traducir el problema de autovalores en un
sistema matricial. Este método es el que se usa en la préictica para encontrar los autovalores y las
autofunciones del problema discreto.

Sea {¢1,¢2, -+ ,¢n} una base de Vj. Pedir que up, € Vy, verifique a(up,vy) = A(up, vy) para
toda vy, € V}, es equivalente a pedir que uy, verifique a(up, ¢;) = Aup, ¢;) V1 < i < N. La funcién
up, que buscamos se escribe uy, = Z;V: 1 j®; y, como a es bilineal, buscar uy, es equivalente a buscar
coeficientes reales aq, - - - , a tales que

N

N
> aja(dj,60) =AY (6),61) VL<i<N.
Jj=1

Jj=1
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Introduzcamos las matrices simétricas de N x N, (R);; = a(¢j, ¢i) y (M)ij = (¢5, ¢i), que se llaman
matrices de rigidez y de masa respectivamente. Con esta notacién el problema se traduce en hallar
a € RN tal que R = AMa. Estas matrices son definidas positivas ya que si v € Vj, es no nulo,
escribiendo v = Zf\; 1 Vi®;, tenemos que

N
'UMUt — Z (¢j7 ¢l U’LU] ZU]¢J, sz¢z = U, U) > 0
ij=1
y
N N N
vRvt = Z a(¢j, pi)viv; = a Zvj¢j7 Z%‘@‘ = a(v,v) > 0.
ij=1 j=1 =1

Sea M = LL! la descomposicién de Cholesky de M, es decir, L € RV*N es triangular inferior y
Ly >0parai=1,---,N. La ecuacién Ra = AMa es equivalente a la ecuacién L~ R(L!)~!Lia =
ALta. Llamando § = Lta € RN, obtenemos el siguiente problema espectral matricial equivalente:

L7IR(LYH ™18 = Ag.
Como la matriz L™ R(LY)™! es simétrica y definida positiva, existen una sucesién 0 < Ay <
- < Ayp y una base ortonormal (8;)Y; de RY tales que L™R(LY)™18; = \; 1,3 para 1 < i < N
Tomando o; = (L')™!3; se tiene que Ra; = AinMa. Sitomamos w; p, = lel(al)lqbl, donde (a;); es

la [-ésima componente del vector «;, resulta que (wi,h)i]\il es una base de Vj,. Como Ra; = \; , Moy,
obtenemos que a(w; p, ¢j) = A\in(wip, ¢5) para 1 <i4,j < N. Finalmente,

(Wi p, wj 1) Z Y (b1, bm) = @i Moy = BiL M (L)™' 8 = 816 = 6
I=1 :1
dice que (w; )Y, es ortonormal en H. O

OBSERVACION. Igual que en caso continuo, si uno elimina la hipétesis de coercitividad sobre a
y pide a cambio que existan a > 0y A € R tales que a(u,u) + A|u|?> > af|u||? para toda u € V, se
tiene que la sucesién de autovalores del problema discreto es monétona creciente y mayor a — .

OBSERVACION. Dada v € V), existen unicos coeficientes tales que v = Zf\il a;jw; . Como
a(w; b, wjn) = Aip (Wi, wjn) = Aipdij, tenemos que

N N
a(v,v) = Y ciogalwip, win) = afXin
ij=1 i=1
y
N N
o] = (v,0) = Y i (win,win) =Y af.
Q=1 i=1

De manera andloga al caso continuo se pueden probar las siguientes caracterizaciones de los
autovalores via el cociente de Rayleigh:
Ap = min R(vp) ¥y Amp = min R(vp).

v EVY vp €V
vp, #0 a(vp,w; )=01<i<m—1
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TEOREMA 2.7 (Principio min-max de Courant). Bajo las hipdtesis del teorema 2.4 se tiene que

Amp =  min  méax R(vp
’ Em€Xm nvh€Em ( )’
vp, #0

donde ¥, 1, es la familia de todos los subespacios E,, de V}, de dimensién m.

Como V}, es un subespacio de V, ¥, C X, y, entonces, A\, < Ay, p para 1 < m < N. Nos
ocuparemos ahora de acotar A\, — Ap,.

Si la forma bilineal a definida en V xV es coercitiva, esta bien definido el operador de proyeccién
eliptica de V sobre V,, I, € L(V,V}), que asigna a una funcién v € V el elemento Iyu € Vj,
definido por a(Ilpu — u,vy) = 0 Yo, € V. El operador II,u no es otra cosa que la proyeccién
ortogonal de u sobre V}, con el producto interno a(-,-). Se cumple que v — ITpu € V}f.

Recordemos que V;,, es el subespacio de V generado por las primeras m autofunciones.

LEMA 2.2. Para cada m = 1,--- N sea oy, = Inf{|Ilv| : v € Vp,|v| = 1}. Si opyp, > 0,
entonces

A < 02 A

m,h

DEMOSTRACION. Para probar el lema vamos a usar la caracterizacién min-max de Am,n con el
subespacio E,, = II,V,,. Veamos entonces que este subespacio tiene dimensiéon m. La aplicacion
lineal II;, : V,, — II;V,, es un epimorfismo. Si la dimensién de II,V;, no fuera m entonces esta
transformacion lineal no seria un isomorfismo y, por lo tanto, existiria un elemento de V,,, v # 0,
tal que II,v = 0. Pero en ese caso seria oy, = 0, contradiciendo la hipétesis del lema.

Tenemos entonces que

Amp < , max R(vp).
vp, £0
Si vy, € IV, es no nulo, existe un elemento no nulo v € V,, tal que v, = . Asi, R(vp,) = R(IIv).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |v| = 1 ya que R(Hhﬂ—') = R(II,v). Luego,

/ (I(Hhi}, Hhv)
Amp < MdX ————=
ol = 11e|V7Xn [TTj,v|2
v|=1
Para terminar la demostracién acotemos el numerador de la expresién anterior: a(Ilpv,Ipv) =
a(v, Ipv) = a(v,v) — a(v,v — pv) = a(v,v) — a(v — Hpv,v — Iw) < a(v,v) y, entonces,

a(v,v) 1 _9
Am.p < M = < A SUp ——— = A
S e = [
v|=1 lv]=1
pues A, = méx{a(v,v) : v € Vi, |v| = 1}. O

Tenemos entonces que acotar inferiormente a oy, j,.

LEMA 2.3. Para cada m > 1 existe una constante ¢ = ¢(m) > 0 tal que para todo subespacio
Vi de'V de dimension N > m se verifica

opp = 1—csup [lv— T

UGVm
=1
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DEMOSTRACION. Sea v € V,, con |v| = 1. Tenemos que buscar una cota inferior de |II,v|?.
Como

1 — [yo)? = o> = [Huo)? = (v — Ty, v 4+ ) = (v — L, v) 4+ (v — I, )
= 2(v — I, v) — |v — |2,

deducimos que |[[Izv]? > 1 — 2(v — v, v). Mayoremos entonces (v — II,v,v). Escribiendo v =
S agw;, con Yot a? =1, y recordando que a(v,w;) = \;i(v,w;) Yo € V, tenemos que

m

m m
oy Q;
v — v, v) = a;(v — v, w;) = —a(v — v, w;) = —a(v — pv, w; — Hpw;
( h ) Zz; z( h z) ;Az ( h z) Zz;)\l ( h % h z)

m
Q

Z E(wi — jpw;)

m
=a <U — T, > %(wi - thi)> < M|jv — ||
i=1 " i=1

m_a\3 [m 3
< Mljv — Ty (Z )\5) <Z||wi thin)
i i1

por la continuidad de a y la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Como la sucesién (\;) es decreciente,
2

Yoy % < )\% Yirial= )\i% Por otro lado, Y i [Jw; — Ipw;||? < msup{|lv —Iz0|% : v € Vi, 0] =

1}. Juntando todo llegamos a la siguiente desigualdad

1 M./
(0 — Ty, v) < M(||lv — ol|2) 2 —/m( sup [jv — Myw|2)2 < =Y sup [jv — ||
A1 VeV, M eV,
|lv|=1 |lv|=1
Luego, o2 > 1 — 2 gup 1l — T 2. O

|v|=1
Una acotacién “peor” esta dada por:

ITI,)? > 1 —2(v — Oy, 0) > 1 — 2w — Hyo|jo] > 1 -2 su‘P |v — Ipv.
veEVm
[v|=1

Hasta ahora no le pedimos nada al subespacio V. Para tener un resultado de convergencia de
Am,h & Ap le vamos a pedir que cumpla la siguiente hipdtesis de aprorimacion:

VueV lim inf [u—v,|=0.

1
h—0 v, €V,

LEMA 2.4 (Lema de Céa). Dado u €V,
M
—1I < — inf — .
= Tpulf < == inf flu = v

DEMOSTRACION. Sea v, € V},. Como II,u es la proyeccién ortogonal de u sobre Vj, por el
producto interno a(-, -), tenemos, usando la continuidad y la coercitividad de a, que
ollu — hul|? < a(u — Oyu,uw — Oyu) = a(u — pu,u —vy) < M|lw — Hyul|||lu — v,

lo que concluye la demostracién del lema. ([l
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OBSERVACION. En realidad, usando que a es simétrica se puede mejorar la acotacién. Como a
define un producto interno se puede usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Habiamos introducido

la norma energia que era ||ul|g = \/a(u,u). Sea vy € Vp,
lu = Thul| % = a(u — Mhpu, w — Typu) = alu — Mpu,u —vp) < Jlu = Myul glle - vp g
Esto muestra que ||[u — Hpullg < ||u — vp||E Yoy, € Vi, Luego,

oflu = Myul® < a(u — My, u = Myu) = [lu = yulf < [lu—onlf < Mllu - o]

M
Tl < /= f |ju—v.
lu — Mpul < o U;gvhllu |

TEOREMA 2.8. Supongamos que se verifican las hipdtesis del teorema 2.4. Para cada m > 1
existen hg > 0 y una constante ¢ > 0 tal que si h < hg y Vy es un subespacio de V de dimension
N > m que verifica la hipdtesis de aprorimacion, entonces se tiene que

y, por lo tanto,

0< A — Am <csup inf |jv— vl
vEV,n VhEV
[v]=1
Es importante remarcar que la constante ¢ es independiente del subespacio Vj,.

DEMOSTRACION. Por la hipétesis de aproximacién y el lema de Céa resulta que
}Lir% |lu—Tpul| =0 VYueV.

Usando esta tltima desigualdad podemos probar que

(6) lim sup ||jv — | =0.
h—0 eV,
|lv|=1
En efecto, tomemos v € V;, con |v| = 1. Sabemos que v = Y " | aw;, con Y v, a? = 1. Usando
la linealidad del operador II; y la desigualdad de Cauchy-Schwarz podemos acotar de la siguiente

manera:
m 3
< (Z [Jw; — thiP)
=1

lv =Tyl =

m
> ai(w; — pw;)
i=1

y, luego,

2
0< —1II < II 0
sup o~ Ty (}ij hmn> —0,

lv]=1 =1

por ser una suma con finitos términos.

Por el lema 2.3, debe existir un kg > 0 tal que 02, , > 1 — csup,ey,, [[v—Hpof|? > 1 si h < kg
|lv|=1
y, por el lema 2.2 junto con la igualdad (6), obtenemos que

1
Am < (1+ ¢ sup [jv—Iuo||P)A
T esupyey, o — o = (e 0= el
|v]=1 Jv|=1

>\m,h <

para otra constante c. Juntando ésto con el lema de Céa llegamos a que

M = Am < ey sup |Jv — Il < C sup  Inf |jv —vp%,
ks e
1
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donde C' = %cAm es independiente de h. O
OBSERVACION. Bajo las hipétesis del teorema anterior se deduce que limp,_.g A i, = A

5.1. Aproximacién de autofunciones.

Pasemos ahora a estudiar la aproximaciéon de las autofunciones. Por simplicidad nos vamos
a restringir al caso en que ), es un autovalor simple. Mas adelante estudiaremos el problema de
autovalores del p-laplaciano (que es un problema con varias preguntas abiertas) y nos restringiremos
al estudio del primer autovalor ya que las cosas se vuelven bastante complicadas para los otros
autovalores. Vimos que para el problema modelo lineal el primer autovalor era simple y lo mismo
vale para el primer autovalor del p-laplaciano.

Estamos considerando entonces el caso en que A\; # A, si @ # m, o sea que todas las autofun-
ciones asociadas a A, son una un multiplo de la otra. Bajo las hipdtesis del teorema 2.8 se tiene
que si h < hg, A\jp # A para 1 <4 < N, i # m. Se puede definir en ese caso

, Am
p= mix ——
Pm, 1<i<N [(Aip — Aml
[3

#m

OBSERVACION. Pm.h esta acotado independientemente del subespacio V. Para ver esto tome-
mos un indice 1 <7 < N con i # m. Como A\j < A p, | Ain—Am| > |Ai —Am| —(Xin—Ai). Por el teore-
ma 2.8, si h es suficientemente chico entonces A; ,—\; < %|)\m—>\i| v, ast, | Aip—Am| > %|>\m—)\i| > 0.

LEMA 2.5. Si A, es simple, existen un hg > 0 y una autofuncion w,,  tales que para h < hg,
‘wm,h - wm‘ < 2(1 + pm,h)|wm - thm|

DEMOSTRACION. Definamos vy, 5, como la proyeccién ortogonal de II,wy,, sobre el subespacio
(Wi, b, es decir vy, p = (HpWe, Wi p) Wi, - Dado que

|wm,h - wm| S |wm,h - vm,h’ + |Um,h - thm| + |thm - wm‘a

vamos a acotar [Wy, ,—Um.p| ¥ |Vm, p—Ipwp|. Empecemos por la dltima. El conjunto {wy 4, - ,wnyn}
es una base ortonormal de Vj, con el producto interno de H. Luego, II,w,, = Zfil(ﬂhwm, Wi p) Wi b
y asi deducimos que
N
—yw,* =) (IO in)?
[V — Hpwn|* = (Hpwp,, wiy)™
i=1
i#m
Usando que w; j, es una autofuncion asociada a A; , tenemos que (I, wp,, w; p) = ﬁa(ﬂhwm, wip) =
i,

ﬁa(wm, w;. 1), por la definicién de Iy w,,. Como wy, es una autofuncién asociada a A, esta tltima

expresién es igual a ;\T’; (W, w; p). Luego,
1,

i h (T Wi, wip) = A (Wi, Wi p),
igualdad que podemos reescribir del siguiente modo:
(Nih = Am) TTpwim, wip) = A (Wi, — Hpwe,, wj 4).

Equivalentemente,
Am
)\i h — >\m

)

(IIpwm, wip) = (Wr, — Hpwm, wip),
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de donde concluimos, para h < hg, que

|(Hpwm, wip)| < pmpl (Wi — Hpwe,, wi p)]|.

Asi,
[V — T wp|* < Pgn,h Z |(wm — thmawi,h)|2 < Pzn,h|wm — My wn, [,
Acotemos ahora |wy, p, — U p|. De la definicién de vy, 5 y el hecho de que |wy, | = 1, podemos
escribir
‘wm,h — Um,h| = H(thma wm,h) - 1}wm,h| = ‘(thm>wm,h) - 1|

Por otro lado, también tenemos que
’w’m‘ - ‘wm - ’Um,h’ < ’Um,h‘ < ‘wm’ + !wm - Um,h‘

¥, como |wp| =1y |vm p| = [(Hpwm, wm p)|, resulta que ||(Hpw, wp k)| — 1| < |wm — v 4l
Podemos elegir wy, , de modo que (IIpwy,,wn ) > 0 (cambiandola eventualmente por un
multiplo de ella). Asi tenemos que

|wm,h - Um,h‘ < |(thma wm,h) - 1‘ < |wm - Um,h|
< |wm - thm| + |thm - Um,h|
< (1 + pm,h)|wm - thm"
Juntando todo,
|wm,h - wm| S (1 + pm,h)’wm - thm| + pm,h‘wm - thm‘ + ’wm - thm|
= 2(1 + pm,h)‘wm - thm’;
como queriamos probar. O
LEMA 2.6. |wmn — wimnll% = Am|Wm.n — Wi |* + Amn — A
DEMOSTRACION.
me,h - wm”QE = a<wm,h — Wy, W h — wm) = a(wm,ha wm,h) + a(wma wm) - QCL(wm; wm,h)
= ArrLJL + )\m - 2)\m(wma wm,h)-

Por otro lado, ]wm,h—wm\Q = \wm,h|2+]wm|2—2(wm,wm,h) = 2—2(W, Wi 1,) ¥, lu€O, =2(Wpy, Wiy ) =
|Win 1, — Wi |* — 2, de donde se deduce el resultado. d

TEOREMA 2.9. Supongamos que se cumplen las hipdtesis del teorema 2.4 y la hipdtesis de
aproximacion. Si Ay, es simple entonces existen hg > 0 suficientemente chico y una constante c
independiente de Vy, tales que A\, es simple y se verifican las siguientes desigualdades:

(7) [wmn — wm| < ¢ sup inf o —wp]
VEVim v €V
|lv|=1

Y

(8) | Wb — Win| < €W — Hpw|.

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.8 tenemos que existe hg > 0 tal que si h < hg entonces Amh
es simple. La desigualdad (8) es una consecuencia del lema 2.5 y del hecho de que la funcién p,,
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estd acotada independientemente del subespacio Vj. Veamos que vale (7). Usando el lema anterior,
la desigualdad (8) y el teorema 2.8 tenemos que
| Wim.n — win||* < cllwmn — wiml|% < Am|wm, — Mpw,|* + ¢ sup mf Hv —up)?

VEV
[v|=1

< | wm — Mpwp,||* 4 ¢ sup mf Hv —upll%,
vEV,, VhE€
|lv|=1

porque la inclusién de V en H es continua. Por el lema de Céa,

1w — Mpw,||* < ¢ mf me —up||? < ¢ sup mf Hv — %,
ﬁEV Vh€
v|=1

pues w,, es un elemento de V,,, de norma 1, y de ahi se sigue el resultado.
O

OBSERVACION. Bajo las hipétesis del teorema anterior se deduce que limy,_g ||wp, p — wp || = 0.

;Bajo qué condiciones podemos asegurar que se cumple la hipotesis de aproximacion? La si-
guiente propiedad nos brinda una condicién suficiente.

PROPOSICION 2.1. Supongamos que se cumplen las hipdtesis del teorema 2.4 y sea Vy, un subes-
pacio deV de dimension finita. Supongamos que existen un subespacio S denso en'V y una aplicacion
h S — Vy, tales que
Vv es, %fn%) lv —rp(v)|| = 0.

Entonces, Vy, verifica la hipdtesis de aprorimacion, es decir, verifica que

VueV, lim inf |u—wv| =0.
h—0 v, €V,

DEMOSTRACION. Tomemos un elemento u € V y un nimero € > 0. Como inf,, cy, [|u — vp| <
|lu—IIpu||, alcanza con ver que limy,_,o ||[u—II,u|| = 0. Debido a que S es denso en V, debe existir un
elemento v € S tal que ||lu—v| < 557¢, donde a y M son respectivamente la constante de continuidad
y de coercitividad de la forma bilineal a. Para ese v existe un h(e) tal que [[v — r(v)|| < 557¢€ si
h < h(e). Por el lema de Céa,

M M M
l = Tpul < - f flu—onll < Zllu = ra(@)] < = (llu = vll + flv = ra@)) < e

si b < hie). 0



CAPiTULO 3

Error de interpolacién en espacios de Sobolev

1. Un resultado técnico

Esta seccién se compone de una serie de resultados técnicos que usaremos para estimar el orden
del error del problema espectral discreto presentado en el capitulo anterior. Vamos a desarrollar la
teoria en un contexto mds general porque en el capitulo siguiente aplicaremos estos resultados al
estudio de problemas no lineales.

En esta seccién trabajaremos con los espacios de Sobolev W™P(Q), donde 2 es un subconjunto
abierto, acotado y conexo de R™, m es un entero no negativo y p es un numero real que verifica
1 <p < oo. W™P(Q) es el conjunto de funciones v de LP(2) que tienen derivadas débiles D%v
para cada multiindice & € N™ con |a| < m, las cuales pertenecen a LP(2). Recordemos que D%v, si
existe, es la tnica funcién de LZIOC(Q) tal que “vale la féormula de integracion por partes”, es decir,
tal que

/vDagp = (—1)le / D% ¢ VYo e C ().
Q Q

En este espacio tenemos la norma

/p

1
follnpr = | 3 / D |
Q

laj<m

que hace de él un espacio de Banach, y las seminormas

Whipo = | 3 / D%|
. JQ

lov|=3

1/p

para cada entero 0 < j < m.

Vamos a enunciar ahora algunos resultados conocidos que necesitaremos, algunos en este capitu-
lo y otros en los capitulos siguientes. Son algunos casos particulares de las desigualdades de Sobolev
y el teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov que se pueden consultar, por ejemplo, en [1] o
[25]. La expresiéon “V CC H” quiere decir que la inclusién de V' en H es compacta y la expresién
“V «— H”, que la inclusién de V en H es continua. Se define p*, el conjugado de Sobolev de p,
como ]% = % — . Si el borde de 2 es Lipschitz, se cumplen las siguientes inclusiones:

= WP(Q) CC LI(Q) VI < g <p*, sim < T3

» WTP(Q) CC LI(Q) V1 < g < oo, sim =7

= WP(Q) CC C(Q) sim > 3.
Las funciones de WP () no estdn definidas en todo 2 sino que son clases de funciones que estan
definidas y que coinciden salvo en un conjunto de medida nula. En ese sentido, la ultima inclusién
debe entenderse de la siguiente manera: una funcién u € W™P(Q) puede redefinirse en un conjunto

de medida cero de modo que la funcién modificada u sea continua y cumpla que ||@|/oc.0 < ¢||t||m p.0,

33
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donde la constante ¢ es independiente de wu. Trasladando los érdenes de derivacién se obtienen
inclusiones andlogas, por ejemplo, W™t™?(Q) cC W™4(Q) para 1 < ¢ < p*, si m < 7. Por otro
lado, se deduce de estas tres propiedades que la inclusién de WP(Q2) en LP(f2) es compacta para
1<p<oo.

Consideremos en particular el caso en que €2 es un poligono abierto y acotado de R™. Dada 7y,
una triangulacién de €2 en elementos finitos, tomemos

(9) Vi ={veWh(Q):vjr e P, VT €1},

donde k es un entero no negativo. Para 0 < j < k-1 un ntimero entero, sea Il € L(W*+1P(T), WP (T))
un operador lineal y continuo que deja fijos a los elementos de Py, es decir, II7p = p Vp € Py. Para
simplificar la notacién estamos usando la convencién de que W™P(T) = W™P(T°), donde T° es

el interior de 7. En este capitulo queremos estudiar estimaciones del error v — IIrv en distintas
seminormas para cualquier funcién v € WkTLP(T).

Un resultado que nos serd 1til en nuestra tarea es el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1. Eziste una constante C = C(Q) tal que Yv € WFH1P(Q),

mf ||v+ plle+1.p,0 < Clvlk+1p.0-
PEPk

En la demostracién usaremos este resultado:

LEMA 3.1. Egziste una constante ¢ > 0 tal que para toda funcion v € W*HLP(Q) se verifica que

2
[ollksip < | [oRipa+ D (/Q D%)

| <k

DEMOSTRACION. Supongamos que la afirmacién no es cierta. Entonces, existe una sucesién
k+1 _ :
(vj)j>1 C WHHLP(Q) tal que [Jvj]ljr1p0 =1V y

2
(10) Jli{f)lo 074100 + Z </Q Da”j) =0.

o<k

En particular, la sucesién (v;) es acotada en W*+1P(Q) y, como la inclusién de W T1P(Q) en
WHP(Q) es compacta, deben existir una subsucesién (a la que seguiremos llamando (v;)) y una
funcién v € WHP(Q) tales que v; — v en WHP(Q). Por (10), lim;_.o [vj]+1,p.0 = 0 ¥, por lo tanto,
concluimos que v € W*LP(Q) y que, para todo multiindice & € N” con |a| = k + 1, debe ser
D%y = 0. Debido a que 2 es conexo tenemos que v € Py. Por (10) también tenemos que

lim [ D%; =0 V|a| <k

j—o Jo
y, luego, fQ D% = 0 V]a| < k. Como v € Py no queda otra opcién més que v = 0, hecho que es

absurdo pues ||v||g11p0 = 1.
(Il

Ahora si demostremos el teorema 3.1. Dada una funcién v € W*T1P(Q) le podemos asociar el
siguiente polinomio p € P, definido de manera que se satisfaga:

Va € N" con |af gk,/DO‘p:—/D%.
Q Q
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Usando el lema anterior tenemos que
1
2

2
ot [+l < 04 lknpn <€ P4 7Epn+ X ([ D%0+) | =Clubirpn
k
| <k

como queriamos probar. O

Con el teorema anterior podemos probar la siguiente acotacién para el error local.

TEOREMA 3.2. Sea T' C R"™ un compacto conezxo con frontera de clase C' a trozos. Sea Ilp €
L(WHEHLP(T) WIP(T)) un operador que deja fijos a los elementos de Py, donde 0 < j < k41 es
un entero. Luego, existe una constante C' = C(T,Ily) tal que

Yo € WFHLP (T, o — T

jpT < C|U|k+1,p,T'

DEMOSTRACION. Sea v € W*HLP(T). Como It deja fijos a los elementos de Pj tenemos que,
dado p € Py, v —Irv =v +p —1Ir(v+p) = (I —r)(v+ p), donde w = w Vw € Wh+Lpe(T),
Como la inclusién de W +LP(T) en W3P(T) es continua resulta que el operador I es continuo. Asi,

v —rv|ljpr < (I = cowesreywirmy v + Pl = Cllo + pllit1,p,7

Como esto vale para cualquier polinomio p de grado k concluimos, usando el teorema anterior, que

o =Hzolljpr < C Wmf [[v+plletipr < Clolksipr. O
PEPk
Para conocer la dependencia de la constante C' respecto de las caracteristicas geométricas
del elemento T' (al que llamaremos tridngulo) vamos a introducir un tridngulo de referencia f,
compacto, conexo y con frontera de clase C! a trozos. Cualquier tridngulo 7" se obtiene a través de
una transformacién afin inversible de T\,

F(Z) = Bz + b con B € R"*" inversible y b € R",

~

T =F(T).
Dada una funcién v definida en T le vamos a asociar una funcién o definida en 7' del siguiente
modo: dado = € T, v(Z) := v(F(Z)) = v(x), es decir ¥ = v o F. Reciprocamente, a una funcién

¥ definida en T le vamos a asociar la funcién v = ¥ o F~! que estd definida en 7. Veremos en el
préximo teorema que estas funciones son igual de buenas.
Recordemos que dada una matriz A € R"™, su norma matricial estd definida como

A
1Al = sup 1281
cern |€]
£#0

donde | - | es la norma euclidea de R".

TEOREMA 3.3. v € WIP(T) si y sélo si © € WIP(T). Mds atn, existen dos constantes C; =
Ci(4,m) (1 =1,2) tales que

. 1
[v]jpr < CLIBTH | det(B)| [0l , 7

j _1
01,7 < Call BIY | det(B)]“#[ol-
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DEMOSTRACION. Vamos a dar una idea de la demostracién no muy formal. Para los detalles
citamos a [7].
Como z = BT + b, resulta que

O ~ O, O,
() =) = @),
ox; 0Ty, o0x;
k=1
Yy, COMOo % = (B7 )i, tenemos que |Vv| < C||B~Y||Vd]. Si seguimos derivando vamos a obtener
que |D%| < C||B7J7|D0|, donde j = |a|. Usando esto junto con el teorema de cambio de

variables podemos acotar de la siguiente manera:

o p= 3 / Deopdr < S / C|[B~1|17|D*5[?| det(B)| d&
e JT JT

la|=3 |ee|=j

= C|IB~H?|det(B)|[o]" ..
J:p, T

Resta elvar a la 1/p para obtener la primera acotacién del enunciado. La otra acotacién es anéloga.
O

Dados los triangulos T' y T, usaremos la siguiente notacién:

hr =sup{|x —y| : z,y € T} = didmetro de T,
pr = sup{diam(S) : S bola, S C T'}.

Andlogamente se definen hz y pz.

hp ~1 hy
Lema 3.2, ||B| < 22 ¢ |B7!| < 72

DEMOSTRACION. Claramente, ||B]| = p% SUD|¢|=p. | BE|. Sea entonces § € R™ con [{] = ps. Por
T
la definicién de p4 existen y y Z en T tales que § = y — Z. Entonces, tenemos que

|BE| = |By — Bz| = |[F(y) = F(2)| = [y — 2| < hr

pues y,z € T. Luego, || B| < Z—T.
T

Intercambiando los papeles de Ty T' se obtiene la acotacién de || B!

0

TEOREMA 3.4 (Error de interpolacién local). Sean k un entero no negativo, j un entero tal
que 0 < j < k+1, un naimero real p con 1 < p < 0o y un operador 11 € L(WFTLP(T) WiP(T))

A~

que deja fijos a los elementos de Pk(f) Sea T un triangulo afinmente equivalente a T (es decir,

~

T = F(T), donde F(z) = BT + b, con B inversible). Definimos el operador Iy por la relacion

— ~

Yo € WFHLP (T, Tpo = 117,
donde v = vo F, es decir que Ilpv = Moo F ! = ﬁ(v o F) o F~!. Luego, existe una constante

C = C(ILT) tal que

k+1

Vo e WHII(T), o = Tpoljpr < C—L—[vlip1p7-
Pr




1. UN RESULTADO TECNICO 37

DEMOSTRACION. Sean v € WFHLP(T) y € Pp(T). Sea ¥ = v o F. Podemos escribir & — [t =
(I —I)(¥ + p). Como la inclusién de WHTLP(T) en WIP(T) es continua, el operador identidad
I : WEHLP(T) — WIP(T) es continuo. Luego,

6 —T00], 7 < 1T =T _inf_[[5+ 5,7 < Clolyi, 7
ip,T 5Py (T) k+1,p, T k+1,p, T

—

por el teorema 3.1. Claramente, v — o =v— II7v y, entonces, usando dos veces el teorema 3.3 y
el lema anterior, obtenemos que

. 1 -~ _.
g < C(,n) | B~H|| det(B)|7 8 — TI0], , 7

|v — v

~ o~ . 1
< C(Ja n, H7 T)HB_luj‘ det(B)’p ’v’k-l-l,P’T

~1)j S Blk+L -
< OB |P[det(B)[7 | B[* | det(B)[ 7 [v]k41,p1

h~ J hT k+1
<c () () tlworsa
p o ||k41,p,

thrl
= OM ol .
T

Es importante remarcar que la constante C' no depende del tridngulo T' ni de la funcién v.

OBSERVACION. Si h—; < o, con ¢ una constante independiente de 7', podemos reescribir el

resultado anterior del siguiente modo:

hr\ | rsioj j
+1- k1
v —Tpv|jpr < C (,0 hy™ " lkarpr < C@)hy™ ™ vlksrpir,
T
donde la constante C' sigue sin depender de T' ni de v. Esta condicién hace que los tridngulos no se
“achaten”. A una triangulacién que verifica esta condicién se la llama regular.

Caso particular. Dada 7, una triangulacién admisible y regular de §2 en elementos de diametro
menor o igual a h, tomemos

Vi, = {U € C(ﬁ) : U|T e PLVT € Th}.
Sabemos que Vj es un subespacio de dimensién finita de W'P(Q) y que una funcién de este
subespacio queda univocamente determinada por su valor en los vértices de la triangulacién. Para
cada elemento T' de la particién, sea Ilp el interpolador local de Lagrange, es decir, [Ipv € P y
coincide con v en los vértices de T'. Este operador es lineal y si suponemos que p > n/2 tenemos
asegurada su continuidad en virtud de los teoremas de inmersiéon. Podemos definir globalmente el

interpolador de Lagrange, IIj, : C(Q2) — Vj,, por Hyu|r = Ilzu. Si ag,- -+, ay son los vértices de la
triangulacion y ¢1, -+, ¢n son las funciones de Lagrange asociadas a ellos, entonces
N

Myo(z) =) v(ai)p(x).

=1

Ademss, en el caso p > n/2 podemos asegurar que si v € W2P(£2), entonces estd definido ITj,v.
Para n = 2 necesitamos que 1 < p, que es lo que estamos suponiendo, y para n = 3 tendremos que
pedir que 3/2 < p.
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La razén por la cual nos restringimos al caso £k = 1 es la siguiente: usaremos la teoria de
interpolacién para obtener estimaciones del error |u — up| en distintas seminormas, donde u y up,
son las soluciones de un problema variacional y del problema variacional discreto asociado. Para
ello necesitamos que u € W*+1P(Q). Pero, para los problemas que estudiaremos en esta tesis, lo
razonable es pedir que u pertenezca a W?2P().

Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién.

TEOREMA 3.5 (Error de interpolacién global). Sean Q € R™ un poliedro abierto y acotado,
0 < j < 2 un numero entero, y p un numero real tal que 1 < p < 0o y p > n/2. Sea T, una
triangulacion admisible de Q0 en elementos finitos T. Supongamos que existe una constante o > 0

tal que Z—; < o VT € 1. Sea 11, el interpolador de Lagrange. Entonces, existe una constante

C=C(j,0, f) tal que
(11) Yo € W3P(Q), |v—Tholjp0 < Ch*|vlap 0.

DEMOSTRACION. Sea v € W2P(Q). Por el teorema de interpolacién local junto con la observa-
cién anterior, existe una constante independiente de v y de T tal que

v — 7ol jpr < Cha 7 [olapr < CH2 7 fula g,

donde h = méax{hy : T € 7,,}. Elevando a la p y sumando sobre todos los tridngulos T' de 7y,
tenemos que

2—j 2—j
[v - Hhv|§7p,ﬂ - Z Chs HTU’?JLT < Cpred) Z |U|12),p7T = Chr" ])|U gvp,ﬂ'
TET) TeTy,

Resta elevar a la 1/p para concluir la demostracion. O

2. Aplicacion al problema de autovalores

Volvamos a ponernos en la situacién en la que H = L?(Q) (con € un poliedro abierto y acotado
de R™), V es un subespacio cerrado de H*(Q) tal que Hi(Q) € V.C HY(Q), A = (a;j) € (L>=(Q))"*"
es simétrica y uniformemente eliptica y ¢ € L*(Q) verifica ¢(z) > 0 en casi todo punto de €. Para
garantizar la coercitividad de la forma bilineal a(u,v) = [,(AVuVv+cuv) en el caso en que estemos
resolviendo el problema de Neumann, nos restringiremos a las funciones de integral 0, es decir, a
las funciones ortogonales a las constantes: trabajaremos en el espacio V.= {v € H'(Q) : [qv = 0}.
Se sabe que vale la desigualdad de Poincaré para las funciones de este espacio. Para el problema
de Dirichlet, tomamos V = H}(Q) . Asf resulta que a es simétrica, continua y coercitiva. En el
capitulo anterior estudiamos los problemas de Dirichet y Neumann:

Lu=M u en§ Lu=Xu en
{ u=0 en 02 Y ﬁ:() en 0.
ova

Sabemos que la norma asociada a la forma bilineal a es equivalente a la norma usual de H*(€2).
Consideraremos, entonces, el espacio (V, |- ||1,0). Sea 7 una triangulacién regular de §2; eso quiere
decir que existe una constante ¢ > 0 independiente de la particion tal que Z—; < o VT € 13,. Tenemos
el siguiente subespacio de V de dimensién finita:

VYV = {’U S C(Q) :’U|T ePy VT e Th}.
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Vimos en el capitulo anterior que bajo las hipétesis del teorema 2.4 y la hipdtesis de aproxima-
cién se cumplia (cf. teoremas 2.8 y 2.9), para h suficientemente chico, que

0<Amh—An <c sup inf [v-— vh||%9
vEVm vhE€Vh ’
lvllg g=1

y, si Ay, era simple,

lwmp —wmlhio<c sup inf [[v—ovul10
VEVim v EVY
vllg. =1

En particular, como el interpolador de Lagrange IIpv € Vp,
0< Ah —Am < ¢ sup Hv—Hth%Q
’UGVm '

lvllg, =1

v, si A, es simple,
[wmp = wmlLo <c sup [lo—Tlpv]l10.
EVin
lollg. et
LEMA 3.3. Eziste una constante C' > 0 tal que Vv € H*(Q),
[ = IpvllLe < Chlvfzo.

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema de estimacién global con p = 2 tenemos, para j =0, 1,
que

lv —TTo]50 < ch® I |v|agq.
Luego,
v —Thollia < eljv — Mpwloq + [v — Mpv|1a)] < c[ch? + ch]|v|a.q < chlv]aq. O
TEOREMA 3.6. Sea (Ap)m>1 la sucesion de autovalores del problema variacional
a(u,v) = Au,v) YweV

y sea (Wm)m>1 una base de V ortonormal en L*(Q) formada por autofunciones. Sean 0 < Ay <
Aapn < oo < AN los autovalores del problema discreto

a(up,vp) = Mup,vp) Yo, € Vy,
Y sea (wmﬁ)%:l una base de Vy, ortonomal en L*(Q) formada por autofunciones. Luego,
]lll;r% A — Am| = 0.
Si A es simple entonces limp,_o ||Wp,n — wmll1,0 = 0.

Sea V,, el subespacio formado por las primeras m autofunciones del problema continuo, V., =
(wy, w2, -+, w). Si Vi, C H*(Q) entonces

Am.h — Am| < ch?.
Si, ademds, N, es simple entonces

W, — wmll1,0 < ch.
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DEMOSTRACION. Para probar que limyp,_o |\ — Am| = 0y que limy,_g || wp,n — w10 = 0

basta con ver que se cumple la hipdtesis de aproximacién:
VueV, lim inf |[|[u—wv = 0.
h—0 v, €V, || h”LQ

Vimos que si existen un subespacio S denso en V y una aplicacién ry, : S — Vy, tales que limy,_,o ||[v—
rpvll1,0 = 0 para toda funcién v € S, entonces la hipétesis de aproximacion se satisface. Podemos
tomar S = VN H?(Q) y rp, = . Como V= H}Q) oV=H(Q)y el borde de  es C! a trozos,
se cumple que S es denso en V. Dado v € S, como v € H?(Q), resulta por el lema anterior que

— 0.
v ThUHLQ m

Supongamos ahora que V,, C H?(Q2). Por el teorema 2.8,

m

0< Amp—Am <c sup  if |v—uvplig<e sup [v—Tho|ig<ed  |lw — Myl g
VEVm v €Vh vEVm i=1

lvllg, =1 lvllg, =1 -

y, luego, por el lema anterior,
m
0 < Amp = Am <Y h?|wil3 o = ch?.

=1

Supongamos, ademas, que A\, es simple. Usando el teorema 2.9 tenemos que

m 1/2
[wmn—wmllho<ec sup  fof v—vpio<e sup [o—Thwlia <c| D |lwi—Muwig
vEVm VhEVR VEVim, =1
lollg, =1 lollg, =1 =

y, otra vez usando el lema anterior, obtenemos la acotacién
m 1/2
2
Wi, — winll1,0 < ch g lwils o = ch. O

=1



CAPiTULO 4

Un problema no lineal de tipo mondétono

1. Existencia y unicidad de solucién del problema variacional

En este capitulo vamos a estudiar la existencia y unicidad de solucién del siguiente problema
que aparece en varios modelos matematicos de la fisica. Dados un dominio 2 conexo, abierto y
acotado, un nimero real 1 < p < co y una funcién f € (VVO1 P(Q))*, se quiere hallar una solucién
débil de la ecuacion:

(12) —div(|Vu[P™2Vu) = f en Q
u=0 en 0.
1
Vamos a trabajar con el espacio de Sobolev (Wol’p(Q), | -11), donde [|v|| = ([ [Vv[P)? coincide con

la seminorma |v|; p . Por la desigualdad de Poincaré sabemos que ésta es una norma equivalente

a la norma usual del espacio Wol’p(Q), lvllipo = [HUngQ + HVUH]SPQ]I/Z’. Con || - ||* notaremos la

norma del espacio dual de WO1 P(Q).
Busquemos la formulacién variacional del problema. Sea ¢ € C3°(€2) una funcién test. Multi-
plicando la ecuacién a ambos lados por ¢ e integrando en €2 resulta que

/f¢dm:/div(]Vu|p_2Vu)¢d1:
Q Q
:/ vu|P2vu.v¢d;c—/ |Vu|P~2Vu - v dS
Q o0
:/ \VulP~2Vu - Vé d.
Q

Por densidad, vale lo mismo si reemplazamos la funcién test ¢ por una funcién v € VVO1 P(Q). Luego,
la formulacién variacional del problema es la siguiente:

PV “Hallar u € W, ?() tal que / |VulP~2Vu - Vodx = / fudz Yo € WP (Q).”
Q Q

También nos interesa resolver el problema variacional discreto: dado un subespacio Vj de
1 . . . .
W,y () de dimensién finita, queremos resolver el siguiente problema:

PVD  “Hallar uj € V}, tal que / ]Vuh\p_QVuh -V, dr = / fop dx Yo € V.
) Q
Dada u € W, ?(2), definimos el operador Au : W, ?(€2) — R por
Au(v) = / |VulP~2Vu - Vo da.
Q

E1 PV equivale entonces a hallar una funcién u € WO1 P(Q) tal que Au = f, es decir tal que Au(v) =
f(v) para todo elemento v € W, (£2). Estamos usando la notacién f(v) = (f,0) 1200 = [q fvda.

41



1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL PROBLEMA VARIACIONAL 42

En otras palabras, lo que tenemos que probar es que el operador A : VVO1 Q) — (I/VO1 P(Q))* es
biyectivo.
En 1965, Leray & Lions [15] y Browder [5] probaron el siguiente teorema: si V' es un espacio
de Banach reflexivoy A : V — V* es un operador que verifica las siguientes condiciones:
» A es mondtono, es decir, (Au — Av)(u —v) > 0 Yu,v € V,
» existe una funcién estrictamente creciente x con lim; . x(¢) = oo tal que Au(u) >
x(lul)lull Yu € v, v
» dado un subespacio de dimensién finita W de V' y dada una sucesién de elementos wy € W
que converge a w € W, se tiene que limy_, o, Awg(v) = Aw(v) Yv € V,
entonces la aplicacion A : V — V* es biyectiva.
Nos ocuparemos entonces de probar que A verifica las hipdtesis del teorema. Vamos a usar
reiteradamente la siguiente desigualdad para vectores de R™:

|al” + [b]” = Cypla + bIP,
dondeCp:1para0<p§1yC’p:21_pparap21.
LEMA 4.1.
1. Sil<p<2, existe C >0 tal que (|2|P722 — |[y[P72y) - (z — y)(]2]| + [y))*> P > C|z — y|?
Vz,y € R™.
2. 8i2 <p<oo, eriste C >0 tal que (|z[P722 — |y[P2y) - (2 —y) > C|z — y|P Vz,y € R™.

DEMOSTRACION. 1. Se puede leer en [14].
2. Sea I, = (|z|P~22—|y|P~2y)- (2 —y). Vamos a considerar tres casos posibles teniendo en cuenta
la simetria de la desigualdad respecto a los roles de y y z . En primer lugar, si y = 0, la desigualdad

es cierta con constante igual a 1. En segundo lugar, si |y| = |2| entonces I, = [2[P722(|z|> — 2 - y) =
|2[P~2|z — y|2. Como
1 1 1
RSN | ) S<|Z!+lyl> _1
2|z 20l yll = 2 \lzl -yl
tenemos que |z| > ‘Zg—y' y, asi, I, > (@)p_ﬂz —y|? = 227P|z — y|P.

Finalmente, supongamos que |z| > |y| > 0. Escribiendo y = 8z + yw, con w € R™ un vector no
nulo ortogonal a z, y 3,7 € R con |3| < 1, tenemos que y - z = B|z|? y que |y|* = 32|z|® + 7?|w|>.
ASE, T = [2[P + [yl? — Bl=P(=P2 + [y ). Si—1 < 8 < 0, I, > |2 + |yl > 2P)z — yP?; si
0<p<1/4,

_ 1 1
I = (1= B + [yl = BlePlylP~* > (1 = 268) 2" + [yl > 12l = (|2 + [2I”)

1-p

1 2
_ p p _ P = — P
> 2yl + 12P) 2 S| =yl = sls — ol

ysil/4<B <1, como |z —y?>=(1—-73)%z>+~?|w|®> = (1 —28)|z]> + |y|?, resulta que
I = (1= B)|=P + [yP2(lyl* = Bl=*) = (1 = B)I=P[yP~* + [y (ly[* — Bl=I?)

. . wl \"? o
= [y[P*[(1 = 20) [z + 9] = [yl 21z =y = |z — yI? <|Z_y| > 52|z —yP,

122 122 _ 1 lz=yl  I2| 1
porque |/ < PLE = F Y entonces, m < vl +1< 3 +1<5.

Obtuvimos que C' = min{1/21*? 1/5P=2}.
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PROPOSICION 4.1.

1. Sil<p<2, existe « > 0 tal que (Au — Av)(u — v)(||Jul| + [|[v])>? > al|lu — v||? Yu,v €
Wy ¥(Q).
2. 812 <p< oo, eriste a > 0 tal que (Au — Av)(u —v) > af|lu — v||P Yu,v € W&’p(Q).

Esta condicién es una generalizacién de la condicién de coercitividad que se tiene en el caso
lineal p = 2, ya que la desigualdad a(u,u) > aflu||* Vu € VVO1 P(Q) puede reescribirse del siguiente
modo: a(u —v,u —v) > allu —v||? Yu,v € Wol’p(Q).

DEMOSTRACION. 1. Sean u,v € Wol’p(Q). Si aplicamos la parte (1) del lema 4.1 con z = Vu e
y = Vv, obtenemos que

(|VulP~2Vu — |Vu|P~2Vo) - V(u — v)(|Vu| + |[Vv])*> P > OV (u —v)?

en casi todo punto de ). Recordemos que la constante C es independiente de u y de v. Elevando a
la p/2 e integrando en ) llegamos a que

/ [(|VulP~2Vu — [VoP~2V0) - V(u — 0)P/%(|Vu| + |Vo]) 5CP) > or/? / IV (u — )P,
Q Q

Como (|Vul+|Vu|)23P) e L7 (), usando la desigualdad de Holder con exponente 2/p obtenemos
la siguiente desigualdad:

2—p

p/2 -
(/ (|VulP~2Vu — |Vu|P~2Vo) - V(u — v)) (/ (|Vu| + ]V’U|)p) > CP/2|ju — P
Q Q
Elevando la desigualdad anterior a la 2/p y usando la desigualdad de Minkowski, podemos concluir
que
(Au— Av)(u —v)(JJu]| + [[0])*7P = Cllu — v,
2. Sean u,v € W(}’p(ﬂ). Aplicando la parte (2) del lema 4.1 con z = Vu e y = Vv, se tiene que
(|Vul[P~2Vu — |Vu|P~2Vo) - V(u — v) > C|V(u — v)|P

en casi todo punto de . Integrando en €2 se obtiene el resultado deseado. O

En particular, deducimos de esta propiedad que A es monétono. Ademas, eligiendo la funcién
v=20c¢ Wol’p(Q), tenemos que Au(u) > of|ul|P para 1 < p < oo. Podemos tomar entonces
(t) = atP~! que verifica ser estrictamente creciente, lim; .o, x(t) = 0o y se cumple que Au(u) >

X
x ([l ]
LEMA 4.2.

1. Sil<p<2, existe C >0 tal que ||z[P~22 — |y[P~2y| < Clz — y|P~! Vy,z € R™.
2. 8i2 < p< oo, exviste C >0 tal que ||z|P~22 — |y|P~2y| < Clz — y|(|z] + |y|)P~2 Vy,z € R™.
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DEMOSTRACION. 1. Si y = 0, la desigualdad se verifica con C' = 1. Supongamos, entonces, que
Y,z # 0. Sabemos que si 0 <7 <1y a,beR" |la]” —|b|"| < |a—b|". Luego,

12P722 — [ylP2y1* = (2P~ = [ylP )% + 2022y P2 (lellyl — 2 - )

Z .
<l = g0 4 2yt (1- )

. p—1 2—p
— Lyt (1- 2 (1= 20
z[ly| |2lly]

. 1 2 .
Como |z||y| (1 - %) <slz—ylfyl- % < 2, llegamos a que

_ _ 2 o _ _ _
P2 = 2y < (14 52270 ) s - 20D = 2209y o),

Obtuvimos que C = 2277,

2. Igual que en el caso anterior, la desigualdad se satisface si y = 0. Supongamos, entonces, que
y,2# 0. Sea f : Ryg — Rsg, f(t) = tP71. Se tiene que f'(t) = (p — 1)tP~2. Por el teorema del valor
medio existe & = 0|z + (1 — 0)|y|, con 0 < 6 < 1, tal que

2P = JyP~t = f(lz) = f(y) = (0 = DOl + (1 = 0)|y[)*~>(|=[ — lv])
< (p = DIzl + [y (12| = [y])-
Usando la desigualdad anterior, el hecho de que |z||y| — z -y < 3]z — y|*> y que [z[P2, |y[P~2 <
(|z] + ly|)P~2, obtenemos que

127722 = JyP 2y = (2P~ = [ylP~)% + 2022y P2 (J2]ly| — 2 - )
< (p— D2(2 + wD*P 2 (J2] — [y])? + [=[P 2 ylP 2|2 — y|?
< (p—1%(l2l + y)*P 2|z — y)2 + (|2| + [y)* P2 |2 — y|?
= ((p—1*+ 1)(Jz] + [y))*"~ 2|z — y|*. O

PROPOSICION 4.2.
1. Sil1<p<2, existe M >0 tal que |Au — Av||* < M||u — v||P~! Yu,v € Wol’p(Q).
2. 5i2 < p < oo, existe M > 0 tal que | Au—Av||* < M(||lu||+||v])P~2||u—v|| Yu,v € Wol’p(Q).

Esta condiciéon es una generalizacién de la condicién de continuidad de A que se tiene en el caso
lineal. Recordemos que

Au— Av||* = su
| p
weW, P ()
w#0

DEMOSTRACION. 1. Sean u,v € Wol’p(Q) y sea w € Wol’p(Q) no nula. Usando la parte (1) del
lema 4.2 con z = Vu e y = Vv, tenemos que

|(Au — Av)w| =

/ ([VulP2Vu — [VoP~2V0) - Vo

Q

< / |[VuP=2Vu — [Vo[P~2Vo| |Vuw|
Q

gM/ IVu — VolP~L V).
Q
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Usando la desigualdad de Holder con exponente = ; obtenemos que

p—1 1
|(Au — Av)w| < M (/ |VU—V”’p> ” (/ |V“"p>p = Mllu —v[[P~H|wll,
Q Q

de donde se deduce el resultado.
2. Sean u, vy w € Wol’p(Q), con w # 0. Aplicando la parte (2) del lema 4.2 a z = Vu e y = Vo,
obtenemos que

](Au—Av)w|§/ Uvu\p2vu—\wp2wuwygzw/ IV (4 = 0)[(|Vu| + [V P2 Ve,

Usando la desigualdad de Holder con exponente = 7 podemos afirmar que

1 p—1

'<A“—A“>w|<M<A|V<u—v>|p>(/(\wuwvo = )

y, aplicando otra vez la desigualdad de Holder, ahora con exponente p — 1, llegamos a que

3

p—1

(/(\WHIWI )5 : </ Ww’p) 11] p
= Mlju— | </(!VU\+\W! ) </ va\l’>

< M =l|(flull + [[o])"~?|lw],

de donde se deduce la desigualdad del enunciado. O

|(Au — Av)w| < M||u — v||

Sea W un subespacio de dimension finita de VVO1 P(Q) y sea (wg)k>1 una sucesién de W que
converge a w € WyP(Q). Si 1 < p < 2, |Awy, — Aw|[* < M|wy — w|P~1. Por lo tanto, si v €
Wol’p(Q) resulta que |Awy(v) — Aw(v)| < M|Jv||[[wp — w|[P~! — 0 cuando k& — oo. Si 2 < p < oo,
| Awg(v) — Aw(v)| < MlJv[|(lwg]| + [[w]))P~?||wy, — w]| — 0 cuando k — oo pues la sucesion ([wg|)x
es acotada. No necesitamos en la demostracion que el subespacio W fuera de dimensién finita.

Siendo Wy (Q) un espacio de Banach reflexivo, resulta que A : Wy P(Q) — (WyP(Q))* es
biyectivo y, luego, existe una tnica solucién del PV. Como un subespacio de dimension finita de
VVO1 P(Q) es también reflexivo, el PVD también tiene solucién tnica.

2. El problema de minimizaciéon equivalente

Asociados a los problemas variacionales tenemos los siguientes problemas de minimizacion:

PM  “Hallar u € Wy (Q) tal que J(u) = min J(v)"y
v

EW, P (Q)
PMD  “Hallar uy, € Vj, tal que J(up) = m1§1/1 J(vp)”,
VhEVR
donde J(v) = % fQ |[Vo|Pdz — f(v), y Vj es un subespacio de dimensién finita de Wol’p(Q).

ProrosICION 4.3.

1. Los problemas PV y PM son equivalentes.
2. Los problemas PVD y PMD son equivalentes.

La demostracién se obtiene como corolario de la préxima proposicién.
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DEFINICION 4.1. La derivada de J en u € Wol’p(Q) en la direccion de v € Wol’p(ﬂ) se define

como

dJ(u,v) = lim J(u+ hv) — J(u)
h—0 h
si el limite existe. Si la aplicacion J'(u) : v — dJ(u,v) es lineal y continua se dice que el operador

J es diferenciable ! en u.

9

PROPOSICION 4.4. J es diferenciable. Ademds J'(u) = Au — f.

DEMOSTRACION. Supongamos que p > 2. Consideremos la aplicacién

P R" R, F() = ;|g|p.

Tenemos que J(v) = [, F(Vv)dz — f(v). Como F(§) = 119 (Z?:l §§)p/2, resulta que F' es dos veces
diferenciable con

oF
p=2 1<i<
8€Z ‘f‘ g’t? ST1=Nn y
0°F 1 2
— — p—2¢ ¢, p—25.. <4.7<mn.
seog, — P DNEPTGG Py, 1<ig<n

Luego, F(§ +1) — F(&) = [§[P2¢ - n + R(&,m), con [R(&,m)| < c(p)[¢P~?Inf.
Sean u,v € Wol’p(Q). Vamos a tomar £ = Vu y n = hVw.

J(u+ hv) — J(u) :1[/F(Vu+th)da:—f(U+hU)_/F(vu)dx+f(u)
Q Q

h h
= [/Q (F(Vu+ hVv) — F(Vu)) dz| — f(v)
:/ VulP~?Vu - Vudz — f(v) + Rglh),
Q

donde |R(h)| < c(p) [, |VulP~2|hVv|%. Veamos que limj_.g % = 0. Usando la desigualdad de
Holder con exponente p/2, podemos acotar del siguiente modo:

ngz)ySc(p)h /Q R e SWL( / yw) < rw)i _—
W, P () —

Fijemos ahora u € I/VO1 P(Q) y veamos que la aplicacién J'(u) :
v / \Vu|P2Vu - Vodz — f(v),
Q
es lineal y continua. En efecto,

J (u) (v +w) = /Q |VulP2Vu - (Vo + Vw) dz — [af (v) + f(w)]
—a </Q VP2V - Vo de — f@)) + </Q VP2V - Vo dz — f(w))
— ' (w + I (u)w

Esta nocién de diferenciabilidad se conoce como “diferenciabilidad en el sentido de Gateaux”.
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y, por otro lado, usando la desigualdad de Holder con exponente p%l, obtenemos que
[T (u)o] < /Q Va1 Vol da -+ £ ol <l ol + 1 £,
como queriamos ver. Acabamos de probar que J es diferenciable con
J (u)v = /Q \Vu|P2Vu - Vodr — f(v) Vv € W(}’p(Q). O

Nota de la autora: Para el caso 1 < p < 2 no he podido adaptar esta demostracién. En [12]
se prueba la propiedad para 1 < p < oo mediante otro método.

3. Estimacion del error

Supongamos ahora que el dominio 2 C R™ es un poligono abierto y acotado. Consideremos una
triangulaciéon admisible y regular 7, de 2 en elementos de didmetro menor o igual a h y sea

Vp={v e C(Q) :v|p € PLVT € 1, y v]gn = 0}.

Sabemos que V}, es un subespacio de dimension finita de VVO1 P(2). Larazén por la cual trabajaremos
con elementos lineales a trozos es la siguiente: si queremos trabajar con funciones de WO1 P(Q) que
localmente sean polinomios de grado k necesitamos, para poder usar las acotaciones del error, que
la solucién del problema viva en W*+12(Q) y, en general, la solucién de (12) no va a tener mas
regularidad que la de pertenecer a W2P(Q), atin cuando la funcién f sea infinitamente suave.

Una funcién de P (T') queda determinada univocamente por su valor en n+1 nodos. Restringida
al borde del triangulo es una funcién lineal en n — 1 variables. Por lo tanto, para tener garantizada
la continuidad necesitamos definir a la funcién en n nodos por cada lado. La tinica forma posible
de cumplir ambas condiciones es utilizando como nodos los vértices de los elementos 7. Sean
ai, -+ ,an los vértices de la triangulacién contando una sola vez a los que son vértices de mas de
un tridngulo y excluyendo a los vértices que pertenecen al borde de Q (a los que no necesitaremos
por la condicién de borde de tipo Dirichlet). Una base de V}, es la base de Lagrange {¢1, - ,on}
cuyas funciones pertenecen a Vj, y verifican ¢;(a;) = d;5. Con esta base queda definido el operador
de interpolacién de Lagrange ITj, que asigna a una funcién v € W2P(Q) la funcién

N
Myv(z) = Z v(ai)gi(z)

=1

que, claramente, es un elemento de Vj,. El operador IIj, : W?P(Q) — V}, C Wol’p(ﬂ) es lineal y deja
fijos a los elementos de Vj. Para poder asegurar que es continuo necesitamos pedir que p > n/2:
por los teorema de inmersién de Sobolev sabemos que si p > n/2, W*P((Q) estd incluido de manera

continua en C'(€2). Veamos que bajo esa hipdtesis el operador de interpolacién de Lagrange resulta
continuo. En efecto, dada v € W2P(Q2), como IT,v(x) = Zf\;1 v(a)pi(z), podemos acotar asi:

N N N
Mpolhpe < ) lo(@)llgilhpe < <Z ||d>i|!1,p,ﬂ> [0][cc.0 < € (Z H@‘lll,pﬂ) [v]l2p.0-
i=1

i=1 i=1
En particular, en este caso podremos usar las estimaciones del error que desarrollamos en el capitulo

anterior. Para n = 2 necesitamos que 1 < p, que es lo que estamos suponiendo, y para n = 3 tenemos
que pedir que 3/2 < p.
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PROPOSICION 4.5. Sean u y uy, las soluciones de los problemas PV y PVD respectivamente (v,
por lo tanto, las soluciones de los problemas PM y PMD respectivamente). Entonces,

ll, flunll < (AP
DEMOSTRACION. Sabemos que u verifica Au(v) = [, |Vu[P2VuVe = f(v) Vv € Wol’p(Q).

Tomando v = u como funcién test tenemos que

[ull” = /Q [Val? = flu) < £l

La acotacién de la funcién uy es anédloga. O

Para determinar que el problema de minimizacién PM o el problema variacional PV estan bien
planteados hay que ver, ademads de la existencia y unicidad de solucidén, la dependencia continua
de la solucién respecto del dato f. Es lo que estudiaremos en la proxima proposicion. Sean f; y
fa e (Wol’p(Q))* y sean ui y ug € Wol’p(Q) las respectivas soluciones de

Auy(v) = fi(v) Yo e WyP(Q),

Aug(v) = fo(v) Yo € WyP(Q).

PROPOSICION 4.6. Eziste una constante C' independiente de uy y uo tal que

Losil<p<2, |ug —ugl| <Clf1 — fol*, ¥
2. 512 < p<oo, HU1 _u2||p—1 < C||f1 —fQH*.

DEMOSTRACION. Analicemos primero el caso 1 < p < 2. Usando la monotonia del operador A
tenemos que

aflur — ug|? < (Auy — Aug)(ur — u2)(J|lua] + [Juzl)*?

= (f1 = f2) (w1 = w2)([[el| + [fuz ][>~
<11 = Bl fus = wall (LRI Ul o)

de donde se deduce la desigualdad del enunciado. En el caso 2 < p < oo la cuenta es similar,
también se usa la monotonia de A. O

OBSERVACION. u y uy, verifican respectivamente Au(v) = f(v) Vo € Wol’p(Q) y Aup(vp) = f(vg)
Yoy, € Vp,. En particular, si wy, € Vj, entonces (Au — Aup)(wp) = f(wp) — f(wy) = 0. Luego,

(Au — Aup)(up —vp) =0 Vo, € Vy,.
El siguiente teorema es una generalizacién del lema de Céa.
TEOREMA 4.1. Existe una constante C' > 0 independiente de u y up, tal que
1.si1<p<2 |Jlu—ul <Cmf{||u— vhH?’%z; cop € Vit y
2. 512 <p<oo, ||lu—uy|| <Cmf{|u—uv|r~T : vy € Vp,}.
DEMOSTRACION. 1. Sea vy, € V. Usando la monotonia de A tenemos que
allu —un|* < (Au— Aup) (u = up)(|ful] + [lun])* 7
= (Au — Aup)(w — o) ([Jull + [lup])*7?
< || Au — Awp|[*[lu = va||(2(] f]*) /P71
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y, por la continuidad de A, obtenemos la siguiente desigualdad
allu —up)? < Cllu = up [P~ lu — vp -

Asf vemos que ||u — up||> P < Clju — vp|| y, como vy, era cualquier elemento de Vj,, se obtiene la
afirmacién del enunciado.
2. Sea vy, € Vj. Usando la monotonia y la continuidad de A tenemos que

allu = upllP < (Au — Aup)(u — up) = (Au — Aup)(u — vp) < ||Au — Aup||*||u — v ||
< M(|full + unl)P~[lu = unllu — vn]| < Cllu—unl|llu = wn]l,
de donde se sigue el resultado. (|

Supongamos que 75, es una triangulacién regular de 2 en tridngulos de didmetro menor o igual
a h con % <o VT €1, Sea V), = {v € C(Q) : v|r € Pir(T)VT € 7,}. Sabemos que si n < 2p
(para que la inclusion de W2P(Q) en C(f2) sea continua), se tiene la estimacién |lu — Myul| =
lu — pul1 po < Chlulspa. Luego, en ese caso, podemos enunciar el siguiente teorema:

TEOREMA 4.2 (Acotacién del error). Siu € W2P(Q) N Wol’p(Q), entonces

1

1. sil<p<2 |lu—uyl|=0(Mh3"r),y
1

2. 512 <p < oo, u—u| =O0(hvT).

4. Mejores estimaciones del error

Para obtener la estimacién del error que acabamos de ver usamos la continuidad y la monotonia
del operador A, pero no se usaron las propiedades del operador J ni el hecho de que u y wuy son
las soluciones de los problemas de minimizacién PM y PMD. Usando estas propiedades se pueden
obtener mejores estimaciones del error. A esto nos dedicaremos ahora.

Como uy, es el minimo de J(+) sobre Vj, tenemos que para toda vy, € Vj,, J(up) < J(vp). Luego

J(up) — J(u) < J(vp) — J(u) Yo, € Vp,.

Por el teorema del valor medio se tiene que J(v) — J(u) = fol(J'(u + s(v —w)))(v — u)ds para

v € WyP(Q). Puesto que u es el minimo de J(-) sobre W,?(§2), debe ser J'(u)v = 0 Yo € Wy (Q).
Asi obtenemos que

1
J() — J(u) = /O (T (u+ 5(v — w)) — T (W) (v — u) ds

1
= /0 (A(u+ s(v —u)) — Au)(v — u) ds

! ds
:/0 (A(u+ s(v —u)) — Au)(u + s(v — u) — u) <

Consideremos primero el caso 1 < p < 2. Usando la monotonia de A tenemos que
1
1 ds
I = Iz a [t s - f? &
0 (lw+ s(v =Wl + [[ul])>77 s
~allu—l? [ oo
o (lu+s(o—u)l+ [[ull)>?
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¥, como [lu + s(v —w)|[ + [lu]| < flul + [lu = vl| + [lu] < 3([lu]| + [Jv]]), resulta que

e — ]|?

() = Jw) = v P

Si usamos la continuidad de A vemos que

1 S
I0) =30 < [ 1A+ s(0 = w) = Aul 500 =)~ ] 5

! 1 ds

< [ s(o =)~ ul sl - uf

0 S

— Millu — ol
Consideremos ahora el caso 2 < p < co. Por la monotonia de A se obtiene que
! ds
I = Iz a [t s - ul? = azllu ol

0 S

y, por la continuidad de A,

1
Tw) = I(0) < [ A+ (0 =) = Aul ut (0 =) = uf T

1
ds
<M [t sto =l + )2t sto =) = ul
2 [ 2

< M =ol? | Gl + ol ds

= Molu —o| P (flu]l + [lv])P~2.
Acabamos de demostrar la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.7. Sea u la solucion del PM. Existen constantes oy, g, M1, My > 0 tales que

para toda v € Wy ()

. —_ 2
1. sil<p<2, al(“?‘”:ﬁ% < J() — J(u) < Mi|lu—v|P, y

2. 512 < p < oo, agllu—vllP < J(v) — J(u) < Mallu—vl*(||ull + |v])*~2.

Estamos ahora en condiciones de probar estimaciones del error mejores a las obtenidas ante-
riormente.

TEOREMA 4.3. Si 1 < p < 2, existe una constante C > 0 independiente de u y up, tal que

_ < C inf |ju—vylP/2
lu —up| < W}evh\lu |

DEMOSTRACION. Sea vj, € V},. Por la parte (1) de la proposicién anterior tenemos que

lu — up |
< J(up) — J(u) < J(vp) — J(u) < My|u— vl
Tl a2 < ) = () < T(on) = J(w) < Mifju — o

Usando las acotaciones de ||ul| y ||up|| concluimos que

lu = unl® < Cllu = vp|[P Vou € V. O
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TEOREMA 4.4. Denotemos con Ilpu a la interpolada de u en V. Si 2 < p < 00, existe una
constante ¢ > 0 independiente de u y de up, (pero que puede depender de ||Ilpul|) tal que
lu = up|| < eflu = Tyul*/7.
DEMOSTRACION. Aplicando la parte (2) de la proposicién anterior tenemos que
ap|lu —upl|P < J(up) — J(u) < J(Ipu) — J(u)
< Ma([full + [T )P~2|Ju — Tyl

* — p—2
< My (A1) T ) ™ = Ty
de donde se sigue la desigualdad del teorema. (Il

Supongamos nuevamente que 7 es una triangulacion regular de 2 en tridngulos de didmetro

menor o igual a h y sea Vj, = {v € C(Q) : v|p € P1(T)VT € 13,}. Para n < 2p podemos enunciar el
siguiente teorema.

TEOREMA 4.5. Siu € W2P(Q)N Wol’p(Q), entonces
Losil<p<2, [lu—unll =O(hP?),y
2. 512 < p<oo, |u—ul = Oh¥P).



CAPiTULO 5

Problema de autovalores para el p-Laplaciano

1. Algunos resultados conocidos sobre el problema

El problema en cuestion es el siguiente: dado 2 C R™ abierto, acotado y conexo, se quiere hallar
A € R tal que exista una solucién débil u de la ecuacién

div(|Vu[P72Vu) + Mu[P2u=0 en Q
u=0 en 0.

Para obtener la formulacién variacional del problema tomemos una funcién test ¢ € C5°(€2). Mul-
tiplicando la ecuacién a ambos lados por ¢, integrando en €2 y usando el teorema de la divergencia
obtenemos que

)\/ ]u\p2u<pda;:—/div(]Vu\p2Vu)gada:
Q Q
:/ \Vu|p_2Vu-Vg0dx—/diV(|Vu|p_2Vug0)dx
) Q

z/\Vu|p_2Vu-V<pdx/ \VuP~2Vu pv dS.
Q oN

El dltimo término del lado derecho es nulo ya que ¢ = 0 en 9f). Por densidad vale lo mismo si en
lugar de tomar ¢ € C§°(Q2) se toma una funcién v € Wol’p(Q).

DEFINICION 5.1. Decimos que X\ es un autovalor si existe una funcion no nula u € Wol’p(Q) tal
que
/ IVulP~2Vu - Vo = )\/ lulP"2uv Yo € WP (Q).
Q Q
A u se la llama autofuncion.

OBSERVACION. Siu es una autofuncién asociada a A, tomando v = u como funcién test tenemos

que A = fff ‘Zﬂp. Luego, los autovalores son no negativos. Ademds, si ||Vul|z»(q) = 0 entonces debe
Q

ser u = cte por ser el dominio 2 conexo. En ese caso, por la condicién de borde resultaria que
u = 0 contradiciendo el hecho de u es una autofuncién. Concluimos entonces que los autovalores
son positivos.

DEFINICION 5.2. Dada u € Wol’p(Q) no nula, se define su cociente de Rayleigh como

_ Jo [VulP

fQ |u|P

PROPOSICION 5.1. Siu € Wol’p(Q), no nula, minimiza el cociente de Rayleigh entre todas las
funciones no nulas v € Wol’p(Q), entonces u es una autofuncion asociada a A = R(u).

R(u)

52



1. ALGUNOS RESULTADOS CONOCIDOS SOBRE EL PROBLEMA 53

DEMOSTRACION. Dados ¢ € C§°(R2) y € > 0, como u + ep € Wol’p(Q), se tiene que la funcién
de una variable I(€) := R(u+ €p) tiene un minimo en e = 0. Por lo tanto, I'(0) = 0. Calculemos la
derivada de 1.

Jo IVu+ eVelP

Ie) = Jo lu+eplP

Luego,

I'(e) = o PIVu+ Vol 2(Vu+ Vi) - Vo] (Jo lu+ eol) = (Jo [Vu+ eVel) [foplu+ e *(u+ ep)o]

(Jo lu+ 680’77)2

Evaluando en € = 0 tenemos que
prIVu|p_2Vu ) VSO] (fﬂ ’U|p) — (fﬂ \Vu|p) Uﬂp|u|p_2u<ﬁ]

(fo ul?)?

(rwetszuwe) (o) = (o) (o)

Podemos reescribir esa igualdad de la siguiente manera:

/ |Vu|P2Vu - Vo = R(u)/ [uP~2up.
Q )

Como esto vale para toda ¢ € C§°(2) se tiene, por densidad, que u es una autofuncién asociada a
R(u). O

LI

y, luego,

En este capitulo usaremos algunas de las propiedades que citamos al principio del capitulo
2 referidas a los teoremas de inmersién. Ademds, vamos a usar el siguiente teorema que es una
generalizacion de la desigualdad de Poincaré.

TEOREMA 5.1 (Desigualdad de Poincaré). Sin > 1, existe una constante C' = C(n,p) tal que
para toda funcidn u € Wol’p(Q) se cumple que
= sip <, [lull @) < ClIVullLr@),

— 1

11
v sip>n, u€ C(Q) yllull L) < ClQU 7 [|Vul ), ¥
= sip=n, para todo a > 1 se tiene que u € LPY(Q) y |lull re(qy < C(p,n, @)||VullLr()-

Otra propiedad que vamos a usar repetidas veces es una versiéon modificada del teorema de
compacidad de Rellich-Kondrachov.

LEMA 5.1 (Rellich-Kondrachov). Sea 1 < p < oo. Supongamos que tenemos una sucesion
(ug)k>1 C Wol’p(ﬂ) tal que ||Vug|lopo < L < 0o para todo k > 1. Entonces, existen una subsucesion
(ug;) yu e Wol’p(Q) tales que

ug, —uen LP(Q) 'y Vuy, L Vu en LP(Q).

DEMOSTRACION. Por la desigualdad de Poincaré deducimos que la sucesién (uy) es acotada en
WLP(Q). Como la inclusién de WHP(Q) en LP(€2) es compacta, podemos extraer una subsucesién
(ug;) que converge a una funcién u € LP(€2). Para 1 < p < oo, LP(£2) es débilmente compacto; eso
quiere decir que de una sucesion acotada se puede extraer una subsucesion que coverge débilmente.
Como la sucesién (Vuy,) es acotada en LP(£2)", existe una subsucesién (sigamos llaméandola igual)
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que converge débilmente a un elemento w € LP(Q2)". Veamos que Vu = w en sentido débil. Notemos
con w; la coordenada i-ésima del vector w. Veamos que dada ¢ € C§°(Q2) se cumple que

dy /
U = — w; Q.
o Ox; Q i

Ouy Oug
Como ;;j =5 w; en LP(Q) tenemos que lfm; .o [, ;Tkjgo = Jqwip y, como (uy,) € W, (Q),

B[
Q ox; © 0 9o

Resta tomar limite con j — oo para concluir la demostracion. ([l

TEOREMA 5.2. FEl espectro es cerrado.

DEMOSTRACION. Sea (A;)r>1 € R una sucesién de autovalores tal que limy_,oo Ay = A < 00.
Tenemos que probar que A es un autovalor. Sean wuj,us, - -- las autofunciones asociadas a los Ag.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ||ug||zr(q) = 1 Vk > 1. La idea de la demostracion
es usar el lema anterior para conseguir una funcién u a la que la sucesién (uy)r>1 converja débilmente

en WO1 P(Q) y que serd nuestra candidata a ser autofuncién asociada a .
Para cada k > 1 tenemos que

/Q|Vuk|P2Vuk Vv = )\k/ﬂ ’Uk’p%ukv Vo € Wol,p(Q)

y, tomando v = wu; como funcién test, concluimos que A, = fQ |Vug|P. En particular, la sucesién
(Vuyg)g es acotada en (LP(€2))™. Por el lema anterior, existen una subsucesion (a la que seguiremos
llamando (uy,);) y una funcién u € W, ?(Q) tales que

up —uwen LP(Q) y Vup — Vu en LP(Q).

Veamos que esta funcién u es una autofuncién asociada a A. En primer lugar, como |lug||zrq) = 1
Vk resulta que [|ul|p) = 1y, en particular, u # 0. Tenemos que mostrar ahora que Vo € C§°(Q),

/ |VulP~2Vu - Vo = /\/ [ulP~2ucp.

Q Q

Se tiene que

/ [[VurP~2Vuy, — |[VulP~2Vu] - V (ug, —u) = )\k/ g P~ 2ug (ug —u) —/ |Vu|P2Vu- (Vug, — Vu).
Q Q Q

Probemos que limy_. [, |ug [P~ 2ug (u, — u) = 0. Sea p’ el conjugado de p, es decir, p’ = 1
Aplicando la desigualdad de Holder obtenemos que

‘/Q g [P~ g (g, — )

—0

_ -1
< /Q funl? ™ ok = ul < [lwelZp g llun = ull o) = lluk = ull o) 0.

Por otro lado, la convergencia débil de los gradientes implica que limy_.o [, |VulP=2Vu - (Vug, —
Vu) = 0, porque la funcién |Vul|P~2Vu € (L (Q))". Luego,

kh’m [[VurlP~2Vuy, — |[VulP~2Vau] - V(up —u) = 0.
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Usando esto junto con el lema 4.1 aplicado con z = Vug e y = Vu, deducimos que la convergencia
de los gradientes es fuerte en LP(2), es decir que Vup — Vu en LP(2) para 1 < p < oo. Luego,
podemos pasar el limite adentro de la integral en la expresion

/Q Vg |P~2Vuy, - Vi = )\k/ﬂ luplP2urp Yk, Yo € C5°(Q)
y obtener que
/Q |Vu|P2Vu - Vo = )\/Q [ulP"2up Yo € C°(Q).

Por densidad resulta que esto vale para toda ¢ € I/VO1 P(Q). Entonces, u es una autofuncién asociada
a Ay, por lo tanto, A es un autovalor. ]

2. El primer autovalor

Nos vamos a dedicar ahora al estudio del primer autovalor. Veremos que vale lo mismo que en
el caso lineal: el primer autovalor es simple y la primera autofuncién no cambia de signo. También
se tiene que 1/4/A1 es la constante 6ptima de la desigualdad de Poincaré. Para los otros autovalores
las cosas se vuelven mds complicadas, hay varios problemas abiertos. Usando técnicas minimax
se puede construir una sucesién 0 < A} < Ao < A3 < --- 7 oo de autovalores. Lo que no se
sabe es si hay otros autovalores aparte de esos, ni que el espectro sea numerable ni discreto (ni
aun cuando el dominio es una bola), ni que los autovalores tengan multiplicidad finita, salvo en el
caso unidimensional en el que se conocen explicitamente todos los autovalores: hay una expresién
para el primer autovalor y los otros se obtienen a partir de él por medio de A\, = kPXq, para
k > 1. En particular, el espectro es discreto y todos los autovalores son simples. Analogamente, las
autofunciones se obtienen a partir de la primera: se extiende a u; por imparidad al intervalo (—1,1)
v luego se la extiende a todo R con la condicién de que tenga periodo 2. Las otras autofunciones
son entonces uy(z) = uj (kx).

En el caso lineal, p = 2, la ecuacion es

{u" +A =0 en(0,1)
u(0) = u(1) = 0.

Los autovalores son \; = k272 y las autofunciones son u(z) = v/2sin(knz). Se cumple entonces
que \; = k2\1, ugp(x) = uy (k) y la primera autofuncién es impar y de perfodo 2.

El autovalor principal o la frecuencia principal se define como

VolP
M= e JalVel
peC (@) Jq lelP

@#0

Usando una sucesién normalizada 1, 2, - - - se obtiene, por el teorema de compacidad de Rellich-
Kondrachov, una funcién u; € Wy () tal que

. fQ |VulP
fQ |u|P
y, luego, por la proposicién 5.1, sabemos que u es una autofuncién asociada a ;.

De la teoria de regularidad se sabe que una autofuncién puede hacerse continua cambidndola
en un un conjunto de medida cero (de hecho tienen mayor regularidad, cf. [11] y [22]) y que si

A1
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es suficientemente regular, u = 0 en 0f2 en sentido cldsico. En particular, podemos asegurar que las
autofunciones son acotadas en {2.

De la teoria de ecuaciones elipticas en derivadas parciales es conocida la siguiente desigualdad,
probada por Trudinger ([23], Teorema 1.1 p.724) en el ano 1967.

TEOREMA 5.3 (Desigualdad de Harnack). Siu es una autofuncion no negativa, entonces existe
una constante C = C(n,p) tal que

IHBéX’u < Cr%l'nu VBy,. C Q.

De esta desigualdad se deduce, como corolario, que si u > 0 es una autofuncién, entonces debe
ser u > 0. Ahora bien, si u; minimiza el cociente de Rayleigh entre todas las funciones no nulas
vE VVO1 P(Q), entonces |uy| también lo minimiza y, por lo tanto, |ui| es una autofuncién asociada a
A1. Por la desigualdad de Harnack, |ui| > 0, o sea que o bien u; > 0 o bien u; < 0. Acabamos de
ver que la primera autofuncién no cambia de signo.

Para probar que el primer autovalor es simple vamos a usar el siguiente lema, cuya demostracién
se puede leer en [17].

LEMA 5.2. Eziste una constante C' = C(p) > 0 tal que Yy, z € R™ se cumple que
. _ a2
Losil<p<2, |2 > |yl +plylP2y- (: —y) + C ol v
. _ —ylP
2. 512 < p<oo, 2P 2 [yl + plyl 2y - (= —y) + 5T

TEOREMA 5.4. El primer autovalor es simple.

DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos dos autofunciones u y v asociadas a A;. Tenemos
que probar que son una un multiplo de la otra. Como las primeras autofunciones no cambian de
. o . . P _ P P_ P . .
signo, podemos suponer que ambas son positivas en . Si o1 = =1y 2 = £ =1 sirvieran como
funciones test, haciendo algunas cuentas se obtendria el resultado. El problema es que no estan
definidas en el borde de (). Las vamos a modificar un poco para que sirvan como funciones test.
Dado € > 0, definamos u. = u+ € y ve = v+ €. De esta manera conseguimos dos funciones positivas
en ) y ahora si estan bien definidas las funciones:

ul — P vP — b

Pr=——F>= ¥ $2= "7
a Pl

Calculemos sus gradientes:

= [ o (2w ()5
Vo = [1 t(p—1) (Z)p] Vo —p Cf:)p_l Vu.

Como u y v son acotadas se tiene que 1 vy @2 € I/VO1 P(Q). Usando la defnicién de autofuncién
tenemos que

Q Q

/ |Vo|P~2Vv - Vg = )\1/ [v[P~2vps.
Q Q
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Sumando estas expresiones obtenemos que

ARENONEIES
= [ o= () | ivur+ [+ (%) ] wup-

ve \ P71 u \P !
— / D (E) \Vue\p_QVue Ve +p <6> ]Vvelp_2Vue - Ve
Q Uu v,

= /(u€ —vP) (|V1og uel? — |V logv,|?) —p/ vP|V log uc P2V log u, - (Vlogve — Vlogue)—
Q Q
—p/ uP|V log ve|P~2V log ve - (Vlogue — Vlogwv,).
Q

Supongamos primero que 1 < p < 2. Aplicando el lema con y = Vlogu, y z = Vloguve, v
después en sentido inverso obtenemos que

V log v — Vlog uc|? _
(]V|10gu ‘:_ ]Vlogvg\‘)%p < (|V1ogve|P — |V log ue|P) —p|V log uc|P~2V log u. - (V log v — V log u,)
€ €

y

V log v — Vlog uc|? _
(!Vllogu \6+ !Vlogve\‘)tp < (|Vlog ucl?—|V log ve[?) —p| V log ve[P"*V log v+ (V log ue —V log v).

Mutiplicando la primera desigualdad por v, la segunda por «? y sumando las nuevas expresiones
llegamos a que

|V log ve — Vlog u|?
(|V log uc| + |V log v|)2—P < (uf —0P)(|Vioguc|P — [Viogve|P)—

— pvP|Vlog u€|p_2V10g ue - (Vlogve — Vlogue)—

C(ug +vg)

— puP|Vlog v|P 2V log v, - (Vlogu, — Vlogwv,),

en casi todo punto de €2. Integrando en ) tenemos que

|V log ve — V log uc|? / u\P! v\ !
< p p <A _ _ (= D _ PY.
O__ijg(ug%‘Ue)(vqoguey+‘vqoglkn2p >~ A1l 0 Ue e (ue Ue)

Tomemos una sucesiéon €, —— 0. Usando el lema de Fatou vemos que
n—oo

|V logve, — Vlog Uen|2

.. |V log v, — Vlogu,, |?
< 1 f p yo n n
o< imin (uen + Uen) (IVlogue, |+ |VIlogue, 2P

Q n—ee (IVlogue,| + [Viogve,[)>~? =00

p—1 p—1
gh'mmfxl/ [( " ) - (”)
n—0o0 Q uEn /UEn

y, por lo tanto,

€n

< C’h’minf/(ufﬂ + )
Q

(u? —P ) =0.

|Vlogv — Vlogul?
Py = 0.
/sf“ ) (W ogul + [V log o] 27

Como el integrando es no negativo, debe ser (u? +vP)|Vlogv — Vlogu|? = 0 en casi todo punto de
Q y, como u y v son positivas, entonces V logv = V logu. Equivalentemente, vVu = uVov en casi
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todo €, es decir, u = av en casi todo () para alguna constante «. Ahora bien, como estas funciones
son continuas, debe ser u = awv en €2, como queriamos ver.

Supongamos ahora que 2 < p < oo. De forma completamente andloga al caso 1 < p < 2 se
prueba que

1 u\Pt v \P1
0 gt [+ DIV log o~ VioguP < [ () - <) (u? — o?)
Q Q Ue Ve

— 211
y, usando el lema de Fatou con la sucesién (e,), resulta que
/Q(up + vP)|Vlogu — Vlogv|P = 0.
Igual que antes se deduce de aqui que u = av en §2. O

PROPOSICION 5.2. Cualquier autofuncion positiva estd asociada a \i.

DEMOSTRACION. Sea v > 0 una autofuncién asociada a A y sea u una autofuncién asociada a
A1. Supongamos que A > A;. Tomando las mismas funciones test que en la demostraciéon anterior
y repitiendo la cuenta llegamos a que

p—1 p—1
LR (o) oo
0 Ue Ve
— [ =) (Viogud? - [Vlogo ) ~ p | o2V log P *Viogu, - (Vlogv, ~ Vioguo)-
Q Q

—p/ uP|V log v P2V log v, - (V logu, — Vlogwve) > 0,
Q

por el lema 5.2 y, luego, para 1 < p < oo,

A [Al (i)p_l - (zi)p_ll (u? — o?) > 0.

Haciendo tender € a 0 obtenemos que (A1 — A) [ u? —vP > 0y, por lo tanto, [, u? < [,vP. Esto
no puede ser porque a u podemos cambiarla por 2u, 3u,4u,--- ya que todas son autofunciones
asociadas a 1. O

Otra demostracion de la simplicidad del primer autovalor puede obtenerse utilizando la identi-
dad de Picone cuya demostracién se encuentra en [3] .

IDENTIDAD DE PICONE. Sean u >0 y v > 0 funciones continuas en §2 y diferenciables en casi
todo punto de €. Sean

p—1

Llw,v) = [Vul? + (p 1)§|vu|p P [VeP Y Vu
Y
R, v) = |Vul — [VoP2v (- ). vy
, )
Entonces,

1. L(u,v) = R(u,v),

2. L(u,v) > 0 en casi todo punto de 2, y
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3. L(u,v) =0 en casi todo punto de § si y sdlo si uw = kv para alguna constante k € R.

Siguiendo la demostracién de M. Cuesta (cf. [10]) probemos que A; es simple. Sean u y v dos
autofunciones positivas asociadas a Ay, y sea € > 0. Por los primeros dos items de la identidad de
Picone,

p
0§/Lu,v+6 da::/Ru,v—l—e d:U:A/up—/ vup—Qvui - V.
[ Lworin= [ Ruosode = [ pr— [ gt )

P

Igual que en la otra demostracién, podemos utilizar la funcién ¢ = W

1 € WyP(Q) como funcién

test en la definicién de autofuncién:
/ \VoP2Vo - Vo dr = /\1/ lv|P2vp da = )\1/ v lo da.
Q Q Q

De esta forma obtenemos que

OS/L(u,v+e)d9&:)\1/u7’(1—
Q Q

Si hacemos tender € a 0 concluimos, utilizando los items 2 y 3 de la identidad de Picone, que u = kv
para alguna constante k£ € R.

Con un argumento similar se prueba que cualquier autofuncién positiva estd asociada a A\1. En
otras palabras, si u es una autofuncién asociada a A > A1, entonces u cambia de signo en §2.

Pl

m)dw.

Queremos probar ahora que A; es aislado. Veamos antes el siguiente lema.

LEMA 5.3. Sea u una autofuncion asociada a A > 1. Sean Q= = {x € Q : u(zx) < 0} y
Ot ={z € Q:u(z) > 0}. Se tiene que

Q71> C(n,p, YTy |97 > C(n,p, YA,
donde g =n/p, sip#n, yq=2, sip=n.

DEMOSTRACION. Sean u™ y u~ las partes positiva y negativa de u respectivamente. Tomando
a u~ como funcién test en la definicién de autofuncién vemos que

/ ]Vu\p:)\/ lulP.
Q- Q-

Supongamos que p < n. Si usamos la desigualdad de Holder con exponente %ﬁp tenemos que

n—p

/ WS(/ |urp*) e,
(5 Q-

donde p* = n’z’p es el conjugado de Sobolev de p. Elevando a la 1/p obtenemos que ||ul|r-) <

|~ Y™ ||| (@-)- Como u™ € Wol’p(ﬂ), por la desigualdad de Poincaré, existe una constante

C = C(n,p) tal que [[u™[[p () < C[Vu™||Lr(n). Como u™ se anula afuera de 7 y coincide con
—u en 7, resulta que [|lul[ -y < CVul[zpo-). Juntando esto con la desigualdad anterior
llegamos a que

IVull oy < AVPIQ71VC V| oo,
de donde deducimos que [Q7| > CA~™/P.



2. EL PRIMER AUTOVALOR 60

Si p > n, la desigualdad de Poincaré dice que [[u™|| () < C(n,p)\mi ?[Vu~ || 1r(q)- Luego,

J1wal = A [l < Al e gl

< NPVl .

o sea que [Q~| > CA"/P,
Finalmente, si p = n y tomamos a > 1, aplicando primero la desigualdad de Hoélder con
exponente « y luego la desigualdad de Poincaré, vemos que

_ _,a-1 _
IV gy = A [ ul? < N [ < ORI [V,

Por lo tanto, [Q~| > CA=1. Si elegimos o = 2, obtenemos la afirmacién del enunciado.
La acotacién de |QF| se obtiene tomando a u™ como funcién test y procediendo de forma
analoga. 0

TEOREMA 5.5. El primer autovalor es aislado, es decir, existe a > A1 tal que A1 es el unico
autovalor en [0, a).

DEMOSTRACION. Si A es un autovalor, entonces A > A;. Luego, basta ver que es aisaldo a
derecha. Supongamos, por el contrario, que existe una sucesién (\;)g>1 de autovalores tal que
Ak > A1y limg oo Ap = A1. Sean wy, autofunciones asociadas a los A con |[ug| rr(o) = 1. Como
Jo IVugP = Ag, tenemos que la sucesién (Vug)y es acotada en LP(€2). Por el lema 5.1 existen una

subsucesion (a la que seguiremos llamando (uy)x) y una funcién u € WO1 P(Q) tales que
up —uen LP(Q) vy  Vu — Vuen LP(Q).

Quedandonos eventualmente con una subsucesién (a la que seguiremos llamando (ug)r) tenemos
que ug — u en casi todo punto de §2. La convergencia débil de los gradientes implica que

IVullin@) < lminf [ Vug| ooy = limint 4/ = A7,

Como |[[ul|r(q) = 1, podemos reescribir esto asf:

Jo [Vul? < A1,
fQ lulp —
y, luego, u es una autofuncién asociada a ;.

Supongamos primero que u es positiva en Q. Como la sucesién (uy) converge a u en casi todo
punto de €2, sabemos, por el teorema de Egorov, que dado € > 0, existe un subconjunto A, C 2
tal que |A¢ < €y tal que (uy) converge uniformemente a u en @ — A.. Para cada k > 1, sea
Q) = {r € Q:u(x) < 0}. Como u es positiva en €2, debe ser |€2,/| < [A| < e. Por otro lado, el
lema anterior nos dice que Q| > C(n,p, QA ? —5—0c C(n,p, QA ? > 0, obteniendo un absurdo.

Siu < 0en €, sellega a una contradiccién trabajando con el conjunto Q+ {z € Q:u(x) > 0}.
O

OBSERVACION. Ya sabiamos que esa funcién u que sale del lema 5.1 iba a ser una autofuncién
asociada a A\ (recordar la cuenta que hicimos para probar que el espectro es cerrado). Pero en este
caso, como la sucesién (A;)x converge a A; y no a otro autovalor, se puede hacer esta cuenta que
es mas sencilla.
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3. Aproximacién variacional del primer autovalor

Como A\ = inf {f? ||Vu1|LI|)P cu € WO1 P(Q),u # O}, si tomamos como Vj, cualquier subespacio de
Q

dimensién finita de W,*(Q2) y definimos

se cumple que Ay < Ay p,. El teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov asegura que existe una
funcién up, € Vj, donde se alcanza el minimo. Si esperamos tener algin resultado de convergencia
de la sucesién Ay j, hacia A1 vamos a tener que imponerles alguna restriccién a los subespacios Vy,.
Lo natural es hacer la hipdtesis de aproximacion (igual que en caso lineal) y, como vamos a trabajar
sélo con el primer autovalor, s6lo pedimos que se cumpla la hipdtesis para uq, la autofuncién positiva
y normalizada asociada a A;. Lo que pedimos entonces es que

Iim inf [jug —vpll1p0 =0.

i inf [ur = vl

TEOREMA 5.6. Existe una constante C' > 0 independiente de h tal que, si h es suficientemente
chico, entonces
A= Apl <C inf lug — vpllipo
v EVY

DEMOSTRACION. Sea vy, € Vj. Sea uy, € V), una funcién no nula que minimiza el cociente de

Rayleigh entre todas las funciones no nulas de Vj. Tenemos entonces que

1
o _ Vel [Vl 190 = Vel + A7

)

lunllr)y — llvnllze@) — [vnllr (@)
pues [|[Vui||rp o) = )\}/ P Acotemos el denominador. Sin > p, vimos en la demostracién del lema 5.3
que dada una funcién w € Wol’p(Q), |wl|Lr@) < |Q|1/”||w|\Lp*(Q). Aplicando esto a w = u; — vy, €
VVO1 P(Q) y usando la desigualdad de Poincaré tenemos que
w1 = val o) < CIQY™Vur — Vgl o) = Cl[Vur — Vgl 1o(q)-

En el caso n < p, la desigualdad de Poincaré nos dice que

lur = vnllzogey < 1QMPllur — vl () < ClIUMY™[Vur — Vgl o) = ClIVur — Voplagoy-
Anélogamente, en el caso p = n, se cumple que |[u1 — val|Lr() < C||Vur — Vgl 1r(q). Como

‘”UhHLP(Q) - 1| = “|Uh||LP(Q) - ||U1||LP(Q)‘ <lur — UhHLP(Q)a
deducimos que para 1 < p < 00,
[onllzr()y = 1 = C1QM™|[Vur — Vopl| 1o (-

1/p\ P
Usando el desarrollo de Taylor alrededor de 0 de la funcién g(x) = (xltA(}z ) podemos acotar A

del siguiente modo, concluyendo la demostracion:

Ao < (\Vul _vvhHLP(Q)"‘/\}/p
1h <

p
<M\ +C||Vu; —V .
1 = Cl|Vuy — Vup| o) ) = At v oo
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.z s . . . 1
En la demostracién del préximo teorema usaremos una propiedad que tiene W, *(£2) por ser un
espacio uniformemente convexo. Recordemos la definicién de estos espacios.

DEFINICION 5.3. Se dice que un espacio de Banach (E,||-||) es uniformemente convezo si dado
0 < e <2, existe § > 0 tal que si x ey son dos elementos de E con ||z| = |ly|| =1 y ||z —y|| > ¢,
se cumple que ||“FY|| < 1 — 4.

Un espacio de Banach puede ser uniformemente convexo en una norma y no serlo en una norma
equivalente. Por ejemplo, R? es uniformemente convexo con la norma ||(z,y)|2 = (|z|? + |y|?)/?
pero no con la norma ||(x,y)||1 = |z|+ |y|- El teorema de Pettis-Milman, cuya demostracién puede
leerse en [4], afirma que un espacio de Banach uniformemente convexo es reflexivo.

Para 1 < p < oo, los espacios LP(2) son uniformemente convexos. Esto se deduce inmediata-
mente de las de51gualdades de Clarkson (cf )E

1
Lailep s [l e < (M) oy

2. 812 <p< oo, |’“+”Hp+ Hu UH < \qu;r”UHp’

donde p’ es el exponente conjugado de p.
De un modo similar se prueba que el espacio de Sobolev WP(Q), donde 1 < p < oo, es

uniformemente convexo (cf. [1]). Al ser VVO1 P(Q) un subespacio cerrado de WHP(Q), hereda la

propiedad de ser uniformemente convexo. Ademsés, VVO1 P(Q) dotado de la norma equivalente ||u|| =
[Vul|p(q) también es uniformemente convexo (cf. [12]).

PROPOSICION 5.3. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach uniformemente convezo. Sea (Ty)n>1
una sucesion de E tal que x, — x y ||z,| — ||z||. Entonces, z,, — .

DEMOSTRACION. Si x = 0, el resultado es trivial. Supongamos entonces que x # 0. Sea A, =
max{[|z,|[, [[z]|} > 0. Se cumple que A, — |[z[|. Si definimos y, = §* ey = Hi—”, tenemos que

) = - fl@n) — /(@) = [(y), donde f € E*, es decir, y, > y. Sabemos que [ly]| = 1,

lynll < 1y ||yn|| — 1. Si consideramos la sucesién normalizada g, =

es evidente que 7, — .

||yn||’
Como ¥ X, ¥ — 4 obtenemos que [|y|| < liminf || #2¥||. Luego,
1=y < hmlnf n +y < lim sup Yn 1Y < lim M —1
2 N—00 2 n—00 2

Entonces HQ"%H — 1y, como E es uniformemente convexo, resulta que ||, —y|| — 0. No es dificil
verificar que eso implica que ||z, — z|| — 0. O

OBSERVACION. Sean (uy)g>1 y u en Wol’p(Q). Si up — u en LP(Q) y Vg — Vu en (LP(Q))",
entonces U — u en WO1 P(Q)). La demostracién es trivial si se usa la siguiente caracterizacién del
espacio dual de Wol’p(Q): dada ¢ € (Wol’p(Q))*, existen fo, f1, -+, fn € LP () tales que

" v 1
= v+ /z Yo e Wy P(0).
|5 > | ()

Las funciones f; no son tdnicas y, cuando 2 es acotado (como en nuestro caso), puede tomarse
fo = 0. La demostracién de este hecho puede leerse en [4]; usa el teorema de Hahn-Banach y el
teorema de representacién de Riesz para LP((Q).
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TEOREMA 5.7. Sea uy la autofuncidn positiva asociada a A1 con ||uillopo = 1. Dado € > 0,
existe un h > 0 tal que para alguna up, € Vy, autofuncion asociada a A1 con |upllopa = 1, se
tiene que |lup, — uilj1po < €.

DEMOSTRACION. Para cada h > 0, sea v, € Vj, una funcién normalizada en LP(€) que minimiza
el cociente de Rayleigh sobre Vj. Como [|vp | zr(q) = 1, [|[Vorl Lr) = A L/p 5 ¥, por el teorema anterior,
concluimos que la sucesién (Vuy) es acotada en LP(2). Por el lema 5.1 existen una subsucesion
y una funcién v € Wol’p(Q) tales que vy, — v en LP(Q) y Vup, % Vo en LP(Q). En particular,
vl pro) = 1.

Por la convergencia débil de los gradientes resulta que

. o el 1
IVl pr(@) < liminf [Voy, || 1) = iminf )\1/5 =\ /P,
h;—0 h;—0

Luego, v es una autofuncién asociada a A pues

A < Jo IVl <AL
fQ’U‘p

Veamos que vj,, — v en WP(€). Siendo el espacio WO’ (©2) uniformemente convexo, la conver-

gencia fuerte vy, — v en LP((2) , la convergencia débil Vuy, % Vo en LP(Q) y la convergencia de

las normas ||vp, [[wi.e) — vllwir) implican la convergencia fuerte vy, — v en WHP(Q). Falta
ver entonces la convergencia de las normas. Como

lvon, 15100y = om0 () + 1V 08, 00y = 1+ IV OR 70 (0
y
[ A (e A e e
tenemos que
o 81y = 10810 | = 1908,y = 1901 0| = Ay = Ma] —> 0.

j—

Ahora bien, como el primer autovalor es simple debe ser v = auy para alguna constante « y,
como v y u; tienen norma 1 en LP(2), resulta que v = u; 0 v = —uy. Si u = w1, existe un elemento
vp, tal que [lvp, —uill1p0 < €. En ese caso definimos uj, = vp,;. Supongamos que v = —u;. Como
vp, — v en WP(Q), existe un elemento vy, tal que |lvp, — vl|l1p0 = [|vn, + w11 p0 < €. Tomando
up = —vp; € Vp, resulta que [[up, —uillipo = | —vp, —wllipo <e O

Fin
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