DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Tesis de Licenciatura

Clasificacion de aplicaciones
recubridoras

Laura Pezzatti

Director: Eduardo Dubuc

Marzo 2009



“sHasta cudndo los pobres jovenes estardn obligados a escuchar o repetir
todo el dia? ;Cudando se les dejard tiempo para meditar sobre ese monton de
conocimientos, para coordinar esa multitud de proposiciones sin
continuacion, de cdlculos sin relacion?... Pero no, se ensena
minuciosamente teorias truncadas y cargadas de reflexiones inutiles,
mientras que se omiten las proposiciones mds simples y mds brillantes del
dlgebra, en lugar de eso, se demuestra con gran coste de cdlculos y con
razonamientos siempre largos y a veces falsos, corolarios cuya demostracion
se hace sola. Por otra parte, ;por qué los examinadores no hacen las
prequntas a los candidatos mds que de manera enredadora?, pareciera que
temieran ser entendidos sobre lo que preguntan. El alumno esta menos
ocupado en instruirse que en aprobar su exdmen”

Evariste Galois
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Introduccion

El objetivo de este trabajo es demostrar el teorema de clasificacion de
aplicaciones recubridoras en el caso de un espacio topologico cualquiera B,
usando el método de descenso de Grothendiek (ver [4]).

Es bien conocido el teorema de clasificacién de revestimientos si B es
localmente arcoconexo y semi localmente simplemente conexo. En este resul-
tado se utiliza el grupoide 71 (B) de Poincaré, cuyos objetos son los puntos
de B, y cuyas flechas son las clases de homotopia de caminos. El teorema
establece una equivalencia entre la categoria de revestimientos de B y la ca-
tegoria de familias de conjuntos munidos de una acciéon de m(B). Bajo esta
equivalencia, los conjuntos de la familia son las fibras del revestimiento.

Para poder generalizar este resultado a contextos més generales se ne-
cesita una definciéon adecuada de aplicacion recubridora, y una construccion
completamente diferente del grupoide m1(B). Esto ha sido desarrollado por
Hernéndez Paricio en [5].

En este trabajo desarrollamos una nueva demostracion de los resultados
de [5] utilizando la teorfa del descenso de Grothendieck y técnicas de colimite
filtrante, segtn los lineamientos presentados en [2].

En este trabajo se considera una definicion de aplicaciones recubridoras
asociadas a un cubrimiento fijo del espacio (ver 2.7 y 2.10) y luego (omitimos
detalles en esta introduccion) tomamos el colimite dirigido por el conjunto
de cubrimientos ordenados por refinamiento. Al tomar el colimite nos queda
la misma categoria de aplicaciones recubridoras definidas en [5].

Esto nos permite hacer una demostracion del teorema de clasificacion mas
clara y conceptual. La llave para esta prueba consiste en la demostracion de
la equivalencia entre los datos que determinan una aplicaciéon recubridora y
los datos sobre una familia de conjuntos que determinan un dato de descenso
del nervio de Cech del cubrimiento (teorema 3.5).

El teorema de clasificacién que se prueba en este trabajo (teorema de
Hernandez Paricio) generaliza el concepto del IT; de Poincaré, es decir, para
el caso en el que el espacio sea localmente arcoconexo y semi localmente
simplemente conexo, probamos en la secciéon 5.2, que el II; que le asignamos
via nuestro teorema de clasificaciéon coincide con el II; de Poincaré.

Si bien la definicion de aplicacién recubridora con la que trabajamos, no
coincide, en principio, en el caso localmente conexo con la definicion usual
de revestimiento (contrariamente a lo afirmado en [5]), se puede probar que
dichas definiciones si coinciden en el caso en que el espacio sea ademas me-
trizable ([3]). En ese mismo trabajo también se prueba que si el espacio es



metrizable y la fibra de la aplicaciéon es finita, también las definiciones coin-
ciden.

Ademés en el altimo capitulo hacemos en detalle el ejemplo del circulo de
Varsovia, que via nuestro teorema de clasificacion se le asigna el I1; esperado,
mientras que el II; de Poincaré es trivial.

Como hemos dicho anteriormente, en la realizacion de este trabajo hemos
encontrado que la afirmacion de [5] que dice que el concepto de aplicacion
recubridora coincide con el de revestimiento en el caso de un espacio local-
mente conexo no estd bien fundamentada, y todo hace presumir que pueden
tenerse revestimientos que no serian aplicaciones recubridoras (ver 5.18).

Surge entonces el interrogante sobre la posibilidad de dar una definicion
de aplicacion recubridora (més general que la de Hernandez Paricio) que si
coincida con la definicién usual de revestimiento en el caso localmente conexo,
y para la cual sea valido también un teorema de clasificacion.

Teniendo en cuenta la observacion 2.6 creemos que una soluciéon a este
problema es posible utilizando la nociéon de hipercubrimiento de Artin-Mazur
(ver [1]), pero ello ya escapa el alcance de este trabajo.



1. Preliminares Categoéricos

1.1. Definiones y propiedades basicas
En esta seccion fijamos notacion y terminologia.

Notacion 1.1. Dada C una categoria (se encuentra la definicion completa
en [6] pag.7) usamos la siguiente notacion,

Obj(C): objetos de C y FI(C): flechas de C.

do y 01 son el dominio y codominio de una flecha, i.e

0o
FI(C) === 0b(C)
01

o: FI(C) x FI(C) — FI(C) la operacion parcial de composicion y se
tiene que f o g estd definida < 01(g) = Oo(f)

y se verifica Oo(f 0 g) = do(g) y O1(f o g) = A(f).
Dados X,Y € Obj(C), [X,Y] = {f € FI(C)/0(f) = X,0,(f) = Y}

C? es la categoria opuesta de C, i.e Obj(C?) = Obj(C) y FI(C?)=
invertir dominio y codominio de FI(C).

Observaciéon 1.2. Dada una categoria C y la notacion anterior, se tiene el
siguiente diagrama:

1 aO

FI(C)XFI(C) —— FI(C) —= Ob(C)

id

donde FI(C)xFI(C) es el pull-back entre Oy y 01, y m1,m las proyecciones.

Observar que esto forma los tres ultimos términos de un conjunto simpli-
cral.

Ejemplos 1.3. (de categorias)
s Ens: Conjuntos y funciones de conjuntos.
s Top: Espacios topoldgicos y funciones continuas.

» Conjunto ordenado: donde [X,Y] = singleton <& X <Y y [X,Y] =10
caso contrario. La reflexividad equivale a tener idx y la transitividad
equivale a la composicion.



» Dado B, un espacio topoldgico, O(B) son los conjuntos abiertos de B
con las inclusiones como flechas.

Notacion 1.4.

1. Si0y(f) =X y 01(f) =Y notamos x-—1-v.

2. S XL>Y, Yy 2> 7 y X 7 son tales que go f = h, decimos
que se tiene el siguiente tridangulo conmutativo:

Definicion 1.5. C' € Ob(C) es un objeto final en C <= VX € Ob(C)
Al fx : X — C. FEscribimos C = 1. Dualmente C" es un objeto inicial en
C <= es un objeto final en CP,i.e VX € Ob(C) If, : C" — X. Escribimos
¢’ =0.

. o f . . . .
Definiciéon 1.6. Sea X ——=Y , decimos que [ es un isomorfismo si existe

Y —L+ X tal que fog=1idy ygof =idx. Notar que g queda univocamente
determinada.

Definicién 1.7. Sean X,Y € Obj(C), decimos que X e Y son isomorfos,
que notamos X ~Y si existe f : X — Y isomorfismo.

Lema 1.8. 1 y 0 son tnicos salvo isomorfismos.

Demostracion. Supongamos que C y D son objetos finales en C entonces
como C es objeto final y D € Ob(C) 3! fp : D — C. Analogamente usando
que D es objeto final 3! fo : C — D. Entonces se tienen fpo fo:C — C
v fco fp : D — D y por axioma de categoria se tiene que existen idg y
idp, por lo tanto (usando nuevamente que C y D son objetos finales) se tiene

fpofe=idcy fecofp=idp=C~D O

Observacion 1.9. La demostracion anterior es la prueba usual de unicidad
salvo isomorfismos de objetos definidos por propiedad universal.

Definicién 1.10. DadasC y D dos categorias, un funtor (covariante) F : C — D
es una asignacidn que le hace corresponder a cada X € Ob(C) un F(X) € Ob(D)
y a cada f € FI(C) un F(f) € FI(D). Ademds respeta la estructura ante-
riormente definida. Mds precisamente, se satisface:
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1. F(idx) = idp(x) para todo X € Ob(C)
2. F(fog)=F(f)oF(g) para todas f,g € FI(C)
3. F(0o(f)) = 0o(F(f)) y F(0:(f)) = Ou(F(f)) para toda f € FI(C)

Observaciéon 1.11. Segin la definicion anterior, se tiene que un funtor que-
da caracterizado por el hecho de llevar tridngulos conmutativos en tridngulos
conmutativos.

Definicion 1.12. Un funtor G : C — D es contravariante si G es un funtor
covariante con G : C — D, o equivalentemente G : C®? — D. (es decir,
invierte el sentido de las flechas)

Ejemplos 1.13.

» 51 C es una categoria de conjuntos con estructura adicional el funtor
que le asigna a cada X € Ob(C) el conjunto subyancente y a cada flecha,
la funcion subyacente, es un ejemplo de funtor C — Ens (llamado

olvido).

Notacion 1.14. Cat es la categoria cuyos objetos son las categorias y sus
flechas son los funtores.

1.2. Construcciones en &ns

En la categoria de conjuntos existen construcciones esenciales como la
union disjunta y el conjunto de gérmenes que usaremos en todo el trabajo.
Dichas construcciones son basicas para entender algunos conceptos categori-
cos, por eso en esta seccion construiremos dichos ejemplos.

= Unién disjunta

Dada una familia de conjuntos {X;}ics, la uniéon disjunta de esta fami-
lia, que notaremos [[,.; X;, es el siguiente conjunto

HXZ' ={(z,i)/1 € I,x € X;}

iel

= Conjunto de gérmenes

Definiciéon 1.15. Sea I' una categoria no vacia. I' se dice filtrante si
y solo si se satisfacen:



1. Dadosi,j € Ob(l") existe k € Ob(I"), a:i — k y B :j— k (existe
un elemento mds lejos)

ia
7
J

k

2. Para todo 1 ZJ existe j—7>k tal que ya = 0 (se hacen
B

iguales mds lejos).

Sea I' una categoria filtrante y sea {X,};cr un diagrama de conjuntos
indexado por I'.

Para ¢ € Ob(T'), llamemos X; = X (i) y dada i —=j, X, = X(«)
(luego se tiene X; K, X;).

Usando la construcciéon anterior, consideramos la uniéon disjunta de esta
familia. Definimos una relacién de equivalencia en esta union.

Dados (z,7) y (v, ), se dicen equivalentes <= "se hacen iguales mas
lejos". En simbolos,

(x,1) ~ (y,j) <= existe ky i tal que X, (z) = Xp(y) en Xi

\Oék
-
J

El conjuto de gérmenes de X = {X,}icr es el cociente
S=][x~

i€l

donde ~ es la relacién de equivalencia definida anteriormente.

Asi, el par (z,7) es un representante del germen ¢ = (x,7). Frecuente-
mente abusaremos notacion y escribiremos § = (z,1).

1.3. Limites y colimites

Definicién 1.16. Sean X y D categorias y p—Lsx funtor (diagrama o
sistema en X indezado por D). Sea X € Ob(X), decimos que FD -2 X



es un cono <= VY D A C el siquiente diagrama es conmutativo:

FD%

Fﬁ(;% "

Definiciéon 1.17. El cono universal se llama el colimite de F y lo notamos
Colim F. El colimite de I es un cono ({A\c}, X) que verifica que para todo

cono ({fc},Y) 3f : X =Y tal que FC29- X es conmutativo, i.e [ es

NG
Y
un morfismo de conos.

Definiciéon 1.18. El limite en una categoria X es el colimite en la categoria
opuesta.

Definiciéon 1.19. Si en la definicion anterior se tiene que la categoria D es
filtrante entonces decimos que es un colimite filtrante.

Ejemplos 1.20.
» [[ definida en la seccion anterior es un colimite (discreto).

» El conjunto de gérmenes construido en la seccion anterior es el colimite
filtrante de T'.

» Si D es una categoria tal que Ob(D) = I con I conjunto y FI(D) son
solamente las identidades, entonces el limite es el producto en X vy el
colimite es el coproducto.

m 5t D= ————__  entonces el limite es el pull-balk.

o
m 51D = __———>® enlonces el colimite es el push-out.

\Ho

Observaciéon 1.21. Los colimites y limites son objetos finales o iniciales en
la categoria de conos. En particular, de existir, son unicos salvo isomorfismos
usando el lema 1.8.
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1.4. Equivalencia de categorias

F
Definiciéon 1.22. Dadas C y D dos categorias y C ~D funtores. Una
G

transformacion natural n, F —1> G es una familia de flechas de D indeza-

da por los objetos de C, nX : FX — GX que verifica para toda X N 7 en
C la conmutatividad del siguiente diagrama:

nX
FX—GX
.
nX
FZ——GZ

n se dice 1somorfismo natural si nX es un isomorfismo en D para cada

X enC.

Definiciéon 1.23. Sean C y D dos categorias. Decimos que (F,G,n1,1m2) €s
una equivalencia st F': C — D y G : D — C son funtores y ny y 12 son iso-
morfismos naturales 1, : GF — ide y 1o : FG — idp. Usualmente haremos
el siguiente abuso de notacion (F,G,n,n2) = (F, Q).

Definicién 1.24. Dos categorias C y D se dicen equivalentes si existe una
equivalencia.

Definicién 1.25. Sea F un funtor, C ——>1D .

F se dice fiel < [X,X'|—5[FX,FX'] es una funcion inyectiva.

F se dice pleno <= [X,X'| —>[FX,FX'] es una funcion suryec-
tiva.

» F se dice plenamente fiel (full and faithfull) < es pleno y fiel, i.e
Vé: FX — FX' 31 X L X tal que F(f) = ¢

F se dice esencialmente suryectivo si < VY € Ob(D) 3X € Ob(C) y
un 1so tal que FX =Y

Proposiciéon 1.26. Sea c—Lt-p funtor. Son equivalentes:

1. F es plenamente fiel y esencialmente suryectivo.

2. 4 G funtor pD-Y-¢ , M1 tal que (F,G,n1,m2) es una equivalencia.
Demostracion. Ver teorema 1, pag 93.[6]. O
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1.5. Categoria Slice

Definicién 1.27. Sea I un conjunto. Definimos la categoria Slice, que nota-
mos Ens/I, de la siguiente manera:

= Obj(Ens/I) = X L7

w Fl(Ens/I) = X X tal que el siguiente diagrama es conmutativo

X~ x
I

Observacién 1.28. Un conjunto I puede pensarse como una categoria cuyos
objetos son los elementos de I y las flechas son sdlo las identidades.

Tiene sentido entonces tomar la categoria Ens’ cuyos objetos serdn los
funtores F' : I — Ens y las flechas las transformaciones naturales.

Ahora para cada i € I se tiene que F(i) = X; con X; conjunto, con lo cudl
tener un funtor F es lo mismo que tener una familia de conjuntos indexadas
por 1 y las transformaciones naturales, serdn familias de funciones.

Con lo cudl Ens’ es la categoria de familias indexadas por I, formalmente:

» Obj(Ens’) = (X,)ier y X; € Obj(Ens).

« Fl(Ens') = { (Xi)ier ——> (V)ier } donde f = { X; "~V }

En particular, dado un conjunto S, se tiene la familia constante S x [ —— |
cuyas fibras son todas iguales a S.
Proposicion 1.29. Ens’ ~ Ens/I

Demostracion. Basta tomar los funtores ¢ : Ens! — Ens/I donde ¢= tomar
union disjunta y ¢ : Ens/I — Ens’ donde p = tomar las fibras.

Se tiene que el par 1, ¢ es una equivalencia y por lo tanto las categorias
Ens' y Ens/I son equivalentes. O

Observacién 1.30. En esta equivalencia, que

x -ty
p\ /p/
I

sea conmutativo, es lo mismo que f respete las fibras.
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Dado que estas categorias son equivalentes, en todo momento a lo largo
de este trabajo tener una flecha X — [ serd lo mismo que tener una familia
de conjuntos (X;);c; indexados por I, via el abuso de notacion avalado por la
proposicion anterior. De la misma manera, tener un diagrama conmutativo

/ P . .
X —> X’ sera lo mismo que tener una flia {f; : X; — X/}t

N Yy
1

Observacion 1.31. Podemos generalizar parte de lo anterior para una ca-
tegoria cualquiera, para esto sea X wuna categoria y sea C € Ob(X). La
categoria slice X /C estd definida por

= Ob(X/C)= X L>C

» FI(X/C)= X X tal que el siguiente diagrama es conmutativo

x L x
Ny
c

Entonces podemos imaginar que los objetos de la categoria son “familias” de
objetos de X “indexadas por C” y las flechas son “familias” de funciones.

1.6. Colimites filtrantes en Cat

Para poder demostrar el teorema de clasificacion necesitamos saber cé6mo
se construyen los colimites filtrantes en la categoria Cat.

Por eso, en esta secciéon, haremos una construccion en detalle, que de-
muestra que existen dichos colimites. Ademéas sabremos explicitamente como
construirlo, fundamental para el desarrollo de este trabajo.

Proposicion 1.32. (Construccion de colimites filtrantes en Cat).
Sea T —X~Cat un funtor, con I' filtrante. Entonces existe C'olimX en

—iel
Cat.

Demostracion. Esta demostracion es constructiva, es decir probaremos la
existencia diciendo que es Colim X.

—iel
Fijamos la siguiente notacion: X; = X (i) y X, = X(«), y sea (X, {7; }ier),

X; — > X , el cono colimite en Cat. Entonces:
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¢ OBj(X) = [Tier OBI(X.)/ ~= {(2,)/& € Ob(X),i € Ob(T)}/ ~
donde (z,i) ~ (y,j) < 3
~a en I tal que X, (x) = X3(y).

8 _k
i

i

o FUX) = [Lip FIX)) ) ~= {(z—L>y i) /i € Obj(D), f € FUX)}/ ~
donde (f,i) ~ (g,j) < 3
Z\QA en I' tal que X, (f) = Xs(9).

s _k
i

Notar que estd bien pensar a las flechas s6lo como flechas en una misma
categoria X;: ya que I es filtrante, dados dos elementos en diferentes catego-
rias, se tienen objetos equivalentes a los dados, en una misma categoria mas
lejos.

= Veamos que X es una categoria:
e La composicion parcial de flechas se hace en cada X;
e id: Obj(X) — FI(X) se define como id((x,1)) = (idy,1).
e 0y, 01 : FI(X) — Obj(X) se definen por:

oo((z—L>y i) =(w,0) y

f . -
h((x——Y i) = (y,1).
e Los axiomas esperados se satisfacen pues se satisfacen en cada X;.

. X € Cat.

» Veamos que (X, {7;}icr), donde 7; : X; — X es la clase de la inclusion
en la i-ésima coordenada, es un cono:

Hay que ver que Vi — k el siguiente diagrama es conmutativo:
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e (en los objetos)
Sea z € Obj(Xy) = 7i(z) = (2,1) ¥ 7(Xa(®)) = 7a(k, Xa(2)) =
(Xa(2), k).
Ademas (z,i) = (X.(z), k), pues 3
d\a i en I tal que X, (2) = X;q(Xa(2)), ya que X;4(Xo(2)) =
) 7
id(Xa(2)) = Xao(x).
e (en las flechas)

Sea f € FI(X;) = 7(f) = (f,1) v m(Xa(f)) = (Xalf), k) =
(Xa(f), k).
Ademas (f,i) = (Xa(f), k), pues 3

o en I' tal que X, (f) = Xia(Xo(f), va que X;g(Xo(f) =

id  k
r

Zd(Xa(f) = on(f)

l

l

» Veamos que ({7;}ier, X') es un cono universal:

Sea ({&}ier,Y) un cono, hay que ver que J'F @ X — Y tal que

Ti .
X, ——= X es conmutativo.

BN

y

Para que el diagrama anterior sea conmutativo se tienen que verificar:

F(ri(z)) =&(x)Vi e T (1)

F(ri(f)) =&(f)VieT (2)
Con lo cual la Gnica posibilidad de definir F es del siguiente modo:

e (en los objetos)
F((z,i)) = &(x) para que se verifique (1)

e (en las flechas)

F((f,4)) = &(f) para que se verifique (2)

Veamos que F esta bien definida (y luego existe y es unica):
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e (en los objetos)

Hay que ver que si (z,7) = (y, j) entonces &;(z) = &;(y)

(z,1) = (y,5) = 3

i o enl tal que
"

i~

Xa() = Xs(y) (3)

Usando que ({£;},Y) es un cono y la existencia de o'y 3, se tienen
los dos siguientes diagramas conmutativos:

X, Xjﬂ
X, Z&y e /’y
¢ 3

(4) (5)

Tenemos entonces las siguientes tres igualdades:
o &(x) = &(Xa(x), usando (4)
o &(Xa(z)) = &(X5(y)), usando (3)
o &,(Xpa(y)) = &(xk), usando (5).
Pegando las tres igualdades se obtiene &;(x) = &;(y)

e (en las flechas)
Es totalmente analoga.

.. F esta bien definida y entonces ({7;}ier, X) = Colim(X)

7iel

Observacion 1.33. Notar que
» Obj(X) = Colim(0Obj(X;))
—iel

= FUX): [(z,), (y,5)] = Qg{é@([Xa(x)aXﬂ(y)]) con
\a y [Xalx), Xs(2)] se mira en X.

g _k
i

Notar que los pares (a, 3) forman un conjunto ordenado filtrante.
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2. Revestimientos y aplicaciones recubridoras

2.1. Observaciones y definiciones

Notacion 2.1. Sea B un espacio topoldgico y sea U un abierto de B. Dados
X un espacio topoldgico y p : X — B una funcion continua, notaremos X |y
al pullback del diagrama

X

lp

U—B

Notar que por construccion del pull-back en Top se tiene que X |y C X,
X |o=p~H(U).
u=>p

Definicion 2.2. Sean p : X — B continua y U = (U;)ier un cubrimiento
por abiertos de B. Decimos que U trivializa a X si existen S = (S;)ier una
familia de conjuntos (que consideramos con la topologia discreta) y {0;}icr
familia de homeomorfismos tal que para todo i se tiene el siguiente diagrama:

X ’Uz<—>X

S; x U; p P

_ e P
Diremos que S;,0; es una trivializacion de X —= B .

Observacién 2.3.

= Dada p : X — B continua, st existe U que trivializa a X, entonces
p : X — B es un revestimiento (ver def. de espacio recubridor en
[7], pdg. 382). En efecto, dado b € B, existe i € I tal que b € Uj;
con lo cual basta tomar como entorno parejamente cubierto a U;, ya
que X |y~ S; xU; y S; x U; = HSZ- U; (porque S; tiene la topologia
discreta) y p : {x} x U; — U; es claramente un homeomorfismo.

= Reciprocamente, dado p : X — B un revestimiento, tomando U =
(Up)pe donde Uy es algin entorno abierto de b parejamente cubierto
porp y Sp=Ey (fibra de b, que es un conjunto discreto); se tiene que U
trivializa a X.

oo p X — B continua es revestimiento < existe U cubrimiento por
abiertos de B que trivializa a X
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Para el caso general en el que el espacio B no es localmente conexo esta
definiciéon de revestimiento no es la adecuada. En particular, no se puede
obtener la clasificacion de revestimientos por el grupo fundamental.

Para poder hacer la clasificacion en el caso general tenemos que encontrar
una correcta definiciéon de revestimiento.

Para no confundir la definicion usual con la de nuestro trabajo, a esta
nueva definicion la llamaremos aplicacion recubridora. Las aplicaciones recu-
bridoras seran revestimientos que satisfacen una condicién adicional.

Observacion 2.4. Sea U = (U;);e; cubrimiento por abiertos de B que tri-
vializa a X y supongamos que U; N U; # 0. Entonces tenemos el siguiente
diagrama (usando la ezistencia de los homeomorfismos 0; y 0;):
Oji
Si x (Ui Uj) 55— X lvinw; — = 55 x (Ui N Uj)

i
J
4 T

UiNU;

Tenemos que oj; = 9;1 06, : S; x (U;nU;) — S; x (U;NUj) y para
cada x € U; NU; fijo tenemos oj;(—,x) : S; — S; x (U; NUj). Proyectando
sobre S; tenemos una funcion de conjuntos ws,(0ji(—,r)) : S; — S; para
cada x € U; N U;.

Veamos que si U; N U; es conexo estas funciones de conjuntos que en
principio dependen de z son siempre las mismas cualquiera sea x € U; N Uj.

Lema 2.5. (caracterizacion de espacios conezos)

Sean S, y Sy conjuntos con la topologia discreta. Sea T un espacio topo-
logico y [ S1 xT — Sy x T continua tal que se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

S XTLSQ x T
N
T

Si T es conexo, entonces f, = f,, Yo,y € T, donde f, = m(f(—,x)) :
S1 — Sy (ver observacion 1.28). Reciprocamente, si f, = f,, Vx,y € T,
para toda eleccion de Sy, So y f en las condiciones anteriores, entonces T es
conezo.

Demostracion.
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(=) Supongamos que no. Entonces 3f : S; xT — S, x T continua, s € S}
y x,y € T tales que f,(s) # fy(s).

Supongamos que f,(s) = sy. Por lo anterior, se tiene que f~'({sa} x T) N
{s} xT C{s} xT,yaque (s,y) & [~1({so} x T).

Consideramos U = mo(f 1 ({s2} x T)N{s} x T'). Veamos que U es abierto
y cerrado.

» Como {s3} x T" C Sy x T es abierto (S tiene la topologia discreta)
y f es continua, la preimagen f~'({s2} x T) es un abierto. Ademés
{s} x T C S; x T es abierto. Luego, como interseccion de dos abiertos
es un abierto, se concluye que U es abierto.

» Como {s9} XT C SyxT es cerrado (S, tiene la topologia discreta) y f es
continua, la preimagen f~!({sy} X T) es un cerrado y en consecuencia
{s} x T'C Sy x T es cerrado. Luego, como interseccion de cerrados es
un cerrado, se concluye que U es cerrado.

Como T conexo, esto es un absurdo.

(<) Supongamos que no, entonces existen abiertos no vacios U y V tales
que T=UUV yUUV #0.Sea f: {1} x T — {1,2} x T definida por:

(L,z) z€U
f(l’@:{ (2,2) zeV

f es continua y verifica la conmutatividad del diagrama anterior, 7 = 7o f
y dados x € U y y € V se tiene que
fo=m(f(=2)) =m(lz) =1#2=f,=m(f(—y)) =m(2,y). Absur-
do, pues por hipétesis, f, = f,Vo,y € T.
O

Observacion 2.6. Si U; N U; es conexo entonces por lo anterior se tiene
que s, (0ij(—, ) = s, (045(—,y)) para todo x,y € U; N Uj.

St B es localmente conexo, se puede tomar un cubrimiento por abiertos
conexos, pero no necesariamente U; N U; serd conezo.

St bien no podemos garantizar que la interseccion sea conexa, las funcio-
nes mg,(0y(—,x)) serdn iguales para todo x € W, donde W es un abierto
conerxo contenido en la interseccion.

En conclusion st el espacio B es localmente conexo, se puede obtener un
cubrimiento de la interseccion tal que en cada abierto del cubrimiento las
funciones s, (0:j(—, x)) coinciden para todo x.
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Como esta igualdad de funciones se tiene para el caso en el que U; N U;
sea conexo y se verifica localmente en el caso en el que U sea un cubrimiento
por abiertos conexos es de esperar que sea necesario pedir esta condicién
adicional para el caso general. Tenemos entonces la siguiente definicion.

Definiciéon 2.7. Sea p : X — B continua. Diremos que p es una aplicacion
recubridora si existe U que trivializa a X y ademas, si oj; son como en la
definicion de trivializacion, se verifica 7g,(0ji(—,x)) = ms,(0j(—,y)) para
todo x,y € U; N U;.

Al pedir esta condicion adicional, esta claro que no seran equivalentes en
un contexto general las definiciones de revestimiento y aplicacion recubridora.

Si bien estas definiciones no son equivalentes en general, veremos que si
lo son en dos casos fundamentales: espacios topologicos localmente conexos
y metrizables o en espacios topologicos localmente conexos y tal que la fibra
de la aplicacion es finita. En [5] se afirma que ambas definiciones son equi-
valentes en el caso localmente conexo general, pero esta afirmacién no esta
correctamente fudamentada (ver observacion 5.18).

Lema 2.8. Sean p : X — B una aplicacion recubridora y oj; como en la defi-
nicion. Sean i, j tal que U;NU; # 0 entonces g, (05:(—, x)) = 7, (05i(—,y)),
para todo x,y € U;NU; & 05 = Ay X idy,ny;, con A = S; — S; una fun-
cion de conjuntos biyectiva. Notar que U; N U; # O implican que X\;; queda
univocamente determinada por oj;.

Demostracion.

(=) Tenemos que 7g,(0i(—, z)) = 7s,(05i(—,y)), V 2,y € U N Uj (esta
condicién lo que nos dice es que cada rebanada va a parar a otra rebanada
a traves de f, dependiendo solo de la rebanada inicial, i.e no puede ir una
rebanada a dos rebanadas diferentes). Entonces claramente se tiene que o;; =
Aji X g. Veamos que g = id |y,ny,. Para esto analizamos el siguiente diagrama:

m
Si x (Ui NUy) 35— X viny; — = 55 x (Ui N Uj)

\ i J
p
el 5

UiNU;

= De la conmutatividad del lado izquierdo sale que

pobi(s,z) ==x. (6)
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= De la conmutatividad del lado derecho sale que

mj 0051 (t) = p(t) (7)

Luego:

g(x) =mj00,(s,x) =m0 (0]._1 00;)(s,x) = (m; 0 Hj_l) 00;(s,x)pob;(s,x)
(usando (6)) y po6;(s,z)) = x (usando (7)).

Resta ver que cada \j; es biyectiva, pero esto sale usando que 0j; = «91-09]-_1
y 6; es un homeo.

(<) Si 05 = Nji X idy,nu,, entonces 0;(—,x) = Aji(—) X z, y luego,
ms;(0ji(—, ) = Xji(—) no depende de x, con lo cual es constante en U; N
U;. O

Observacion 2.9. Sean p : X — B una aplicacion recubridora, oi; y \j;
como en el lema. Entonces,

L] )\“ == stl
Demostracion.
)\ii X ZdUZ =0 = 02 o 91_1 = idSiXUi = )\“ = stz ]

» SiU;NU;NU, # 0 entonces \ji, 0 \g; = \ji (condicion de cociclo) .

Demostracion.

(Ajk © Ai) X idy,nu; = Ak X idy,au; © Ak X idy,nu, = Ojk © Op =
(6j06];1>0<6k00;1) = 9]‘0(6];108]6)09;1 = 9j06;1 = 0j; = AjiXidUiﬂUj =
)‘jk e} )\lm = >\ji O

2.2. Categoria de aplicaciones recubridoras trivializa-
das por U

Definicion 2.10. Sea B un espacio topoldgico y U = (U;)ier un cubrimiento
por abiertos de B. Definimos la categoria de aplicaciones recubridoras trivia-
lizadas por U, que notamos Ry, de la siguiente manera.

= Obj Ry = (X,S — I,{6;}ic1) (con el abuso de notacion X = X ——~ B ),

y Si, 0; una trivializacion de X ——~ B .
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s Fl Ry = funciones compatibles, i.e dados

(X,S - [7 {6}161) Y (X,7T - [7 {77}161) € Obj RZ/{; un morﬁsmo €s
una funcion f sobre B

x—tox
N A
B

tal que n[lofoﬁi S x Uy — T; x U; es de la forma ~; X idy,,
donde ~y; : S; — T; es una funcion de conjuntos. Observar que ; estd
univocamente determinada por f.

Observaciéon 2.11. En el caso en el que U sea un cubrimiento por abiertos
conexos, la condicion se satisface automdticamente. Entonces, en este caso,
toda f continua sobre B es un morfismo. Esto da la definicion usual de
morfismo de revestimientos (ver [7], pdg. 540).

St B es localmente conexo, basta considerar cubrimientos por abiertos
conexos y entonces estaremos en la situacion anterior.
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3. Datos de descenso de Grothendiek

3.1. Teorema de descenso

La teoria del descenso de Grothendiek [4] surge al querer generalizar si-
tuaciones en dénde los objetos geométricos pueden ser "pegados".

El resultados bésico (que luego se generaliza a un topos cualquiera), es
el teorema que se enuncia a continuacién, que se puede encontrar enunciado
(sin demostracion) en pag. 145 de [4].

Como este resultado es fundamental para la prueba de un teorema esencial
en este trabajo, haremos la demostracion en detalle.

Definicion 3.1. Sea B un espacio topoldgico y U = (U;)ier un cubrimiento
por abiertos de B. Se define el nervio de Cech de U, que notamos N =
(Ne)keno (Y en el caso de que sea necesario N'(U)) de la siguiente manera:

Nie = {(ioy -y i) /Uiy N ... N U;, # 0}, (Notar que Ny =1 y que N, C IF+1),

Definicién 3.2. Sean (Z;);c; una familia de espacios topoldgicos, B un es-
pacio topologico, U = (U;)ier cubrimiento por abiertos de B y p; : Z; —
U; funciones continuas y suryectivas. Un dato de descenso es una familia
{oji}ujyen de funciones continuas que cumplen

Oji

Zi UiﬁUj ZJ

UinU; (8)

Y que verifican:
1. O — ZdZL
2. Oj; = Ojk O Ok; V(i,j,k)eNz

Con esta definicién ya se empieza a vislumbrar que existe una fuerte
relacion entre la categoria de aplicaciones recubridoras definidas en la seccion
anterior y los datos de descenso de Grothendieck.

Teorema 3.3. (Teorema de descenso)

Dado un dato de descenso (segin la definicion 3.2), 3 X—2-B, X
espacio topoldgico, p continua y {0;}ier, 0; : Z; — X |y, homeos que verifican
0j; = 6;1 o00; y tal que se tiene la siguiente familia diagramas conmutativos:
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(9)

Mas ain, el par (X,0) es dnico salvo isomorfismos, i.e dado un par
(X', 0") que satisface lo anterior se tiene que existe un homeomorfismo sobre B

XLX/

NS
B

que satisface ¥ = 6} o 9[1 X ui— X o,

Demostracion.

La unicidad resulta clara definiendo ¢ : X — X’ sobre el cubrimiento
abierto X |y,<— X como ¢ = 0} 0 §;!. Asi se obtiene que X |y~ X' |y, para
todo 7 € I y ademds usando que 0;; = Hj_l 00; = 9;-_1 o 0. sale que se “pegan
bien” en la interseccion X v, NX v,

UiﬂUj: X
Veamos la existencia. Lo haremos en 2 pasos:

s Paso 1: Construccion del X

Sea Z = [[Z; = {(x,i)/x € Z;} con la topologia final respecto de la
familia {Z; — Z}ier.

La relacién de equivalencia que queremos definir esté ilustrada en la
siguiente figura donde x se identifica con y:
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Formalmente, definimos en 7 la siguiente relacion: (z,i) ~ (y,j) <
aji(z) = y.

Notar que si 0j;(z) = y = p;(0ji(z)) = p;(y) y usando la nocion de
compatibilidad dada en (8) se tiene que p;(cj;(z)) = p;(z). Uniendo
ambas igualdades se obtiene que 0;;(x) =y = p;(z) = p;(y). Tenerlo
en mente pues se usa en toda la demostracion.

Veamos que ~ es de equivalencia:

1. (Reflexividad) o;;(x) = x (definicién de dato de descenso).

2. (Simetria) Supongamos que (x,i) ~ (y,j) y queremos ver que
(y,j) ~ (z,7). Hay que ver que o0;;(y) = x.
Por hipétesis vale que oj;(z) = y y por definicién de dato de
descenso vale que 0;;00;; = 0y, pues (i,j) € Ny (= (i,7,7) € Na).
Usando ademés que o;; = id, nos queda o;;(0j;(z)) = x. Luego,
0ij(y) = x, que es lo que queriamos.

3. (Transitividad) Supongamos que (z,7) ~ (y,7) v (y,7) ~ (2, k).
Queremos ver que (z,i) ~ (2, k).
Como vimos antes, se tiene que p;(xz) = p;(y) = pr(z). Esto im-
plica que (7,7, k) € Na.
(i,7,k) € No implica por la definicion de dato de descenso que
se verifica oy;(z) = oy 0 0ji(x) = ok;(y) = 2z (usando las dos
hipotesis).

". ~ es una relacion de equivalencia.

Tomamos X = Z/ ~ con la topologia cociente. Notar que IIp; pasa al
cociente, pues, como ya observamos, si (i,2) ~ (J,y) = pi(x) = p;(y).
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Entonces usando la propiedad del cociente se tiene que dlp : X — B
tal que el siguiente diagrama conmuta:

7——X

/
/
pr » 3Ap

B

(10)

» Paso 2: existencia de 0.s

Por lo anterior se tiene el siguiente pull-back de espacios topologicos:

Dado Z;, se tiene el siguiente diagrama (Vi € I):
pi\\ X v, X
N p J/p

N\
B

Ui(—>

donde i : Z; — Z es la inclusion, es decir i(z;) = (z;,1) y m: Z — X es
la proyeccion al cociente. Usando el diagrama (10) tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:
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7
Z€ X
i
dlp

N

Por lo tanto, pom o4 =140 p; con lo cual por la propiedad universal del
pull-back se tiene que existe una tnica 6; : Z; — X |y, tal que valen las
conmutatividades:

Z;

RE T
N

\\pi } |Ui(—> X

ek

De la conmutatividad de la izquierda se obtiene el diagrama (9) que
queriamos.

De la conmutatividad de la derecha podemos interpretar {6; }ic;:
0;(z;) = moi(z) (mirado en X) con z; € Z;, 6;(z;) = 7(z;,1) = clase de
(z:,1) en X = Z/ ~ es decir que los morfismos 6;, mirando su imagen
en X, no son otra cosa que tomar clase.

Resta ver que los #; son homeos:

e 0, es abierta:

o i:Z; — Z es abierta pues Z; es abierto en la unién disjunta.

o m:Z — X es abierta:
Sea V' C Z abierto. Quiero ver que (V') C X es abierto. Co-
mo X tiene la topologia cociente se tiene que 7(V') es abierto
& 7Y (w(V)) es abiertoy n 1 (n(V)) = {z € Z/n(z) =vyv €
V} = U Uj O'ji(v U Z,) = U Uj ai;l(V U Zz) Como Oi; €8
continua y V' U Z; es abierto, usando la igualdad anterior se
tiene que w(V') es abierto.

Sea V C Z; abierto. Usando la conmutatividad de la derecha del
diagrama anterior se tiene que i'0f; = moi donde i’ : X |y,— X es
la inclusion. Entonces 6;(V) es abierto < (moi(V))UU; es abierto.
Como 7 y i son abiertas, se tiene que 7 o i(V') es abierto. Como
ademas U; es abierto, usando que la intersecciéon de dos abiertos
es abierto, se tiene lo deseado.
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e 0; es inyectiva:
Sean x,y € Z; tales que 6;(x) = 0;(y). Entonces, i(0;(x)) = i(6;(y))
y usando la conmutatividad de la derecha del diagrama anterior,
se tiene que 7(i(x)) = 7(i(y)) = 7(z,i) = 7(y, ).
Mirando la relacion de equivalencia se tiene que 7(z, i) = 7(y, i) <
x=ou(x) =y.

e 0, es suryectiva:

Sea (j,z;) € X |v,. Queremos ver que (7, z;) = 0;(x;) = (i, ;).

p((4,z;)) = pj(z;) € U; pues (j,z;) € X |y,. Ademas, como p; :
Z; — Uj, se tiene que pj(z;) € U;.
Entonces p;(z;) € UyNU; = z; € Z;
lo cuél se tiene lo querido.

U;NU; - Sea T; = Gji(dfj), con

Veamos que oj; = 0! o 6;:

0" 06;(z) = 6;'(2,1) = tomar un representante en Z; de la clase de
((7,2;)) (que existe pues ya probamos que son homeos).

Ahora 0;'((i,2))) = 2z < pi(z:) = pi(2) v 0ji(z) = z; con lo cual
hemos probado que 6" 0 6;(z;) = 0ji(z).

Como este razonamiento vale para todo z; € Z;, se tiene lo que queria-

mos.

]

3.2. Categoria de datos de descenso

Definicién 3.4. Sea B un espacio topoldgico y U un cubrimiento por abiertos
de B, N el nervio de Cech de ese cubrimiento. Definimos la categoria de datos
de descenso (en Ens), que notaremos Sy como la categoria tal que:

n Obj(Su) = (S — I,{\ji}(jiyen), donde \j; - S; — S; y se verifica:

o\ = idsi
[ /\ji - )‘jk e} )\k:z V(], k, Z) € NQ

Decimos que las funciones {\;;}(yen, forman un dato de descenso en
la familiad de conjuntos (S;)ier-

» Fl(Sy)= morfismos compatibles, i.e dados

(S = LA{Nitgaen) y (T — LAnji}gaens), un morfismo en Sy es
una funcion sobre 1
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¢

A4

I

T, {827 e (12)

S

tal que para todo (i,j) € Ni se tiene que el siguiente diagrama es
conmutativo:

Aji

S, S, (13)

:
T

~
b

®i

ST
T, Mji

~
<

3.3. Aplicaciones recubridoras y datos de descenso

Para terminar con esta seccion probaremos que efectivamente las catego-
rias Ry v Sy, como se iba intuyendo a lo largo de esta seccién, son categorias
equivalentes.

Esta equivalencia nos dice que para el caso de un cubrimiento U fijo
podemos olvidar la parte topologica (aplicaciones recubridoras) y quedarnos
solo con la parte combinatoria (el dato de descenso respecto al nervio), que
ya contiene toda la informacién necesaria.

En efecto, dado un dato de descenso como arriba, queda determinado
un dato de descenso en espacios topologicos Z; = S; x U;, y el espacio X del
teorema 3.3 resulta una aplicacion recubridora que demuestra la equivalencia.

En esta secciéon probamos esto en detalle.
Teorema 3.5. Ry ~ Sy
Demostracion. Sea d* : Ry — Sy definida de la siguiente manera:

= (en los objetos)

d*(X, S — I, {QZ}ZGI) = (S — ], {Aji}(j,i)ej\fl) donde Uji = 9]_1007 y por
2.8 se tiene 0j; = \j; X id. Entonces la familia \;; es la que se obtiene
por el lema 2.8.

La familia {\;;}(ien, es efectivamente un dato de descenso en Ens
pues se verifica:
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[ ] )\uzﬁfloezzzdsl
® N\ o\ = (Qj_loﬁk)o(é’k_lo@) = Hj_lo(@koﬁk_l)o@- = 9;1091- = \j;

= (en las flechas)

Dada f € Fl(Ry) se tiene por las condiciones de morfismos compatibles
(12) y (13) que existen ~; : S; — T; funciones de conjuntos. Definimos
d*(f) =, donde ~; : S; — T; es la que existe por lo anterior. (Recordar
que tener una 7y : S — T es tener una familia v; : S; — Tj).

Veamos la buena definicion de d* en las flechas. Para esto hay que ver
que se tienen los dos siguientes diagramas conmutativos:

S

\j > |, b

Lo tnico que dice el primer diagrama es que v; : S; — T;, lo cudl se
verifica por definicién de ~.

Veamos que se verifica la conmutatividad en el segundo diagrama:

Se tiene el siguiente diagrama conmutativo para (j,7) € N7,

/\ji XidUiﬁU-

]Sj X (Ul N U])

vixidy,;nu; v Xidy;nu;

Bjixidy,;nu,

T‘i X (UZQUJ)

Ty x (UsnUj)

Mirando solamente la parte conjuntista se tiene el siguiente diagrama

conmutativo:

S, o

S
\L’Yj
Bji

gy

~
<

Vi

s
<

que es lo que queriamos.

Con lo cudl d* esta bien definida y es claro que es un funtor covariante.

Queremos ver ahora que tenemos una equivalencia entre R;; v Sy. Para
esto, usando la proposiciéon 1.26 nos basta ver que:
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= d" es plenamente fiel:
Queremos ver que para toda ¢ : d*(X,S — I,{0;}ic;) — &*(Y,T —
Iv {ni}iGI)a E”f : (Xv S — Iv {91}161) - (Y>T - I, {ni}iel) tal que
d*(f) = ¢.
Si¢:S — T se tiene usando (12) ¢; : S; — T;.
Ahora necesariamente por las condiciones de compatibilidad dadas en
2.10 para f € FI(Ry), se tiene que g; =n; ' o fol; : S; x Uy — T; x U;
tiene que ser de la forma g; = ¢; X idy,. Ademaés se tiene el siguiente
esquema

0, gi i

U;

con lo cual componiendo las funciones tenemos f; : X |[pg,— Y
donde f; = ;0 g;of;'. Tomamos f: X — Y tal que f | x|y, = fi-

Us;»s

La funcion f esta bien definida pues las condiciones de datos de des-
censo nos garantizan que se pegan bien en la interseccién.

Resta ver que la funcién f es inica. Supongamos que existe h € FI(Ry)
tal que d*(h) = ¢. Por las condiciones de morfismos compatibles dadas
en 2.10, se tiene que n; Lo ho#; = ¢; x idy,. Luego, h = n; 0 (¢; X idy, ) o
0;' =f.

» d* es esencialmente suryectivo, i.e quiero ver que VY € Obj(Sy)3X €
Obj(Ry) tal que d*(X) =~ Y
Dado Y = (S — [, {Aji}(j,i)e./\ﬂ) € Obj(S[/{)

Sean Zz = Sz X Ui, VT Sz X Uz — Ul y oy Sz X Ul — Sj X Uj definidas
como 0j; = Aj; X idy,nu, cada vez que (i,5) € Ni.

Veamos que estamos en las hipotesis del teorema 3.3:

e 7, son espacios topologicos y p; : Z; — U, funciones continuas y
suryectivas.
e 0j;: Z; — Z; cada vez que (i,j) € Np y verifican:
o 0y = N X idy, = idg, X idy, = idg,«xy, (usamos que los \j;’s
son datos de descenso en Ens).
0 0jk00k = Njk X idy,nu, © ki X idy,nu;, = (Ajr 0 Ari) X (idy;nu, ©
idy,nu,) = Aji X idy,nu, = 0j; (usando nuevamente que Aj;'s
son datos de descenso en Ens)
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Hay que ver que el siguiente diagrama es conmutativo:

Tji
UiI"IUj Z]

UiNU;

Z;

UiﬂUj

Usando las definiciones anteriores se tiene que:
o pi(zi) = ¢(si,ui) = us,
o pi(ji(z) = pi(0ji(si, ui)) = pi(Njilsi), id(ui)) = pj(Nji(si), wi) =
;.
Con lo cudl se verifica la compatibilidad deseada.

.. Aplicando el teorema 3.3, existe un tnico par (X, {6;};cr), con
X espacio topologico y 6; homeos, tal que se tiene la siguiente
familia diagramas conmutativos:

0;

S,L'XU,L' X

N,

Ademaés, por el teorema 3.3, también se verifica que \j; = 6;1 00;.
X =(X,S — I,{0;}icr) es el objeto que buscamos.

U;

O
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4. Aplicaciones recubridoras y acciones de gru-
poides

4.1. Categoria de acciones de un grupoide

o
Definicién 4.1. Sea GI] un grupoide, i.e una categoria G donde to-
das las flechas son isomorfismos (ver 1.1), (I es el conjunto de objetos del
grupoide y G el conjunto de flechas). Denotaremos e, a la identidad en el
objeto .

Definicién 4.2. Sea G un grupoide, una accion (a izquierda) de G es:
» una familia w : S — I donde I = Obj(G), notamos S, = w™'(x).
» una funcion parcial o : FI(G) x S — S. Denotamos o(g,s) = g.s para

cada g € Glz,y|; s € S, y g.s € 9.

Para resumir la informacion a esto lo notaremos de la siguiente forma:
o.: Glz,y] x Sy — S,. Si g € Glx,y] entonces o4 : Sy — Sy, 04(x) =
g.x. Esta funcion ademds satisface:

1. 0., =1idg,. Con la notacion anterior e.s = s Vs € S,.

2. Si f € Glz,y]l y g € Gly, 2| entonces go f € Glx, z] y se verifica
O'g O O'f = O'gof.

Con la notacion anterior, (go f).s = g.(f.s) Vs € S,.

También se dice que G actua en la familia S — I o que S es un G-
conjunto.

Definiciéon 4.3. Categoria de acciones de un grupoide
Sea G un grupoide y sea I = Obj(G). Definimos la categoria de acciones
en G, que notaremos BG como:
Obj(BG) = (S — I,{ot}recp,)) donde o es una accion de G en S.
FI(BG) = morfismos compatibles, i.e dados

(S——1I {0s}reciiy) ¥y (T —1 ,{&s}recriy)), un morfismo entre am-
bos objetos es
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S T
1
(14)
Es decir, 1 = {1; }ier con SZLTz (ver 1.29).
tal que
Sii> J (15)

T T,

<

conmuta, es decir para todo s € S; y z‘—f>j se satisface V;(f.s) = fabi(s).

Observacién 4.4. Notar que con la definicion dada en 4.2 es claro que BG =~
EnsY donde Ens® = categoria de funtores 1) : G — Ens y transformaciones
naturales. Es conveniente tener esta equivalencia en mente para facilitar la
comprension de algunos resultados.

4.2. Gropoide asociado al nervio de un cubrimiento

En esta seccién veremos como asociarle un grupoide al nervio N de un
cubrimiento U = (U;);er, de forma tal que un dato de descenso resulte ser lo
mismo que una accién del grupoide.

Llamaremos a este grupoide, que depende del cubrimiento U, G, v lo
construimos de la siguiente manera:

Obj(Gy)= T (conjunto de indices de U).

Para definir F1(Gy) hacemos lo siguiente:

Los premorfismos f : ¢ — j son de (k+1)-tuplas f = (igiy...ix,) donde
io=1; 1, =7y (is,is41) € N1 YO < s < k.

La composicion es la juxtaposicion, que notamos * (“pegamos los cami-
nos”). Notar que juxtaponer caminos es asociativo.

Notar también que como (is,7;) € N7 = (ij,i5) € Nj, si tenemos un
camino de ¢ — j, también tenemos el camino opuesto j — 1.

Definimos la siguiente relacion en el conjunto de los premorfismos:
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(Z.Oil-uisflisierl---ik) ~ (ioil...is,1i3+1...ik) = (isfl,is,i3+1) € N2
Consideramos la relacion de equivalencia generada por esta relacion y
definimos los morfismos de G como las respectivas clases de equivalencia.

Hay que ver que efectivamente G, es un grupoide:

L (ZZ) = €;:
Supongamos un morfismo f : i — i, veremos que f x (ii) = f y que
(12) = f = f.
Veamos que f * (i7) = f:
Supongamos que f = (igiy...ix) donde ig = i), = i entonces f * (ii) =
(4dy...15_1717).
(i,i,7) € Ny Vi € I, con lo cuél por la equivalencia definida podemos
“tachar el del medio” y nos queda que:

(4dy...05—1707) = (911...75_1717)
Ahora, por como construimos los premorfismos, se tiene que (ix_1,7) €

N1, con lo cuél (i_1,7,i) € Ny y entonces podemos “tachar el del
medio” y nos queda:

Anéalogamente sale que (ii) x f = f.
» Hay que ver que los morfismos son isomorfismos:

Sea [ € FI(G), f = (igiy...ix). Queremos ver que existe g € FI(G) tal
que fxg=1id;, y g% f =id;,. Sea g = (iyix_1...11%0) el camino opuesto.

Veamos que f x g = e:
f * g = (zozlzk) * ('Lkzk—llo) = (Z()lek_llk%kzk_llo)

Por construccion se tiene que (igx_1ig) € N entonces (1h_1igiy) € Na
con lo cual podemos “tachar el del medio” y nos queda:

(Gg01- - Tp—19kikTk—1...70) = (To@1.--Tk_10kTg—1--.T0)
Con el mismo argumento (ix_1ixir_1) € Na entonces
(1081 Tg—19kTk—1...70) = (Tgi1.--Tk_10k—1.-.T0)-

Repitiendo este proceso nos queda que f % g = (igip) y anteriormente
vimos que (igig) = €;,-

Analogamente se obtiene que g * f =e;,.

Observaciéon 4.5. Notar que la asignacion en la construccion anterior es
funtorial.
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4.3.

Datos de descenso y acciones de grupoide

Teorema 4.6. Sy ~ GGy

Demostracion. Definimos F' : Gy — Sy de la siguiente manera:

(en los objetos)

Dado (i,7) € N, por construccion de Gy, se tiene que hay una flecha
f = (ij). Definimos,
F(S — I {os}recuin}t) = (S = I,{Njitpen) donde \j; = o

Para ver la buena definicion hay que chequear que efectivamente la
familia {\;i} jyen, verifica las condiciones de cociclo:

e )\, = 0,q = id (usando las condiciones de transitividad de la ac-
cion).

e Si(i,7,k) € Ny entonces \jpoly; = 0,00, =04y gf = (jkki) ~
(jki) ~ (ji) usando que (k,k,i), (j, k,i) € Na. Entonces nos que-
da que efectivamente \;; = o4 y luego, usando la condicion de
asociatividad de las acciones, tenemos que Aj; 0 Ay = Aj;.

(en las flechas)

f € Fl(Sy) = [ = (fi)ier- Andlogamente vimos que ¢ € FI(8Gy) =
Y= (¢i)i€[-

Definimos F(i)) = f, con f tal que f; =, Vi € I.

Hay que ver que f es un morfismo compatible lo cudl se verifica trivial-
mente al observar las definiciones dadas en 3.4 y 4.3.

Mas explicitamente la conmutatividad de (14) implica la conmutativi-
dad de (12) y la conmutatividad de (15) implica la conmutatividad de
(13).

.. F esta bien definido y claramente es funtorial.

Veamos ahora que es un equivalencia, para esto usando la proposiciéon
1.26 hay que verificar:

F' es plenamente fiel lo cual es inmediato pues como vimos las flechas
en ambas cateogorias son las mismas.
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» F es esencialmente suryectivo, i.e VY € Obj(Sy) 3X € Obj(BGy) tal
que FX =Y.

Sea (S — I, {\ji} @ )en:). Queremos construir (S — I,{o¢}reci)) €
Obj(BGuy).

Solo hay que definir ;. lo definimos primero sobre los premorfismos.

Dados i,j € I y un camino f entre i y j f = (igi;...ix) donde ig =i y
i, = J, definimos oy.
Por construccion de Gy se tiene que (ip,i,41) € N1 VO < [ < k con

lo cual existen A : S, — Sp41, definimos entonces oy = A
A 0...0A

Hay que ver que esta definicion pasa al cociente, para esto basta ver
que si (igiyia) = (igiz) (notar que esto implica que U;, N U;, NU;, # 0)
entonces ;i i, = Tigis

7;77.’L'n+1 ik*lik o

ik—2lk—1 1110

Tigivia = Nigiy © Niyip = Nigio = Tigip (usando las condiciones de cociclo).
Por lo tanto o esta bien definida en el cociente.

Con esta definicién claramente se verifican las condiciones de transiti-
vidad (pues estamos componiendo morfismos que la tienen).

Restaria ver que F(S — I, {os}reciy)) = (S = I, {Nji}ajyem)-

Si (i,7) € Nv = f = (ij) € G(4,7). Por lo anterior, oy = \j;. Por otro
lado, al hacer la construccion de F, definimos Aj; = of con lo cual se
tiene que F'(S — I, {of}reciy) = (S — L{Nji}agen)-

Podemos concluir entonces que ambas categorias son equivalentes. O
Teorema 4.7. Ry ~ Gy

Demostracion. Es un corolorio inmediato de 3.5 y 4.6 O]

Hemos conseguido la equivalencia entre la categoria de acciones sobre un
grupoide (que depende de U) y la categoria de accciones recubridoras triviali-
zadas por U. Para cada cubrimiento por abiertos fijo tenemos la equivalencia
deseada.

Una vez obtenido el resultado para un cubrimiento fijo, lo que queremos
hacer ahora es conseguir la equivalencia sobre todos los cubrimientos de B.

Tomando colimites vamos a lograr una equivalencia entre la categoria de
acciones de un sistema (cofiltrante) de grupoides y la categoria de todas las
aplicaciones recubridoras de B.
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Para ello es necesario definir adecuadamente la categoria de todas las
aplicaciones recubridoras. Lo haremos en forma tal que resulta una categoria
equivalente a la considerada en [5].
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5. Teorema de clasificaciéon de aplicaciones re-
cubridoras

5.1. Caso general

Definicion 5.1. Sean U = (U,)icr y W = (W;)jes dos cubrimientos por
abiertos de B. Decimos que U refina a W, que notaremos U — W si existe
¢ 1 — J funcion de conjuntos tal que Uy — We).

Proposicién 5.2. Sean U y W dos cubrimientos de B, tal que U refina a
W entonces si p: X — B es una aplicacion recubridora trivializada por W
se tiene que p: X — B es una aplicacion recubridora trivializada por U.

Demostracion.

Sip: X — B es una aplicacion recubridora trivializada por W = (W) e,
entonces se tiene que existen S — Jy 0; : S; x W; — X |y, homeomorfismos
tal que o;; = 9]._1 0 6; = \ji X idw,nw, para todo (i,j) € Ni.

Queremos ver que también es una aplicaciéon recubridora trivializada por
U.

Como U — W entonces existe ¢ : I — J entonces se tiene que ¢(I) C J
y Ui — Wy con lo cudl 0y |v,: Spe) X Ui — X |y, es homeomorfismo
para todo i y como son restricciones de los morfismos anteriores se tiene que
verifican 0j; = 6;1 00; = A\j; X idy,ny, para todo (i,7) € Ni. O

Observacién 5.3. Esto define un funtor fiel Ryy — Ry. Observar que este
funtor no es pleno. FEs decir, sobre un refinamiento pueden aparecer mds
morfismos.

Observacion 5.4. Sean U y W cubrimientos de B tal que U refina W. Si
UinU; #0 = Wy, "Wy, # 0. Y esto mismo vale para la interseccion de
cualquier cantidad de abiertos.

Lema 5.5. Si U refina W entonces existe un morfismo de grupoides ¢ :

Gu — GW
Demostracion.

= (en los objetos)

Supongamos U = (Uj)iecr y W = (W;);es. Como U refina a W se
tiene ¢ : I — J entonces basta tomar ¢ : Obj(Gy) — Obj(Gyy) pues
por construccion del grupoide asociado a un cubrimiento se tiene que

Obj(Gy) =1y Obj(Gw) = J.
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= (en las flechas)
Primero lo definimos sobre los premorfismos, luego veremos la buena
definicion.

Si (i,7) e N(U) = (¢(i), 9(j)) € N(W) (observacion anterior)

Si tengo i*f>j con f = (igiy...ig) con ig =1 y ix, = j camino entre i
v j. Entonces por lo visto anteriormente se tiene que (¢(4;), ¢(i141)) €
N (W) con lo cual (¢(ig)P(i1)...¢(ix)) es un camino entre ¢(i) = ¢(ig)
y ¢(j) = ¢(ix). Definimos entonces ¢(f) = (¢(io)d(i1)...0(ir))

Veamos la buena definicion:

/
Sean { 9 _j dos caminos equivalentes entre iy j. Basta probarlo para

caminos de la forma f = (ioilmil—lilil-&-l---ik) Yy g = (ioil...il_1i1+1...ik)
(pues los demas se obtienen de aplicar esto sucesivamente)

Lo anterior implica que (i;_17;5;11) € N2(U), usando la observacion
anterior se tiene que (¢(4;_1)@(i;)P(i1r1)) € No(W) entonces se tiene
que

O(f) = ($(i0)p(ir)-..0(ir-1)d(i1) D lirs1)...0(ix)) ¥
d(9) = (¢(i0)B(i1)...8(i1-1)P(ir41)-..0(i)).
(B(i1-1) (i) p(irs1)) € Noa(W) = 6(f) = 6(g).

La funtorialidad sale usando la observaciéon 4.5 O

Definicion 5.6. Un progrupoide G = (G, )icr es un sistema filtrante (inver-
s0) de grupoides (G;)icr. Es decir T es una categoria filtrante y dado i — j

G
se tiene G el G; morfismo de grupoides.

Observacion 5.7. Sean G y F dos grupoides y ¢ : G — F un funtor (mor-
fismo de grupoides) entonces se tiene una flecha de SF — BG que se obtiene
componiendo: (pensar en 4.4)

GXSMFXSHS

X
Es claro que x es una accion a izquierda en G.

FEsto nos dice que sistemas inversos de grupoides (G;)icr nos dan un sis-
tema directo de categorias (BG;)icr-

Definicién 5.8. Sea G = (G;)icr un progrupoide, definimos G = Colim 5G;.

—iel
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Observacion 5.9. Por la definicion de progrupoide dada en 5.6 se tiene
que (Gi)ier es un sistema filtrante (inverso) de grupoides. Usando ademds
la observacion 5.7 se tiene que el sistema (0G;)ier es un sistema filtrante
(directo) de categorias, con lo cudl por la proposicion 1.32 se tiene que existe
dicho colimite. Mds aun por la demostracion de la proposicion sabemos como
se construye.

Ahora lo que nos resta es conseguir una categoria de indices que sea
filtrante para poder usar lo anterior y concluir el teorema de clasificacion.

Observaciéon 5.10. Dado B espacio topoldgico la categoria de los cubrimien-
tosU de B, y cuyos morfismos son los refinamientos no es filtrante.

@
Demostracion. Lo que no se va a verificar es que dadas dos flechas 1/ VY
P

exista una flecha W ——=1/ tal que ¢ry = ¢n.

Basta pensar en el siguiente ejemplo: U = {A\ (ANC),C\ (ANC), ANC}
yV={A,C}con ANC # 0.

Los indices los considero ordenados (es decir Uy = A\ (AN C) y asi
siguiendo...) entonces podemos hacer dos flechas de {1,2,3} en {1,2} depen-
dendiendo cudl es la imagen de 3 (puede ir a cualquiera de los dos pues ANC'
estd contenido tanto en A como en C).

Dado cualquier cubrimiento que refine a U necesariamente para ser cu-
brimiento de B tendra que cubrir AN B, con lo cual 3 € Im(v) y entonces
yva no tendré manera de igualar las funciones. O]

Definicién 5.11. Dado un cubrimiento por abiertos U, decimos que el cu-
brimiento es sieve (la traduccion al castellano seria "tamiz") si dado U € U
y W C U es abierto entonces necesariamente W € U.

Observacién 5.12. No es necesario tener un cubrimiento de B para definir

el concepto de sieves, la definicion es vdlida para cualquier familia de abiertos
de B.

Observacién 5.13.

1. SeanU y W dos cubrimientos sieves de B tal que U refina VYW entonces
U — W con la inclusion candnica, en este caso diremos que U C W.

2. SilU C W entonces U refina a W.

Demostracion.
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1. Supongamos que U = (U;)ier y W = (W;)jecs. Como U refina a W
entonces existe ¢ : I — J tal que Vi € I se tiene que U; — Wy

U; abierto y U; C Wyi) = U; € W (pues W es cubrimiento sieves),
entonces existe j € J tal que U; = W;.

2. U CW (en el sentido de que los abiertos de U son abiertos de W).

2. Basta con mandar cada abierto de U/ a él mismo en W.

Lema 5.14.

1. La categoria de cubrimientos sieves ordenados por inclusion (candnica)
es filtrante.

2. Dado U cubrimiento por abiertos de B entonces existe YV cubrimiento
steves que refina a U.

Demostracion.

1. wSean U = (Uj)ier y V = (V;)jes dos cubrimientos sieves de B.
Queremos ver que hay un refinamiento (sieves) comun.

Para esto basta tomar W = (U; N'V}) (i j)erx.-

e )V es cubrimiento de B:
Usamos que si i = (U;);er es cubto de B entonces para todo
conjunto Y C B se tiene que Y =Y N B =Y N (Ui U;) =
Uier (Y N T;).
Entonces B = UieI(B N Ul) = Uie] Ujej ((B N Ul) N U]) =
U(M)GIXJB N (Ui N Uj).

e )V es sieves:
Sea W € W entonces W = U; NV, y sea W' abierto tal que
WcW = W cU y W CYV,entonces como U y V son
sieves se tiene que W eUU = W' =U, y W e V=W =V,
W =UnVi=WeWw.

w» Sean U = (U;)ier y V = (V})jes dos cubrimientos sieves de B

@

y supongamos que se tienen f ) entonces trivialmente se
p

tiene que ¢ = ¥ pues en la categoria de cubtos sieves
1 ucmw

( en otro caso

Hom(U, W) = {
donde 7 : Y — W es la inclusion canoédnica.

42



2. Sea U = (U,)ies cubrimiento por abiertos de B. Defino s(f) = {V
abiertos tal que V' C U; para algin i } (sieve generado por U). Tomando
W = s(U) se tiene lo querido.

]

Definicién 5.15. Categoria de aplicaciones recubridoras
Dado B espacio topoldgico, llamamos R = categoria de aplicaciones re-
cubridoras de B. Por definicion se tiene que

Obj(R) = [1, Obj(Ru) donde U es un cubrimiento por abiertos de B.

FI(R) =11, Fl(Ru) donde U es un cubrimiento por abiertos de B.

Notar que esto es suficiente ya que dada una X I X' entre aplicaciones

N Ay
B

recubridoras trivializadas por cubrimientos distintos, siempre la puedo mirar
en un refinamiento comun, usando la observacion 5.2.

Teorema 5.16. (Teorema de clasificacion de aplicaciones recubridoras)

R = Colim BGy donde el colimite se toma sobre la categoria filtrante de

Usieve

cubrimientos sieves de B. Es decir, R = G donde G = {Gy }uysieve usando
la definicion 5.8.

Demostracion.
Usando el lema 5.14 se tiene {U }ysieves €8 una categoria filtrante.

Ademés usando el lema 5.5 se tiene que U — W induce Gy — Gyy.

Finalmente usando la observacion 5.7 se tiene que una flecha Gy — Gyy
induce una flecha 8Gy, — BGy.

Uniendo los tres resultados anteriores se tiene que U — VY induce una
flecha Gy, — BGy con lo cudl tenemos un sistema directo de categorias,
usando la proposicion 1.32 se tiene que existe Colim [BGy.

—Usieve
Por lo observado en 5.3 se tiene que U — VYV induce Ry, — Ry entonces
usando la proposicion 1.32 se tiene que existe Colim Ry,.

——Usieve
Por el corolario 4.7 se tiene que para todo U cubrimiento por abiertos de
B, Ry = $Gy. En particular esta equivalencia vale para todo U cubrimiento
sieves.

Con lo cual Colim Gy = Colim Ry.

—Usieve —Usieve
Restaria ver que efectivamente Colim Ry = R:
——Usieve
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= en los objetos
Veamos que Obj(R) = [1/sie0e Rut:

e Si P: X — B es una aplicacion recubridora, se tiene que existe
un cubrimiento V que trivializa a X. Luego, usando el lema 5.14
se tiene que existe un cubrimiento sieve U que refina a V. Usando

ahora la observacion 5.2 se tiene que U trivializa a X y entonces

e Analogamente si P : X — B € Obj(Ry) para algin U sieve
entonces P : X — B es claramente una aplicaciéon recubridora.

Por como construimos el colimite filtrante en Cat en 1.32 se tiene que
Obj(Colim ) = H Ru/ ~, esto prueba lo afirmado. Ademaés, los iso-

—Usieve ;

Usieve . . . .
morfismos en esta categoria determinan una relaciéon de equivalencia de
aplicaciones recubridoras, que nos dice que dos aplicaciones recubrido-
ras son equivalentes si coinciden en un refinamiento comtn. Notar que

esta es la nocion de equivalencia que se define en pag. 13 de [5].

» en las flechas

Son los morfismos definidos en 5.15 s6lo que mirados en un refinamiento
comiun sieve. Esto es siempre posible pues la categoria de cubrimientos
sieves es cofinal (lema 5.14).

]

Notacién 5.17. Llamamos E(B) = G obtenido por el teorema anterior, i.e
11 (B) = {Guy usieves, con lo cudl nos queda que el T11(B) es un progrupoide,
que no serd constante en general.

Observacién 5.18.

Si Rev es la categoria de revestimientos (como en [7]) se tiene, por la
observacion 2.11, que el funtor i : R — Rev es un funtor plenamente fiel en
el caso de que el espacio B sea localmente conexo.

Sin embargo no es cierto lo afirmado en [5] de que estas dos categorias
sean equivalentes en este caso. En principio podrian existir revestimientos
que no sean equivalentes a una aplicacion recubridora.

En [5], el autor afirma que las definiciones de aplicacion recubridora y de
revestimiento coinciden en el caso localmente conexo. Para argumentar esto,
muestra en la pdg.13 que st el espacio es localmente conexo todos los atlas
son equivalentes. Lo que no muestra es la existencia de un tal atlas.
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Mostrar la ezistencia de un tal atlas (teniendo en cuenta la caracteriza-
cion hecha en 2.5) significaria mostrar la existencia de un cubrimiento por
abiertos conezxos de B (que estamos suponiendo localmente conexo) tal que
todas las intersecciones de a dos sean también conexas, resultado que no tiene
por qué ser cierto en general.

En las secciones siguientes, veremos que si pedimos algunas hipotesis ex-
tras si se tendrd la equivalencia de dichas categorias.

5.2. Caso clasico

En esta seccion veremos que el progrupoide que clasifica las aplicaciones
recubridoras en el caso general coincide con el 7; de Poincaré en el caso de que
el espacio tenga buenas condiciones locales. Esto significa que la clasificacion
hecha en la seccion anterior generaliza la nocién del 7 de Poincaré.

La demostracion dada en [5] no es completamente correcta, ya que cuando
define n : *s(Uy) — X (con la notacion de [5]) solo define un camino entre
zy y xy para el caso en el que U y V sean trivials. (ver pag 25. de [5]). Si
suponemos que lo hace del mismo modo, mirando a este abierto dentro de un
trivial, para cualesquiera U y V no es verdadero que la aplicacién 7 resulta
funtorial.

Observacion 5.19. 7 : xs(Uy) — X definida como antes no es funtorial.
Demostracion. Introducimos la notacion de [5]:

» Uy = {U abiertos/ U # 0, U es arcoconexo y trivial }.

w xs(U) ={V/V # 0,V abierto y existe U € U tal que V C U}

» 7(U) = xy donde zy € U y dados U,V € Uy tal que U — V la
inclusion, 7(i) = camino en V entre xy y xy.

En este punto no queda claro como lo define en el resto de los abiertos,
pero suponemos que mira los abiertos en un abierto trivial y lo define
del mismo modo.

Supongamos U C V' C W abiertos cualesquiera (no necesariamente tri-
vials) entonces tenemos xy , Ty y xw (como antes) y supongamos que
19 : U — V la inclusion de U en V y 41 : V — W la inclusion de V' en
W, entonces i10i5 : U — W es la inclusién de U en W.

Cuando definimos 7 en las flechas, asignamos

= 7)(i1) =71 que es un camino (en algun H trivial) entre xy y xy .

45



= 7)(i2) = 72 que es un camino (en algun H' trivial) entre zy y xy.
= 7)(i3) = 73 que es un camino (en algun H” trivial) entre zy y zw.

Para ver que es funtorial, ahora habria que probar que ~; * v5 es homo-
topico a v3 y como los fui mirando en diferentes triviales no puedo garanti-
zarlo. ]

Por eso en esta seccidon haremos otra demostracion del caso clasico en
todo detalle.

Observacion 5.20. 57 S C B abierto entonces la inclusion induce una flecha
II,(S) — II;(B) que es ver a los lazos en S como lazos en X, pero dos
lazos diferentes en 11,(S) pueden ser iguales mirados en I11(B) pues hay mds
homotopias.

Definicién 5.21. Decimos que I1;(S) — II,(B) es trivial si todo lazo en
S va a la identidad en I11(B). Si U es un abierto que verifica lo anterior,
diremos que U es un abierto trivial.

Definicién 5.22. (Cubrimientos triviales)
Sea U = (U;)ier un cubrimiento por abiertos de B, decimos que el cubri-
miento es trivial si se verifican:

1. U el = U es arcoconexo y I11(U) — II;(B) es trivial.

2. V. C B abierto no vacio arcoconexo y que verifica 11, (V') — II;(B) es
trivial entonces V € U.

Observaciéon 5.23. No es necesario que sea cubrimiento para definir el con-
cepto de trivial.

Observaciéon 5.24. Sean V y U dos cubrimientos triviales. SV refina a U
entonces V — U

Demostracion. Anéalogo a la de cubrimientos sieves. O]

Lema 5.25. Sea B un espacio topoldgico arcoconexo y semi localmente sim-
plemento conexo entonces:

1. La categoria de cubrimientos trivial es filtrante.
2. Dado U un cubrimiento sieve, existe un refinamiento V trivial.

Demostracion.
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1. Sean U = (U)ier vy V = (Vj)jes dos cubrimientos trivial. Sea W =
(U;N Vj)(m)g”. Por lo visto en 5.14 se tiene que VV es un refinamiento
comun. Pero este cubrimiento no es necesariamente trivial.

Considero W' = {U abierto/ U es no vacio, arcoconexo, trivial y existe
(Z7j) tal que U g W(z,])}

Por construccion W' es trivial.

Resta ver que cubre B. Como B es localmente arcoconexo y semi lo-
calmente simplemente conexo se tiene que dado x € B y U, entorno
abierto de x, entonces existe V abierto trivial y arcoconexo tal que
x €V CU,. ComoW cubre a B, para cada x € B existe U, € W'y
usando lo anterior se tiene que YW es cubriemiento.

2. Basta tomar la construcciéon hecha anteriormente.
O

Observaciéon 5.26. Este lema nos dice que Upriviat — Usieve €5 cofinal. Se
tiene entonces el siguiente corolario.

Corolario 5.27. Colim Gy = Colim BGy.

*Usieve "Utrivial

Teorema 5.28. Sea B espacio topoldgico conexo, localmente arcoconero y
semilocalmente simplemente conexo entonces I11(B) ~ I1;(B) donde I1; es el

de Poincaré via e identificando al progrupoide constante I1,(B) = {I1(B)}y
cuyas flechas son las identidades con el grupoide 11;(B).

Demostracion. Usando el corolario anterior se tiene que Colim Gy = Colim BGy.

Usieve Utrivial

Veamos que para todo U trivial se tiene que Gy =~ II;(B).
Veamos entonces que Gy ~ I1;(B) para U trivial:

Para esto definimos un funtor ¢ : Gy — II;(B) de la siguiente manera

= (en los objetos)

YP(u) = z, tal que z, € U (elijo cualquiera).

= (en las flechas)

Lo hacemos primero en los premorfismos, después veremos que pasa
bien al cociente.

Para todo (7,7) € N; elijo un punto x;n; € U; N Uj;.
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Sea f = (ioi1...i,) un premorfismo en Gy, entonces U;, NU;,,, # () para
todo k = 0,...,n — 1 y en cada intersecciéon tenemos un punto elejido
por lo anterior.

Para cada z,y € U elijo un camino 7,, de x a y, existe pues U es
arcoconexo. Ademas como * : I1;(U) — II;(B) es trivial se tiene que
cualesquiera dos caminos en U entre x e y son homotopicos.

Defino Tﬁ(f) = Yigioni1 ¥ ViiNigianis ¥ oo F Vi _1Minin donde Yir—1NigigNig, €5
una camino entre Ty, | U, (punto elegido en la interseccion de U;, y
U’ik+1 y inanik+1 .
Por lo visto anteriormente 1) est& bien definido sobre los premorfismos.

Ahora hay que ver que pasa bien al cociente (a los morfismos). Para
esto basta ver que si (igi1iz) = (igiz) entonces ¥ (igitia) = ¥ (igiz).

(igilig) = (Z(ﬂg) = (201122) S NQ.

Entonces se tiene el siguiente esquema:

Ui

2

Quiero ver que g * 1 * Y] * Yo =~ & * &
Elijo xo12 € U;, NU;, NU,, y sean o1, 012 ¥ 0p2 como en el dibujo. (cami-
nos entre los puntos elegidos entre cada punto de una doble interseccion

y 33012)-
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1. Ul'o trivial = 50 X~ 7 * Op1 * 0p2-

2. U, trivial = & ~ 00_21 * 019 * Ya.

Usando 1. y 2. se tiene que &y * & >~ 7Yy * 091 * Ogg * 0621 % 019 % Yo
Yo * 001 * 019 * Y. ()

Usando ahora que U, es trivial se tiene que ooy * 012 ™~ 71 * 7.
Reemplazando esto en (*) se obtiene que &y * & ™~ g * 71 * 7] * Ya.

Con lo cudl v esta bien definido y es claramente funtorial.

Veamos que 1 es una equivalencia, para esto usando la proposicion 1.26
basta ver:

1. ¢ : Gy — II1(B) es esencialmente suryectivo:

Sea x € B, entonces como U es cubrimiento de B, se tiene que existe
U € U tal que = € U. Por como definimos 1 existe U € Obj(Gy) tal
que Y(U) = zy con zy € Uy como U es arcoconexo existe un camino
entre X y xy, con lo cudl z &~ zy (todos los caminos tienen caminos
opuestos y componerlos me da homotépico a la identidad).

2. 1 : Gy — II;(B) es plenamente fiel & V' : vy — ay3f : U — V tal
que (f) ="
v :[0,1] — B es compacto entonces lo cubro con finitos abiertos de U.
Para cada U abierto, sea ty = in ficjo{7(t) € U}.

ty € [0,1)VU € U entonces puedo ordenar los abiertos de acuerdo al
orden en R de los ty asociados.

Sean Vi, Vo, ..., Vj los abiertos que cubren 7’ ordenados tal que ty, <
ty,,, paratodoi=1,.., k-1

Como estos abiertos cubren 7/ se tiene que V;NV; 11 # ) entonces existe

un morfismo (v1vz...vx) en Gy ¥ Y (V102...U) = Yoyv1 0 * - % Yop_1Avpor, =
7 (como la definimos anteriormente).

Veamos que ~/ >~ ~:

Sea xj; ; € 7 NV;N Vi1 y llamemos v; a la restriccién de la curva
/ / ! / —

entre x;_y; y xj;,, donde xy, = 2y y T = Ty

Llamamamos ;41 = Zv,nv;,, (punto elegido anteriormente en V;NV;44)

Y Vi = ’Yvi,lﬁviviﬂvi+1 y como antes Y= 7’!}11}1(71)2 Y e = ’Vvk,_lﬂvk,vk~

Sea ¢; un camino en V; entre $;¢+1 Y Zii11 (existe pues V; es arcoconexo.

Tenemos entonces el siguiente esquema
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» V] es trivial entonces v *x 07 >~ 7y
» Parai=2,....k — 1, V; es trivial entonces 0;11 k Lk 0y
=V}, es trivial entonces o, ' * 7}, =~ 7.
Concatenando los tres resultados anteriores y usando que o; % o ' ~ id
se tiene que v ~ 7.
Resta ver que es tnica:

Supongamos que cubrimos v de dos maneras diferentes V7, ... ,\Vi, v Wy,
., Wj y sean (v;...v5) v (w1, ..., w;) los morfismos asociados en el paso

anterior. Quiero ver que (v;...vy) = (wy...w;).

Para esto basta ver que ambas clases coinciden con la clase asociada al
cubrimiento que se obtiene de pegar todos los abiertos V; y W/.

Sean ty; € [0, 1] como antes.

Ordeno los abiertos Vi, ... ,Vi, Wiy, ..., W; de acuerdo al orden de los
ty.

Quiero ver entonces que (vq...v) = (vwyv9vs...w;vE) (en alglin orden).
j

Notar que ty, = tw, = 0 y supongamos primero que ty, > tw;- Con lo
cuél quiero ver que se pueden tachar todos los W;’s que se encuentran
todos “en el medio”.

Para esto basta ver que si tengo (v;w,w;y1) 0 (v;wyv141) entonces hay
intersecciones triples y puedo tachar el del medio.

» Analizamos primero el caso (v;wwyyq)
Por como ordenamos los abiertos se tiene que ty, < ty, < ty,,, <

trir-
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Entonces V;N\W;NW1 # () ya que los 3 cubren la curva 7/ |(1th+1 iy )

(curva 7/ restringida al intervalo (tw,,,, tw,,, +€)) para algin e > 0
suficientemente chico.

S (vwwig) = (viwgg).

» Analizamos (v;wv;11)

Por como ordenamos los abiertos se tiene que ty, < ty, <ty <
th+1'

Entonces V;NW;NV;11 # 0 ya que los 3 cubren la curvay’ |
para algtin € > 0 suficientemente chico.

S (i) = (Vvig).

Vi1tV TE)

Resta ver que pasa si ty, < tw;

En este caso primero como W,_; NV, N W; # ) entonces tacho w; y
luego continuo como en el caso anterior.

]

5.3. Caso metrizable

Anteriormente mencionamos que a pesar de lo afirmado en [5] no coinci-
dirfan en el caso localmente conexo general las definiciones de revestimiento
(ver [7]) y de aplicacion recubridora.

Motivados por esta laguna, hemos investigado en que otros contextos esto
puede ser cierto y hemos encontrado en [3] que si ademéas de ser localmente
conexo el espacio topolégico es metrizable entonces estas definiciones coinci-
den.

Teorema 5.29. Sea B espacio localmente conexo y metrizable entonces p :
X — B es aplicacion recubridora < p: X — B es revestimiento.

Demostracion.
(=) es trivial.
(<) ver teoremas 3 y 5 en [3]| teniendo en cuenta que nuestra definicion

de aplicacion recubridora coincide con la definicion de overlay (ver pag. 75
de [3]). O

Observacién 5.30. En los teoremas mencionados anteriormente también se
demuestra que ambas definiciones coinciden para el caso metrizable y tal que
la fibra de p sea finita.
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5.4. Un ejemplo

En esta seccion calcularemos el 71 (B) del circulo de Varsovia, lo llamamos
Y (ver |7] capitulo 10, seccion 61, ejercicio 2). Este espacio si bien es arco
conexo, no es localmente arco conexo, es decir que no van a coincidir nuestro
IT; con el II; de Poincaré.

Justamente uno de los “problemas” que presenta el II; de Poincaré es que
el TI(Y') = 0, lo cual se contrapone con la intuicion y con el hecho de que este
espacio tiene un “agujero”.

Hallemos Gy, para U el siguiente cubrimiento por abiertos de Y.

U, U,

U

Claramente U = {Uy, Uy, Us} es un cubrimiento por abiertos de Y.

Entonces Obj(Gy) = {0, 1,2}.

Como se tienen todas las intersecciones de a dos

N1 ={(0,1);(1,2);(0,2); (0, 1); (2,1); (2,0); (0, 0); (1,1); (2,2)} con lo cudl
se tienen los morfismos identidades id; = (ii) con i = 0,1,2 y g¢1 = (01);
oo2 = (02); 012 = (12) y sus inversas.

Ademas mirando N, se tienen las siguientes relaciones:

(01) = (12) = (0112) = (012), llamamos 012 = (012) con su respectiva
inversa.

Por tltimo como (0,1,2) ¢ N, tenemos que ooz # g2, 10 mismo vale
para su inversa.

Podemos pensar a toda esta informaciéon con el siguiente esquema:s:
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T2 g

Y pensamos al triangulito vacio ya que gy * 012 # 0g2.
Veamos que Gy ~ Z:

Notar que estamos mirando a Z como grupoide, es decir Obj(Z) = {*} y
Fl(Z) = {z € Z} (cantidad de vueltas para un lado o para el otro).

Definimos 1 : Z — Gy como

= (x) =0

» (2) = ((01)*(12) % (20))* = (0120)* = (dar z vueltas) donde sabemos
que (0120)° = idy y 05,5 = 0210 (dar las vueltas en el otro sentido).

Veamos que 9 es una equivalencia:

= ¢ es plenamente fiel
Quiero ver que para toda o : 0 — 0 3! z € FI(Z) tal que ¢(z) = 0.
Pero justamente una flecha o : 0 — 0 es dar una cierta cantidad z de
vueltas, entonces 1(z) = 0.

= ) es esencialmente suryectivo

Como Gy, es un grupoide se tiene que todos los elementos son isomorfos,
y se cumple trivialmente.

Observar que esta misma demostracion muestra que Gy ~ Z para la
circunferencia usual S?.

Ahora tendriamos que hacer esta construccién para todo U cubrimiento
por abiertos de Y.

Para esto basta observar que si tengo n abiertos, pero todos sélo se inter-
secan dos a dos, me queda un poligono de n lados (en este caso como eran 3
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abiertos me quedo el tridngulo anterior), donde no se tienen relaciones (salvo
las inversas) y es una demostracion totalmente analoga (mirando la cantidad
de vueltas) que Gy ~ Z.

Si los abiertos se intersecan de a tres, “tachando las relaciones” vuelvo al
caso anterior, debido a que no hay abiertos distinguidos.

Con lo cual ﬁ\l(Y) ~ 7, como queriamos ver. Esta equivalencia es compa-
tible con la intuicién y con el hecho de que Y tiene “un agujero” M.

Hemos visto entonces que el teorema de clasificacién 5.16, enunciado en
la seccion 5.1, generaliza el teorema de clasificacion clasico 5.28 cuando el
espacio tiene buenas condiciones locales. Mas aun, la definiciéon dada para
poder hacer dicha generalizacion coincide con la usual de revestimiento en el
caso de que el espacio topologico sea ademés metrizable.

Lo que nos preguntamos a partir de lo que ha surgido en este trabajo, es
si no podremos dar otra definicion que nos permita generalizar el teorema
clasico de clasificacion de revestimientos 5.28 pero que ademaés esta coincida
con la definicion usual de revestimiento en el caso de un espacio localmente
conexo arbitrario.

Teniendo en cuenta lo observado en 2.6 creemos que una posible solucion
a este problema puede obtenerse via el concepto de hipercubrimiento de
Artin-Mazur (ver [1]), pero esto sera desarrollado en otro trabajo.
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