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Capítulo 1

Introducción

El Análisis de Fourier, que es el estudio de las series, de las integrales
y de la Transformada de Fourier; se llama así en honor a Joseph Fourier
(1768-1830), un matemático francés que vivió durante la época napoleónica.

Aunque Fourier ha sido justamente reconocido al darle su nombre a esta
importante rama del análisis, muchos de sus contemporáneos y predecesores
inmediatos contribuyeron a sus logros. Es por ello que podemos encontrar a
la transformada en los primeros escritos de Cauchy y Laplace, a partir de
1782.

Para comenzar con su estudio, podemos decir que las series de Fourier
representan funciones de�nidas en un intervalo de la recta, o equivalente-
mente, funciones periódicas en la recta. Para representar funciones de�nidas
en toda la recta y no periódicas, se sustituye por la Transformada de Fourier.

Formalmente se puede deducir la expresión de la Transformada de Fourier
a partir de la serie. Supongamos que f es una función periódica de período
2l, entonces su serie de Fourier en forma compleja se escribe en la forma:

n=∞∑
n=−∞

( 1
2l

∫ l

−l
f(t)e

−πnit
l dt

)
e

πnix
l (1.1)

LLamando ξn = n
2l y

h(ξ) =
∫ l

−l
f(t) e−2πξti dt

La ecuación (1.1) se escribe en la forma:
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n=∞∑
n=−∞

(ξn+1 − ξn) h(ξn) e2πξnxi.

que tiene el aspecto de una suma de Riemann. En el límite tendríamos la
igualdad formal

f(x) =
∫ ∞

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(t) e−2πξti dt

]
e2πξix dξ.

que contiene, en la expresión interior de la fórmula, lo que llamaremos la
Transformada de Fourier de f y también la fórmula de inversión que dará f
a partir de la transformada.

Todo lo que hicimos anteriormente fue puramente formal y con el único
objetivo de sugerir la de�nición de la Transformada de Fourier. A continua-
ción daremos una de�nición precisa:

Siendo f una función integrable en el sentido de la integral de Lebesgue
de�nida en R, su Transformada de Fourier será la función de�nida también
en R y con valores complejos, que representaremos como f̂ , dada por:

f̂(ξ) =
∫ ∞

−∞
f(x)e−2πixξ dx

Igual que las series de Fourier en el caso de funciones periódicas, la Trans-
formada de Fourier realiza una descomposición o análisis de f en compo-
nentes, ahora en lugar de presentar sólo frecuencias discretas formando una
sucesión aparece un rango continuo de frecuencias (todo R). A cada frecuen-
cia ξ le corresponde un coe�ciente f̂(ξ), que será, en general, un número
complejo. Su módulo es la amplitud y su argumento es la fase. La recons-
trucción de f a partir de f̂ es la síntesis.

Veremos en el capítulo 2 las propiedades fundamentales que goza la
Transformada de Fourier y la extensión de esta de�nición a otros espacios e
incluso a espacios de funciones generalizadas.

Sólo para mencionar algunas aplicaciones, digamos que la Transformada
de Fourier se aplica en el estudio de señales y sistemas, así como en óptica,
aparece en los aparatos so�sticados modernos como los que se usan para
tomar una tomografía, también surgen en las técnicas analíticas como la
resonancia magnética nuclear, y en general, en todo tipo de instrumentación
cientí�ca que se use para el análisis y la presentación de datos. También tiene
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muchas aplicaciones en la teoría de probabilidad, en la teoría de los números,
en la combinatoria, en el estudio de las ecuaciones diferenciales, en la física
y en la propagación de ondas.

La rama de la matemática que estudia la Transformada de Fourier y sus
generalizaciones es denominada el Análisis armónico.

Otro estudio que realizó esta importante rama del ánalisis, y que desa-
rrollaremos a lo largo de todo este trabajo, fue el de encontrar condiciones
necesarias y su�cientes para la validez de las desigualdades en norma con
peso para la Transformada de Fourier. Generalmente los problemas de pesos
se enunciaron y se trabajaron a lo largo de los años, de la siguiente manera:

"Dados p, q tales que 1 < p, q < ∞, se trata de encontrar condiciones
necesarias y su�cientes sobre los pares de funciones (u, v) de�nidas sobre Rd

y no negativas, de modo que sea válida la desigualdad:

(∫

Rd

|f̂(x)|q u(x) dx
)1/q

≤ C
(∫

Rd

|f(x)|p v(x) dx
)1/p

(1.2)

donde f̂ es la Transformada de Fourier de f y C es una constante indepen-
diente de f".

A continuación exponemos algunos resultados importantes que surgieron
a lo largo de la historia del Análisis Armónico.

Una desigualdad clásica que surge en el año 1912 fue la denominada
"desigualdad de Hausdor�-Young" para la Transformada de Fourier:

(∫
|f̂(y)|p′ dy

)1/p′
≤

(∫
|f(x)|p dx

)1/p
,

donde f ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ 2 y 1
p + 1

p′ = 1 y donde f̂ denota la Transformada
de Fourier de f.

Esta desigualdad tiene sus orígenes en los esfuerzos de W.H. Young al
querer generalizar el Teorema de Parseval para series en otras clases Lp

y querer extenderlo naturalmente en el contexto del análisis sobre grupos
abelianos localmente compactos. La desigualdad de Hausdor�-Young sigue
valiendo para el grupo R/Z y además resulta óptima, es decir que dicha
desigualdad se alcanza tomando las funciones exponenciales en la forma
f(x) = Ae2πmix con m ∈ Z.
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Pero para la Transformada de Fourier sobre Lp(R), el matemático K.I.
Babenko probó en 1961 una desigualdad fuerte para una clase especial de
valores de p. Demostró usando las funciones gaussianas en la forma f(x) =
e−αx2

α > 0, que la desigualdad resulta óptima, es decir se realiza. El resul-
tado básicamente dice lo siguiente:

(∫
|f̂(y)|p′ dy

)1/p′
≤ Ap

(∫
|f(x)|p dx

)1/p
,

donde la desigualdad es óptima, siendo Ap =
[

p1/p

p′1/p′

]1/2
, con f ∈ L1∩Lp(R),

para el caso especial donde el exponente superior es par, es decir p′ = 2k y
p = 2k

2k−1 y k ∈ N.

Por su parte William Beckner [Be] describe en el año 1975 una desigual-
dad de Hausdor�- Young óptima para la Transformada de Fourier sobre
Lp(Rd) extiendiendo el resultado expuesto años atrás por Babenko, es decir:

"La Transformada de Fourier en L1 ∩ Lp(Rd) se puede extender a un
operador lineal y acotado

F : Lp(Rd) −→ Lp′(Rd)

con 1 < p ≤ 2, 1
p + 1

p′ = 1 y

(∫
|f̂(y)|p′ dy

)1/p′
≤ (Ap)d

(∫
|f(x)|p dx

)1/p
,

con Ap =
[

p1/p

p′1/p′

]1/2
".

B. Muckenhoupt, por su parte [Mu] planteó en su artículo "Weighted
norm inequalities for classical operators" que data del año 1979, primera-
mente el problema de determinar todos los pares de funciones no negativas
(u(x), v(x)) tales que:

∫
|Sf(x)|p u(x) dx ≤ C

∫
|Tf(x)|p v(x) dx

donde 1 ≤ p < ∞, S y T son dos operadores y C es una constante indepen-
diente de f .
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Típicamente los operadores S o T eran las identidades o bien la integral
inde�nida

∫ x
0 f(t) dt o la función maximal de Hardy-Littlewood

f∗(x) = sup
y 6= x

1
y − x

∫ y

x
|f(t)| dt,

o la transformada de Hilbert f̃(x) = ĺımε→ 0+
1
π

∫
|y|>ε

f(x−y)
y dy o bien

varios operadores de Littlewood-Paley.
También en su artículo incluyó variaciones sobre el problema básico, con-

siderando la desigualdad

[ ∫
|Sf(x)|q u(x) dx

]1/q
≤ C

[ ∫
|Tf(x)|p v(x) dx

]1/p

donde p 6= q.
Finalmente Benjamín Muckenhoupt, planteó en [Mu] el problema de

pesos para la Transformada de Fourier, es decir, caracterizar aquellas fun-
ciones no negativas u(x) y v(x), las cuales para algún p, donde 1 ≤ p < ∞,
la desigualdad:

∫ ∞

−∞
|f̂(x)|p u(x)dx ≤ C

∫ ∞

−∞
|f(x)|p v(x) dx

tiene validez, para toda función f(x) y donde f̂(x) denota la Transformada
de Fourier.

Los antecedentes más conocidos de este problema son dos desigualdades
de Paley y un teorema de Pitt, que datan del año 1936 [Hos] y [Pi].

Si u(x) y v(x) son potencias de |x| los resultados son conocidos como las
desigualdades de Pitt.

Las desigualdades de Paley, [Hos] se pueden enunciar del siguiente modo:

1) "Sea 1 < p ≤ 2 , f ∈ Lp(Rd), entonces
(∫

|f̂(y)|p |y|d(p−2) dy
)1/p

≤ C
(∫

|f(y)|p dy
)1/p

,

con C una constante independiente de f"
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2)"Sea 2 ≤ q < ∞ y g ∈ Lq

|y|d(q−2) (Rd) entonces,
(∫

|ĝ(y)|q dy
)1/q

≤ C
( ∫

|g(y)|q|y|d(q−2) dy
)1/q

”.

Para las demostraciones de estos teoremas se requieren teoremas de in-
terpolación que describiremos en el capítulo 2, como ser el Teorema de
Marcinkiewicz o el Teorema de Riesz.

En cuanto al aporte de Pitt podemos enunciar que en 1937, probó el
siguiente teorema denominado el "Teorema de Pitt" [Pi]:

"Sea 1 < p ≤ q < ∞ eligiendo 0 < b < 1/p′, sea β = 1− 1
p − 1

q − b < 0,
y de�niendo υ(x) = |x|bp para todo x ∈ R. Entonces existe C > 0 tal que

(∫

R
|f̂(y)|q |y|βq dy

)1/q
≤ C

(∫

R
|f(x)|p |x|bp dx

)1/p
,

para todo f ∈ Lp
υ(R)".

Una primera demostración de este conocido resultado se halla en el tra-
bajo [Hos]. Para su demostración se utilizan las desigualdades de Paley
descriptas anteriormente más un teorema de interpolación debido a Stein,
que data del año 1956.

Otra estimación que surgió a partir de estas desigualdades fue la siguie-
nte :

"Si 1 < p ≤ 2 y p ≤ q ≤ p′ con f ∈ Lp(Rd), entonces se tiene:
(∫

|f̂(y)|q |y|d( q
p′−1)

dy
)1/q

≤ C
(∫

|f(x)|p dx
)1/p

”.

Más adelante, en un trabajo posterior de B. Muckenhoupt, publicado en
el año 1983 [Mu1], se dan nuevas condiciones su�cientes para la validez de la
desigualdad en norma con pesos para la Transformada de Fourier y también
condiciones necesarias.

Un primer resultado muestra una condición su�ciente para la desigual-
dad en norma con peso (1.2) cuando q = p′,
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1)"Si 1 < p ≤ 2, u(x) y v(x) son funciones no negativas sobre Rd y A y
B son constantes positivas independientes de r, y tal que:

[ ∫

u(x)>Br
u(x) dx

][ ∫

v(x)<rp−1

v(x)
−1
p−1 dx

]
≤ A, (1.3)

para r > 0, entonces para toda f integrable, se tiene que
(∫

Rd

|f̂(x)|p′ u(x) dx
)1/p′

≤ C
( ∫

Rd

|f(x)|p v(x) dx
)1/p

(1.4)

donde C depende sólo de A, de B y de p".

Otros resultados que expone en su trabajo fueron condiciones su�cientes
para la desigualdad (1.2) cuando q 6= p′, para ello usó las llamadas fun-
ciones de reordenamiendo no creciente para una cierta función g de�nidas
sobre [0, +∞) mediante la expresión g∗(x) = ı́nf{s : m({t : |g(t)| > s}) < x}.

Ya que por el Teorema de Pitt se tiene que q ≥ p, los casos analizados
por B. Muckenhoupt fueron cuando p ≤ q < p′ y luego cuando q′ ≤ p′ < q.

2)" Si 1 < p < 2, p ≤ q < p′, u(x) y v(x) son funciones no negativas
sobre Rd y existen constantes positivas A y B, independientes de r, tales que,

[ ∫

[xu∗(x)]p
′/q>Brx

u∗(x) dx
][ ∫

v(x)<rp−1

v(x)
−1
p−1 dx

]q/p′
≤ A, (1.5)

para todo r > 0, entonces para toda f integrable, la desigualdad (1.4) tiene
validez con C que depende sólo de A, B, p y q".

3)"Si 2 < q < ∞, q′ ≤ ′p < q, u(x) y v(x) son funciones no negativas
sobre Rd, w(x) = [v(x)−1/(p−1)]∗ y existen constantes A y B, independientes
de r, tales que,

[ ∫

[xw(x)]q/p′>Brx
w(x) dx

][ ∫

ru(x)>1
u(x) dx

]p′/q
≤ A, (1.6)

para todo r > 0, entonces para toda f integrable, la desigualdad (1.4) tiene
validez con C que depende sólo de A, B, p y q."
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Las condiciones necesarias que encontró B. Muckenhoupt, a partir de las
condiciones su�cientes descriptas arriba fueron:

Para el caso q = p′,
4) "Si 1 < p < ∞, u(x) y v(x) son dos funciones radiales no negativas

sobre Rd, tales que, como funciones de |x|, u(x) es no creciente y v(x) es no
decreciente y (1.4) tiene validez para toda f integrable con C independiente
de f , entonces existen constantes A y B tales que (1.3) vale para todo r > 0".

Y para el caso q 6= p′,
5) "1 < p < ∞ y 1 < q < ∞, u(x) y v(x) son funciones radiales no

negativas sobre Rd, tales que, como funciones de |x|, u(x) es no creciente
y v(x) es no decreciente y (1.4) tiene validez para toda f integrable con C
independiente de f , entonces si q < p′ existen constantes A y B tales que
(1.5) tiene validez para r > 0, y si q > p′ existen constantes A y B tales que
(1.6) vale también para r > 0."

Por otro lado, J.J.Benedetto y H.P.Heinig, en su trabajo "Weighted Hardy
spaces and the Laplace transform", en el año 1983 [BeHe] dieron una exten-
sión de la de�nición de la Transformada de Fourier a los espacios Lp

v(R) donde
v es una funcion no negativa localmente integrable, estableciendo también
nuevas condiciones para la desigualdad (1.2).

Primeramente dieron las siguientes de�niciones que nos parece oportunas
explicitar:

De�nición 1.0.1. Para una función (peso) v ∈ L1
loc(R) y un p ∈ [1, +∞),

el espacio pesado Lp
v(R) corresponde a las funciones localmente integrables f

sobre R para las cuales

‖f‖Lp
v(R) =

( ∫ ∞

−∞
|f(t)|p v(t) dt

)1/p
< ∞.

De�nición 1.0.2. Supongamos que u y v son funciones no negativas sobre
R tales que u es decreciente y v es creciente para t > 0. Decimos que (u, v) ∈
F (p, q), con 1 < p ≤ q < ∞ si y solo si

sup
s>0

( ∫ 1/2s

0
u(t)q dt

)1/q( ∫ s/2

0
v(t)−p′ dt

)1/p′
< ∞ (1.7)
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Más adelante encontramos en su trabajo el siguiente teorema de exten-
sión, que corresponde a un Teorema de Plancherel general, junto con una
condición su�ciente para la desigualdad (1.2):

Teorema 1.0.1. Supongamos que (u, v) ∈ F (p, q), 1 ≤ p ≤ q < ∞ y
f ∈ Lp

v(R). entonces se tienen,

i) Si ĺımn−→+∞ ‖fn − f‖Lp
v(R) = 0 para una sucesión {fn} de funciones

simples, luego {f̂n} converge en Lq
u(R) a una función G(f) = f̂ ∈ Lq

u(R).
La función G(f) es independiente de la sucesión {fn} y la llamaremos "la
Transformada de Fourier de f".

ii) G(f) tiene una representación puntual de�nida por

G(f) =
d

dy

∫
1− e−2πiyt

2πit
f(t) dt en casi todo punto.

iii) Existe una constante C > 0 tal que para toda f ∈ Lp
v(R) tenemos

que,

‖G(f)‖Lq
u(R) ≤ C‖f‖Lp

v(R) (1.8)

iv) Si g ∈ Lq′
1/u(R) y q > 1 entonces la fórmula de Parseval generalizada,

∫ ∞

−∞
f̂(y)g(y) dy =

∫ ∞

−∞
f(t)ĝ(t) dt

es válida.

Luego demostraron una condición necesaria para la desigualdad en norma
con pesos para la Transformada de Fourier.

Teorema 1.0.2. Supongamos que u y v son funciones no negativas sobre R
tales que u es decreciente y v es creciente para t > 0. Si la desigualdad (1.8)
es válida para 1 < p, q < ∞, entonces (1.7) vale.
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Otros trabajos que estudian condiciones su�cientes para la validez de las
desigualdades en normas con peso para la Transformada de Fourier y que
involucran ajustes en los pesos considerados se deben a Jurkat y Sampson
[JS], Heinig [He] y [He1] y también al trabajo de J.J Benedetto y H. Heinig
y R. Johnson [BHJ], entre otros.

Nuevas condiciones necesarias y su�cientes para las desigualdades en nor-
mas con peso para la Transformada de Fourier fueron descriptas en los tra-
bajos de Cora Sadosky y Richard L. Wheeden [SW] en el año 1987, quienes
generalizaron el Teorema de Pitt para pesos de la forma |x|γ , donde los va-
lores de γ caen afuera del rango establecido por dicho teorema. Es decir, una
versión del Teorema de Pitt plantea la validez de la desigualdad:

(∫

R
|f̂(x)|p |x|−γ+p−2 dx

)
≤ C

( ∫

R
|f(x)|p |x|γ dx

)
, (1.9)

si 1 < p < ∞ y máx{0, p− 2} ≤ γ < p− 1.

Sadosky y Wheeden mostraron que la desigualdad (1.9) vale también
cuando γ > p− 1 y para γ 6= (kp− 1) con k ∈ N siempre que f tenga
momentos nulos; también dieron un contraejemplo que muestra que la de-
sigualdad (1.9) no es verdadera si γ = p− 1.

Para terminar esta introducción podemos decir que, más adelante, en
1990, Wheeden en colaboración con Jan-Olov Stömberg [StW], y continuan-
do el trabajo de Sadosky y Wheeden; desarrollaron nuevas condiciones su�-
cientes para la desigualdad (1.9).

1.1. Organización de la Tesis

En este trabajo estudiaremos dos puntos fundamentales:

Condiciones necesarias y su�cientes para la validez de la desigualdad:

‖f̂‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

υ
,

donde la desigualdad se establece sobre un subespacio de L1(Rd) ∩
Lp

v(Rd) contenido en el espacio de pesos Lp
υ(Rd) y donde f̂ es la Trans-

formada de Fourier y µ y v son pesos, siendo en un primer estudio
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funciones no negativas y en un segundo estudio la primera una medida
positiva y la segunda una función no negativa.

El problema de la extensión de la de�nición de la Transformada de
Fourier f̂ sobre todo Lp

υ(Rd).

Este trabajo está desarrollado de la siguiente manera:
En el capítulo 2 haremos un repaso de la de�nición de la Transformada

de Fourier en los espacios conocidos que se estudian en el análisis armónico
y las desigualdades que surgen; como ser, por ejemplo, ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1 para
f ∈ L1(Rd) o el Teorema de Plancherel que dice que para f ∈ L2(Rd) se tiene
la igualdad ‖f̂‖2 = ‖f‖2, o también la desigualdad de Hausdor�- Young.

En el capítulo 3 se estudian condiciones necesarias y su�cientes para la
validez de la desigualdad:

∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx ≤ C

∫

R
|f(x)|pv(x) dx,

donde u y v son funciones no negativas y f ∈ L1(R) y donde f̂ corresponde
a la transformada de Fourier de f .

En este capítulo estudiamos el caso cuando v = 1, encontrando para el
caso 1 < p < 2, una condición necesaria:

( k=+∞∑

k=−∞

( ∫ (k+1)r

kr
u(x) dx

)b
)1/b

≤ Crp−1,

donde b = 2
2−p .

Y para el caso v = 1 y p ≥ 1 y cualquier conjunto medible E, la condi-
ción su�ciente

∫
E u(x) dx ≤ Cm(E)p−1. Todo este trabajo se encuentra en

[AgHa].
En el capítulo 4 se estudian las desigualdades en norma con pesos para

la Transformada de Fourier cuando éstos corresponden a µ una medida no
negativa y v una función no negativa. Presentamos un teorema de densidad
y un resultado de extensión para la de�nición de la Transformada de Fourier
en todo el espacio Lp

v(R). El desarrollo de estas propiedades se encuentra en
el trabajo de Benedetto and Heinig [BeHe1], que data del año 1992.

Cabe mencionar en esta introducción que nuevas desigualdades se pueden
encontrar en el trabajo de Carton-Lebrun publicado el mismo año. En el mis-
mo tomando Gf(γ) =

∫
Rd(e−2πiγx − 1) f(x) dx con d > 1 y u, v funciones
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no negativas, se estudian condiciones su�cientes para la validez de la de-
sigualdad ‖Gf‖Lq

u(Rd) ≤ C‖f‖Lp
v(Rd), para toda f ∈ Lp

v(Rd). También se
desarrollan aproximaciones puntuales y en norma de G(f). Resultados simi-
lares son obtenidos cuando u es reemplazado por una medida no negativa.
El desarrollo de todo esto se encuentra en [Le].

Por último, en el capítulo 5 se describe y se muestra la solución al pro-
blema de de�nir la extensión G : Lp

v(Rd) −→ Lq
µ(Rd) de la Transformada de

Fourier f̂ a través de diferentes casos, escribiendo explícitamente expresiones
para G e indicando en este estudio nuevas condiciones necesarias y su�cientes
para las desigualdades en norma con pesos estudiadas a lo largo de todo este
trabajo.

Presentamos cuestiones técnicas y trabajamos básicamente dos casos im-
portantes, como ser la Transformada de Fourier de funciones que no son local-
mente integrables y también la Transformada de Fourier de las funciones tem-
peradas. Para ello es importante distinguir entre el caso que v1−p′ /∈ L1

loc(Rd)
y el caso en que v1−p′ ∈ L1

loc(Rd).

1.2. Notaciones y de�niciones previas

Por último y antes de comenzar con el desarrollo de este trabajo quisiera
describir a modo de repaso algunas notaciones y de�niciones que usaremos
y nos parece conveniente describir en este punto.

Rd espacio euclideano d- dimensional de d- uplas x = (x1, x2, . . . , xd)
de números reales.

x · y denota el producto interno de x ∈ Rd con y ∈ Rd, es decir x · y =∑d
j=1 xjyj .

|x| denota el módulo de x ∈ Rd, es decir; |x| = √
x · x.

dx = dx1, . . . , dxd denota el elemento ordinario de la medida de Lebesgue.

Lp = Lp(Rd)={f : Rd −→ K funciones medibles tal que ‖f‖p =( ∫
Rd |f(x)|pdx

)1/p
< ∞}, donde ‖f‖p es la norma Lp de f .

Observemos que Lp(Rd), 1 < p ≤ ∞ es un espacio de Banach.
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L∞(Rd) ={ f : Rd −→ K funciones esencialmente acotadas sobre
Rd.}
Sea f : Rd −→ K una función medible. De�nimos el supremo esencial
de |f | sobre E de la siguiente manera:
Si m

({x ∈ Rd : |f(x)| > α}) > 0 (∀α ∈ R) entonces, sup ess|f | = +∞.

sup essRd |f |=ı́nf{α : m
({x ∈ Rd : |f(x)| > α}) = 0}.

Entonces sup ess|f | es el número más pequeño α con α ∈ R tal que
|f(x)| ≤ α, excepto en un conjunto de Rd de medida nula.
Una función f se dice esencialmente acotada sobre Rd si sup essRd |f | <
∞. Notamos ‖f‖∞ = sup essRd |f |.
Observamos que, si f ∈ L∞(Rd), entonces se tiene la siguiente de-
sigualdad: |f(x)| ≤ ‖f‖∞ (x ∈ Rd) en casi todo punto.

C0(Rd)={ f : Rd −→ K funciones continuas tal que ĺım|x|−→+∞ f(x) =
0.}

Cc(Rd)={f : Rd −→ K funciones continuas tal que f(x) = 0 (∀x ∈
Rd\K), en casi todo punto y donde K es un compacto en Rd}. Es decir,
son las funciones continuas con soporte compacto.

Se tiene los siguientes resultados de densidad:
1) Cc(Rd)=Lp(Rd) con 1 ≤ p < ∞.

2) Cc(Rd)=C0(Rd).

En general en el capítulo 5, usamos la siguiente notación. Sea Υ cualquier
espacio se tiene:
1) Υ={funciones o distribuciones sobre Rd.}
2)Υc={elementos de Υ que tienen soporte compacto}.
3)Υloc={ elementos de Υ cuyas restricciones a un compacto pertenecen
a Υ}.
Por ejemplo, Lp

loc(R
d)={f : Rd −→ K tal que f |K ∈ Lp(Rd) para todo

compacto K ∈ Rd.}

sop(f)={x : f(x) 6= 0}.
Una medida µ sobre Rd es una funcional lineal continua sobre Cc(Rd),
es decir que satisface: ĺımj−→+∞ < µ, fj >= 0 (∀ sucesión (fj) ⊆
Cc(Rd)) que tiene la propiedad que: ĺımj−→+∞ ‖fj‖∞ = 0, sop(fj) ⊆ K
donde K ⊆ Rd un compacto �jo y ‖.‖∞ es la norma del supremo usual.
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M(Rd)={µ: µ es una medida sobre Rd}.

< µ, f >=
∫
Rd f(ξ) dµ(ξ).

Un peso es un elemento positivo de M(Rd) o una función no negativa
(no necesariamente localmente integrable).

Dados 1 ≤ p < ∞ y un peso µ, Lp
µ(Rd) denota el espacio de las

funciones de�nidas en casi todo punto respecto de µ para los cuales la
norma:

‖f‖Lp
µ(Rd) =

(∫
|f(ξ)|p dµ(ξ)

)1/p
< ∞

Para f ∈ L1(Rd) la Transformada de Fourier de f es la función

f̂(ξ) =
∫

Rd

f(x)e−2πiξx dx.

Dado un conjunto medible E ⊆ R, la función χE(x) es la función:

χE(x) =
{

1 si x ∈ E
0 si x /∈ E

Si R > 0, B(x,R) denota la bola de centro x y radio R y B(0, R) =
B0(R).

Lp
v(Rd), donde v ≥ 0 es una función no negativa ( no necesariamente

localmente integrable) corresponde al siguiente conjunto:

Lp
v(Rd) = {f : ‖f‖Lp

v(Rd) =
(∫

|f(t)|p v(t) dt
)1/p

< ∞}.

Si v ∈ L1
loc(Rd) con v ≥ 0, entonces dµ(t) = v(t)dt de�ne una medida

positiva µ donde
µ(A) =

∫

A
v(t) dt.

La función Gamma se de�ne de la siguiente manera: Γ(p) =
∫∞
0 tp−1e−t dt

con p > 0.
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Desigualdad de Minkowsky para integrales.
Sea f una función medible no negativa, E ⊆ Rd, F ⊆ Rd y 1 ≤ p < ∞,
entonces se tiene que:

( ∫

F

( ∫

E
f(x, y)dx

)p
dy

)1/p ≤
∫

E

( ∫

F
fp(x, y)dy

)1/p
dx

Sean (fn) una sucesión de funciones en Lp(Rd) y sea f ∈ Lp(Rd) tal
que ĺımn−→+∞ ‖fn − f‖p = 0, entonces existe una subscesión (fnk) de
(fn) tal que:
a) ĺımk−→+∞ fnk(x) = f(x) para casi todo punto x.
b) |fnk(x)| ≤ h(x) para todo k y para casi todo x, con h ∈ Lp(Rd).

Teorema de Diferenciación.
Para cualquier f ∈ L1

loc(Rd) se tiene que:

ĺım
r−→0

1
|B(x, r)|

∫

B(x,r)
f(y) dy = f(x),

para casi todo x ∈ Rd.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo expondremos la de�nición de la Transformada de Fou-
rier en distintos espacios conocidos y de algunos resultados importantes que
surgieron a partir de su estudio a lo largo de la historia del análisis armónico.
La parte básica del desarrollo de esta teoría puede verse por ejemplo en el
libro [StWe].

Comenzamos con la teoría de la Transformada de Fourier sobre el espacio
L1(Rd) y luego en el espacio L2(Rd). Más adelante enunciamos la de�nición
de la Transformada de Fourier debido a Titchmarsh [Ti], quien estableció la
existencia de f̂ ∈ Lp′ para f ∈ Lp con 1 < p < 2 y �nalmente desarrollamos
brevemente la teoría de la Transformada de Fourier en las distribuciones
temperadas, más especí�camente ya que Lp ⊆ S ′, donde S ′ es el espacio de
las distribuciones temperadas, y para cada p ∈ [1, +∞), tenemos que para
cada f ∈ Lp la Transformada de Fourier f̂ ∈ S ′ .

A lo largo de este capítulo enunciaremos también los resultados más
conocidos, que surgieron a lo largo de la historia del análisis armónico donde
aparecen las desigualdades de la Transformada de Fourier en norma con
pesos, como ser por ejemplo el Teorema de Hausdor�-Young cuya primera
demostración se publicó en 1926 por Marcel Riesz, pero una elegante demos-
tración fue dada usando el Teorema de interpolación de Riesz-Thorin por el
estudiante de Riesz, G.Olof Thorin publicado en 1939.

20



2.1. La teoría de la Transformada de Fourier en
L1(Rd)

Dada una función f ∈ L1(Rd). Se de�ne la Transformada de Fourier de
f , como la función f̂ : Rd −→ C , dada por:

f̂(x) =
∫

Rd

e−2πixtf(t) dt.

Exponemos a continuación algunas propiedades conocidas e importantes
correspondientes a la Transformada de Fourier, demostraremos solamente
aquellas que nos parece que aportan alguna técnica que se considere impor-
tante para el avance de este trabajo.

Proposición 2.1.1. Propiedades analíticas de la transformada.
1) La aplicación F de�nida por

F : L1(Rd) −→ L∞(Rd)
f 7→ f̂

es una transformación lineal acotada y vale además que |f̂(x)| ≤ ‖f‖L1(Rd)

para todo x ∈ Rd.
2) Si f ∈ L1(Rd) entonces f̂ es uniformemente continua.

Demostración. 1) Como:

|F(f)(x)| = |f̂(x)| ≤
∫

Rd

|f(t)| dt = ‖f‖1,

entonces |f̂(x)| ≤ ‖f‖1, (∀x ∈ Rd) y así, ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.
Además se tiene que,

F(a.f + g) = â.f + g = a.f̂ + ĝ = aF(f) + F(g).

2) Como f ∈ L1(Rd) entonces dado ε > 0 existe R = R(ε) > 0 tal que∫
‖t‖≥R |f(t)|dt < ε

Por la continuidad de e−2πiz existe δ = δ(ε) > 0 tal que si |z| < δ en-
tonces |e−2πiz − 1| < ε.

21



Tomemos η ∈ Rd tal que ‖η‖ < δ
R(que depende de ε pero no de x) Por

Cauchy-Schwarz si ‖t‖ < R, entonces |η · t| ≤ ‖t‖‖η‖ < R · δ
R = δ y por lo

tanto |e−2πiη·t − 1| < ε.

Así resulta que,

|f̂(x + η)− f̂(x)| = |
∫

Rd

e−2πi(x+η)t f(t) dt−
∫

Rd

e−2πixt f(t) dt|

= |
∫

Rd

e−2πixt(e−2πiηt − 1) f(t) dt|

≤
∫

Rd

|e−2πixt||e−2πiηt − 1||f(t)|dt

≤
∫

Rd

|e−2πiηt − 1||f(t)|dt

≤
∫

‖t‖≥R
|e−2πiη·t − 1||f(t)|dt +

∫

‖t‖<R
|e−2πiη·t − 1||f(t)|dt

≤ I + II

Como e−2πiη·t ∈ S1 entonces |e−2πiη·t − 1| ≤ 2, y así obtenemos que

I ≤ 2
∫

‖t‖≥R
|f(t)|dt < 2ε

Por otro lado si ‖t‖ < R entonces |η·t| ≤ δ, y por lo tanto |e−2πiη·t−1| < ε.
Mediante la cuenta anterior podemos acotar II de la siguiente manera:

II ≤ ε‖f‖1

.
Finalmente conseguimos que

|f̂(x + η)− f̂(x)| ≤ 2ε + ε‖f‖1 = Cε,

donde C es una constante (depende de f pero no de ε) concluyendo así que
f̂ es uniformemente continua.
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Enunciamos ahora el conocido Lema de Riemann-Lebesgue que concluye
que f̂ ∈ C0(Rd) [StWe].

Teorema 2.1.1. Si f ∈ L1(Rd), entonces se tiene que: ĺım|x|−→+∞ f̂(x) = 0.

Además de las operaciones de espacios vectoriales, L1(Rd) es dotado con
una multiplicación, que hace de este espacio un álgebra de Banach. Esta
operación llamada convolución se de�ne de la siguiente manera:

Si f, g ∈ L1(Rd), su convolución h = f ∗ g es la función cuyo valor en
x ∈ Rd es:

h(x) =
∫

Rd

f(x− y)g(y) dy.

Uno puede demostrar por un argumento elemental que la función f(x−
y)g(y) es una función medible de dos variables x e y. Entonces se sigue in-
mediatamente por el Teorema de Fubini sobre el intercambio del orden de
integración que h ∈ L1(Rd) y además ‖h‖1 ≤ ‖f‖1.‖g‖1 [StWe].

Podemos observar, también que la convolución cumple las siguientes
propiedades:

Proposición 2.1.2. Si f, g y h ∈ L1(Rd) entonces:
1) f ∗ g ∈ L1(Rd) y ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1.‖g‖1.
2) f ∗ g = g ∗ f .
3) (f ∗ g)∗h = f ∗ (g ∗ h).
4) (f + g) ∗ h = f ∗ h + g ∗ h.

Por lo tanto, se tiene que L1(Rd) es un álgebra de Banach conmutativa
con el producto dado por la convolución.

Más generalmente, h = f ∗ g está de�nido siempre que f ∈ Lp(Rd) con
1 ≤ p ≤ ∞ y g ∈ L1(Rd). En efecto se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.1.2. Si f ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞, g ∈ L1(Rd) entonces, h = f ∗g
está bien de�nido y pertenece a Lp(Rd). Además ‖h‖p ≤ ‖f‖p.‖g‖1.
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Observemos que el espacio C0(Rd) es un álgebra de Banach con el pro-
ducto dado por la multiplicación de funciones punto a punto:

(f · g)(x) = f(x) · g(x)

con x ∈ Rd y f, g ∈ C0(Rd).

Por lo tanto se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3. La Transformada de Fourier

F : L1(Rd) −→ C0(Rd)
f 7→ f̂

es un homomor�smo de álgebras de Banach, con norma igual a 1.

A modo de observación podemos decir que la función;

F : L1(Rd) −→ C0(Rd)

es inyectiva pero no sobreyectiva.
Para ver que no es sobreyectiva, supongamos que d = 1 y sea

φ(x) =

{
x si |x| ≤ 1

sg(x)
1+log|x| si |x| > 1

Observar que φ ∈ C0(R) y además suponiendo que existe f ∈ L1(R) tal que
φ = f̂ , llegamos a un absurdo.

En efecto, dado a > 1

∫

1<|x|<a

φ(x)
x

dx =
∫

1<|x|<a

f̂(x)
x

dx

∫

1<|x|<a

1
x

∫
e−2πiyxf(y) dydx =

∫
f(y)

∫

1<|x|<a

e−2πiyx

x
dx dy

=
∫

f(y)
(− 2i

∫ a

1

sen(2πyx)
x

dx
)

dy

Tomando ∆(a, y) =
∫ a
1

sen(2πyx)
x dx entonces se tiene, usando integración

por partes dos veces, que |∆(a, y)| ≤ M para toda a > 1 y para todo y ∈ R.
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Por lo tanto
∣∣ ∫

1<|x|<a
φ(x)

x dx
∣∣ ≤ 2M‖f‖1.

Por otra parte,

∫

1<|x|<a

φ(x)
x

dx =
∫

1<|x|<a

1
|x|(1 + log |x|) dx

= 2
∫ a

1

1
1 + log(|x|)

1
x

dx = 2
∫ log(a)

0

1
1 + u

du = 2 log(1 + u)|log(a)
0

Tomando límite cuando a −→ +∞ se tiene que la última igualdad tiende
a +∞, llegando así al absurdo.

Enunciamos a continuación el siguiente teorema:

Teorema 2.1.4. Si f, g ∈ L1(Rd) entonces f̂ ∗ g = f̂ · ĝ.

También se tiene las siguientes propiedades algebraicas de la transforma-
da.

Proposición 2.1.3. Sean f, g ∈ L1(Rd)

1) Linealidad: ̂af + bg = af̂ + bĝ.

2) Conjugación: ̂̄f(ξ) = f̂(−ξ).
3) Traslación: Si τhf(x) = f(x− h) entonces τ̂hf(x) = e−2πihxf̂(x).
4) Modulación: Si g(x) = e2πixhf(x) entonces ĝ(ξ) = (τhf̂)(x).

5) Dilatación: Si a > 0 y δa(f)(x) = f(a.x) entonces anδ̂a(f)(x) =
f̂(a−1x)

El siguiente teorema muestra la relación entre la Transformada de Fourier
y la diferenciación. A�rma que la aplicación de la Transformada de Fourier
después de la multiplicación por la función de k-coordenada es equivalente
(salvo una constante multiplicativa), a tomar la derivada parcial con respecto
a la k-ésima variable de la Transformada de Fourier. Es también verdad
que la Transformada de Fourier de tales derivadas parciales son obtenidas
facilmente (otra vez, salvo una constante multiplicativa), multiplicando la
Transformada de Fourier por las correspondientes funciones de coordenadas.
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Teorema 2.1.5. Supongamos que f ∈ L1(Rd) y xkf(x) ∈ L1(Rd) donde xk

es la k-función coordenada. Entonces f̂ es diferenciable con respecto a xk y
además ∂f̂

∂xk
(x) = ̂−2πitkf(t)(x).

En efecto, dado h = (0, ..., hk, ..., 0) un vector no nulo donde la coorde-
nada k-ésima hk 6= 0, se tiene por el teorema de la Convergencia Mayorada
que,

f̂(x + h)− f̂(x)
hk

=
{(e−2πit·h − 1

hk

)
f(t)

}
̂(x) −→ (−2πitkf(t))̂ (x)

cuando hk tiende a cero.

Encontraremos muchas versiones del resultado anterior. Daremos a con-
tinuación una de ellas (quizás la más simple de demostrar) y para eso intro-
duciremos el siguiente concepto:

De�nición 2.1.1. Decimos que f es diferenciable en la norma Lp respecto
a xk si dado f ∈ Lp(Rd) existe g ∈ Lp(Rd) tal que:

ĺım
hk−→0

(∫

Rd

∣∣f(x + h)− f(x)
hk

− g(x)
∣∣p dx

)1/p
= 0,

(donde la notación usada corresponde a la establecida en la demostración del
teorema anterior.)

La función g es llamada la derivada parcial de f respecto a xk, en la
norma Lp.

Podemos enunciar ahora el siguiente teorema:

Teorema 2.1.6. Si f ∈ L1(Rd) y g es la derivada parcial de f con respecto
a xk en la norma L1, entonces se tiene que:

ĝ(x) = (2πixkf̂)(x)

Ambos teoremas enunciados anteriormente pueden extenderse a derivadas
de orden superior. Sin entrar en detalles, se tiene que:

i) P (D)f̂(x) = ̂P (−2πit)f(t)(x).

ii) P̂ (D)f(x) = P (2πix)f̂(x);
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donde α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd
0 y xα = xα1

1 ...xαd
d y Dα = ∂α1+···+αd

∂x
α1
1 ...∂x

αd
d

,
P = Σαaαxα un polinomio en las d variables x1, . . . , xd con aα ∈ R.

P (D) = ΣαaαDα es el operador diferencial asociado a D.

El principal problema en la teoría de la Transformada de Fourier en
L1(Rd), es la obtención de la función f a partir de su Transformada de
Fourier. Como dijimos antes, la Transformada de Fourier es una aplicación
lineal de L1(Rd) en el espacio C0(Rd); pero no toda función con esas car-
acterísticas es la Transformada de Fourier de una función en L1(Rd). Es
más, uno esperaría que f(t) =

∫
Rd f̂(x)e2πitx dx, pero lamentablemente f̂ no

tiene por qué ser integrable (por ejemplo, basta tomar d = 1 y f la función
característica de un intervalo �nito).

Para responder la pregunta anterior usamos métodos de sumabilidad de
integrales, por ejemplo, el método de sumabilidad de Abel o el método de
sumabilidad de Gauss.

Para cada ε > 0 de�nimos la media de Abel, Aε = Aε(f) como la integral:

Aε(f) =
∫

Rd

f(x)e−ε|x| dx. (2.1)

Es claro que si f ∈ L1(Rd) entonces ĺımε−→0 Aε(f) =
∫
Rd f(x) dx

Por otro lado, esa media de Abel está bien de�nida cuando f no es in-
tegrable (por ejemplo, si asumimos que f está acotada, luego Aε(f) está
de�nida para toda ε > 0).

Además su límite ĺımε−→0 Aε(f) = ĺımε−→0

∫
Rd f(x)e−ε|x| dx puede exis-

tir incluso cuando f no es integrable.
Siempre que el límite ĺımε−→0 Aε(f) = ĺımε−→0

∫
Rd f(x)e−ε|x| dx exista

y sea �nito decimos que
∫
Rd f(x) dx es sumable en el sentido de Abel hacia

ese límite.

De�nición 2.1.2. Decimos que
∫
Rd f(x) dx es sumable y su suma es l, en

el sentido de Abel, si:

ĺım
ε−→0

Aε(f) = ĺım
ε−→0

∫

Rd

f(x)e−ε|x| dx

existe y es igual a l.
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Otro método de sumabilidad es la sumabilidad de Gauss, este método está
de�nido mediante la media de Gauss (a veces llamada Gauss-Weierstrass):

Gε(f) = Gε =
∫

Rd

f(x)e−ε|x|2 dx (2.2)

De�nición 2.1.3. Decimos que
∫
Rd f(x) dx es sumable y su suma es l, en

el sentido de Gauss, si:

ĺım
ε−→0

Gε(f) = ĺım
ε−→0

∫

Rd

f(x) e−ε|x|2 dx

existe y es igual a l.

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) se pueden expresar en una forma más general:

Mε,φ(f) =
∫

Rd

φ(εx)f(x)dx

donde φ ∈ C0(Rd) y φ(0) = 1.
Luego

∫
Rd f(x)dx es sumable y de suma l si ĺımε−→0 Mε(f) = l

LLamamos Mε,φ(f) la media φ de esa integral. Para contestar la pregunta
antes formulada, necesitamos la Transformada de Fourier de las funciones
e−ε|x|2 y e−ε|x|; para ello enunciamos los siguientes teoremas:

Teorema 2.1.7. Para toda α > 0 se tiene que
∫

Rd

e−πα|y|2e−2πity dy = α−d/2e−π|t|2/α.

Notar que este teorema nos muestra que e−π|x|2 es su propia Transfor-
mada de Fourier.

Teorema 2.1.8. Para toda α > 0 se tiene que
∫

Rd

e−2π|y|αe−2πity dy = Cd
α

(α2 + |t|2) d+1
2

donde Cd = Γ( d+1
2

)

π
d+1
2

.
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Para α > 0 denotamos la Transformada de Fourier de las funciones
e−4π2α|y|2 y e−2πα|y| por W y P , respectivamente.

Esto es,
W (t, α) = (4πα)−(d/2)e−|t|

2/4α

y
P (t, α) = Cd

α

(α2 + |t|2) d+1
2

.

La función W (t, α) es llamada el núcleo de Gauss-Weierstrass y P (t, α)
es llamada el núcleo de Poisson.

Podemos mostrar en particular que la media de Abel y la media de Gauss
de la integral

∫
Rd f̂(x)e2πitx dx converge en casi todo punto y en norma a f .

La idea es expresar esas medias en términos de la convolución de f con los
núcleos W (t, α) y P (t, α) y a continuación usar la teoría de la aproximación
de la identidad.

En orden a obtener esas expresiones usaremos un importante resultado:

Teorema 2.1.9. Fórmula de multiplicación.
Sea f, g ∈ L1(Rd) entonces

∫

Rd

f̂(x)g(x)dx =
∫

Rd

f(x)ĝ(x)dx.

Supongamos ahora que la función φ en

Mε,φ(f) =
∫

Rd

φ(εx)f(x)dx

donde φ ∈ C0(Rd) y φ(0) = 1 es integrable y su Transformada de Fourier es
φ̂ = ϕ.

Si tenemos ϕε(x) = ε−dϕ(x
ε ) para ε > 0, entonces δ̂εφ(x) = ε−dϕ(x

ε ) =
ϕε(x).

Por el Teorema (2.1.7) se tiene, tomando φ(x) = e−4π2|x|2 , que ϕε(x) =
W (x, ε2). En cambio por el Teorema (2.1.8) se tiene, tomando φ(x) = e−2π|x|,
que ϕε(x) = P (x, ε).

Aplicando la fórmula de multiplicación a f(x) y a e2πitxδεφ(x) y usando
la propiedad de modulación de la Transformada de Fourier, obtenemos el
siguiente teorema:
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Teorema 2.1.10. Si f, φ ∈ L1(Rd) y ϕ = φ̂. Entonces para todo ε > 0 se
veri�ca que:

∫

Rd

f̂(x)e2πitxφ(εx)dx =
∫

Rd

f(x)ϕε(x− t)dx .

En particular, para todo ε > 0 se veri�ca que
∫

Rd

f̂(x)e2πitxe−2πε|x| dx =
∫

Rd

f(x)P (x− t, ε)dx

y para toda α > 0 tenemos que
∫

Rd

f̂(x)e2πitxe−4π2α|x|2dx =
∫

Rd

f(x)W (x− t, α)dx .

A continuación veremos que la integral
∫
Rd f̂(x)e2πitxdx es sumable a f

para una clase mayor de métodos de sumabilidad, que incluyen la sumabili-
dad de Abel y de Gauss.

Mostraremos que
∫
Rd f̂(x)e2πitxφ(εx)dx converge a f en la norma L1(Rd)

bajo las siguientes condiciones muy generales:

φ ∈ L1(Rd).

φ̂ = ϕ ∈ L1(Rd).
∫
Rd ϕ(x)dx = 1

Se puede ver que el núcleo de Poisson y el núcleo de Gauss-Weierstrass
cumplen esas condiciones.

Enunciamos ahora el teorema de la aproximación de la identidad.

Teorema 2.1.11. Supongamos que ϕ ∈ L1(Rd) con
∫
Rd ϕ(x)dx = 1, y para

ε > 0 sea ϕε(x) = ε−dϕ(x
ε ). Si f ∈ Lp(Rd) con 1 ≤ p < ∞ o f ∈ C0(Rd) ⊆

L∞(Rd), entonces:

ĺım
ε−→0

‖f ∗ ϕε − f‖p = 0.

En particular, u(x, ε) =
∫
Rd f(t)P (x − t, ε)dt y s(x, ε) =

∫
Rd f(t)W (x −

t, ε)dt convergen a f en norma Lp cuando ε −→ 0.
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Observación 2.1.1. La función u(x, ε) de�nida sobre Rd con ε > 0 se llama
la integral de Poisson de f . En cambio, la función s(x, ε) es conocida como
la integral de Gauss-Weierstarss de f .

Demostración. Tenemos por un simple cambio de variables,
∫

Rd

ϕε(t)dt =
∫

Rd

ε−dϕ(
t

ε
)dt =

∫

Rd

ϕ(u)du = 1.

Así, sea f ∈ Lp(Rd) con 1 ≤ p < ∞

(f∗ϕε)(x)−f(x) =
∫

Rd

f(x−t)ϕε(t)dt−
∫

Rd

f(x)ϕε(t)dt =
∫

Rd

(f(x−t)−f(x))ϕε(t)dt.

Entonces, usando la desigualdad de Minkowsky para integrales se tiene
que:

‖(f ∗ ϕε)(x)− f(x)‖p =
( ∫

Rd

∣∣
∫

Rd

(f(x− t)− f(x))ϕε(t)dt
∣∣pdx

)1/p

≤
∫

Rd

( ∫

Rd

∣∣(f(x− t)− f(x))ϕε(t)
∣∣pdx

)1/p
dt

=
∫

Rd

( ∫

Rd

|f(x− t)− f(x)|pdx
)1/p|ϕε(t)|dt

Por lo tanto,

‖(f ∗ ϕε)(x)− f(x)‖p ≤
∫

Rd

( ∫

Rd

|f(x− t)− f(x)|pdx
)1/p|ϕε(t)|dt

=
∫

Rd

( ∫

Rd

|f(x− t)− f(x)|pdx
)1/p

ε−d|ϕ(
t

ε
)|dt

Tomando como cambio de variable u = t
ε y du = 1

εd dt tenemos que:

‖(f ∗ ϕε)(x)− f(x)‖p ≤
∫

Rd

( ∫

Rd

|f(x− εu)− f(x)|pdx
)1/p|ϕ(u)|du

Por otro lado, la expresión
( ∫

Rd

|f(x + h)− f(x)|pdx
)1/p = ωp,f (h) = ω(h)
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es conocida como el módulo de continuidad en Lp de f .
Observar que ω(h) es una función acotada como función en h usando la

desigualdad de Minkowsky;

ω(h) =
( ∫

Rd

|f(x+h)−f(x)|pdx
)1/p ≤ ( ∫

Rd

|f(x+h)|pdx
)1/p+

( ∫

Rd

|f(x)|pdx
)1/p

.

Así ω(h) ≤ 2‖f‖p
Lp .

Además, se tiene que ĺım|h|−→0 ω(h) = 0

En efecto, tomemos una función g ∈ C0 ∩ Lp(Rd) y sea K = sop(g) y
K1 = {x : d(x,K) ≤ 1}.

Supongamos que |h| < δ entonces como g es continua en el compacto K1,
se tiene que es uniformemente continua;

∫

Rd

|g(x + h)− g(x)|pdx =
∫

K1

|g(x + h)− g(x)|pdx ≤ εpm(K1),

es decir que, si |h| < δ entonces se tiene que ‖g(x + h)− g(x)‖p < ε.
Tomemos ahora f ∈ Lp(Rd) y g ∈ C0 tal que ‖f − g‖p < ε, ya que C0 es

denso en Lp(Rd).
Probaremos que ĺım|h|−→0 ‖f(x + h)− f(x)‖p = 0

En efecto,

‖f(x + h)− f(x)‖p ≤ ‖f(x + h)− g(x + h)‖p + ‖g(x + h)− g(x)‖p + ‖g(x)− f(x)‖p

= 2‖f(x)− g(x)‖p + ‖g(x + h)− g(x)‖p < 3ε si |h| < δ.

Entonces si f ∈ Lp(Rd) se tiene que ĺım|h|−→0 |f(x + h)− f(x)|pdx = 0.
Por lo tanto,

‖f∗ϕε(x)−f(x)‖p ≤
∫

Rd

( ∫

Rd

|f(x−εt)−f(x)|pdx
)|ϕ(t)|dt =

∫

Rd

w(−εt)|ϕ(t)|dt.

Esta última igualdad tiende a cero cuando ε tiende a cero, debido al
Teorema de convergencia Mayorada, ya que:

|w(−εt)ϕ(t)| ≤ 2‖f‖p|ϕ(t)|
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2‖f‖p|ϕ(t)| ∈ L1(Rd)

ĺım
ε−→0

w(−εt)|ϕ(t)| = 0

En cambio si f ∈ C0(Rd) se tiene que:

(f ∗ ϕε)(x)− f(x) =
∫

Rd

(f(x− t)− f(x))ϕε(t)dt,

entonces

|(f ∗ ϕε)(x)− f(x)| ≤
∫

Rd

|f(x− t)− f(x)||ϕε(t)|dt.

Como f es continua en x, entonces dado (η > 0) (∃δ > 0) tal que
|f(x− t)− f(x)| < η si |t| < δ.

Por lo tanto,

|(f ∗ ϕε)(x)− f(x)| ≤
∫

Rd

|f(x− t)− f(x)||ϕε(t)|dt

≤
∫

|t|<δ
|f(x− t)− f(x)||ϕε(t)|dt +

∫

|t|>δ
|f(x− t)− f(x)||ϕε(t)|dt

Como f ∈ C0(Rd) ⊆ L∞(Rd) se tiene que:

|(f ∗ ϕε)(x)− f(x)| ≤ η

∫

|t|<δ
|ϕε(t)|dt + 2‖f‖∞

∫

|t|>δ
|ϕε(t)|dt.

Observemos que:
ĺım

ε−→0+

∫

|t|>δ
|ϕε(t)|dt = 0.

En efecto, usando el cambio de variable y = t
ε se tiene que;

∫

|t|>δ
|ϕε(t)|dt = ε−d

∫

|t|>δ
|ϕ(

t

ε
)|dt =

∫

|y|>δ/ε
|ϕ(y)|dy.
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Por el Teorema de convergencia mayorada, ya que ϕ ∈ L1(Rd) se tiene
que: ∫

|t|>δ
|ϕε(t)|dt

tiende a cero cuando ε tiende a cero.
Se concluye así que,

ĺım
ε−→0+

‖(f ∗ ϕε)(x)− f(x)‖∞ = 0.

Un corolario que se sigue inmediatamiente de este teorema es el siguiente:

Corolario 2.1.1. Supongamos que ϕ ∈ L1(Rd) y
∫
Rd ϕ(t)dt = 0, entonces

ĺımε−→0 ‖f ∗ ϕε‖p = 0 siempre que f ∈ Lp(Rd) con 1 ≤ p < ∞ o f ∈
C0(Rd) ⊆ L∞(Rd).

Del Teorema (2.1.10) y del Teorema (2.1.11) obtenemos la siguiente solu-
ción al problema de la inversión de Fourier.

Teorema 2.1.12. Si φ y su transformada de Fourier φ̂ = ϕ son integrables
y

∫
Rd ϕ(x)dx = 1, entonces la media φ de la integral

∫
Rd f̂ e2πitxdt converge

a f(x) en la norma L1(Rd)

En particular, la media de Abel y la media de Gauss de esa integral con-
verge a f(x) en la norma L1(Rd).

Enunciamos ahora el siguiente corolario, también llamado el Teorema
de inversión de la Transformada de Fourier.

Ya que S(x, α) =
∫
Rd f(t)W (x − t, α)dt =

∫
Rd f̂(t)e2πitxe−4π2α|t|2dt con-

verge a f(x) en L1(Rd) cuando α −→ 0+, podemos encontrar una sucesión
αk −→ 0 tal que S(x, αk) −→ f(x) en casi todo punto de x. Si además
asumimos que f̂ ∈ L1(Rd), por el Teorema de convergencia mayorada ten-
emos:

Corolario 2.1.2. Si f, f̂ ∈ L1(Rd) entonces

f(x) =
∫

Rd

f̂(t)e2πixtdt

en casi todo punto de x.
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Observación 2.1.2. Ya que f ∈ L1(Rd) entonces f̂ es continua. Si además
f̂ es integrable, la integral

∫
Rd f̂(t)e2πixtdt también de�ne una función conti-

nua, en efecto la función ˆ̂
f(−x). De esta manera cambiando f en un conjunto

de medida cero podemos obtener la igualdad en el corolario, para toda x. En
otras palabras, f se puede convertir en una función continua, cambiando sus
valores en un conjunto de medida cero.

Observación 2.1.3. Del Teorema (2.1.12) se puede deducir que si f̂(x) = 0
para casi todo punto x, entonces f(t) = 0 para casi todo t.

A partir de esta observación podemos a�rmar que F : L1(Rd) −→ C0(Rd)
es inyectiva.

A modo de cierre de esta sección podemos decir que:

De�nición 2.1.4. El operador de�nido por

F−1(F )(ξ) =
∫

Rd

e2πixξF (x)dx

se llama la Transformada de Fourier inversa.

Observación 2.1.4. Por el teorema de inversión, si f, f̂ ∈ L1(Rd), entonces
F−1 ◦ F(f) = f en casi todo punto.

El problema de la inversión de Fourier también tiene solución en el senti-
do puntual. Para ello introducimos algunos conceptos. Primeramente enun-
ciamos un resultado de la teoría de diferenciación de integrales de funciones
de�nidas sobre Rd.

Proposición 2.1.4. Si f ∈ L1
loc(Rd), entonces para casi todo punto x se

tiene que:

ĺım
r−→0

1
rd

∫

|t|<r
(f(x− t)− f(x))dt = 0

En particular vale para f ∈ Lp(Rd)

Llamaremos al conjunto

{x ∈ Rd : ĺım
r−→0

1
rd

∫

|t|<r
|f(x− t)− f(x)|dt = 0}
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el Conjunto de Lebesgue e incluye casi todos los puntos de Rd.
Enunciamos un hecho más general, un resultado puntual que corresponde

a una versión del teorema de aproximación a la identidad.

Teorema 2.1.13. Supongamos que ϕ ∈ L1(Rd). Sea ψ(x) = sup ess|t|≥|x||ϕ(t)|
y sea ε > 0, ϕε(x) = ε−dϕ(x

ε ). Si ψ ∈ L1(Rd) y f ∈ Lp(Rd) con 1 ≤ p < ∞,
entonces

ĺım
ε−→0

(f ∗ ϕε)(x) = f(x)
∫

Rd

ϕ(t)dt

siempre que x pertenezca al conjunto del Lebesgue de f .
En particular, la integral de Poisson

∫
Rd f(t) P (x−t, ε) dt y la integral de

Gauss- Weierstrass
∫
Rd f(t) W (x− t, ε) dt convergen a f(x) cuando ε −→ 0

para casi todo punto x ∈ Rd.

Se sabe que si x es un punto de continuidad de f , entonces x pertenece al
conjunto de Lebesgue de f , y por lo tanto el teorema anterior vale también
para todo punto de continuidad de f . Si además asumimos que f̂ ≥ 0, se
sigue por el Lema de Fatou que f̂ ∈ L1(Rd). Así la integral

∫
Rd f̂(x)e2πitxdx

de�ne una función continua de t que es igual a f(t) para casi todo punto x,
por el Corolario (2.1.2). Por lo tanto obtenemos el siguiente resultado útil:

Corolario 2.1.3. Supongamos que f ∈ L1(Rd) y f ≥ 0.
Si f es continua en el 0, entonces f̂ ∈ L1(Rd) y

f(t) =
∫

Rd

f̂(x)e2πitxdx

para casi todo t (es decir en cada punto de Lebesgue f). En particular, f(0) =∫
Rd f̂(x)dx.

Una consecuencia inmediata del corolario anterior y las fórmulas del teo-
rema (2.1.10) es:

Corolario 2.1.4. Para todo α > 0 tenemos que
a)

∫
Rd W (x, α)e2πitxdx = e−4π2α|t|2

b)
∫
Rd P (x, α)e2πitxdx = e−2πα|t|
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2.2. La teoría de la Transformada de Fourier en
L2(Rd) y el Teorema de Plancherel

Las funciones de cuadrado integrables no tienen por qué ser integrables,
por lo tanto la de�nición de la Transformada de Fourier podría no tener sen-
tido. Sin embargo, la Transformada de Fourier tiene una de�nición natural
sobre L2(R) y una teoría en particular elegante.

Vamos a presentar los resultados más importantes y solamente demostraremos
aquellos que nos aporten alguna técnica para el desarrollo de los capítulos
siguientes.

Si además de ser integrable, asumimos que f es de cuadrado integrable,
entonces f̂ debe ser también de cuadrado integrable. En efecto tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 2.2.1. Si f ∈ L1 ∩ L2(Rd) entonces

‖f̂‖L2 = ‖f‖L2 .

Este teorema a�rma que la Transformada de Fourier es un operador lineal
acotado sobre el subespacio denso L1 ∩ L2(Rd) de L2(Rd) en L2(Rd).

Además existe una extensión acotada, F de este operador a todo L2(Rd).
F se llamará la Transformada de Fourier sobre L2(Rd). Usaremos la notación
f̂ = F(f) siempre que f ∈ L2(Rd).

Dada f ∈ L2(Rd), existe una sucesión (fn)n≥1 ⊆ L1 ∩ L2(Rd) tal que
ĺımn−→+∞ fn = f en L2(Rd), esto se debe a que L1 ∩ L2(Rd) = L2(Rd).

Por ejemplo:
fn(x) =

{
f(x) si |x| ≤ n

0 si |x| > n

En efecto,

‖fn − f‖2
L2 =

∫

Rd

|fn(x)− f(x)|2dx =
∫

|x|>n
|f(x)|2dx

tiende a cero cuando n tiende a más in�nito.
Como (fn) ⊆ L1 ∩ L2(Rd) converge a f en L2(Rd), entonces será (fn)

una sucesión de Cauchy en L2(Rd).
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Además se tiene que ĺımn,m−→+∞ ‖f̂n − f̂m‖2 = ‖fn − fm‖2 = 0 Por lo
que se tiene que (f̂n) es una sucesión de Cauchy en L2(Rd), entonces como
L2(Rd) es un espacio completo, existe ĺımn−→+∞ f̂n en L2(Rd).

Sea f̂ = ĺımn−→+∞ f̂n en L2(Rd). Es decir, f̂ es el límite en L2(Rd) de la
sucesión f̂n de�nida por:

f̂n(x) =
∫

|t|≤n
f(t)e−2πixtdt =

∫

Rd

fn(t)e−2πixtdt

Como dijimos antes, f̂ = F(f) se llamará la Transformada de Fourier de
f .

Observar también que:
1) ‖f̂n‖2 = ‖fn‖2 para todo n ∈ N implica que ‖f̂‖2 = ‖f‖2

2) f̂ no depende de la sucesión elegida.
En efecto, sea (gn) ⊆ L1 ∩ L2(Rd) tal que ĺımn−→+∞ gn = f en L2(Rd).

‖ĝn − f̂‖2 ≤ ‖ĝn − f̂n‖2 + ‖f̂n − f̂‖2 = ‖gn − fn‖2 + ‖f̂n − f̂‖2

≤ ‖gn − f‖2 + ‖f − fn‖2 + ‖f̂n − f̂‖2

Esta última igualdad tiende a cero cuando n tiende a más in�nito, por
lo tanto se tiene que: ĺımn−→+∞ ĝn = f̂ en L2(Rd).

Observar que si f ∈ L1(Rd), la nueva de�nición no cambia la Transfor-
mada de Fourier porque se puede tomar fn = f para todo n ∈ N. Por lo
tanto, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.2.2. Teorema de Plancherel.
La Transformada de Fourier de�nida en L1 ∩ L2(Rd) se extiende univo-

camente a L2(Rd) y veri�ca para toda función f ∈ L2(Rd) que:

‖f̂‖2 = ‖f‖2.

Un operador lineal sobre L2(Rd) que es una isometría y una función
sobreyectiva en L2(Rd) es llamado un operador unitario.

Es una consecuencia inmediata del Teorema (2.2.2) queF sea una isometría.
Además tenemos la propiedad de que F es sobreyectiva.
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Teorema 2.2.3. a) La Transformada de Fourier es un operador unitario
sobre L2(Rd).

b) La inversa de la Transformada de Fourier F−1 puede obtenerse escri-
biendo:

F−1(g)(x) = F(g)(−x) para toda g ∈ L2(Rd).

Demostración. Ya que F es una isometría, es decir

‖F(f)‖2 = ‖f‖2

para toda f ∈ L2(Rd), entonces su rango, R(F) = F(L2(Rd)) es un subes-
pacio cerrado en L2(Rd).

Si este subespacio no fuera todo L2(Rd), como R(F) es cerrado, entonces
L2(Rd) = R(F) ⊕ R(F)⊥ y como R(F) 6= L2(Rd), podríamos encontrar
una función g tal que

∫
Rd f̂(x)g(x)dx = 0 para toda f ∈ L2(Rd) y tal que

‖g‖2 6= 0.
Por la fórmula de multiplicación se tiene que para toda función f ∈

L2(Rd), se veri�ca que
∫

Rd

f(x)ĝ(x)dx =
∫

Rd

f̂(x)g(x)dx = 0,

ya que la fórmula de multiplicación se extiende a L2(Rd). Entonces se con-
cluye que,

∫
Rd f(x)ĝ(x)dx = 0 para toda f ∈ L2(Rd) y por lo tanto ĝ = 0

para casi todo x ∈ Rd. Contradice así que ‖g‖2 = ‖ĝ‖2 6= 0.
Para la parte b) notar que, ya que F es un operador unitario, preserva

el producto interno < u, v >=
∫
Rd u(x)v̄(x)dx.

Sea g cualquier función en L1 ∩L2(Rd) y f ∈ L2(Rd). Sea fn la sucesión
dada por fn(x) =

∫
|t|≤n f̂(t)e2πixtdt.

Claramente cada fn ∈ L1 ∩L2(Rd) y fn converge en L2(Rd) a la función
f̃ dada por f̃(x) = F(f̂)(−x) Luego,
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< g, f̃ >= ĺım
n−→+∞ < g, fn >

= ĺım
n−→+∞

∫

Rd

g(x)
( ∫

|t|≤n
f̂(t)e−2πitxdt

)
dx

= ĺım
n−→+∞

∫

|t|≤n
f̂(t)

( ∫

Rd

g(x)e−2πitxdx
)
dt

= ĺım
n−→+∞

∫

|t|≤n
ĝ(t)f̂(t)dt =< ĝ, f̂ >=< g, f >

Esto claramente implica que,

f(x) = (F−1f̂)(x) = f̃(x) = (F f̂)(−x)

para toda f ∈ L2(Rd).

Vemos que el problema de invertir la Transformada de Fourier tiene una
simple y elegante solución en L2(Rd). En vista a lo desarrollado en la sección
anterior, es lógico preguntarse si existe una solución que implique conceptos
de sumabilidad también.

Por ejemplo ya que e−δ|x|, como una función de x, es de cuadrado inte-
grable; la media de Abel de la integral

∫
Rd f̂(x)e2πitxdx está bien de�nida.

Nos podemos preguntar entonces ¾Es verdad que converge a f en L2(Rd) o
en casi todo punto? La respuesta es a�rmativa y se sigue inmediatamente
de los teoremas (2.1.11) y (2.1.13), una vez que la identidad en el teorema
(2.1.10) se establece para funciones en L2(Rd). Pero este resultado puede ser
demostrado de la misma manera que el teorema (2.1.10) usando la extensión
en L2(Rd) de la fórmula de multiplicación. A modo de conclusión enunciamos
el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4. Si f está de�nida en L2(Rd), se tiene que ̂̂
f(x) = f(−x)

como funciones en L2(Rd) y, por tanto en casi todo punto. En particular,

f(x) = ĺım
n−→+∞

∫ n

−n
f̂(ξ)e2πixξdξ

como límite en L2.
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2.3. La Transformada de Fourier en Lp(Rd) con 1 <

p < 2 y la desigualdad de Hausdor�-Young

Teniendo de�nida la Transformada de Fourier para funciones en L1(Rd) y
para funciones en L2(Rd), podemos de�nir la Transformada de Fourier sobre
la clase L1(Rd) + L2(Rd), que consiste de todas las funciones f = f1 + f2

donde f1 ∈ L1(Rd) y f2 ∈ L2(Rd).

En efecto, tomamos f̂1 + f2 = f̂1 + f̂2 y veamos que está bien de�nida la
Transformada de Fourier sobre L1(Rd) + L2(Rd).

Si g1 + g2 = f1 + f2 con gi ∈ Li(Rd) con i = 1, 2; entonces g1 − f1 =
g2 − f2 ∈ L1(Rd) ∩ L2(Rd).

Ya que las dos de�niciones de la Transformada de Fourier coinciden so-
bre L1∩L2(Rd), tenemos que ĝ1− f̂1 = f̂2− ĝ2; por lo tanto f̂1+ f̂2 = ĝ1+ ĝ2.

Observar que f ∈ Lp(Rd) con 1 < p < 2 se puede descomponer en suma
de dos funciones, una en L1(Rd) y otra en L2(Rd). Una manera de hacerlo
es la siguiente:

Si f ∈ Lp(Rd), el conjunto E = {x : |f(x)| > 1} tiene medida �nita
porque en otro caso la integral |f |p sería in�nita; por lo tanto de�nimos

f1(x) =
{

f(x) si x ∈ E
0 si x /∈ E

f2(x) =
{

f(x) si x /∈ E
0 si x ∈ E

Está claro que f = f1 + f2 y además que,
∫

Rd

|f1(x)|dx =
∫

E
|f(x)|dx ≤ ( ∫

E
|f(x)|pdx

)1/p(
m(E)

)1/p′

utilizando la desigualdad de Hölder, por lo que f1 ∈ L1(Rd), y
∫

Rd

|f2(x)|2dx =
∫

Ec

|f(x)|2dx ≤
∫

Ec

|f(x)|pdx < ∞
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esto se debe a que |f(x)| ≤ 1 en Ec y por lo tanto, |f(x)|2 ≤ |f(x)|p. Así se
concluye que f ∈ L2(Rd).

De�nimos f̂ = f̂1+f̂2 donde f1 ∈ L1(Rd) y f2 ∈ L2(Rd), y como ya vimos
la de�nición no depende de la descomposición. Por lo tanto, la Transformada
de Fourier está bien de�nida sobre L1(Rd) + L2(Rd).

Como se tiene que Lp(Rd) ⊆ L1(Rd) + L2(Rd) con 1 < p < 2, se sigue
que la Transformada de Fourier está de�nida para todo f ∈ Lp(Rd) con
1 < p < 2.

Observar que el problema de la inversión puede ser visto, también en este
caso, en términos de la media de Abel y/ o de la media de Gauss. Además
el Teorema (2.1.4) tiene la siguiente extensión:

Teorema 2.3.1. Si f ∈ L1(Rd) y g ∈ Lp(Rd) con 1 < p < 2, entonces
h = f ∗ g ∈ Lp(Rd) y ĥ = f̂ .ĝ, para casi todo x ∈ Rd.

Aunque la de�nición sólo nos dice que la Transformada está en L1 + L2,
en realidad existe un resultado más preciso, que dice que f̂ está en Lp′ , donde
1
p + 1

p′ = 1.

Teorema 2.3.2. Teorema de Hausdor�-Young.
Si f ∈ Lp(Rd) con 1 < p < 2, entonces f̂ ∈ Lp′(Rd) donde 1

p + 1
p′ = 1 y

‖f̂‖p′ ≤ ‖f‖p para toda f ∈ Lp(Rd).

Para realizar la demostración de este teorema debemos enunciar un Teo-
rema de interpolación [StWe].
Teorema 2.3.3. Teorema de interpolación de Riesz-Thorin.

Sean 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ con 0 < θ < 1 y p, q tal que

1
p

=
1− θ

p0
+

θ

p1

1
q

=
1− θ

q0
+

θ

q1

Si T es un operador lineal de Lp0 + Lp1 en Lq0 + Lq1 tal que:

‖Tf‖q0 ≤ M0‖f‖p0
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para toda función f ∈ Lpo(Rd) y

‖Tf‖q1 ≤ M1‖f‖p1

para toda función f ∈ Lp1(Rd)

Entonces:

‖Tf‖q ≤ M1−θ
0 M1 ‖f‖p

para toda función f ∈ Lp(Rd)

A partir de este resultado demostramos a continuación el Teorema de
Hausdor�- Young.

Demostración. Demostración del teorema de Hausdor�-Young.
Sabemos que

F : L1 −→ L∞

f 7→ f̂

tal que ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1

F : L2 −→ L2

f 7→ f̂

tal que ‖f̂‖2 = ‖f‖2.

Además todo 1 < p < 2 se puede escribir de la forma: 1
p = 1−θ

1 + θ
2 = 1− θ

2
con 0 < θ < 1. Además

1− θ

∞ +
θ

2
=

θ

2
=

1
p′

= 1− 1
p
.

Por lo tanto, por el Teorema de Riesz-Thorin se tiene que,

F : Lp(Rd) −→ Lp′(Rd)

y
‖f̂‖p′ ≤ ‖f‖p ∀f ∈ Lp(Rd).
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El proceso visto en esta sección, nos dice que podemos de�nir la Trans-
formada de Fourier para funciones en L1 + L2 y para funciones en Lp(Rd)
donde 1 < p < 2; pero no permite hacerlo en Lp si p > 2. De hecho, no a
toda función en esos espacios Lp se le puede asignar una Transformada de
Fourier que sea una función y, por lo tanto la de�nición trabaja con objetos
más generales que las funciones, a ser las distribuciones.

En efecto, si existe f ∈ Lp(Rd) (para algún p > 2), cuya Transformada
de Fourier, como una distribución, fuera una función; por el Teorema del
grá�co cerrado se tendría que es válida la desigualdad:

∫

|x|≤1
|f̂(x)|dx ≤ A‖f‖p para toda f ∈ Lp(Rd) con p > 2. (2.3)

Para contradecir esta desigualdad tomamos d = 1 y f(x) = e−πx2(1+iδ)√
1+iδ

y
obtenemos por el teorema 2.1.7 que f̂(x) = e−π(1+iδ)x2 . Pero,

∫
|x|≤1 |f̂(x)|dx =

A1 y ‖f‖p ≤ A2δ
1/p−1/2, y cuando tomamos δ −→ ∞ contradecimos la de-

sigualdad (2.3) si p > 2.

2.4. La Transformada de Fourier y el espacio de las
distribuciones temperadas

En esta última sección del capítulo 2 extendemos la de�nición de la Trans-
formada de Fourier al espacio de las distribuciones temperadas.

Empezamos con el concepto de distribución, para ello de�nimos:
Dado un compacto K ⊆ Rd de�nimos

C∞(K) = {u ∈ C∞(Rd)/sop(u) ⊆ K}
C∞

c (Rd) =
⋃
{C∞(K) con K ⊆ Rd compacto}

De�nición 2.4.1. (uj)j≥1 en C∞
c (Rd) converge en C∞

c (Rd) a u0 ∈ C∞
c (Rd)

si y solo si:
a) Existe K ⊆ Rd compacto tal que sop(uj) ⊆ K para toda j ≥ 1.
b) Para toda α ∈ N0(Rd) se tiene que Dα(uj) ⇒ Dα(u0) cuando j −→

+∞.
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De�nición 2.4.2. Una funcional lineal T : C∞
c (Rd) −→ R es una distribu-

ción si y solo si T (uj) −→ 0 cuando j −→ +∞.

Notamos

D′(Rd) = {T : C∞
c (Rd) −→ R/ T es una distribución}.

De�nición 2.4.3. Dados K ⊆ Rd compacto, m ∈ N0(Rd) se de�ne la semi-
norma pm,K(u) como:

pm,K(u) = sup
|α|≤m

sup
x∈K

|Dαu(x)|

con u ∈ C∞
c (Rd).

Teorema 2.4.1. Sea T : C∞
c (Rd) −→ R una funcional lineal. Entonces:

T ∈ D′(Rd) si y solo si (∀K ⊆ Rd) compacto ∃m ∈ N0, c = c(m,K) > 0 tal que :
| < T, u > | = |T (u)| ≤ c.pm,K(u) ∀u ∈ C∞

c (K).

Observación 2.4.1. De�niendo una topología apropiada en C∞
c (Rd) com-

patible con la de�nición (2.4.1) y denotando D(Rd) al conjunto C∞
c (Rd) con

la topología comentada, se tiene que una sucesión (uj)j≥1 ⊆ D(Rd) converge
a u0 en D(Rd) si y solo si lo hace en C∞

c (Rd) en el sentido de la de�nición
(2.4.1).
Con esta notación una distribución T ∈ D′(Rd) es una funcional lineal y
continua sobre D(Rd).

Dos ejemplos de distribuciones que vamos a usar en el último capítulo
son los siguientes:

1)
T : D(Rd) −→ R

< T, u > = u(0)

T de�ne una distribución, observar que T = δ, la Delta de Dirac.

2) Dada f ∈ L1
loc(Rd), sea

Tf : D(Rd) −→ R
< Tf , u > =

∫
Rd f(x)u(x)dx

T de�ne una distribución.
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Antes de de�nir el espacio de las funciones test, daremos la de�nición del
soporte de una distribución.

De�nición 2.4.4. El soporte de una distribución T ∈ D′(Rd) es el
menor conjunto cerrado K ⊆ Rd tal que "u ∈ D(Rd) y sop(u) ⊆ Kc, entonces
< T, u >= 0".

La idea básica en la teoría de las distribuciones es considerar como fun-
cionales lineales en un espacio de funciones regulares, las llamadas "funciones
test". En este espacio se comportan bien : la diferenciación, la Transformada
de Fourier, la convolución, la traslación, la dilatación, etc.

A continuación de�nimos tal espacio,

De�nición 2.4.5. Sea S(Rd), la colección de funciones u ∈ C∞(Rd) y tal
que supx |xαDβu(x)| < ∞ (∀α, β ∈ Nd

0).
S(Rd) se llama el espacio de Schwartz o el espacio de las fun-

ciones test.

Enunciamos algunas observaciones con respecto a este espacio, pero sin
realizar las demostraciones:

1) Este conjunto no es vacío, pues la familia de funciones ϕα(x) = e−α|x|2

pertenecen a S(Rd). Observar que si tomamos ϕ1(x) = e−|x|2 pertenece al
espacio S(Rd) pero no al espacio D(Rd).

2) Las funciones en S(Rd) son rapidamente decrecientes (en el sentido
que ella y todas sus derivadas decrecen más rápido que la inversa de cualquier
polinomio).

3) Sean C∞
c (Rd) = {u ∈ C∞(Rd) : u es de soporte compacto} y C∞

0 (Rd) =
{u ∈ C∞ : ĺım|x|−→+∞ u(x) = 0}, entonces se tiene:

C∞
c (Rd) ⊆ S(Rd) ⊆ C∞

0 (Rd) ⊆ C∞(Rd).

4) Para cada α, β ∈ Nd
0 de�nimos la seminorma pα,β(u) = supx |xαDβu(x)|.

Resulta así que S(Rd) es un espacio vectorial topológico.
Resulta que si u ∈ S(Rd) se tiene que pα,β(u) < ∞ para toda α, β ∈ Nd

0.

De�nición 2.4.6. Una sucesión (uj)j≥1 en S(Rd) converge en S(Rd) a u0

si y solo si pα,β(uj − u0) −→ 0 cuando j −→ +∞ para toda α, β ∈ Nd
0.
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Otras observaciones que podemos decir con respecto al espacio de las
funciones test son las siguientes:

1)Para cada 1 ≤ p ≤ ∞ resulta que S(Rd) ⊆ Lp(Rd).

2)La inclusión S(Rd) ↪→ Lp(Rd) es continua para 1 ≤ p ≤ ∞.

De�nición 2.4.7. Una funcional lineal T sobre S(Rd) es continua si T (uj) −→
0 cuando j −→ +∞ cada vez que uj −→ 0 siempre que j −→ +∞ en S(Rd).

De�nimos a continuación el espacio de las distribuciones temperadas:

De�nición 2.4.8. Una funcional lineal y continua sobre S(Rd) se llama
distribución temperada.

La clase formada por todas las distribuciones temperadas se denota S ′(Rd).

Enunciamos un teorema que muestra cuando una funcional sobre S(Rd)
es continua:

Teorema 2.4.2. Una funcional lineal T sobre S(Rd) es continua si y solo
si existe c > 0 y m ∈ N0 tal que:

| < T, u > | ≤ c
∑

|α|,|β|≤m

pα,β(u) para toda u ∈ S(Rd).

Podemos enunciar las siguientes observaciones:
1) Si u ∈ S ′(Rd) entonces se tiene que u|D ∈ D′(Rd).
2) No vale en general que dada una distribución se la pueda extender a

una distribución temperada.
3) Toda distribución de soporte compacto es una distribución temperada.
4) D(Rd) es denso en el espacio S(Rd).
5) Sea (Tj)j≥1 una sucesión en S ′(Rd).Para cada u ∈ S(Rd) se tiene

que (< Tuj , u >)j≥1 es convergente si y solo si existe T ∈ S ′(Rd) tal que
ĺımj−→+∞ < Tj , u >=< T, u > para toda u ∈ S(Rd)

6) Cualquier f ∈ Lp(Rd) con 1 ≤ p < ∞ se identi�ca con una distribución
temperada Tf de�nida por:

< Tf , u >=
∫

Rd

f(x)u(x)dx con u ∈ S(Rd).

47



Veamos ahora la Transformada de Fourier en el espacio de las
funciones Schwartz:

Para un polinomio p(x) =
∑

α aαxα con α ∈ Nd
0 y aα ∈ R, tomamos el

operador diferencial asociado a D, es decir P (D) = ΣαaαDα.
Si tomamos u ∈ S(Rd) y p(x)u(x), podemos considerar P (D)u(x) ∈

S(Rd) ⊆ L1(Rd). Tenemos el siguiente lema:

Lema 2.4.1. Sea u ∈ S(Rd) y P un polinomio. Se tiene que:

a) P̂ (D)u(ξ) = P (2πiξ)û(ξ)

b) [P (D)û](ξ) = ̂P (−2πix)u(x)(ξ)

Veamos el siguiente teorema,

Teorema 2.4.3. La aplicación

F : S(Rd) −→ S(Rd)
u 7→ û

es una biyección continua.

Demostración. Sea u ∈ S(Rd) con α, β ∈ Nd
0 , por lo tanto por el lema

anterior ítem b) tenemos que:

(2πiξ)αDβû(ξ) = (2πiξ)α[ ̂(−2πix)βu(x)](ξ),

y por el mismo lema ítem a) obtenemos,

(2πiξ)αDβû(ξ) = [ ̂Dα
x ((−2πix)βu(x))](ξ).

Entonces

pα,β(û) = sup
ξ
|ξαDβû(ξ)| ≤ Cα,β‖Dα[ ̂(−2πix)βu]‖1 < ∞.

Así se tiene que û ∈ S(Rd), y por lo tanto se concluye que F está bien
de�nida.

Por otro lado, debido a que las aplicaciones:
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S(Rd) : −→ S(Rd)
u 7→ Dα[(−2πix)βu(x)]

y
S(Rd) ↪→ L1(Rd)

son continuas, tenemos que la aplicación

F : S(Rd) −→ S(Rd)
u 7→ û

es continua también.
Resta ver que la función F es biyectiva para ello, por el Teorema de

inversión se sabe que si f, f̂ ∈ L1(Rd) entonces

f(x) =
∫

Rd

e2πiξxf̂(ξ)dξ en c.t.p x.

Como u, û ∈ S ⊆ L1(Rd) entonces,

F−1 ◦ F(u) = u

y
F ◦ F−1(û) = u

(donde F−1(û)(ξ) = F(u)(−ξ)). Así,

F : S(Rd) −→ S(Rd)
u 7→ û

resulta biyectiva.

De�nimos,

De�nición 2.4.9. Dada una distribución T ∈ S ′(Rd) de�nimos su Trans-
formada de Fourier T̂ como:

< T̂ , u >=< T, û >

para toda u ∈ S(Rd).
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Por el teorema anterior, se tiene que

T̂ : S(Rd) −→ R ó C
u 7→ < T, û >

es continua y por lo tanto T̂ ∈ S ′(Rd).

Observación 2.4.2. Dada α ∈ Nd
0 . Se tiene que:

1) D̂α(T ) = (2πix)αT̂ para toda T ∈ S ′(Rd).

2)DαT̂ = [ ̂(−2πix)αT ] para toda T ∈ S ′(Rd).

Un ejemplo que podemos dar es el siguiente:
Sean a ∈ Rd y u ∈ S(Rd), entonces

< δ̂a, u >=< δa, û >= û(a) =
∫

Rd

e−2πiaxu(x)dx

para toda u ∈ S(Rd).

Así se tiene que δ̂a = e−2πiax

Observación 2.4.3. Puesto que el operador F : S(Rd) −→ S(Rd) es so-
breyectivo y como S(Rd) es denso en L2(Rd), entonces se tiene que F :
L2(Rd) −→ L2(Rd) es también sobreyectivo.

Concluimos este capítulo enunciando el siguiente teorema:

Teorema 2.4.4. La transformada de Fourier es una aplicación lineal, biyec-
tiva y continua de S ′(Rd) en S ′(Rd), con inversa continua.

Sabemos que Lp(Rd) ⊆ S ′(Rd), o sea que toda función f ∈ Lp(Rd) con
1 ≤ p ≤ ∞, de�ne una distribución en S ′(Rd).

En consecuencia tiene sentido f̂ ∈ S ′(Rd).
Si para R > 0 se tiene que fR(x) = χB(0,R)(x)f(x). Entonces ĺımR−→+∞ fR(x) =

f(x) en S ′(Rd), por lo que por el teorema anterior se tiene que ĺımR−→+∞ f̂R(x) =
f̂(x) en S ′(Rd).

Como cada fR(x) ∈ L1(Rd), de�nimos f̂(ξ) = ĺımR−→+∞
∫
B(0,R) e−2πixξf(x)dx

en S ′(Rd).
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Capítulo 3

Desigualdades en norma con
pesos para la Transformada de
Fourier. Parte 1

Como dijimos anteriormente, B. Munckenhoupt estudió el problema de
caracterizar aquellas funciones no negativas u y v, para las cuales existe algún
p, con 1 ≤ p < ∞, tal que la desigualdad

∫ +∞

−∞
|f̂(x)|p u(x) dx ≤ C

∫ +∞

−∞
|f(x)|p v(x) dx (3.1)

tiene validez para toda función f integrable, donde f̂ denota la transformada
de Fourier de f .

En este capítulo estudiamos las desigualdades en norma con pesos para
la Transformada de Fourier cuando dichos pesos son funciones no negativas,
más precisamente, encontraremos algunas condiciones necesarias y su�cientes
para la validez de la desigualdad (3.1) cuando v = 1. (El caso u = 1 se puede
encontrar en [AgHa] y los resultados son obtenidos de manera similar a los
estudiados en este capítulo).

Si v = 1 y 1 < p < 2, obtenemos una condición necesaria en la forma
( +∞∑
−∞

( ∫ r(k+1)

rk
u(x) dx

)b
)1/b

≤ crp−1

donde r > 0 y b = 2
2−p .
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Si v = 1 y 1 ≤ p, obtenemos una condición su�ciente en la forma
∫

E
u(x) dx ≤ cm(E)p−1

donde E es cualquier conjunto medible.

Observaremos también que las condiciones su�cientes halladas resultan
generalizaciones de las desigualdades de Paley y del Teorema de Pitt.

Cabe destacar que se trabajará en una dimensión, y que los pesos u y v,
corresponden a funciones medibles no negativas y la constante C que apare-
cerá en los teoremas y demostraciones dependerá del exponente p y no de
las funciones generales consideradas. Por último la Transformada de Fourier
de f se denotará f̂ y su inversa correspondiente con f̌ .

3.1. Comentario preliminar

Cuando consideramos desigualdades del tipo (3.1) es evidente que el com-
portamiento particular de las traslaciones y dilataciones bajo la Transforma-
da de Fourier se re�ejará sobre las propiedades de u y v.

Recordemos que en el capítulo anterior vimos que entre las propiedades
algebraicas que goza la Transformada de Fourier, se tienen:

1) Si τhf(x) = f(x− h) entonces τ̂hf(x) = e−2πihxf̂(x).

2) Si g(x) = e2πixhf(x) entonces ĝ(ξ) = (τhf̂)(x).

3) fε(x) = ε−1 f(x
ε ) para ε > 0, tenemos que f̂ε(x) = f̂(εx)

Además se tiene usando el Teorema de inversión, que:

ˆ̂
f(x) = f(−x).

Supongamos ahora que u = v es localmente integrable y veamos entonces
que si u 6= 0 el operador T : Lp

u(R) −→ Lp
u(R) de�nido por T (f) = f̂ no

está acotado cuando p 6= 2.

52



En efecto, supongamos que T está acotado, es decir que vale la desigual-
dad (3.1) y que u = v es localmente integrable, veamos que si u 6= 0 nece-
sariamente p = 2.

Usando 2) y 3) y dos veces la desigualdad (3.1) es fácil de ver que:
∫

R
|f(−x + a)|pu(x)dx ≤ C

∫

R
|f(x + b)|pu(x)dx

para cualquier a y b.
En efecto,

∫

R
|f(−x + a)|p u(x) dx =

∫

R
|f(−(x− a))|p u(x) dx =

∫

R
| ˆ̂f(x− a)|p u(x) dx

Por otro lado, tomando g(x) = f(x− a), se tiene que
ĝ(x) = e−2πiaxf̂(x).

Así,
ˆ̂g(x) =

{
e−2πiaxf̂(x)

}̂

Continuando la cuenta, obtenemos que:

∫

R
|f(−x + a)|p u(x) dx =

∫

R
| ˆ̂f(x− a)|p u(x) dx

=
∫
|{e−2πiaxf̂(x)

}̂ |p u(x) dx =
∫

R
|ˆ̂g(x)|p u(x) dx.

Usando ahora la desigualdad (3.1) resulta que,
∫

R
|ˆ̂g(x)|p u(x) dx ≤ C

∫

R
|ĝ(x)|p u(x) dx

Siguiendo con la cuenta anterior tenemos que,

C

∫

R
|ĝ(x)|p u(x) dx = C

∫

R
|e−2πiaxf̂(x)|p u(x) dx

= C

∫

R
|e2πibxe−2πix(b+a)f̂(x)|p u(x) dx

= C

∫

R
|e−2πi(b+a)x|p |e2πibxf̂(x)|p u(x) dx ≤ C

∫

R
|e2πibxf̂(x)|p u(x) dx
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Luego usando nuevamente la desigualdad (3.1) obtenemos que

C

∫

R
|e2πibxf̂(x)|p u(x) dx = C

∫

R
|f̂(x + b)|p u(x) dx ≤ C

∫

R
|f(x + b)|p u(x) dx.

Concluimos asi que
∫

R
|f(−x + a)|pu(x)dx ≤ C

∫

R
|f(x + b)|pu(x)dx

Si ahora tomamos f(x) = χ(−ε, ε)(x), podemos concluir que para todo
ε > 0 y para todas a y b:

1
2ε

∫

|x−a|<ε
u(x) dx ≤ C

2ε

∫

|x−b|<ε
u(x) dx

esto es lo mismo que decir que, para todo ε > 0 y para todas a y b:

1
|Bε(a)|

∫

Bε(a)
u(x) dx ≤ C

|Bε(b)|
∫

Bε(b)
u(x) dx

Como u es localmente integrable, por el Teorema de diferenciación de
Lebesgue se tiene que:

ĺım
ε−→0

1
|Bε(b)|

∫

Bε(b)
u(x) dx = u(b) para casi todo b.

Entonces existe b0 tal que 0 < M(b0) = sup0<ε<1
1

|Bε(b0)|
∫
Bε(b0) u(x) dx <

∞ y

ĺım
ε−→0

1
|Bε(b0)|

∫

Bε(b0)
u(x) dx = u(b0).

Además u(b0) ≤ M(b0) < ∞.

Por otro lado, 1
|Bε(a)|

∫
Bε(a) u(x) dx ≤ C

|Bε(b0)|
∫
Bε(b0) u(x) dx.

Entonces nuevamente por el Teorema de diferenciación se tiene que, para
casi todo a:
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u(a) = ĺım
ε−→0

1
|Bε(a)|

∫

Bε(a)
u(x) dx ≤ C ĺım

ε−→0

1
|Bε(b0)|

∫

Bε(b0)
u(x) dx

≤ C u(b0) ≤ C M(b0) < ∞.

Por lo tanto, para casi todo a se tiene que u(a) ≤ C u(b0) < ∞
Si u 6= 0 ( es decir el conjunto donde u es distinto de cero tiene medida

positiva), entonces existe a0 tal que:
ĺımε−→0

1
|Bε(a0)|

∫
Bε(a0) u(x) dx 6= 0 > 0.

En efecto, por el Teorema de Diferenciación se tiene que
ĺımε−→0

1
|Bε(a)|

∫
Bε(a) u(x) dx = u(a) para casi todo a y como u 6= 0,

resulta que existe a0 tal que u(a0) > 0.

Además, para casi todo b tenemos que

1
|Bε(a0)|

∫

Bε(a0)
u(x) dx ≤ C

|Bε(b)|
∫

Bε(b)
u(x) dx.

Así tomando límite cuando ε tiende a 0, obtenemos que 0 < u(a0) ≤
Cu(b).

Concluimos así que para casi todo a, u(a) ≤ C u(b0) < ∞ y para casi
todo b, 0 < u(a0) ≤ Cu(b).

Entonces existen constantes A 6= 0 y B 6= 0 tal que:

A ≤ u(x) ≤ B para casi todo x.

Ahora si tomamos f(x) = e−πx2 , sabemos que f̂(x) = f(x). Como
fε(x) = 1

εf(x
ε ) entonces f̂ε(x) = f̂(εx).

Resulta así que:
1)

∫
R |f̂ε(x)|pdx = C1

ε .

2)
∫
R |fε(x)|p dx = C2

εp−1 .

En efecto como
∫
R e−u2

du =
√

π, se tiene que:
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∫

R
|f̂ε(x)|p dx =

∫

R
|f̂(εx)|p dx =

∫

R
|e−π(εx)2 |p dx

=
∫

R
e−πε2x2p dx =

∫

R
e−(

√
πp ε x)2 dx.

Usando el cambio de variables u =
√

πp εx, tenemos que:

∫

R
|f̂ε(x)|p dx =

1
ε
√

πp

∫

R
e−u2

du =
1

ε
√

πp

√
π =

C1

ε
.

Por otro lado,

∫

R
|fε(x)|p dx =

∫

R
|1
ε
f(

x

ε
)|p dx =

1
εp

∫

R
|e−π(x

ε
)2 |p dx

=
1
εp

∫

R
e−(

√
πp

ε
x)2 dx.

Tomando el cambio de variables u =
√

πp
ε x, entonces se tiene que:

∫

R
|fε(x)|p dx =

1
εp

∫

R
e−u2

du =
1
εp

ε√
πp

=
C2

εp−1

Aplicando la desigualdad (3.1) y usando que A ≤ u(x) ≤ B en c.t.p x y
que u = v, tenemos que para todo ε > 0

C1

ε
≤ C

C2

εp−1
(3.2)

De modo que si u 6= 0 necesariamente se tiene que p = 2. En efecto,
si p < 2 y ε < 1, entonces ε < εp−1 implica que 1

εp−1 < 1
ε , llegando a un

absurdo debido a la desigualdad (3.2), en cambio si p > 2 y ε > 1, entonces
ε < εp−1 implica que 1

εp−1 < 1
ε , que resulta por la misma desigualdad, un

absurdo.
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3.2. Una condición necesaria simple

En esta sección trabajaremos el caso cuando v = 1 y u es cualquier
función no negativa. Deseamos obtener características sobre la función no
negativa u si la desigualdad:

∫

R
|f̂(x)|p u(x) dx ≤ C

∫

R
|f(x)|p dx (3.3)

es válida, donde 1 ≤ p < ∞.

Recordando el comportamiento de las traslaciones y de las dilataciones
bajo la Transformada de Fourier tenemos , si tomamos f(x) = χ(−1/2r,1/2r)(x)e2πiax,
donde χE(x) denota la función característica del conjunto E, que:

f̂(ξ) =
∫ 1/2r

−1/2r
e−2πiξxe2πiax dx

=
∫ 1/2r

−1/2r
e−2πix(ξ−a) dx.

Usando el cambio de variables u = −2πxi(ξ−a) y sabiendo que sen(b) =
eib−e−ib

2i , entonces

f̂(ξ) =
∫ −π

r
i(ξ−a)

π
r
i(ξ−a)

eu

−2πi(ξ − a)
du =

−1
2πi(ξ − a)

eu
∣∣−π

r
i(ξ−a)

π
r
i(ξ−a)

=
−1

2πi(ξ − a)
[
e
−π
r

i(ξ−a) − e
π
r
i(ξ−a)

]

=
1

π(ξ − a)
sen(

π

r
(ξ − a))

Así si |ξ − a| ≤ r
π , se tiene que |f̂(ξ)| ≥ sen(1)/r.

En efecto probar que

|f̂(ξ)| = ∣∣sen(π
r (ξ − a))

π(ξ − a)

∣∣ ≥ sen(1)/r,
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es lo mismo que probar que

|f̂(ξ)| = ∣∣sen(π
r (ξ − a))

π
r (ξ − a)

∣∣ ≥ sen(1)

y por un cálculo simple de análisis se puede demostrar que | sen(x)
x | ≥ sen(1)

si |x| ≤ 1, concluyendo así que |f̂(ξ)| ≥ sen(1)/r.

Tomando I = {x : |x− a| ≤ r
π} obtenemos la siguiente desigualdad:

∫

I
u(x)dx ≤ rp

sen(1)p

∫

I
|f̂(x)|pu(x) dx ≤ Crp

∫

I
|f(x)|p dx = Crp−1

En efecto, usando la desigualdad (3.3) se tiene que:

∫

I
u(x) dx = rp

∫

I

1
rp

u(x) dx ≤ rp

∫

I

|f̂(x)|p
sen(1)p

u(x) dx

≤ Crp

∫

I
|f(x)|p dx = Crp

∫

I
|χ(−1/2r,1/2r)(x)e2πiax|p dx

= Crp

∫ 1/2r

−1/2r
|e2πiax|p dx = Crp(

1
2r

+
1
2r

) = Crp−1.

Entonces
∫
I u(x) dx ≤ Crp−1, donde I = {x : |x− a| ≤ r

π}. Concluyendo
así que u es localmente integrable.

Denotando m(E), la medida del conjunto medible E, tenemos:
∫

I
u(x) dx ≤ Cm(I)p−1 para cualquier intervalo I.

En efecto, dado cualquier intervalo I = (a, b) con a < b, la desigualdad
se obtiene tomando el intervalo Ic = (c− b−a

2 , c + b−a
2 ) con c = a+b

2 .

Observemos que para p = 1, esta condición implica que u es integrable
sobre todo R. En efecto, si

∫
I u(x) dx ≤ C para todo intervalo I = (a, b)

entonces
∫
R u(x) dx ≤ C, y así u es integrable en R.
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Además para p = 2 se tiene usando el Teorema de diferenciación que u
está acotada, ya que decir que

∫
It

u(x) dx ≤ C m(It) es lo mismo que decir

1
m(It)

∫

It

u(x) dx ≤ C.

Así, como u es localmente integrable, tomando m(It) tendiendo a 0 se tiene
que el término izquierdo de la desigualdad anterior tiende a u(t) con t ∈ It

en casi todo punto. Concluyendo asi que u debe ser acotada.
En cambio si p > 2 se tiene que u(t) = 0 para casi todo punto.
En efecto,

∫
It

u(x) dx ≤ Cm(It)p−1, por lo tanto, tomando límites en
ambos lados ĺımm(It)−→0

1
m(It)

∫
It

u(x) dx ≤ ĺımm(It)−→0 Cm(It)p−2 se tiene
para casi todo t que u(t) ≤ C · 0, y entonces u(t) = 0 para casi todo t.

3.3. Una condición su�ciente cuando v = 1 y 1 ≤
p ≤ 2

En esta sección queremos hallar condiciones su�cientes para la validez de
la desigualdad (3.1) considerando el caso que 1 ≤ p ≤ 2 y que v = 1 y donde
u es una función localmente integrable.

Una modi�cación de la demostración dada en el libro de Zygmund's [Zy]
del Teorema de Paley descripta en el capítulo 1 de la introducción, mostrará
que el siguiente teorema vale:

Teorema 3.3.1. Sea 1 ≤ p ≤ 2. Si la función u localmente integrable satis-
face la desigualdad

∫
E u(x) dx ≤ Cm(E)p−1 para cualquier conjunto medible

E, entonces se tiene que:
∫

R
|f̂(x)|p u(x) dx ≤ C

∫

R
|f(x)|p dx.

De este teorema se puede observar los siguientes hechos:

Observación 3.3.1. 1) La demostración del teorema resulta trivial si p = 1
o p = 2.

En efecto, si p = 1, la condición
∫
E u(x) dx ≤ C para todo conjunto

medible E, implica que u ∈ L1(R). Como |f̂(x)| ≤ ‖f‖1, tenemos que:
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∫
|f̂(x)|u(x) dx ≤ ‖f‖1

∫
u(x) dx = C

∫
|f(x)| dx.

En cambio si p = 2, la condición
∫
E u(x) dx ≤ Cm(E) implica que

1
m(E)

∫
E u(x) dx ≤ C y tomando el límite cuando m(E) tiende a cero, se

tiene por el Teorema de Diferenciación de Lebesgue que u(x) ≤ C para casi
todo x.

Por lo tanto usando el Teorema de Parseval, tenemos para casi todo x
que

∫
|f̂(x)|2u(x) dx ≤ C

∫
|f̂(x)|2dx = C

∫
|f(x)|2dx,

2) Es interesante observar que para p = 1 o p = 2 la condición simple
necesaria de la sección (3.2) y la condición su�ciente del Teorema (3.3.1)
son equivalentes:

En efecto, queremos ver que si p = 1 ó p = 2, con u ∈ L1
loc(R) se veri�ca

∫

I
u(x) dx ≤ Cm(I)p−1 para todo intervalo I (3.4)

si y solo si se veri�ca

∫

E
u(x)dx ≤ Cm(E)p−1 para todo medible E. (3.5)

Si p = 1 tenemos que
∫
I u(x) dx ≤ C para todo intervalo I. Toman-

do I0 tal que E ⊆ I0, (por ejemplo I0 = R), obtenemos que
∫
E u(x) dx ≤∫

I0
u(x) dx ≤ C para todo conjunto medible E.

En cambio, si p = 2, tenemos que: 1
m(It)

∫
It

u(t) dt ≤ C y tomando el
límite cuando m(It) tiende a cero, obtenemos que u(t) ≤ C (para casi todo t).
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Entonces, 1
m(E)

∫
E u(x) dx ≤ C

m(E)m(E) = C.

Reciprocamente, como vale para todo E medible, en particular vale para
todo intervalo I.

En cambio, veremos en la siguiente sección que no podemos interpolar y
obtener que ellos sean equivalentes para 1 < p < 2.

Para realizar la demostración del teorema 3.3.1 cuando 1 < p < 2
necesitamos el Teorema de interpolación de Marcinkiewicz más un resultado
que muestra diferentes condiciones equivalentes para u. Sólo los enunciare-
mos, las demostraciones se encuentran en los trabajos de [StWe] y [AgHa],
respectivamente.

Teorema 3.3.2. Teorema de Interpolación de Marcinkiewicz
Sean 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ y sea un operador T que transforma funciones de

Lp0(µ) + Lp1(µ) a funciones v-medibles, que satisfacen:
1) T es subaditivo:
Para toda f, g ∈ Lp0(µ) + Lp1(µ) implica que

|T (f + g)(x)| ≤ |T (f)(x)|+ |T (g)(x)|

para casi todo punto.

2) T es de tipo débil (p0, p0):
v(x : |Tf(x)| > λ) ≤ C0

λp0

∫ |f(x)|p0 dµ con C0 > 0 constante independi-
ente de f y λ > 0

3) T es de tipo débil (p1, p1) con constante C1 > 0.
Entonces,
Para todo p, p0 < p < p1, existe Cp > 0 tal que

‖Tf‖Lp(v) ≤ Cp‖f‖Lp(µ),

(es decir T es de tipo fuerte (p, p) respecto a (v, µ)).
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Teorema 3.3.3. Sea 1 < p < 2 y sea b = 2
2−p y supongamos que u es

localmente integrable. Entonces son equivalentes los siguientes hechos:
i) m({x : u(x) > λ}) ≤ C

λb/2 para toda λ > 0.

ii)
∫
E u(x) dx ≤ Cm(E)p−1 para todo conjunto medible E.

iii) Para α > b/2,
∫
{x:ub/2(x)≤λ} uα(x) dx ≤ Cαλ

2α
b
−1 para toda λ > 0

iv) Para cualquier r > 0, λ > 0,

]({k :
∫ (k+1)r

kr
u(x) dx > λ}) ≤ C[

rp−1

λ
]b/2.

donde ](A) denota el número de elementos del conjunto A.

A continuación realizaremos la demostración del teorema 3.3.1.

Demostración. Demostración del teorema 3.3.1
Usaremos el teorema de interpolación de Marcinkiewicz interpolando con

los exponentes p0 = 1 y p1 = 2.
Sea T un operador de�nido para f ∈ Lp ∩ L1(R) mediante la fórmula:

Tf(x) =
{

u−b/2(x)f̂(x) si u(x) 6= 0
0 si u(x) = 0

donde b = 2
2−p y 1 < p < 2.

Fijando p, se puede ver que:
a) T : L2(R) −→ L2

ub(R) es de tipo fuerte (2, 2).
En efecto, por la de�nición de T se tiene que:

∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx =

∫

R
|Tf(x)|pub(x) dx.

Como |Tf(x)|p = |u 1
p−2 (x)f̂(x)|p = u

1
p−2 (x)|f̂(x)|p, entonces

|Tf(x)|pu 2
2−p (x) = u

p
p−2 (x)u

2
2−p (x)|f̂(x)|p

= u
p−2
p−2 |f̂(x)|p = u(x)|f̂(x)|p
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Sabiendo que si p1 = 2, entonces
∫
E u(x) dx ≤ Cm(E) implica que

1
m(E)

∫
E u(x) dx ≤ C, y tomando límite cuando m(E) tiende a 0, tenemos

por el Teorema de Diferenciación que u(x) ≤ C para casi todo x. Sabiendo
además que, en L2 se puede usar la desigualdad de Plancharel, vista en el
capítulo anterior, obtenemos que:

∫

R
|Tf(x)|2ub(x) dx =

∫

R
|f̂(x)|2u(x) dx ≤ C

∫

R
|f̂(x)|2 dx = C

∫

R
|f(x)|2 dx.

Así
∫
R |Tf(x)|2ub(x) dx ≤ C

∫
R |f(x)|2 dx, por lo que se concluye:

‖Tf‖2
ub ≤ C‖f‖2.

Por lo tanto se tiene que T es de tipo fuerte (2,2), concluyendo así que T es
de tipo débil (2, 2).

b) T : L1(R) −→ L1
ub(R) es de tipo débil (1,1).

En efecto,

{x : |Tf(x)| > λ} = {x : u
1

p−2 (x)|f̂(x)| > λ} ⊆ {x : u
1

p−2 (x)‖f‖1 > λ}.

Sabemos que |f̂(x)| ≤ ‖f‖1 implica que u
1

p−2 (x)|f̂(x)| ≤ u
1

p−2 (x)‖f‖1.
Entonces tenemos que,

{x : |Tf(x)| > λ} ⊆ {x : u
1

p−2 (x)‖f‖1 > λ}
= {x : u

1
p−2 (x) >

λ

‖f‖1
}

= {x : u−b/2(x) >
λ

‖f‖1
} = {x : ub/2(x) <

‖f‖1

λ
}

Por lo tanto,

{x : |Tf(x)| > λ} ⊆ {x : ub/2(x) <
‖f‖1

λ
}.
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Así concluimos usando la condición ii) =⇒ iii) del Teorema (3.3.3), que:

m({x : |Tf(x)| > λ})ub(x) =
∫

{x:|Tf(x)|>λ}
ub(x) dx ≤

∫

{x:ub/2(x)<
‖f‖1

λ
}
ub(x) dx

≤ Cb

(‖f‖1

λ

) 2b
b
−1

Entonces m({x : |Tf(x)| > λ}) ≤ Cb
λ ‖f‖1, y así T es de tipo débil (1,1).

Por a) y b) y usando el teorema de Interpolación de Marcinkiewcz, tene-
mos que para todo p, tal que 1 < p < 2, existe una constante Cp > 0 tal que
veri�ca

‖Tf‖Lp

ub (R) ≤ Cp‖f‖Lp(R).

Esto es lo mismo que decir,

∫
|Tf(x)|pub(x) dx =

∫
|f̂(x)|p u(x) dx ≤ Cp

∫
|f(x)|p dx.

Por lo que, para todo p con 1 < p < 2 se tiene que
∫
|f̂(x)|p u(x) dx ≤ C

∫
|f(x)|pdx.

demostrando, junto con la observación dada anteriormente, el teorema para
todo p, con 1 ≤ p ≤ 2.

3.4. No equivalencia de las condiciones anteriores
cuando 1 < p < 2

En esta sección veremos que la condición necesaria (3.4) y la condición
su�ciente (3.5) no son equivalentes para todo p con 1 < p < 2. Para ello
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antes veamos un ejemplo donde muestra que el operador T : f −→ χE f̂ ,
donde E = ∪N

k=1(2
k, 2k+1) tiene norma esencialmente equivalente (depen-

diendo de p) a N
2−p
2p .

Sea 1 < p < 2 y sea F un conjunto medible tal que m(F ) < +∞. Si
u(x) = χF (x), entonces tenemos que:

∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx =

∫

R∩F
|f̂(x)|p dx ≤ Cm(F )2−p

∫

R
|f(x)|p dx. (3.6)

En efecto, tomando el operador:

T : Lp(R) −→ Lp(R)

de�nido por:

T (f)(x) =
χF (x)

m(F )2−p
f̂(x) con f ∈ Lp(R) y 1 < p < 2,

y usando el teorema de interpolación de Marcinkiewicz con p0 = 1 y p1 = 2,
demostramos la desigualdad 3.6.

En efecto tenemos que:
a) T : L2(R) −→ L2(R) es de tipo fuerte (2,2).
Para ello usando el Teorema de Plancherel, obtenemos que

∫

R
|Tf(x)|2 dx =

∫ ∣∣ χF (x)
m(F )2−p

f̂(x)
∣∣2 dx

=
1

m(F )(2−p)2

∫

R∩F
|f̂(x)|2 dx ≤ 1

m(F )(2−p)2

∫

R
|f̂(x)|2 dx

=
1

m(F )(2−p)2

∫

R
|f(x)|2 dx

Por lo tanto ‖Tf‖2 ≤ 1
m(F )2−p ‖f‖2, concluyendo así que T es de tipo fuerte

(2, 2).

b) T es de tipo débil (1,1).
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En efecto, usando la desigualdad de Chebychev:

m({x : |Tf(x)| > λ}) = m({x :
1

m(F )2−p
|χF (x)||f̂(x)| > λ})

≤ m({x : |χF (x)|‖f‖1 > λm(F )2−p})

= m({x : |χF (x)| > λm(F )2−p

‖f‖1
}) ≤ ‖f‖1

λm(F )2−p

∫

R
|χF (x)| dx =

m(F ∩ R)
m(F )2−pλ

‖f‖1.

Por lo tanto, T es de tipo débil (1, 1).

Así obtenemos que, para todo p con 1 < p < 2 existe Cp > 0 tal que:

( ∫

R
|Tf(x)|p dx

)1/p ≤ Cp

( ∫

R
|f(x)|p dx

)1/p
,

que es equivalente a decir que:
∫

R
|f̂(x)|p χF (x)

m(F )2−p
dx ≤ Cp

p

∫
|f(x)|p dx

o sea que,
∫

R∩F
|f̂(x)|p 1

m(F )2−p
dx ≤ Cp

p

∫

R
|f(x)|p dx.

Por lo tanto,

∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx =

∫

R∩F
|f̂(x)|p dx ≤ Cp

pm(F )2−p

∫

R
|f(x)|p dx.

Para algunos conjuntos podemos a�nar la desigualdad 3.6, para ello
necesitamos un resultado conocido, cuya demostración se encuentra en [St1].

Sea ρ un rectángulo arbitrario en Rd, es decir el producto cartesiano de
d-intervalos en R.

Para cada rectángulo ρ de�nimos el operador suma parcial Sρ como:
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Ŝρ(f) = χρ · f̂ con f ∈ L2(Rd) ∩ Lp(Rd).

Descomponemos a R como la unión de intervalos disjuntos (cuyos inte-
riores son disjuntos) [2k, 2k+1] con k ∈ R y [−2k+1,−2k] con k ∈ R. Esta
colección se llamará la descomposición diádica de R. La familia de los rec-
tángulos resultantes se denotará por ∆ = {[n2k, (n + 1)2k]}{n∈Z,k∈Z}.

Teorema 3.4.1. Supongamos que f ∈ Lp(Rd) con 1 < p < ∞.
Entonces:
( ∑

I∈∆ |SIf(x)|2)1/2 ∈ Lp(Rd) y el radio ‖
(∑

I∈∆ |SIf(x)|2
)1/2

‖p

‖f‖p
está con-

tenido entre dos cotas independientes de f .
Es decir, ∫ ( ∑

I∈∆

|SIf(x)|2)p/2
dx ∼=

∫
|f(x)|p dx.

Tomemos ahora el conjunto E =
⋃N

k=1(2
k, 2k + 1), se puede ver en este

caso, que la función T : f −→ χE f̂ tiene norma esencialmente equivalente
(dependiendo de p) a N

2−p
2p . Es decir que,

∫

E
|f̂(x)|p dx ' N

2−p
2p

∫

R
|f(x)|p dx.

A continuación probaremos que
∫
E |f̂(x)|p dx ≤ CN

2−p
2p

∫
R |f(x)|p dx.

En efecto, sea Ak = (2k, 2k + 1) y sea Ik = (2k, 2k+1), entonces E =⋃N
k=1 Ak, es decir E es unión disjunta de Ak y donde Ak ⊆ Ik.
Luego,
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∫

E
|f̂(x)|p dx =

∫
⋃N

k=1 Ak

|f̂(x)|p dx

=
N∑

k=1

∫

Ak

|(χIk
f̂)(x)|p dx =

N∑

k=1

∫

Ak

|ŜIk
f(x)|p dx

≤ C

N∑

k=1

∫

R
|SIk

f(x)|p dx

Esta última desigualdad se tiene por la desigualdad 3.6 que se encuen-
tra al principio de esta sección , tomando Ak = F y u(x) = χAk

(x).
En efecto,

∫

R
|ŜIk

f(x)|pχAk
(x) dx =

∫

Ak

|ŜIk
f(x)|p dx

≤ Cm(Ak)2−p

∫

R
|SIk

f(x)|p dx = C

∫

R
|SIk

f(x)|p dx

Usando ahora la desigualdad de Hölder obtenemos:

N∑

k=1

|SIk
f(x)|p ≤

( N∑

k=1

(|SIk
f(x)|p)2/p

)p/2( N∑

k=1

1
) 2−p

2

Por lo tanto,

∫

R

N∑

k=1

|SIk
f(x)|p dx ≤

∫

R

( N∑

k=1

(|SIk
f(x)|p)2/p

)p/2
N

2−p
2 dx ≤ C1N

2−p
2

∫

R
|f(x)|p dx.

Entonces, ∫

E
|f̂(x)|p dx ≤ C1N

2−p
2

∫

R
|f(x)|p dx.

Tomando T (f) = χE f̂ obtenemos que:
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‖T (f)‖p
p = ‖χE f̂‖p

p =
∫

R
|χE f̂(x)|p dx =

∫

E
|f̂(x)|p dx ≤ C1N

2−p
2 ‖f‖p

p.

Entonces
‖T‖L(Lp) = sup

f 6=0

‖Tf‖p

‖f‖p
≤ C1N

2−p
2p .

Para ver que la norma del operador T no es más pequeña que N
2−p
2p basta

tomar la función f tal que f̂ = χE . La demostración se encuentra en [AgHa].

Como una aplicación de este ejemplo tenemos los siguientes corolarios:
Corolario 3.4.1. La condición

∫
E u(x) dx ≤ Cm(E)p−1 para todo conjunto

E medible no es necesaria para la validez de la desigualdad:
∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx ≤ C

∫

R
|f(x)|p dx con 1 < p < 2.

Demostración. Sea E(ε,N) =
⋃N

k=1(ε2
k, ε(2k + 1)) =

⋃N
k=1 A(ε, k) donde

I(ε, k) = (ε2k, ε2k+1) y por lo tanto A(ε, k) ⊆ I(ε, k).

Usando el comportamiento de las dilataciones bajo la Transformada de
Fourier y el ejemplo anterior obtenemos que:

∫

E(ε,N)
|f̂(x)|p dx =

N∑

k=1

∫

A(ε,k)
|χI(ε,k)f̂(x)|p dx

≤ Cm(A(ε, k))2−p
N∑

k=1

∫

R
|SI(ε,k)f |p dx

Usando Hölder obtenemos que:

N∑

k=1

|SI(ε,k)f |p ≤
( N∑

k=1

(|SI(ε,k)f |p
)2/p

)p/2( N∑

k=1

1
2

2−p

) 2−p
2
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Así concluimos que:

∫

E(ε,N)
|f̂(x)|p dx ≤ Cε2−pN

2−p
2

∫ ( N∑

k=1

(|SI(ε,k)f |p
)2/p

)p/2

≤ C̃ε2−pN
2−p
2

∫

R
|f(x)|p dx = C̃(ε2N)

2−p
2

∫

R
|f(x)|p dx (3.7)

Sea ahora εn = 2−n y Nn = 2n, entonces se tiene que:

En = 2Nn+1 + E(εn, Nn) =
2n⋃

k=1

(22n+1 + 2k−n, 22n+1 + (2k + 1)2−n).

Observemos primeramente que para todo n ∈ N tenemos que En son disjun-
tos, tomemos la función u =

∑∞
n=1 χEn que es independiente de p y veamos

que u es localmente integrable.
En efecto, para cualquier compacto K :

∫

K
u(x) dx =

∫

K

∞∑

n=1

χEn(x) dx

∞∑

n=1

∫

K
χEn(x) dx =

∞∑

n=1

m(K ∩ En) < ∞

Como los conjuntos En son disjuntos, tenemos que:

∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx =

∫

R
|f̂(x)|p

∞∑

n=1

χEn(x) dx

=
∞∑

n=1

∫

R
|f̂(x)|pχEn(x) dx =

∞∑

n=1

∫

En

|f̂(x)|p dx
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Usando la desigualdad (3.7) obtenemos que
∞∑

n=1

∫

En

|f̂(x)|p dx ≤
∞∑

n=1

C2

(( 1
2n

)22n
)1/b

∫

R
|f(x)|p dx

=C2

∞∑

n=1

(2−2n+n)1/b

∫

R
|f(x)|p dx

= C2

∞∑

n=1

1
2n/b

∫

R
|f(x)|p dx ≤ C3

∫

R
|f(x)|p dx

Por lo tanto,
∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx ≤ C3

∫

R
|f(x)|p dx.

Pero por otro lado, para λ < 1 tenemos:

m({x : u(x) > λ}) = m({x :
∞∑

n=1

χEn(x) > λ})

Y como los conjuntos En son disjuntos, obtenemos que

m({x ∈ R :
∞∑

n=1

χEn(x) > λ}) =
∞∑

n=1

m(En)

y ya que
m(En) = m(

⋃2n

k=1(2
2n+1 + 2k−n, 22n+1 + (2k + 1)2−n)) =

∑2n

k=1
1
2n = 1,

entonces se tiene que:

m({x ∈ R :
∞∑

n=1

χEn(x) > λ}) =
∞∑

n=1

m(En) = ∞.

Así se demuestra que la condición i) del Teorema (3.3.3) no vale, y por
lo tanto no vale

∫
E u(x) dx ≤ Cm(E)p−1 para todo conjunto medible E.
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Corolario 3.4.2. La condición
∫
I u(x) dx ≤ Cm(I)p−1 para todo intervalo

I no es su�ciente para la validez de la desigualdad:
∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx ≤ C

∫

R
|f(x)|p dx si 1 < p < 2.

Demostración. Tomemos la función u(x) = χE(x) independiente de p, con
E =

⋃∞
k=1(2

k, 2k + 1).
Veamos que, tomando esta función u, no es válida la desigualdad:

∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx ≤ C

∫

R
|f(x)|p dx

En efecto, teniendo en mente el ejemplo de la sección anterior y tomando
N −→ +∞ obtenemos el absurdo:

∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx =

∫

R
|f̂(x)|pχE(x) dx =

∫

E
|f̂(x)|p dx ∼= N

1−p
2

∫

R
|f(x)|p dx −→ +∞

Por otro lado veamos que se satisface la condición
∫
I u(x) dx ≤ Cm(I)p−1

para todo I.
En efecto, sea I = (a, b) entonces m(I) = b − a > 0, así se tiene que

existe j > 0 tal que 2j < m(I) ≤ 2j+1. Por lo tanto obtenemos que:

∫

I
u(x) dx ≤ C

∫ 2j+1

0
u(x) dx = C

∫ 2j+1

0
χE(x) dx

C

∫ 2j+1

0
χ⋃∞

k=1(2
k,2k+1)(x) dx = C

∫

(0,2j+1)∩⋃∞
k=1(2

k,2k+1)
1 dx

Cm((0, 2j+1) ∩
∞⋃

k=1

(2k, 2k + 1)) = Cm(
∞⋃

k=1

(2k, 2k + 1) ∩ (0, 2j+1))

Cm(
j⋃

k=1

(2k, 2k + 1) ∩ (0, 2j+1)) = Cj
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Como 2j < m(I) ≤ 2j+1 entonces log(2j) < log(m(I)) ≤ log(2j+1), que
es lo mismo que j ≤ log(m(I))

log(2) ≤ j + 1.

Por lo tanto se concluye que,
∫

I
u(x) dx ≤ C̃ log(m(I)).

Además sabemos que si 1 < p < 2 entonces log(m(I)) ≤ m(I)p−1, obte-
niendo así que:

∫

I
u(x) dx ≤ Cm(I)p−1

para todo intervalo I.

3.5. Una condición necesaria más fuerte

En la sección anterior mostramos que la condición
∫
E u(x) dx ≤ Cm(E)p−1

para todo conjunto medible E no es una condición necesaria para la de-
sigualdad 3.3, pero también vimos que la condición

∫
I u(x) dx ≤ Cm(I)p−1

para todo intervalo I no es una condición su�ciente. Por lo tanto debemos
conseguir una condición intermedia para 1 < p < 2. El siguiente teorema nos
aporta esa condición intermedia:

Teorema 3.5.1. Si 1 < p < 2 y u satisface:
∫

R
|f̂(x)|pu(x) dx ≤ C

∫

R
|f(x)|p dx

Entonces u debe satisfacer la desigualdad:

( k=+∞∑

k=−∞

( ∫ (k+1)r

kr
u(x) dx

)b
)1/b

≤ Crp−1

para todo r > 0, donde b = 2
2−p .

Demostración. Sea g(x) =
∑

k akχ(k,k+1)(x) donde ak = 0 para casi todo k
(excepto para un número �nito de k).
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Sea f de�nido mediante f̂(x) = g(x). Por el Teorema de inversión tene-
mos que f(x) =

∫
R e2πixyf̂(y) dy para casi todo x. Así,

f(x) =
∫

R
e2πixyf̂(y) dy =

∫

R
e2πixy

( ∑

k

akχ(k,k+1)(y)

)
dy

=
∫ k+1

k

( ∑

k

ak

)
e2πixy dy =

∑

k

ak
e2πiyx

2πix

∣∣k+1

k

=
∑

k

ak
e2πix(k+1) − e2πixk

2πix
=

∑

k

ake
2πixk

(e2πix − 1
2πix

)

Por lo tanto,
f(x) =

∑

k

ake
2πixk

(e2πix − 1
2πix

)

para casi todo x.

Estimemos en primer lugar la norma Lp de f :

∫

R
|f(x)|pdx =

∫ 1

−1
|f(x)|p dx +

∑

n6=0,n∈Z

∫ 1+2n

−1+2n
|f(x)|p dx.

Para n 6= 0 tenemos usando el cambio de variables y = x− 2n que:

∫ 1+2n

−1+2n
|f(x)|p dx =

∫ 1+2n

−1+2n

∣∣∑

k

ake
2πixk

(e2πix − 1
2πix

)∣∣p dx

=
∫ 1

−1

∣∣ ∑

k

ake
2πik(y+2n) e

2πi(y+2n) − 1
2πi(y + 2n)

∣∣p dy

=
∫ 1

−1

∣∣ ∑

k

ake
2πikye4πikn e2πiye4πin − 1

2πi(y + 2n)

∣∣p dy

Como e4πikn = 1 tenemos que:

∫ 1+2n

−1+2n
|f(x)|p dx =

∫ 1

−1

∣∣ ∑

k

ake
2πiky e2πiy − 1

2πi(y + 2n)

∣∣p dy
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Para n 6= 0 tenemos que:

∫ 1+2n

−1+2n
|f(x)|p dx =

1
(2π)p

∫ 1

−1

∣∣∑
k ake

2πiky(e2πiy − 1)
∣∣p

|y + 2n|p dy.

Como |y + 2n| > |n| y |e2πiy − 1|p ≤ (|e2πiy|+ 1)p ≤ 2p, obtenemos que:

∫ 1+2n

−1+2n
|f(x)|p dx ≤ C

|n|p
∫ 1

−1
|
∑

k

ake
2πikx|p dx con n 6= 0.

Por otro lado,

∫ 1

−1
|f(x)|p dx =

∫ 1

−1

∣∣ ∑

k

ake
2πixk

(e2πix − 1
2πix

)∣∣p dx

Observemos la siguiente cuenta:

e2πix − 1 = (cos(2πx) + i sen(2πx))− 1

= (cos2(πx)− sen2(πx)− 1) + i2 sen(πx) cos(πx)

= (−2 sen2(πx)) + i2 sen(πx) cos(πx) = 2i sen(πx)(cos(πx) + i sen(πx))

= 2i sen(πx)eπix

Entonces

∣∣e2πix − 1
x

∣∣ = 2
∣∣sen(πx)

x

∣∣

Si |x| < 1 con x 6= 0, se tiene que

2
∣∣sen(πx)

x

∣∣ ≤ 2π,

pues por el teorema del Valor Medio, tomando la función h(x) = sen(πx),
que resulta continua y derivable en (0, x), se tiene que existe c ∈ (0, x) tal
que h(x)−h(0)

x−0 = h′(c), y por lo tanto,
∣∣ sen(πx)

x

∣∣ = |π cos(c)| ≤ π.
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Por lo tanto:

∫ 1

−1
|f(x)|p dx ≤ 1

(2π)p−1

∫ 1

−1

∣∣∑

k

ake
2πixk

∣∣p dx.

Por consiguiente,

∫

R
|f(x)|pdx =

∫ 1

−1
|f(x)|p dx +

∑

n6=0,n∈Z

∫ 1+2n

−1+2n
|f(x)|p dx

≤ 1
(2π)p−1

∫ 1

−1

∣∣∑

k

ake
2πixk

∣∣p dx +
∑

n 6=0

C

|n|p
∫ 1

−1
|
∑

k

ake
2πikx|p dx

Como
∑

n6=0
C
|n|p converge porque p > 1, entonces:

∫

R
|f(x)|p dx ≤ C

∫ 1

−1
|
∑

k

ake
2πikx|p dx. (3.8)

Por otro lado,
∫

R
|f̂(x)|p u(x) dx =

∫

R

∣∣∑

k

akχ(k,k+1)(x)
∣∣pu(x) dx.

Observemos que si k = k0 tenemos que:

∫

R

∣∣ak0χ(k0,k0+1)(x)
∣∣p u(x) dx =

∫ k0+1

k0

|ak0 |p u(x) dx.

Por lo tanto,

∫

R

∣∣∑

k

akχ(k,k+1)(x)
∣∣p u(x) dx =

∑

k

|ak|p
∫ k+1

k
u(x) dx.
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Concluimos así,

∫

R
|f̂(x)|p u(x) dx =

∑

k

|ak|p
∫ k+1

k
u(x) dx. (3.9)

Luego usando la hipótesis que
∫
R |f̂(x)|pu(x) dx ≤ C

∫
R |f(x)|pdx y uti-

lizando los resultados (3.8) y (3.9) y la desigualdad de Hölder, tenemos
que

∑

k

|ak|p
∫ k+1

k
u(x) dx ≤ C

∫ 1

−1
|
∑

k

ake
2πikx|p dx

≤ C
( ∫ 1

−1

∣∣∑

k

ake
2πikx

∣∣p 2
p dx

) p
2
( ∫ 1

−1
1

2
2−p

) 2−p
2

≤ C
( ∫ 1

−1

∑

k

|ak|2|e2πikx|2 dx
) p

2 2
2−p
2 ≤ C

( ∑

k

|ak|2
) p

2

Por lo tanto concluimos que:

∑

k

|ak|p
∫ k+1

k
u(x) dx ≤ C

( ∑

k

|ak|2
) p

2 (3.10)

para cualquier elección de la sucesión �nita (ak).

Veamos que vale la tesis del teorema para r = 1, es decir que es válida la
siguiente desigualdad:

k=+∞∑

k=−∞

( ∫ k+1

k
u(x) dx

) 2
2−p ≤ C.

En efecto, tomemos (ck) y (bk) de tal manera que |ak| = |bk|1/p y ck =∫ k+1
k u(x) dx y reemplazando en (3.10), nos queda que
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∑

k

|bk||ck| ≤ C
( ∑

k

|bk|
2
p
) p

2 = C‖bk‖2/p. (3.11)

Usando la propiedad que ‖f‖p = supg∈Lp′ ,‖g‖=1

∫
fg para toda función

f ∈ Lp(Rd), tenemos que

sup
(bk)∈L2/p,‖bk‖2/p=1

∑

k

|ck||bk| = ‖ck‖ 2
2−p

=
( k=+∞∑

k=−∞

( ∫ k+1

k
u(x) dx

) 2
2−p

) 2−p
2

Entonces, como b = 2
2−p y por la desigualdad (3.11) tenemos que :

( k=+∞∑

k=−∞

( ∫ k+1

k
u(x) dx

)b
)1/b

≤ C sup
(bk)∈L2/p,‖bk‖2/p=1

‖bk‖2/p = C.

Concluyendo así que:

k=+∞∑

k=−∞

( ∫ k+1

k
u(x) dx

) 2
2−p ≤ C.

Para probar el caso general, usamos las desigualdades (3.8), (3.9) y
(3.10), considerando dilataciones. Si fε(x) = 1

εf(x
ε ) entonces f̂ε(x) = f̂(εx).

Por lo tanto, usando el cambio de variables y = x
ε y (3.8) tenemos que,

∫

R
|fε(x)|p dx =

∫

R

∣∣1
ε
f(

x

ε
)
∣∣p dx = ε−p

∫
|f(y)|pε dy

ε−p+1

∫
|f(x)|p dx = (εp−1)−1

∫
|f(x)|p dx

≤ C(εp−1)−1

∫ 1

−1

∣∣ ∑

k

ake
2πixk

∣∣p dx
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Por otro lado, por (3.9) se tiene que:

∫

R
|f̂ε(x)|p u(x) dx =

∫

R
|f̂(εx)|pu(x) dx =

∑

k

|ak|p
∫ k+1

ε

k
ε

u(x) dx

Sabemos por hipótesis que
∫ |f̂ε(x)|pu(x) dx ≤ C

∫ |fε(x)|p dx y por la
misma cuenta que hicimos en el caso r = 1, obtenemos que:

∑

k

|ak|p
∫ k+1

ε

k
ε

u(x) dx ≤ C(εp−1)−1
( ∑

k

|ak|2
)p/2

.

Tomando bk y ck tal que |ak| = |bk|1/p y ck =
∫ k+1

ε
k
ε

u(x) dx, tenemos que

∑

k

|bk||ck| ≤ C(εp−1)−1
(∑

k

|bk|2/p
)p/2

.

Por lo tanto:

sup
{(bk)∈L2/p,‖bk‖2/p=1}

∑

k

|bk||ck| ≤ C(εp−1)−1 sup
{(bk)∈L2/p,‖bk‖2/p=1}

‖bk‖2/p.

Luego nos queda la siguiente cuenta:

‖ck‖ 2
2−p

≤ C(εp−1)−1.

Tomando ε = 1
r y sabiendo que b = 2

2−p obtenemos que:

(∑

k

( ∫ (k+1)r

kr
u(x) dx

)b
) 1

b ≤ C
((1

r

)p−1
)−1

.
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Para terminar este capítulo daremos la siguiente observación, cuya de-
mostración se encuentra en [AgHa].

Observación 3.5.1. La condición necesaria vista en el teorema anterior se
encuentra entre las dos primeras condiciones necesarias analizadas, es decir:

a)

( k=+∞∑

k=−∞

( ∫ (k+1)r

kr
u(x) dx

)b
)1/b

≤ Crp−1 implica
∫

I
u(x) dx ≤ Cm(I)p−1.

para todo intervalo I.

b)
∫

E
u(x) dx ≤ Cm(E)p−1 implica

( k=+∞∑

k=−∞

( ∫ (k+1)r

kr
u(x) dx

)b
)1/b

≤ Crp−1.

para todo conjunto medible E.
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Capítulo 4

Desigualdades en norma con
pesos para la Transformada de
Fourier. Parte 2

Probaremos en este capítulo desigualdades en norma con pesos en la for-
ma:

‖f̂‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

υ
, (4.1)

donde la desigualdad se establece sobre un subespacio X = M0(R) de L1(R)∩
Lp

v(R) contenido en el espacio de pesos Lp
υ(R) y donde f̂ es la Transformada

de Fourier con µ un peso correspondiente a una medida no negativa y v una
función no negativa localmente integrable.

Estudiaremos bajo qué condiciones el espacio M0(R) es denso en Lp
v(R)

permitiendo así extender la desigualdad en norma con pesos a todo el espacio
Lp

v(R) y la de�nición de la Transformada al espacio Lp
v(R).

Empezamos de�niendo el espacio M0(R) como el conjunto de todas las
funciones f ∈ L∞c (R) tal que f̂(0) = 0 y observando que M0(R) ⊆ L1∩Lp

v(R).

En efecto si f ∈ M0(R) entonces f ∈ L∞c (R) y f̂(0) = 0, por lo tanto,
sop(f) ⊆ K donde K ⊆ R compacto y ‖f/K‖∞ < ∞ y f̂(0) = 0. Además se
tiene que v es una función no negativa tal que v ∈ L1

loc(R).
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Queremos ver que f ∈ L1 ∩ Lp
v(R). Para ello, veamos primero que f ∈

L1(R). Como f ∈ L∞c (R) y m(K) < ∞, obtenemos que

∫

Rd

|f(x)| dx =
∫

K
|f(x)| dx ≤ ‖f |K‖∞ m(K) < ∞,

y entonces f ∈ L1(R).
Resta ver que f ∈ Lp

v(R). Como f ∈ L∞c (R) y v ∈ L1
loc(R), obtenemos

usando la desigualdad de Hölder que,

∫

R
|f(x)|p v(x) dx =

∫

K
|f(x)|p v(x) dx ≤ (‖f |K‖p

∞
)1/p( ∫

K
v(x) dx

)1/p
,

y por lo tanto tenemos que

‖f‖Lp
v(R) ≤ ‖f |K‖p

∞ ‖v|K‖∞ < ∞.

Damos a continuación el siguiente teorema que estudia bajo qué condi-
ciones la desigualdad en norma con pesos es válida:

Teorema 4.0.2. Dados pesos v ∈ L1
loc(R), v ≥ 0 para casi todo punto y

µ ∈ M(R). Asumiendo que 1 < p ≤ q < ∞ y que v1−p′ ∈ L1
loc(R\[−y, y]),

para cada y > 0

i) Si

B1 = sup
y>0

( ∫

|ξ|<y
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q ( ∫

|x|<1/y
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′
< ∞ (4.2)

ii)

B2 = sup
y>0

( ∫

|ξ|>y
dµ(ξ)

)1/q ( ∫

|x|>1/y
v1−p′(x) dx

)1/p′
< ∞ (4.3)

Entonces, existe una constante C > 0 tal que para toda función f ∈
M0(R) se veri�ca que

‖f̂‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

v
(4.4)
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Para realizar la demostración de este teorema necesitamos dos lemas
previos, que lo enunciaremos sin demostración. Las demostraciones se en-
cuentran en [BeHe1].
Lema 4.0.1. Dados v ∈ L1

loc(R), v > 0 para casi todo punto y µ ∈ M(R).
Asumiendo que 1 < p ≤ q < ∞ y que v1−p′ ∈ L1

loc(R), existe una constante
C > 0 tal que toda función h ∈ L1

loc(R), con h ≥ 0 veri�ca que

(∫ ( ∫

|t|>|ξ|
h(t) dt

)q
dµ(ξ)

)1/q
≤ C

( ∫
h(t)p v(t) dt

)1/p

si y solo si

sup
y>0

( ∫

|ξ|<y
dµ(ξ)

)1/q( ∫

|x|>y
v(x)1−p′ dx

)1/p′
< ∞

Lema 4.0.2. Dados v ∈ L1
loc(R) , v > 0 para casi todo punto y µ ∈ M(R).

Asumiendo que 1 < p ≤ q < ∞ y v1−p′ ∈ L1
loc(R), existe una constante

C > 0 tal que toda función h ∈ L1
loc(R) con h ≥ 0 veri�ca que

(∫ ( ∫

|t|<|ξ|
h(t) dt

)q
dµ(ξ)

)1/q
≤ C

( ∫
h(t)p v(t) dt

)1/p

si y solo si

sup
y>0

( ∫

|ξ|>y
dµ(ξ)

)1/q( ∫

|x|<y
v(x)1−p′ dx

)1/p′
< ∞

Demostración. Demostración del teorema 4.0.2.
Ya que f ∈ M0(R) tenemos que f̂(ξ) =

∫
R(e−2πiξt − 1)f(t) dt.

En efecto como f̂(0) = 0, entonces:

f̂(ξ) =
( ∫

R
e−2πiξtf(t) dt

)− 0

=
∫

R
e−2πiξtf(t) dt−

∫
f(t) dt =

∫

R
(e−2πiξt − 1)f(t) dt
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Por lo tanto como e−2πiξt − 1 = −2isen(πξt)e−πiξt, tenemos que:

f̂(ξ) = −2i

∫

R
e−πiξt

(sen(πξt)
πξt

)
(πξt)f(t) dt

Por lo tanto obtenemos que:

|f̂(ξ)| = ∣∣− 2i

∫

R
e−πiξt

(sen(πξt)
πξt

)
(πξt)f(t) dt

∣∣

≤ 2π|ξ|
∫

π|ξt|≤1
|e−πiξt|∣∣sen(πξt)

πξt

∣∣|tf(t)| dt

+ 2
∫

π|tξ|>1
|e−πiξt| |sen(πξt)|

|πξt| |πξt||f(t)| dt

Sabiendo que |e−πiξt| = 1 y que para t 6= 0
∣∣ sen(πξt)

πξt

∣∣ ≤ 1, entonces
obtenemos que:

|f̂(ξ)| ≤ 2π|ξ|
∫

π|ξt|≤1
|tf(t)|dt + 2

∫

π|ξt|>1
|f(t)| dt

Tomando el cambio de variable t = 1
x y usando que π|ξt| ≤ 1 es lo mismo

que π
|x| ≤ 1

|ξ| , obtenemos:

|f̂(ξ)| ≤ 2π|ξ|
∫

π
|x|≤ 1

|ξ|

|x−3f(
1
x

)| dx + 2
∫

π
|x|>

1
|ξ|

|x−2f(
1
x

)| dx

Consecuentemente por la Desigualdad de Minkowsky, realizamos la siguien-
te estimación:
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( ∫

R
|f̂(ξ)|q dµ(ξ)

)1/q ≤
(∫

R

∣∣∣2π|ξ|
∫

π
|x|≤ 1

|ξ|

|x−3f(
1
x

)| dx

+ 2
∫

π
|x|>

1
|ξ|

|x−2f(
1
x

)| dx
∣∣∣
q

dµ(ξ)
)1/q

≤ 2π
(∫

R
|ξ|q(

∫
π
|x|≤ 1

|ξ|

|x−3f(
1
x

)| dx
)q

dµ(ξ)
)1/q

+ 2
(∫

R

( ∫
π
|x|>

1
|ξ|

|x−2f(
1
x

)| dx
)q

dµ(ξ)
)1/q

= 2πJ1 + 2J2

Empezamos acotando J1 y para ello usando el Lema (4.0.1), reemplazan-
do en el mismo dµ(ξ) por |ξ|qdµ(ξ) y v(t) por |t|3p−2v(1

t ).

Observemos primeramente que:

B = sup
y>0

( ∫

|ξ|< y
π

|ξ|qdµ(ξ)
)1/q

(∫

|t|> y
π

(|t|3p−2v(
1
t
)
)1−p′

dt
)1/p′

< ∞.

En efecto, teniendo las cuentas:

p′ = p
p−1 implica que p′p = p + p′.

(3p − 2)(1 − p′) = 3p − 2 − 3pp′ + 2p′ = 3p − 2 − 3(p + p′) + 2p′ =
−2− p′ = −(2 + p′).

Obtenemos que:

(∫

|t|> y
π

(|t|3p−2v(
1
t
)
)1−p′

dt
)1/p′

=
(∫

|t|> y
π

|t|−(2+p′)v(
1
t
)1−p′ dt

)1/p′
.

Como |t| > y
π entonces t > y

π ó t < −y
π . Por lo tanto, tomando t = 1

x tenemos
que:
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( ∫

|t|> y
π

|t|−(2+p′) v(
1
t
)1−p′ dt

) 1
p′

=
( ∫ −y

π

−∞
(−t)−(2+p′) v(

1
t
)1−p′ dt +

∫ +∞

y
π

t−(2+p′)v(
1
t
) dt

) 1
p′

=
( ∫ −π

y

0
(−x−1)−(2+p′) v(x)1−p′(

−1
x2

) dx +
∫ 0

π
y

(x−1)−(2+p′)v(x)1−p′(
−1
x2

) dx
)1/p′

=
( ∫ 0

−π
y

(−x−1)−2

x2
(−x−1)−p′v(x)1−p′ dx +

∫ π
y

0

(x−1)−2

x2
(x−1)−p′v(x)1−p′ dx

)1/p′

=
( ∫ 0

−π
y

(−1)−2 (x−1)−2

x2
(−x−1)−p′v(x)1−p′ dx +

∫ π
y

0

(x−1)−2

x2
(x−1)−p′v(x)1−p′ dx

)1/p′

=
( ∫

|x|< π
y

|x−1|−p′v(x)1−p′ dx
)1/p′ =

( ∫

|x|< π
y

|x|p′v(x)1−p′ dx
)1/p′

Por consiguiente tenemos que:

( ∫

|t|> y
π

|t|−(2+p′) v(
1
t
)1−p′ dt

) 1
p′ =

( ∫

|x|< π
y

|x|p′v(x)1−p′ dx
)1/p′

.

Por lo tanto,

B = sup
y>0

( ∫

|ξ|< y
π

|ξ|qdµ(ξ)
)1/q

(∫

|t|> y
π

(|t|3p−2v(
1
t
)
)1−p′

dt
)1/p′

= sup
y>0

( ∫

|ξ|< y
π

|ξ|qdµ(ξ)
)1/q

(∫

|x|< π
y

|x|p′(v(x))1−p′ dt
)1/p′

= B1

y por la hipótesis (4.2), tenemos que B = B1 < ∞. Por consiguiente, por
el lema 4.0.1 se tiene tomando h(t) = |t−3f(1

t )| que para toda función
f ∈ M0(R) existe una constante C1 > 0 tal que,

86



J1 =
(∫

R
|ξ|q(

∫
π
|x|≤ 1

|ξ|

|x−3f(
1
x

)| dx
)q

dµ(ξ)
)1/q

=
( ∫

R

( ∫

|x|≥π|ξ|
h(x) dx

)q
dµ(ξ)

)1/q
≤ C1

( ∫

R
|h(x)|p v(x) dx

)1/p

≤ C1

( ∫

R
|x−3f(

1
x

)|p|x|3p−2v(
1
x

) dx
)1/p

Así, tomando el cambio de variables t = 1
x llegamos a que J1 ≤ C1‖f‖Lp

v(R)

para toda función f ∈ M0(R).

En efecto,

J1 ≤ C1

( ∫

R
|x−3f(

1
x

)|p|x|3p−2v(
1
x

) dx
)1/p

= C1

( ∫

R
|t3|p|f(t)|p|t−1|3p−2v(t) (

−dt

t2
)
)1/p′

C1(−1)1/p
( ∫

R

|t|3p

|t|3p
|f(t)|p |t|

2

|t|2 v(t) dt
)1/p

= C1

( ∫

R
|f(t)|pv(t) dt

)1/p = C1‖f‖Lp
v(R)

En cambio para acotar J2 usamos el lema (4.0.2):

En efecto por la de�nición de J2, necesitamos reemplazar en el lema
4.0.2 v(t) por |t|2p−2v(1

t ).

Observemos primeramente que

B = sup
y>0

( ∫

|ξ|> y
π

dµ(ξ)
)1/q

(∫

|t|< y
π

(|t|2p−2v(
1
t
)
)1−p′

dt
)1/p′

< ∞.

En efecto, teniendo en mente la cuenta (2p− 2)(1− p′) = 2p− 2− 2pp′+
2p′ = 2p− 2− 2(p + p′) + 2p′ = −2, y tomando el cambio de variable x = 1

t ,
obtenemos:
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( ∫

|t|< y
π

|t|(2p−2)(1−p′)v(
1
t
)1−p′ dt

)1/p′

=
( ∫

|t|< y
π

|t|−2v(
1
t
)1−p′ dt

)1/p′

=
( ∫

|x|> π
y

|x|2
x2

v(x)1−p′ dx
)1/p′ =

( ∫

|x|> π
y

v(x)1−p′ dx
)1/p′

Entonces tenemos por la hipótesis (4.3) que,

B = sup
y>0

( ∫

|ξ|> y
π

dµ(ξ)
)1/q

(∫

|t|< y
π

(|t|2p−2v(
1
t
)
)1−p′

dt
)1/p′

= sup
y>0

( ∫

|ξ|> y
π

dµ(ξ)
)1/q

(∫

|x|> π
y

(v(x))1−p′dt
)1/p′

= B2 < ∞.

Por consiguiente, por el lema 4.0.2 se tiene tomando h(t) = |t−2f(1
t )| que

para toda función f ∈ M0(R) existe una constante C2 > 0 tal que

J2 =
(∫

R

( ∫
π
|x|>

1
|ξ|

|x−2f(
1
x

)| dx
)q

dµ(ξ)
)1/q

≤ C2

( ∫

R
|x−2f(

1
x

)|p |x|2p−2 v(
1
x

) dx
)1/p

Así tomando el cambio de variables x = 1
t obtenemos que ‖J2‖ ≤

C2‖f‖Lp
v(R) para toda función f ∈ M0(R).

En efecto,

J2 ≤ C2

( ∫
|t−2f(

1
t
)|p|t|2p−2 v(

1
t
) dt

)1/p

= C2

( ∫
|t|−2p|f(

1
t
)|p|t|2p|t|−2 v(

1
t
) dt

)1/p

= C2

( ∫
|f(x)|p |x|2

(−1)x2
v(x) dx

)1/p

= C2

( ∫
|f(x)|p v(x) dx

)1/p = C2‖f‖Lp
v(R)
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Finalmente obtenemos para toda función f ∈ M0(R) que :

‖f̂‖Lq
µ(R) ≤ 2πJ1 + 2J2

≤ 2πC1‖f‖Lp
v(R) + 2C2‖f‖Lp

v(R)

= (2πC1 + 2C2)‖f‖Lp
v(R) = C‖f‖Lp

v(R) .

El siguiente teorema muestra un criterio de densidad general que permite
extender el Teorema 4.0.2 a todo el espacio pesado Lp

v(R).

Teorema 4.0.3. Dados v ∈ Lr
loc(R) para algún r > 1, donde v > 0 para casi

todo punto y eligiendo p ∈ (1, +∞) se tiene que:
a) Si h ∈ (Lp

v(R))′, el espacio vectorial anulador de M0(R), entonces h
es una función constante.

b) M0(R) = Lp
v(R) ó Lp

v(R) ⊆ L1(R).
c) Si v1−p′ /∈ L1(R) entonces M0(R) = Lp

v(R)

Para realizar la demostración de este teorema necesitamos un teorema de
Carleson-Hunt que data del año 1967, que garantiza la convergencia en casi
todo punto de R de la serie de Fourier de funciones en Lp(R) para p > 1.
Solamente lo vamos a enunciar, la demostración del mismo se encuentra en
[La].

Teorema 4.0.4. Sea p ∈ (1, +∞). Para cada f ∈ Lp(R) entonces

ĺım
n−→+∞ Sn(f) = f(x) en casi todo punto,

donde Sn(f)(x) =
∑j=n

j=−n f̂n(x) e2πijx.

A continuación desarrollamos la demostración del Teorema 4.0.3.

Demostración. a) Sea h ∈ (Lp
v(R))′, el espacio vectorial anulador de M0(R),

y sean las funciones χT/2(x) = χ[−T/2,T/2](x) con T > 0 y eγ(t) = e2πitγ .
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Notemos que êγf = f̂(t − γ) para f ∈ L1(R). En efecto, tomando f ∈
L1(R) tenemos que,

êγf(λ) =
∫

R
e−2πiλxeγf(x) dx =

∫

R
e−2πiλxe2πiγx f(x) dx

=
∫

R
e−2πix(λ−γ) f(x) dx = f̂(λ− γ)

Notemos también usando el cambio de variables −2πiγx = u, que:

ˆχT/2(γ) =
∫

R
e−2πiγxχT/2(x) dx

=
∫ T/2

−T/2
e−2πiγx dx =

e−2πiγx

−2πiγ

∣∣T/2

−T/2

=
e−πiγT − eπiγT

−2πiγ
=

sen(πγT )
πγT

T

Por lo tanto, ˆχT/2(γ) = 0 si γ = n
T con n ∈ Z\{0}.

Además tenemos que para todo n ∈ Z\{0} se cumple que e n
T
χT/2 ∈

M0(R).
En efecto tomando el cambio de variables 2πix n

T = u tenemos que,

ê n
T
χT

2
(0) =

∫

R
e−2πi0xe n

T
(x)χT/2(x) dx

=
∫

R
e n

T
(x)χT

2
(x) dx =

∫

R
e2πix n

T χT
2
(x) dx

=
∫ T/2

−T/2
e2πix n

T dx = e2πix n
T

T

2πin

∣∣T/2

−T/2

=
T

2πin
(eπin − e−πin) =

sen(πn)
πn

T = 0

Veamos ahora que,

f(x) = e n
T
χT

2
(x) ∈ Lp

v(R) :
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∫

R
|f(t)|p v(t) dt =

∫

R
|e n

T
(t)χT

2
(t)|p v(t) dt

=
∫

R
|e2πit n

T |p |χ[−T/2,T/2](t)|p v(t) dt =
∫ T/2

−T/2
1 v(t) dt

Usando ahora la Desigualdad de Hölder con b = r
r−1 y 1

r + 1
b = 1 donde

r > 1, tenemos que:

∫

R
|f(t)|p v(t) dt ≤ ( ∫ T/2

−T/2
(v(t))r dt

)1/r( ∫ T/2

−T/2
1

r
r−1 dt

) r−1
r

=
( ∫ T/2

−T/2
(v(t))r

)1/r(
T

2
+

T

2
)

r−1
r

Por lo tanto por la hipótesis ‖v‖Lr
loc(R) y la cuenta anterior, obtenemos

que:

∫

R
|f(t)|p v(t) dt ≤ T

r−1
r ‖v‖Lr

loc(R) < ∞

Por otro lado, tenemos que cn = 0 para todo n ∈ Z,

cn =
1
T

∫ T/2

−T/2
e n

T
(t)h(t) dt

=
1
T

∫

R
e n

T
χT

2
(t)h(t) dt

=
1
T

< e n
T
χT

2
, h >= 0

esto se debe a que e n
T
χT

2
(t) ∈ M0(R) y h(t) ∈ (Lp

v(R))′.

Observemos también que:

(Lp
v(R))′ ' Lp′

v1−p′ (R) (4.5)
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En efecto, se sabe que si 1 ≤ p < ∞ y v una medida, entonces si
L ∈ (Lp

v(R))′ existe un único g ∈ Lp′
v (R) tal que L = Lg donde Lg(f) =∫

R f(t) g(t) v(t) dt (∀f Lp
v(R)).

Además ‖Lg‖ = ‖g‖ , de modo que la correspondencia g ←→ Lg es una
isometría entre (Lp

v(R))′ y Lp′
v (R).

Sea f ∈ Lp
v(R) tenemos la isometría:

(Lp
v(R))′ ←→ Lp′

v (R)
Lg → gL

donde Lg(f) = gL(f), y por lo tanto de�nimos la isometría:

T : Lp′
v (R) ←→ Lp′

v1−p′ (R)

f → f v

En efecto,

‖Tf‖p′

Lp′
v1−p′

= ‖f v‖p′

Lp′
v1−p′

=
∫

R
|f(t)v(t)|p′ v1−p′(t) dt

=
∫

R
|f(t)|p′vp′(t) v1−p′(t) dt =

∫

R
|f(t)|p′ v(t) dt = ‖f‖p′

Lp′
v

Por otro lado, sea hT = h sobre [−T/2, T/2] y de�nimos su T-periodicidad
sobre R.

La serie formal de hT es:

∑
n

cne−n/T (t) =
∑

n

cne−2πi n
T

γ .

Notar que para cada n ∈ N tenemos que e−n/T es T-periódico.

En efecto,

e−n/T (t + T ) = e−2πi n
T

(t+T )

= e−2πi n
T

t+(−2πin) = e−2πi n
T

te−2πin

= e−2πi n
T

t = e−n/T (t)
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Veamos que hT ∈ La
loc(R/TZ) para algún a > 1.

En efecto, si nuestra hipótesis fuera v ∈ L∞loc(R) en vez de v ∈ Lr
loc(R),

resultaría que hT ∈ Lp′
loc(R/TZ):

En efecto,
∫ T/2

−T/2
|h(t)|p′ dt =

∫ T/2

−T/2
|h(t)|p′v1−p′(t) v(t)p′−1 dt

≤ KT

∫ T/2

−T/2
|h(t)|p′ v1−p′(t) dt < ∞,

debiéndose la última desigualdad al hecho que h ∈ (Lp
v(R))′ ∼= Lp′

v1−p′ (R).

Para el caso general, sabiendo que v ∈ lrloc(R), procedemos de la siguiente
manera:

Sea a = rp′
p′−1+r , es fácil ver que 1 < a < p′.

En efecto,

rp′

p′ − 1 + r
> 1 ⇐⇒ rp′ > p′ − 1 + r

⇐⇒ r(p′ − 1) > p′ − 1 ⇐⇒ r > 1

rp′

p′ − 1 + r
< p′ ⇐⇒ rp′ < p′(p′ − 1 + r)

⇐⇒ r < p′ − 1 + r ⇐⇒ p′ > 1

Sea s = p′
a > 1, consecuentemente usando la Desigualdad de Hölder

obtenemos que:

∫ T/2

−T/2
|h(t)|a v

−a
p (t) v

a
p (t) dt

≤ ( ∫ T/2

−T/2
|h(t)|as v

−as
p (t) dt

)1/s( ∫ T/2

−T/2
v

as′
p dt

)1/s′

=
( ∫ T/2

−T/2
|h(t)|p′ v1−p′(t) dt

)1/s( ∫ T/2

−T/2
vr(t) dt

)1/s′
< ∞
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debiéndose esta última igualdad al hecho que v ∈ Lr
loc(R) y h ∈ Lp′

v1−p′ (R).
Observar también que hemos usado las siguientes cuentas entre los expo-
nentes:

1
s + 1

s′ = 1 =⇒ s′ = s
s−1 = p′

p′−a .

−as = −ap′
a = −p′.

−as
p = −p′

p = 1− p′.

as′
p = ap′

(p′−a)p = rp′
(p′−1)p = rp′

p′ = r.

Como a > 1 y hT ∈ La
loc(R/TZ), aplicamos el Teorema de Carleson-

Hunt y obtenemos que:

hT (t) =
∑

n

cne−n
T

(t)

sobre [−T/2, T/2] en casi todo punto.

Observar que:

cn =< hT , e n
T

>=
1
T

∫ T/2

−T/2
hT (t) e n

T
(t) dt

=
1
T

∫ T/2

−T/2
hT (t) e2πit n

T dt

Recordemos que para todo n ∈ Z−{0} se tiene que cn = 0 y así solo tenemos
que:

c0 =< hT , e0 >=
1
T

∫ T/2

−T/2
hT (t) dt.

En conclusión, por la propiedad de (cn) tenemos que para todo T > 0 se
veri�ca que:

h(t) =
1
T

∫ T/2

−T/2
h(u) du, (4.6)
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para casi todo punto sobre [−T/2, T/2].

En efecto, h = hT =
∑

n cne−n
T

sobre [−T/2, T/2] en casi todo punto y
como para cada n 6= 0 se tiene que cn = 0, entonces para cada T > 0 se de-
duce que h(t) = c0 = 1

T

∫ T/2
−T/2 h(u) du en casi todo punto sobre [−T/2, T/2].

Luego podemos observar de la ecuación (4.6), que h(t) = KN+1 sobre
[−(N+1)

2 , N+1
2 ].

Y así, KN = h(t) = 1
N

∫ N/2
−N/2 KN+1 du en casi todo punto sobre [−N

2 , N
2 ].

Por lo tanto, para cada N se veri�ca que vale la igualdad KN = KN+1 sobre
[−N

2 , N
2 ].

Concluyendo así que h(t) = k ∈ C en casi todo punto sobre R.

b) Si h(t) = 0 entonces se tiene por el Teorema de Hahn- Banach que,
M0(R) = Lp

v(R) :

En efecto, sabemos que M0(R) ⊆ Lp
v(R), si suponemos que M0(R) no es

denso en Lp
v(R), entonces por Hahn-Banach sabemos que existe h ∈ (Lp

v(R))′,
con h 6= 0 y tal que < h, f >= 0 para toda f ∈ M0(R). Pero por el ítem a)
probamos que h debía ser una constante, por lo tanto h(t) = 0, y llegamos
así a un absurdo, por lo tanto concluimos que M0(R) = Lp

v(R).
En cambio, si h(t) = k 6= 0 y f ∈ Lp

v(R), entonces |f | ∈ Lp
v(R) y por el

resultado (Lp
v(R))′ ' Lp′

v1−p′ (R) tenemos que:
∫

R
|f |h(t) dt ∈ C.

En efecto como 1
p + 1

p′ = 1 implica por la desigualdad de Hölder que
−1/p = 1−p′

p′ , tenemos que:

∫

R
|f(t)|h(t) dt ≤

∫

R
|f(t)|v1/p(t) h(t) v

1−p′
p′ (t) dt

≤ ( ∫

R
|f(t)|p v(t) dt

)1/p( ∫

R
h(t)p′v1−p′(t) dt

)1/p′
< ∞
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Por lo tanto, k̄
∫
R |f(t)| dt ∈ C y así f ∈ L1(R).

Podemos argumentar que como h(t) = k 6= 0 entonces v1−p′ ∈ L1(R).

En efecto, como h ∈ Lp′

v1−p′ (R) entonces
∫
R |h(t)|p′v1−p′(t) dt < ∞.

Pero h(t) = k entonces, |k|p′ ∫R v1−p′(t) < ∞ y así,
∫
R v1−p′(t) dt < ∞.

Y así otra forma de ver que Lp
v(R) ⊆ L1(R) sería tomando f ∈ Lp

v(R) y
usando la Desigualdad de Hölder:

En efecto,
∫

R
|f(t)| dt =

∫

R
|f(t)| v1/p(t) v

1−p′
p′ (t) dt

≤ ( ∫

R
|f(t)|p v(t) dt

)1/p( ∫

R
v1−p′(t) dt

)1/p′

≤ ‖f‖Lp
v(R)(‖v1−p′‖L1)1/p′ < ∞

concluimos que f ∈ L1(R).

c) Sabemos que si h ∈ Lp′

v1−p′ (R), por ítem a) tenemos que h es una
función constante, como v1−p′ /∈ L1(R), tenemos por ítem b) que h(t) = k =
0, y por el Teorema de Hahn- Banach tenemos que M0(R) = Lp

v(R).

Combinando los Teoremas 4.0.2 y 4.0.3 con un argumento estandard
obtenemos un resultado para las desigualdades en norma con peso para la
Transformada de Fourier junto con una extensión de la de�nición de Fourier
a estos espacios.

Teorema 4.0.5. Dados v ∈ Lr
loc(R) para algún r > 1, donde v > 0 en

casi todo punto y µ ∈ M(R). Asumiendo que 1 < p ≤ q < ∞ y v1−p′ ∈
(L1

loc(R\[−y, y])\L1(R)) y para cada y > 0 y asumiendo que valen las condi-
ciones (4.2) y (4.3).

Entonces:
a) Si f ∈ Lp

v(R) entonces ĺımj−→+∞ ‖fj − f‖p,v = 0 para una sucesión
(fj)j∈(N) ⊆ M0(R), se tiene que (f̂j))j∈N converge en Lq

µ(R) a una función
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G(f) = f̂ ∈ Lq
µ(R), con G(f) independiente de la sucesión (fj)j∈N y que la

llamaremos la Transformada de Fourier de f .
b) Además existe un C > 0 tal que para toda función f ∈ Lp

v(R) se
veri�ca que

‖G(f)‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

υ
,

donde C puede ser elegido como C = 21+ 1
p′ (πB1 + B2)(p)1/q (p′)1/p′

Observación 4.0.2. La Transformada de Fourier de�nida en el Teore-
ma 4.0.5 a) es la transformada usual cuando éste último existe sobre todo
Lp

v(R). Es más provee una extensión de la de�nición de la Transformada de
Fourier sobre todo Lp

v(Rd)

Finalmente daremos un ejemplo que explica la constante en el Teorema
4.0.5 b). Si tomamos como medida µ = δ y dado f ∈ M0(R), tenemos que
la desigualdad ‖f̂‖Lq

µ
≤ C‖f‖Lp

v
se convierte en |f̂(0)| ≤ C‖f‖Lp

v
para toda

f ∈ M0(R) .

En efecto, siendo δ la delta de Dirac y tomando f ∈ M0(R) obtenemos
que:

‖f̂‖Lq
µ

=
( ∫

|f̂(ξ)|q dµ(ξ)
)1/q

=
(∣∣

∫
e−2πiξt f(t) dt

∣∣q dδ(ξ)
)1/q

=
(∣∣

∫
f(t) dt

∣∣q)1/q

= |f̂(0)|.

Entonces |f̂(0)| ≤ C‖f‖Lp
v
para f ∈ M0(R). Aún más, si B1 = B2 = 0

entonces C = 0.

Si v(t) = |t|p entonces v(t)1−p′ /∈ L1(R), de modo que se puede aplicar el
Teorema 4.0.3 y obtener la única extensión continua de la Transformada
de Fourierˆ: M0(R) −→ Lq

µ(R) bien de�nida que es la función nula.
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Capítulo 5

La Transformada de Fourier
para las desigualdades en
norma con peso

Típicamente y como ya dijimos, una desigualdad en norma con peso para
la Transformada de Fourier se podría enunciar:

‖f̂‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

υ
,

donde la desigualdad se establece sobre un subespacio denso de L1(Rd) ∩
Lp

v(Rd) contenido en el espacio de pesos Lp
υ(Rd) y donde f̂ es la Transforma-

da de Fourier con µ y v pesos.

Nuestro objetivo en este capítulo, no solo es enunciar y demostrar nuevas
condiciones necesarias y su�cientes para la validez de dicha desigualdad, sino
también describir y solucionar el problema de extensión de la Transformada
de Fourier f̂ sobre todo el espacio pesado Lp

v(Rd).

5.1. Motivación e Introducción

Se quiere establecer la siguiente desigualdad:

( ∫
|Tf(y)|q dµ(y)

)1/q ≤ C
( ∫

|f(x)|p v(x) dx
)1/p

, (5.1)
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para toda función f ∈ Lp
v(Rd) y para el caso en que T es la Transformada

de Fourier.

Para ello damos un subespacio X ⊆ Lp
v(Rd) que cumple:

X ⊆ L1 ∩ Lp
v(Rd) (5.2)

X̄ = Lp
v(Rd) (5.3)

y la desigualdad;

( ∫
|f̂(ξ)|q dµ(ξ)

)1/q ≤ C
( ∫

|f(x)|p v(x) dx
)1/p

, (5.4)

para toda función f ∈ X.

Si las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) valen extendemos por continuidad
la Transformada de Fourier de X a todo el espacio Lp

v(Rd), es decir a un
operador

G : Lp
v(Rd) −→ Lq

µ(Rd)

tal que cumpla:

( ∫
|Gf(ξ)|q dµ(ξ)

)1/q ≤ C
( ∫

|f(x)|p v(x) dx
)1/p

, (5.5)

para toda función f ∈ Lp
v(Rd).

Las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) nos dicen que la Transformada de
Fourier de�ne un operador

F : X −→ Lq
µ(Rd)

continuo, donde X es un subespacio denso de Lp
v(Rd).

Así, si tomamos f ∈ Lp
v(Rd), debido a que X es denso en Lp

v(Rd), pode-
mos elegir una sucesión (fn)∞n=1 ⊆ X para lo cual ĺımn−→+∞ ‖fn−f‖Lp

v
= 0.
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Por lo tanto, (fn)∞n=1 es una sucesión de Cauchy y luego, por la desigualdad
en norma (5.4) se tiene que (f̂n)∞n=1 es también una sucesión de Cauchy y
como Lq

µ(Rd) es un espacio de Banach, esta sucesión (f̂n)∞n=1 converge a un
único elemento G(f) ∈ Lq

µ(Rd).

Por lo tanto solo sabemos usando argumentos de límites, que G(f) es un
elemento de Lq

µ(Rd). Pero queremos encontrar expresiones para G(f), para
ello veremos que es importante distinguir entre los casos:

i) v1−p′ /∈ L1
loc(Rd)

ii) v1−p′ ∈ L1
loc(Rd)

En el caso i) mostraremos en la sección 2 una caracterización de G en
términos de condiciones necesarias y su�cientes para la validez de (5.4).

En el caso ii) mostraremos en la sección 3, bajo que condiciones la ex-
tensión G de la Transformada de Fourier de X a todo Lp

v(Rd) coincide con
la Transformada de Fourier ordinaria de f ∈ Lp

v(Rd) en el sentido de las
distribuciones temperadas, y enunciaremos un teorema que a�rma cuando
la extensión G coincide con la transformada de Fourier ordinaria, es decir
caracterizaremos cuando G(f) = f̂ c.t.p [µ]; no daremos la demostración de
este último resultado debido a la extensión de esta tesis pero la misma se
encuentra en el trabajo de Benedetto-Lakey [BeLa].

Para �jar ideas mencionamos qué tipos de pesos tenemos en mente, que-
remos que Cc(Rd) ⊆ Lp

v(Rd) o más generalmente L∞c (Rd) ⊆ Lp
v(Rd) y en

vista de la teoría de la restricción [To], los pesos con los que trabajaremos
corresponden a v una función no negativa localmente integrable y µ una me-
dida no negativa.

Por lo tanto en este capítulo queremos abordar esencialmente dos cues-
tiones básicas en cuanto a la de�nición de la extensión de la Transformada
de Fourier en espacios con peso. Las mismas corresponden a los casos donde
los pesos duales v1−p′ de v son localmente integrables o no lo son.

Antes de comenzar con el desarrollo de los resultados estudiados en cada
caso daremos a continuación una breve descripción de las cuestiones técnicas
a tener en cuenta.
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5.1.1. Caso 1: v1−p′ /∈ L1
loc(Rd)

En la sección 2 de este capítulo se estudiará el caso en que el peso v
cumple la condición v1−p′ /∈ L1

loc(Rd). En este caso Lp
v(Rd) contiene funciones

que no son localmente integrables (corolario 5.2.1). Por lo tanto, estudia-
remos en este caso la Transformada de Fourier cuando el espacio Lp

v(Rd)
contiene elementos que no son localmente integrables.

En este contexto, para estudiar las condiciones (5.2) y (5.3), considera-
remos el caso donde X es un subespacio de Lp

v(Rd) que consiste de funciones
con integrales que se anulan, es decir el espacio que consideraremos es:

M0(Rd) = {f ∈ L∞c (Rd)/f̂(0) = 0} (5.6)

={f ∈ L∞c (Rd)/
∫

f(x) dx = 0}.

Recordemos también que en el capítulo 4 hemos demostrado que M0(Rd) ⊆
L1 ∩ Lp

v(Rd).

Los principales autores que estudiaron este espacio fueron entre otros:
[He1], [SW], [BeHe1], [Le] y [StW].

Como hemos enunciado en el capítulo anterior, el estudio de las condi-
ciones (5.2) y (5.3) fueron desarrolladas principalmente por Benedetto y
Heinig [BeHe1] y luego utilizando métodos diferentes por Carton-Lebrun
[Le].

Observemos también, que la conclusión que vimos en el teorema 4.0.2,
que a�rma que existe una constante C > 0 tal que para toda función f ∈
M0(R) se veri�ca que ‖f̂‖Lq

µ
≤ C‖f‖Lp

v
, es precisamente la condición (5.4)

para el caso en que el espacio X es M0(R). Notemos también que la condición
(4.3) implica que v1−p′ es integrable lejos del origen.

Con estas hipótesis y usando la desigualdad de Hölder más la condición
(4.2) se tiene el siguiente lema:
Lema 5.1.1. Sea v cualquier función no negativa tal que |x|p′v1−p′(x) sea
localmente integrable y tal que v1−p′(x) sea integrable fuera de un entorno
del origen. Entonces para toda f ∈ Lp

v(R) se cumple que
∫

R
(e−2πiξx − 1) f(x) dx
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converge absolutamente para toda ξ.

En este caso la función

G(f)(ξ) =
∫

R
(e−2πiξx − 1) f(x) dx

es en realidad la extensión de la Transformada de Fourier de�nida en la
condición (5.5) y que trabajaremos en el Teorema 5.2.2. Aquí el hecho
de que v1−p′ sea integrable lejos del origen juega un rol fundamental en la
de�nición de la extensión G. Estudiaremos esta situación en el Teorema
5.2.5.

A continuación daremos la demostración del lema:

Demostración. En efecto, dado f ∈ Lp
v(R) tenemos que

|
∫

R

(
e−2πiξx − 1

)
f(x) dx| ≤

∫

R
|(e−2πiξx − 1) v−1/p(x) f(x) v1/p(x)| dx.

Por la desigualdad de Hölder y sabiendo que |e−2πiξx− 1| = 2|sen(πξx)|,
y además teniendo presente la siguiente cuenta de exponentes 1

p + 1
p′ = 1

implica −p′
p = 1− p′, obtenemos que:

∫

R
|(e−2πiξx − 1)v−1/p(x) f(x) v1/p(x)| dx

≤ ( ∫

R
|f(x)v1/p(x)|p dx

)1/p( ∫

R
|(e−2πiξx − 1)v−1/p(x)|p′ dx

)1/p′

≤ 2
( ∫

R
|f(x)|pv(x) dx

)1/p( ∫

R
|sen(πξx)|p′v−p′/p(x) dx

)1/p′
.

Por lo tanto,
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|
∫

R

(
e−2πiξx − 1

)
f(x) dx| ≤ 2‖f‖Lp

v(R)

( ∫

R
|sen(πξx)|p′v−p′/p(x) dx

)1/p′

= 2‖f‖Lp
v(R)

( ∫

Rd

|sen(πξx)|p′v1−p′(x) dx
)1/p′

≤ 2‖f‖Lp
v(R)

[( ∫

|x|<1
|sen(πξx)|p′v1−p′(x) dx

)
+

( ∫

|x|>1
v1−p′(x) dx

)]1/p′

≤ 2‖f‖Lp
v(R)

[( ∫

|x|<1

(
π|ξ||x|)p′

v1−p′(x) dx
)

+
( ∫

|x|>1
v1−p′(x) dx

)]1/p′

≤ 2‖f‖Lp
v(R)

(
(π|ξ|)p′

∫

|x|<1
|x|p′v1−p′(x) dx +

∫

|x|>1
v1−p′(x) dx

)1/p′

Como |x|p′v1−p′(x) ∈ L1
loc(Rd) entonces

∫
|x|<1 |x|p

′
v1−p′(x) dx < ∞ y co-

mo v1−p′ es localmente integrable fuera del origen se tiene que
∫
|x|>1 v1−p′(x) dx <

∞. Entonces concluimos que
∫

R
(e−2πiξx − 1) f(x) dx < ∞.

5.1.2. Caso 2: v1−p′ ∈ L1
loc(Rd)

El segundo caso que estudiaremos corresponde al caso en que el peso v
cumple la condición v1−p′ ∈ L1

loc(Rd). En este caso se tiene que Lp
v(Rd) es un

espacio de distribuciones temperadas. Por lo tanto estudiaremos la de�nición
de la Transformada de Fourier en el caso en que Lp

v(Rd) es un espacio de
distribuciones temperadas. Este problema se estudiará en la sección 3.

Recordando que una medida µ se llama singular si µ(B) = 0 para
cualquier conjunto B compuesto de un punto y si existe un conjunto A de
medida de Lebesgue igual a cero tal que la medida µ de su complemento es
igual a cero, podemos observar que la cuestión aquí proviene del hecho que
la medida µ en (5.4) puede ser singular, por lo tanto tratamos de de�nir la
transformada de Fourier de una distribución temperada sobre un conjunto
de medida cero. Este problema es sutil y fue trabajado por la Teoría de la
Restricción, entre otros podemos citar los trabajos de [Be1], [LeHe] y [To].
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Para motivar este hecho, estudiaremos versiones triviales de la condición
(5.4) donde µ es una medida singular y X es un subespacio denso de Lp

v(Rd)
de funciones integrales cuya Transformada de Fourier se hace cero sobre el
sop(µ). Un ejemplo de ello, es el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.1.1. Sea E ⊆ Rd y sea v un peso tal que X = {f ∈ L1 ∩Lp

v(Rd)
: f̂(ξ) = 0 (∀ξ ∈ E)} es denso en Lp

v(Rd).
Entonces la desigualdad (5.4) resulta válida siempre que µ sea una me-

dida con soporte en E y con C = 0.

En efecto sea f ∈ X, es decir que f ∈ L1 ∩ Lp
v(Rd) y f̂ |E = 0, entonces

tenemos que:

(∫

Rd

|f̂(ξ)|q dµ(ξ)
)1/q

=
( ∫

Ec

|f̂(ξ)|q dµ(ξ)
)1/q

≤ ‖f̂‖L1 µ(Ec)

= 0 ≤ 0
( ∫

|f(x)|pv(x) dx
)1/p

Así la transformada de Fourier en (5.4) se extiende a la función trivial
de Lp

v(Rd) −→ Lq
µ(Rd).

Por otro lado, también daremos versiones no triviales y técnicas de (5.4)
donde Lp

v(Rd) ⊆ S ′(Rd) y X = M0(Rd), pero donde la extensión G no coin-
cide con la Transformada de Fourier en el sentido distribucional. Un ejemplo
de ello es el ejemplo 5.3.2, y el teorema 5.3.1 explica por qué puede suceder
esto.

Para terminar esta sección damos un ejemplo que muestra como momen-
tos nulos están relacionados a la transformada de Fourier de funciones que
no son localmente integrables.
Ejemplo 5.1.2. Sea el espacio L2

β(R) = {f :
∫
R |f(x)|2 |x|β dx < ∞} con

1 < β < 2, de modo que v1−p′ /∈ L1
loc(R).

En efecto, tomando a, b > 0 y como v(x) = |x|β entonces

∫ b

a
v1−p′(x) dx =

∫ b

a
|x|β(1−p′) dx =

∫ b

a
xβ(1−p′) dx

=
xβ(1−p′)+1

β(1− p′) + 1

∣∣∣∣∣
b

a

= ĺım
a−→0

bβ(1−p′)+1

β(1− p′) + 1
− aβ(1−p′)+1

β(1− p′) + 1
= +∞.
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ya que 1 < β < 2 y como p = 2 entonces p′ = 2 y por ende −1 <
β(1− p′) + 1 < 0.

Además tomemos la función f(x) = 1
xχ(0,1)(x) ∈ L2

β\L1
loc(R)

En efecto,
∫

R

∣∣1
x

χ(0,1)(x)
∣∣2|x|β dx =

∫ 1

0

1
|x|2 |x|

β dx

=
∫ 1

0
xβ−2 dx =

xβ−1

β − 1

∣∣∣∣
1

0

=
1

β − 1
< ∞

Pero ,
∫
R

∣∣ 1
xχ(0,1)(x)| dx =

∫ 1
0

1
x dx = ln |x||10 = ĺımM−→+∞ ln(1) −

ln(M) = −∞

Consideremos también las aproximaciones:

fn(x) =





1
x si 1

n < x < 1

−n ln(x) si −1
n < x < 0

0 en caso contrario

Luego (fn) ⊆ M0(R) ⊆ L1 ∩ L2
β(R) y ĺımn−→+∞ fn = f en L2

β(R)

En efecto,

f̂n(0) =
∫

R
fn(x) dx

=
∫ 0

−1
n

−nln(n) dx +
∫ 1

1
n

1
x

dx

= −nln(n)x|0−1
n

+ ln(x)|11
n

= 0.

Por lo tanto (fn) ⊆ M0(R).
Luego resta ver que, ĺımn−→+∞ fn = f en L2

β(R). En efecto:
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‖fn − f‖L2
β(R) =

∫ −1
n

−∞
|0|2|x|β dx +

∫ 0

−1
n

n2(ln(n))2(−1)βxβ dx

+
∫ 1

n

0
|0− f(x)|2|x|β dx +

∫ 1

1
n

|1
x
− 1

x
|2|x|β dx.

= n2(ln(n))2(−1)β xβ+1

β + 1

∣∣∣∣
0

−1
n

+
∫ 1

n

0

1
x2

xβ dx

= n2(ln(n))2(−1)β+1 (−1)β+1

(β + 1)nβ+1
+

xβ−1

β − 1

∣∣∣∣
1
n

0

= n2(ln(n))2
(−1)2(β+1)

(β + 1)nβ+1
+

1
(β − 1)nβ−1

= n2−β−1 (ln(n))2

β + 1
+

1
(β − 1)nβ−1

=
(ln(n))2

(β + 1)nβ−1
+

1
(β − 1)nβ−1

=
(β + 1)(ln(n))2 + (β + 1)

(β2 − 1)nβ−1
,

y esta última cuenta, usando la regla de L'Hospital tiende a cero cuando n
tiende a +∞.

Además podemos ver que:

f̂n = ln(n)
(
1− e−2πi(ξ/n)

(sen(π(ξ/n))
π(ξ/n)

))
+

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

kk!
[1− n−k]

En efecto,

f̂n(ξ) =
∫ +∞

−∞
e−2πiξxfn(x) dx =

∫ 0

−1
n

e−2πiξx(−n ln(n)) dx+
∫ 1

1
n

e−2πiξx

x
dx
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Observemos que e−2πiξx =
∑+∞

k=0
(−2πiξx)k

k! , entonces

e−2πiξx =
+∞∑

k=0

(−2πiξ)k

k!
xk = 1 +

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!
xk

Por lo tanto,

e−2πiξx

x
=

1
x

+
+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!
xk−1.

Reemplazando esta última cuenta nos queda:

∫ 1

1
n

e−2πiξx

x
dx =

∫ 1

1
n

1
x

+
+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!
xk−1 dx =

(
ln(x) +

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
xk

∣∣∣∣∣

1

1
n

= ln(1) +
+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
1k − ln(1/n)−

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
1
n

k

= ln(n) +
+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
(1− n−k).

Además tenemos mediante un cálculo simple:

∫ 0

−1
n

e−2πiξx(−n ln(n)) dx =
n ln(n)
2πiξ

(1− e
2πiξx

n )

Entonces,

f̂n(ξ) =
n ln(n)
2πiξ

(1− e
2πiξ

n ) + ln(n) +
+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
(1− n−k)

y por lo tanto,

f̂n(ξ) = ln(n)
( n

2πiξ
(1− e

2πiξ
n ) + 1

)
+

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
(1− n−k)
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Observemos que, e
πξi
n −e

−πξi
n

2i = sen
( ξπ

n

)
y por ende se tiene que,

f̂n(ξ) = ln(n)
( n

2πiξ
(1− e

2πiξ
n ) + 1

)
+

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
(1− n−k)

= ln(n)
( n

πξ
(
1− e2πiξ/n

2i
) + 1

)
+

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
(1− n−k)

= ln(n)
[ n

πξ

(
eπiξ/n

(e−πiξ/n − eπiξ/n

2i

))
+ 1

]
+

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
(1− n−k)

= ln(n)
[(− eπiξ/n sen(πξ/n)

πξ/n
) + 1

]
+

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
(1− n−k)

Observemos también que usando e−2πiξx = 1 +
∑+∞

k=1
(−2πiξ)k

k! xk y que
f(x) = 1

xχ(0,1)(x) ∈ L2
β\L1

loc(R) se tiene que:

∫

R
(e−2πiξx − 1) f(x) dx =

∫ 1

0

e−2πiξx − 1
x

dx =
∫ 1

0

+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!
xk−1 dx

=
( +∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!
xk

k

∣∣∣∣∣

1

0

=
+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k

Así uno puede mostrar usando la regla de L'Hospital que f̂n(ξ) converge
uniformemente sobre un compacto a la función:

G(f)(ξ) =
+∞∑

k=1

(−2πiξ)k

k!k
=

∫

R
(e−2πiξx − 1) f(x) dx
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5.2. La de�nición de la Transformada de Fourier
cuando Lp

v(Rd) contiene funciones que no son
localmente integrables

Esta sección puede ser vista en parte como la continuación del capítulo
anterior, donde estudiamos las condiciones para que resulte válida la de-
sigualdad (4.4), es decir, tomando X = M0(Rd) cuando vale la condición
(5.4) .

Vemos que el problema de de�nir la Transformada de Fourier en los
espacios Lp pesados está relacionado con el problema de encontrar condi-
ciones necesarias y su�cientes para la condición (5.4). Esta asociación surge
por las propiedades de densidad del espacio M0(Rd) en Lp

v(Rd) y depende
si realmente v1−p′ es o no es localmente integrable. Más precisamente, de-
mostraremos en el corolario 5.2.1 que el espacio Lp

v(Rd) está incluído en el
espacio L1

loc(Rd) si y solo si v1−p′ ∈ L1
loc(Rd).

Nos enfocaremos en esta sección sobre el caso en que v1−p′ /∈ L1
loc(Rd) y

demostraremos condiciones necesarias y su�cientes para la validez de (4.4).
Comenzamos estudiando un teorema que extiende el teorema de densidad

planteado en el Teorema 4.0.3 que a�rma:
"Dado un peso v ∈ L1

loc(Rd) y sea 1 < p < ∞. El espacio M0(Rd) es
denso en Lp

v(Rd) si y solo si v1−p′ /∈ L1(Rd)".
Este teorema clari�ca el papel de la condición de momentos en la de�ni-

ción de la transformada de Fourier de ciertas funciones que no son localmente
integrables.
Teorema 5.2.1. Dados 1 < p < ∞ y un peso v localmente integrable y sea
f ∈ Lp

v(Rd).
Supongamos que K es cualquier conjunto cerrado cuya frontera tiene

medida de Lebesgue nula y para la cual
∫
K v1−p′(x) dx = ∞ y supongamos

también que sop(f) ⊆ K.
Entonces existe una sucesión (fn)n∈N ⊆ M0(Rd) con sop(fn) ⊆ K para

toda n ∈ N tal que

ĺım
n−→+∞ ‖fn − f‖Lp

v
= 0

Demostración. Recordemos que en el capítulo anterior vimos que cualquier
función que anula al espacio {f ∈ M0(Rd) : sop(f) ⊆ K} debe ser equiva-
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lente a una función constante sobre K, y así si esta constante es cero puede
pertenecer sólo a (Lp

v(Rd))′ ' Lp′

v1−p′ (Rd).

Sea f dado como en las hipótesis del teorema pero también que pertenez-
ca al espacio L∞c (Rd). Además supongamos que f̂(0) 6= 0.

De�nimos las formas ft,α = f − f̂(0)φt,α donde φt,α es el t-dilatado de la
función característica de la bola unitaria centrada en α (normalizada para
tener integral 1).

Más precisamente, sea φ(x) = d
m(Sd−1)χB(0,1)(x) y sea φt(x) = 1

td
φ(x

t )
con t > 0, se de�ne:

φt,α(x) = φt(x− α) =
1
td

φ(
x− α

t
).

Observar que
∫
Rd φt(x− α) dx = 1.

En efecto para toda α ∈ Rd y para toda t > 0 y tomando el cambio de
variables y = x−α

t , tenemos que:

∫

Rd

φt(x− α) dx =
d

td m(Sd−1)

∫

Rd

χB(0,1)(
x− α

t
) dx

=
d

m(Sd−1)

∫

Rd

χB(0,1)(y) dy =
d

m(Sd−1)
m(B(0, 1))

Y como se tiene usando el cambio de coordenadas polares:

m(B(0, 1)) =
∫

B(0,1)
1 dx =

∫ 1

0
rd−1

∫

Sd−1

dσ dr

= m(Sd−1)
rd

d

∣∣1
0

=
m(Sd−1)

d

Concluimos que:
∫
Rd φt(x− α) dx = 1.
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Demostremos que las formas ft,α ∈ M0(Rd) :

En efecto como f̂(0) 6= 0, tenemos que para toda t > 0 y para toda
α ∈ Rd,

φ̂t,α(0) =
∫

Rd

φt,α(x) dx =
∫

Rd

φt(x− α) dx = 1,

y por lo tanto, f̂t,α(0) = f̂(0)− f̂(0)φ̂t,α(0) = f̂(0)− f̂(0) = 0.

Tomemos una función g que pertenezca a (Lp
v(Rd))′ ' Lp′

v1−p′ (Rd), es
decir una función g que anula al espacio M0(Rd) y así obtenemos que:

0 =< g, ft,α >=< g, f > −f̂(0) < g, φt,α >

Por consiguiente para toda t > 0 y toda α ∈ Rd se veri�ca que:

< g, f >= f̂(0) < g, φt,α >= f̂(0)
∫

Rd

g(x) φt,α(x) dx

= f̂(0)
d

td m(Sd−1)

∫

|x−α|≤t
g(x) dx

Observemos también que g ∈ L1
loc(Rd). En efecto como v ∈ L1

loc(Rd), v >

0 y g ∈ Lp′

v1−p′ (Rd) y utilizando además la desigualdad de Hölder, obtenemos
que:

∫

K
g(t) dt =

∫

K
g(t)v1/p(t)v

1−p′
p′ (t) dt

≤ ( ∫

K
|g(t)|p′ v1−p′(t) dt

)1/p′( ∫

K
v

1
p
p(t) dt

)1/p
< ∞

Como g ∈ L1
loc(Rd), por el Teorema de Diferenciación de Lebesgue, tene-

mos que:

ĺım
t−→0+

d

td m(Sd−1)

∫

|x−α|≤t
g(x) dx = g(α)
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para casi todo α, y por consiguiente casi todo punto α es un punto de
Lebesgue de g perteneciente al interior de K.

Así para casi todo α ∈ Rd �jo se veri�ca que:

∫

Rd

g(t)f(t) dt =< g, f >= f̂(0)g(α) =
∫

Rd

f(t)g(α) dt

y por lo tanto,
∫

Rd

(g(t)− g(α))f(t) dt = 0 ∀f ∈ Lp
v(Rd) ∩ L∞c (Rd).

Entonces, g(t) = g(α) y por lo tanto, g = k, con k constante.

Observar que si g = 0, por el Teorema de Hahn- Banach se tiene que
M0(Rd) = Lp

v(Rd).

En cambio si g(t) = k 6= 0 y como g ∈ Lp′

v1−p′ (Rd), es decir
∫
Rd |g(t)|p′ v1−p′(t) dt <

∞, obtenemos que:

∫

Rd

|g(t)|p′ v1−p′(t) dt = |k|p′
∫

Rd

v1−p′(t) dt < ∞

concluyendo así que v1−p′ ∈ L1(Rd).
Por consiguiente sabiendo que g ∈ Lp′

v1−p′ (Rd) y que por hipótesis v1−p′ /∈
L1

loc(Rd), entonces se tiene que g = 0.
Así demostramos que existe una sucesión (fn)n∈N ⊆ M0(Rd) tal que ĺımn−→∞ ‖fn−
f‖Lp

v(Rd) = 0.

A partir del teorema anterior podemos enunciar el siguiente corolario que
muestra cuando Lp

v(Rd) está incluído en el espacio L1
loc(Rd).

Corolario 5.2.1. Dado un peso v ∈ L1
loc(Rd). Entonces el espacio Lp

v(Rd)
está incluido en el espacio L1

loc(Rd) si y solo si v1−p′ ∈ L1
loc(Rd)

Este corolario a�rma que si v1−p′ /∈ L1
loc(Rd) entonces Lp

v(Rd) no es un
espacio de distribuciones, ya que una función no negativa f es localmente
una distribución si y solo si f es localmente integrable.
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Demostración. Supongamos primero que v1−p′ ∈ L1
loc(Rd). Queremos ver

que Lp
v(Rd) ⊆ L1

loc(Rd). Sea cualquier conjunto compacto K ⊆ Rd y sea un
función f ∈ Lp

v(Rd), entonces usando la desigualdad de Hölder obtenemos
que:

∫

K
|f(x)| dx =

∫

K
|f(x)|v1/p(x) v−1/p(x) dx

≤ ( ∫

K
|f(x)|p v(x) dx

)1/p( ∫

K
v
−1
p

p′(x) dx
)1/p′

Como −p′
p = 1− p′ pues 1

p + 1
p′ = 1, tenemos que:

∫

K
|f(x)| dx ≤ ( ∫

K
|f(x)|pv(x) dx

)1/p( ∫

K
v1−p′(x) dx

)1/p′

≤ ‖f‖Lp
v(Rd)(‖v1−p′ |K‖L1(Rd))

1/p′ < ∞

Llegando así a que f ∈ L1
loc(Rd).

Por otra parte, la otra dirección del corolario no es trivial porque la
condición v1−p′χK /∈ L1(Rd) es equivalente a que v1−p′χK /∈ Lp

v(Rd).

En efecto como p = p′
p′−1 entonces p− p′p = −p′, y así tenemos que:

∫

K
(v1−p′)p(x) v(x) dx =

∫

K
vp−p′p+1(x) dx

=
∫

K
v1−p′(x) dx

En realidad no exhibimos un elemento de Lp
v(Rd)\L1

loc(Rd), más bien
usamos el resultado de densidad del Teorema 5.2.1, llegando así a una
contradicción.

En efecto, supongamos que v1−p′ /∈ L1
loc(Rd), pero que el espacio Lp

v(Rd)
está incluído en el espacio L1

loc(Rd). Observemos que esta última a�rmación
es equivalente a que para cada compacto K existe una constante Ck tal que,
para cualquier función f ∈ Lp

v(Rd) se veri�ca que
∫

K
|f(x)| dx ≤ CK‖f‖Lp

v(Rd) (5.7)
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En efecto, si f ∈ Lp
v(Rd) entonces

∫
Rd |f(x)|p v(x) dx < ∞, y así para

cualquier compacto K se veri�ca que
∫
K |f(x)| dx < ∞. Por lo tanto se

observa que, 1
‖f‖

L
p
v(Rd)

∫
K |f(x)| dx < ∞, concluyendo así que existe un CK

tal que
∫

K
|f(x)| dx ≤ ‖f‖Lp

v(Rd)CK

En particular si el sop(f) ⊆ K entonces para cualquier función g ∈
M0(Rd) que cumple que sop(g) ⊆ K1 = {x : ı́nfy∈K |x− y| ≤ 1}, se veri�ca
usando que K ⊆ K1, que :

|f̂(0)| = |f̂(0)− ĝ(0)| = |
∫

Rd

f(x) dx−
∫

Rd

g(x) dx| = |
∫

K
f(x) dx−

∫

K1

g(x) dx|

≤ |
∫

K1

(f(x)− g(x)) dx| ≤
∫

K1

|f(x)− g(x)| dx

Como f − g ∈ Lp
v(Rd) y usando (5.7), tenemos que:

|f̂(0)| ≤
∫

K1

|f(x)− g(x)| dx ≤ CK1‖f − g‖Lp
v(Rd)

Por elTeorema 5.2.1 existe una sucesión (fn) ⊆ M0(Rd) tal que sop(fn) ⊆
K1 para toda n ∈ N y tal que ĺımn−→+∞ ‖fn − f‖Lp

v(Rd) = 0.

Tomando g = fn obtenemos que:

|f̂(0)| ≤ CK1‖f − fn‖Lp
v(Rd)

Como ĺımn−→+∞ ‖fn − f‖Lp
v(Rd) = 0, encontramos que f̂(0) = 0. Pero

como esto vale para toda función f ∈ Lp
v(Rd), si f fuera no negativa, llegamos

a un absurdo, pues sabemos que si
∫
Rd f(x) dx = 0 se tiene que f = 0 para

casi todo x.
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A partir del corolario, observemos que para estudiar propiedades de tales
espacios pesados Lp

v(Rd) necesitamos un sustituto razonable para la trans-
formada de Fourier. El siguiente teorema nos proporciona tal sustituto, es
decir debemos pedir que v1−p′ sea localmente integrable en L1

|x|p′ (R
d).

Teorema 5.2.2. Dado un peso v localmente integrable tal que:

v1−p′ ∈ L1
|x|p′ ,loc

\ L1
loc(Rd) (5.8)

Si para cada f ∈ M0(Rd) se veri�ca que

‖f̂‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

v
(5.9)

Entonces para cada f ∈ Lp
v,c(Rd) se tiene que

‖Gf‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

v
(5.10)

donde
G(f)(ξ) =

∫

Rd

(e−2πiξx − 1) f(x) dx.

Demostración. Sea f ∈ Lp
v,c(Rd), es decir f ∈ Lp

v(Rd) y f tiene soporte
compacto, o sea que sop(f) ⊆ K.

Por elTeorema 5.2.1 existe una sucesión (fn) ⊆ M0(Rd) donde sop(fn) ⊆
K para toda n ∈ N y donde se veri�ca que limn−→+∞‖fn − f‖Lp

v(Rd) = 0.
Por otro lado usando la desigualdad de Hölder obtenemos que:

|Gf(ξ)− f̂n(ξ)| = |
∫

Rd

(e−2πiξx − 1) f(x) dx−
∫

Rd

e−2πiξxfn(x) dx|

= |
∫

Rd

(e−2πiξx − 1) f(x) dx−
∫

Rd

e−2πiξxfn(x) dx +
∫

Rd

fn(x) dx|

= |
∫

Rd∩K
(f(x)− fn(x))(e−2πiξx − 1) dx|

≤
∫

Rd∩K
|(e−2πiξx − 1)v−1/p(x)(f(x)− fn(x))v1/p(x)| dx

≤ ( ∫

Rd∩K
|f(x)− fn(x)|pv(x) dx

)1/p( ∫

Rd∩K
|e−2πiξx − 1|p′v−p′

p (x) dx
)1/p′

(5.11)
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Como |e−2πiξx − 1| = 2|sen(πξx)|, obtenemos que:

|Gf(ξ)− f̂n(ξ)| ≤ 2‖f − fn‖Lp
v,c(Rd)

( ∫

Rd∩K
|sen(πξx)|p′v1−p′(x) dx

)1/p′

≤ 2‖f − fn‖Lp
v,c(Rd)

(∫

{|x|≤1}∩K
|sen(πξx)|p′ v1−p′(x) dx +

∫

{|x|>1}∩K
v1−p′(x) dx

)1/p′

≤ 2‖f − fn‖Lp
v,c(Rd)

(
(π|ξ|)p′

∫

{|x|≤1}∩K
|x|p′ v1−p′(x) dx +

∫

{|x|>1}∩K
v1−p′(x) dx

)1/p′

Por hipótesis sabemos que v1−p′ ∈ L1
|x|p′ ,loc

\1
loc(Rd) y por lo tanto

∫

{|x|≤1}∩K
|x|p′ v1−p′(x) dx < ∞,

Así obtenemos que

∞ >

∫

K
v1−p′(x)|x|p′ dx ≥

∫

{|x|>1}∩K
v1−p′(x)|x|p′ dx >

∫

{|x|>1}∩K
v1−p′(x) dx,

Además usando que

ĺım
n−→+∞ ‖f − fn‖Lp

v(Rd) = 0

concluimos que:

ĺım
n−→+∞ |Gf(ξ)− f̂n(ξ)| = 0

Por otro lado,

‖Gf‖Lq
µ

=
( ∫

Rd

|Gf(ξ)|q dµ(ξ)
)1/q =

( ∫

Rd

|(Gf(ξ)− f̂n(ξ)) + f̂n(ξ)|q dµ(ξ)
)1/q

Usando la desigualdad de Minkowsky, tenemos que:

‖Gf‖Lq
µ
≤ ( ∫

Rd

|Gf(ξ)− f̂n(ξ)|q dµ(ξ)
)1/q + ‖f̂n‖Lq

µ(Rd)
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Así obtenemos que:

‖Gf‖Lq
µ
≤ ‖G(f)− f̂n‖Lq

µ(Rd) + ‖f̂n‖Lq
µ(Rd)

Como fn −→ f en Lp
v(Rd) entonces la sucesión (fn)n∈N es una sucesión de

Cauchy en Lp
v(Rd), pero por la hipótesis 5.9 se tiene que la sucesión (f̂n)n∈N

resulta también de Cauchy en Lq
µ(Rd) y como éste es un espacio completo,

entonces existe una función g ∈ Lq
µ(Rd) tal que

ĺım
n−→+∞ ‖f̂n − g‖Lq

µ(Rd) = 0

Por lo tanto existe una subsucesión (fnk
)k∈N de (fn) tal que ĺımk−→+∞ ˆfnk

=
g en casi todo punto.

Por otro lado probamos que

ĺım
n−→+∞ |Gf(ξ)− f̂n(ξ)| = 0

Así obtenemos que g = G(f) en casi todo punto, concluyendo así que

ĺım
n−→+∞ ‖f̂n − G(f)‖Lq

µ(Rd) = 0

Por lo tanto, usando la hipótesis 5.9 se tiene que

‖Gf‖Lq
µ
≤ ‖G(f)− f̂n‖Lq

µ(Rd) + ‖f̂n‖Lq
µ(Rd)

≤ ‖G(f)− f̂n‖Lq
µ(Rd) + C‖fn‖Lp

v(Rd)

Resulta así tomando el límite cuando n tiende a más in�nito que para
toda f ∈ Lp

v,c(Rd) se veri�ca que

‖Gf‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

v(Rd)

El resultado del teorema anterior solo vale para funciones con soporte
compacto en Lp

v(Rd), ya que solo se sabe que G(f) converge a priori para
tales elementos. Si v1−p′ resultara integrable fuera de un entorno del origen,
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que será el caso si la condición (4.3) es válida, entonces la convergencia ab-
soluta de G(f) valdría por la desigualdad de Hölder, como hemos estudiado
en el lema 5.1.1.

Ahora que estudiamos la extensión de G que deriva de las desigualdades
en norma tales como la condición (4.4) o que es lo mismo, la desigualdad
(5.4) si el espacio X es M0(Rd), podemos enfocarnos en las condiciones nece-
sarias y su�cientes derivadas de tales desigualdades.

Probaremos primero que la desigualdad (4.2) es en el caso de una dimen-
sión, una condición necesaria para que valga la condición (4.4).

Teorema 5.2.3. Dado un peso µ ∈ M(R) tal que sop(µ\{0}) 6= ∅ y sea
v ∈ L1

loc(R) tal que:
v1−p′ ∈ L1

|x|p′ ,loc
\ L1

loc(R)

Entonces la condición (4.2) es una condición necesaria para la validez de
la desigualdad en norma de la Transformada de Fourier (4.4).

Para demostrar este teorema necesitamos el siguiente resultado:

Lema 5.2.1. Sean µ,v, q y p como en el teorema 5.2.3 y supongamos que
se tienen las condiciones:

sup
s>0

( ∫ 1/4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ s

0
|x|p′v1−p′(x) dx

)1/p′ = C1 < ∞ (5.12)

sup
s>0

( ∫ 0

−1/4s
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ s

0
|x|p′v1−p′(x) dx

)1/p′ = C2 < ∞ (5.13)

sup
s>0

( ∫ 1/4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ 0

−s
|x|p′v1−p′(x) dx

)1/p′ = C3 < ∞ (5.14)

sup
s>0

( ∫ 0

−1/4s
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ 0

−s
|x|p′v1−p′(x) dx

)1/p′ = C4 < ∞ (5.15)
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Entonces vale la condición (4.2) es decir se tiene que:

sup
y>0

( ∫

|ξ|<y
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫

|x|<1/y
|x|p′v1−p′(x) dx

)1/p′
< ∞.

Demostración. Tomando el cambio de variables y = 1
4s y usando la desigual-

dad de Minkowsky, obtenemos que:

sup
y>0

(∫ y

−y
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ 1/y

−1/y
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′

= sup
s>0

(∫ 0

−1
4s

|ξ|q dµ(ξ) +
∫ 1

4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q

(∫ 0

−4s
|x|p′ v1−p′(x) dx +

∫ 4s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′

≤ sup
s>0

[( ∫ 0

−1
4s

|ξ|q dµ(ξ)
)1/q +

( ∫ 1
4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q
]

·
[( ∫ 0

−4s
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′ +
( ∫ 4s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′
]

≤ sup
s>0

( ∫ 0

−1
4s

|ξ|q dµ(ξ)
)1/q( ∫ 0

−4s
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′

+ sup
s>0

( ∫ 0

−1
4s

|ξ|q dµ(ξ)
)1/q( ∫ 4s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′

+ sup
s>0

( ∫ 1
4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q(
∫ 0

−4s
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′

+ sup
s>0

( ∫ 1
4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ 4s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′

= B4 + B2 + B3 + B1 < ∞

Ahora demostraremos el Teorema 5.2.3:

Demostración. Conforme a las hipótesis, mostramos que la primera condi-
ción del Lema 5.2.1 vale.
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Sea g(x) = |x| p
′

p v1−p′(x) χ(0,s)(x), veamos que g ∈ Lp
v,c(R).

En efecto como p− p′p = −p′ tenemos que:

‖g‖Lp
v(R) =

(∫

R

(|x| p
′

p v1−p′(x)
)p

χ(0,s)(x) v(x) dx
)1/p

=
(∫ s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p
< ∞

esta última desigualdad vale porque v1−p′ ∈ L1
|x|p′ ,loc

\L1
loc(R).

Observemos de la cuenta anterior que:

‖g‖Lp
v(R) =

(∫ s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p
.

Por otra parte tenemos que,

‖Gg‖Lq
µ

=
( ∫

R
|Gg(x)|q dµ(ξ)

)1/q =
(∫

R

∣∣
∫

R
(e−2πiξx − 1)g(x) dx

∣∣q dµ(ξ)
)1/q

=
(∫

R

∣∣
∫ s

0
(e−2πiξx − 1)|x| p

′
p v1−p′(x) dx

∣∣q dµ(ξ)
)1/q

≥
(∫ 1

4s

0

∣∣
∫ s

0
(e−2πiξx − 1)|x| p

′
p v1−p′(x) dx

∣∣qdµ(ξ)
)1/q

Luego del hecho que |z| ≥ |Im(z)| con z ∈ C y de que sen(θ) ≥ ( 2
π )θ con

0 ≤ θ ≤ π
2 , se sigue por reducción del dominio de integración que,

‖Gg‖Lq
µ
≥

(∫ 1
4s

0

∣∣
∫ s

0
sen(2πξx)|x| p

′
p v1−p′(x) dx

∣∣q dµ(ξ)
)1/q

Como 0 ≤ x ≤ s y 0 ≤ ξ ≤ 1
4s , por lo tanto se tiene que 0 ≤ 2πξx ≤ π

2 y
así llegamos a que sen(2πξx) ≥ 4ξx.
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Usando el teorema de Fubini obtenemos que,

‖Gg‖Lq
µ
≥ 4

(∫ 1
4s

0

( ∫ s

0
|x| |ξ| |x| p

′
p v1−p′(x) dx

)q
dµ(ξ)

)1/q

≥ 4
( ∫ 1

4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)

Como por hipótesis sabemos que para toda función f ∈ M0(R) se veri�ca
que ‖f̂‖Lq

µ(R) ≤ C‖f‖Lp
v(R), por lo tanto tenemos por el Teorema 5.2.2 que

para toda función f ∈ Lp
v,c(R) se cumple:

‖Gf‖Lq
µ(R) ≤ C‖f‖Lp

v(R).

Tomando g ∈ Lp
v,c(R) obtenemos que ‖Gg‖Lq

µ(R) ≤ C‖g‖Lp
v(R).

Concluimos así que,

C‖g‖Lp
v(R) ≥ ‖Gg‖Lq

µ(R) ≥ 4
( ∫ 1

4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)

Dividiendo en ambos lados por ‖g‖Lp
v(R) y sabiendo que

( ∫ 1
4s

0 |ξ|q dµ(ξ)
)1/q

>
0, obtenemos que:

C

4
≥ ( ∫ 1

4s

0
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫ s

0
|x|p′ v1−p′(x) dx

)1/p′

obteniéndose así la primera condición del lema, las demás salen de la misma
manera.

Observación 5.2.1. Observemos que hay una pequeña imprecisión en la téc-
nica, que es el hecho que la condición (4.2) contiene una integral de la forma∫ 1/y
0 |ξ|qdµ(ξ) mientras que en la demostración del teorema está restringida
a

∫ 1/4s
0 |ξ|qdµ(ξ).
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Esto puede ser arreglado añadiendo la hipótesis que existe una constante
C > 0 tal que para todo s > 0 se cumple que

∫ 1/s

0
|ξ|qdµ(ξ) ≤ C

∫ 1/4s

0
|ξ|qdµ(ξ)

o se cumple que

∫ 4s

0
|x|p′v1−p′(x)dx ≤ C

∫ s

0
|x|p′v1−p′(x) dx.

Y esta condición siempre se satisface para los pares de pesos que estamos
estudiando.

Observación 5.2.2. Observemos también que en la demostración del teore-
ma usamos el resultado:

sen(θ) ≥ (
2
π

)θ con 0 ≤ θ ≤ π

2
. (5.16)

Notemos que si queremos hacer una versión del teorema para d-dimensiones,
necesitamos dar una versión del resultado (5.16) para dimensiones más al-
tas pues observemos que sen|ξ.x| ≥ C|ξ||x| falla ya que el conjunto {(ξ, x) :
ξ.x = 0} resulta una variedad en R2d.
Sin embargo, podemos dar una versión del teorema para dimensiones más
altas, aunque es un resultado más débil que las condiciones necesarias dadas
anteriormente.

Lema 5.2.2. Supongamos que Rd está simétricamente dividido en subcon-
juntos E1, E2, ...., End

de tal modo que para cualquier Ei �jo con i = 1, 2, ...., nd,
tenemos que:

ξ.x ≥ Cd|ξ||x|,
siempre que (ξ, x) ∈ Ei × Ei.

Demostración. Primero dividamos Rd en cuadrantes Kj con j = 1, ...,2d tal
que para cada j, se cumpla que ξ · x ≥ 0 siempre que (ξ, x) ∈ Kj ×Kj .

Ahora tomemos εd razonablemente pequeño y para cada j �jo, dividamos
simétricamente a Kj ∩Σd−1 en subconjuntos Fjk con k = 1, ...., kd, de modo
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que siempre que (ξ′, x′) ∈ Fjk × Fjk tenemos que |ξ′ − x′| < εd.
Luego hacemos corresponder Fjk a las proyecciones de Ei sobre Σd−1 y usa-
mos el hecho que ξ · x = |ξ||x|cos(θ) donde θ es el ángulo entre ξ y x.

La condición |ξ′ − x′| < εd asegura que cos(θ) ≥ Cd y así,

ξ · x = |ξ||x|cos(θ) ≥ Cd|ξ||x|

Usando el lema mostramos que la desigualdad (4.2) resulta también una
condición necesaria para la validez de la desigualdad en norma con pesos en
el caso en que los pesos µ o v son radiales. Demostraremos con precisión el
resultado para v radial. En el capítulo anterior ya observamos que los pesos
radiales también juegan un papel importante en el estudio de las desigual-
dades en norma con peso para la Transformada de Fourier en el caso de
d-dimensiones.

Teorema 5.2.4. Dados 1 < p < ∞ y 1 < q < ∞, y sean pesos µ ∈ M(Rd)
con sop(µ\{0}) 6= ∅ y v ∈ L1

loc(Rd) radial que satisface v1−p′ ∈ L1
|x|p′ ,loc

\
L1

loc(Rd).

Si además para toda función f ∈ M0(Rd) se cumple que ‖f̂‖Lq
µ
≤ C‖f‖Lp

v
,

entonces:

sup
s>0

( ∫

B(1/4s)
|ξ|qdµ(ξ)

)1/q( ∫

B(s)
|x|p′v1−p′(x) dx

)1/p′
< ∞ (5.17)

Demostración. Demostremos algo más general. Sea v como en la hipótesis
excepto que v no necesariamente es radial. Sea Ej como en el Lema 5.2.2.

Para s > 0 �jo, elegimos un conjunto Ej tal que
∫
Ej∩B( 1

4
s) |ξ|q dµ(ξ) esté

maximizado (sobre j).

Sea g(x) = |x|p′−1(vr)1−p′(x)χEj∩B(s)(x), donde vr es la parte radial de
v de�nido mediante la fórmula:

vr(x) =
1

wd−1

∫

Σd−1

v(|x|x′) dx′
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donde r = |x| y x′ = x
r con x 6= 0. Cabe mencionar que wd−1 es el área de

super�cie de la esfera unitaria Σd−1 de Rd. Observemos que si v es radial,
entonces v = vr.

Tenemos que:

‖g‖p
Lp

vr (Rd)
=

∫

Rd

|g(x)|p vr(x) dx

=
∫

B(s)∩Ej

|x|p′ (vr)−p′(x) vr(x) dx =
∫

Ej∩B(s)
|x|p′(vr)1−p′(x) dx

Por otro lado, observemos la siguiente cuenta,

nd∑

k=1

∫

Ek∩B(s)
|x|p′ (vr)1−p′(x) dx =

∫

B(s)
|x|p′ (vr)1−p′(x) dx

A su vez, por un cálculo elemental que implica la de�nición de vr y las
simetrías de los conjuntos Ej obtenemos,

nd∑

k=1

∫

Ek∩B(s)
|x|p′ (vr)1−p′(x) dx

=
nd∑

k=1

∫

Ek∩B(s)
|x|p′( 1

wd−1

∫

Σd−1

v(|x|x′) dx′
)1−p′

dx

= Cd

∫

Ej∩B(s)
|x|p′ (vr)1−p′(x) dx

Y por lo tanto,

∫

Ej∩B(s)
|x|p′ (vr)1−p′(x) dx =

1
Cd

∫

B(s)
|x|p′ (vr)1−p′(x) dx

Por consiguiente, tenemos sabiendo que (1− p′)p + 1 = 1− p′ que,
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‖g‖p
Lp

vr (Rd)
=

1
Cd

∫

B(s)
|x|p′ (vr)1−p′(x) dx

1
Cd

∫

B(s)
|x|p′ (vr)(1−p′)p(x) vr(x) dx

C̃d‖|x|
p′
p (vr)1−p′(x) χB(s)(x)‖p

Lp
vr (Rd)

También existe una constante K tal que ‖g‖Lp
v(Rd) ≤ K‖g‖Lp

vr (Rd).

En efecto, usando coordenadas polares tenemos que:

‖g‖Lp
v(Rd) =

∫

Rd

|x|p′v−p′
r (x)χEj∩B(s)(x) v(x) dx

=
∫

Ej∩B(s)
|x|p′v−p′

r (x)v(x) dx

=
∫ s

0

∫

Σd−1∩Ej

ρd−1ρp′v−p′
r (ρθ)v(ρθ) dσd−1

(θ) dρ

=
∫ s

0
ρd−1+p′v−p′

r (ρe1)
∫

Σd−1∩Ej

v(ρθ) dσd−1
(θ) dρ

≤
∫ s

0
ρd−1+p′v−p′

r (ρe1)
∫

Σd−1

v(ρθ) dσd−1
(θ) dρ

=
∫ s

0
ρd−1+p′v−p′

r (ρe1)wd−1vr(ρe1) dρ

= C1

∫ s

0
ρd−1+p′v−p′+1

r (ρe1) dρ

Además, tenemos que,

‖g‖Lp
vr (Rd) =

∫

Ej∩B(s)
|x|p′v1−p′

r (x) dx

=
∫ s

0
ρd−1

∫

Σd−1∩Ej

ρp′v1−p′
r (ρθ) dσd−1

(θ) dρ

=
∫ s

0
ρd−1+p′v1−p′

r (ρe1)m(Σd−1 ∩ Ej) dρ

= C2

∫ s

0
ρd−1+p′v1−p′

r (ρe1) dρ
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Y así tenemos que

‖g‖Lp
v(Rd) ≤

C1

C2
‖g‖Lp

vr (Rd),

O sea tenemos que

‖g‖Lp
v(Rd) ≤ K‖|x|p′/p v1−p′

r (x)χB(s)(x)‖Lp
vr (Rd).

Por otro lado, observemos que:

‖Gg‖q
Lq

µ(Rd)
=

∫

Rd

|Gg(ξ)|q dµ(ξ)

=
∫

Rd

∣∣
∫

Ej∩B(s)
|x|p′−1(e−2πiξx − 1)(vr)1−p′(x) dx

∣∣q dµ(ξ)

y esto se debe a que:

Gg(ξ) =
∫

Rd

(e−2πiξx − 1)g(x) dx

=
∫

Rd

(e−2πiξx − 1)(vr)1−p′(x)|x|p′−1χEj∩B(s)(x) dx

=
∫

Ej∩B(s)
(e−2πiξx − 1)(vr)1−p′(x)|x|p′−1 dx

Usando el hecho que para todo z ∈ C se tiene que |z| ≥ |Im(z)|, llegamos
a que

‖Gg‖Lq
µ(Rd) ≥

∫

Rd

∣∣
∫

Ej∩B(s)
|x|p′−1(vr)1−p′(x) sen(2πξx) dx

∣∣q dµ(ξ)

≥
∫

Ej

∣∣
∫

Ej∩B(s)
|x|p′−1(vr)1−p′(x) sen(2πξx) dx

∣∣q dµ(ξ)

≥
∫

Ej∩B( 1
4s

)

∣∣
∫

Ej∩B(s)
|x|p′−1(vr)1−p′(x) sen(2πξx) dx

∣∣q dµ(ξ)
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Usando el lema anterior, y observando que 0 ≤ ξ ≤ 1
4s y que 0 ≤ x ≤ s

llegamos a que 0 ≤ 2πξx ≤ π
2 , y así obtenemos que sen(2πξx) ≥ 2(2πξx)

π =
4ξx ≥ 4Cd|ξ||x|.

Continuando con la cuenta anterior tenemos que:

‖Gg‖q
Lq

µ(Rd)
≥

∫

Ej∩B( 1
4s

)

∣∣
∫

Ej∩B(s)
|x|p′−1(x)4Cd|ξ| |x| dx

∣∣q dµ(ξ)

= (4Cd)q

∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q(

∫

Ej∩B(s)
|x|p′ (vr)1−p′(x) dx

)q
dµ(ξ)

= C
( ∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)( ∫

B(s)
|x|p′(vr)1−p′(x) dx

)q (5.18)

Ahora tomando la raíz q-ésima obtenemos que:

‖Gg‖Lq
µ(Rd) ≥ C

( ∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫

B(s)
|x|p′(vr)1−p′(x) dx

)

Como por hipótesis tenemos que para toda función f ∈ M0(Rd) se cumple
que ‖f̂‖Lq

µ(Rd) ≤ C‖f‖Lp
v(Rd) y usando el Teorema 5.2.2 obtenemos que,

para toda función f ∈ Lp
v,c(Rd) se veri�ca que:

‖Gf‖Lq
µ(Rd) ≤ C‖f‖Lp

v(Rd). (5.19)

Tomando f = g ∈ Lp
v,c(Rd) obtenemos por (5.18) y (5.19) que:

‖Gg‖Lq
µ(Rd) ≤ C‖g‖Lp

v(Rd). (5.20)

Concluimos así que,

C1‖g‖Lp
v(Rd) ≥ ‖Gg‖Lp

µ(Rd) ≥ C
( ∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫

B(s)
|x|p′(vr)1−p′(x) dx

)

Por lo tanto, dividiendo en ambos lados por ‖g‖Lp
v(Rd) obtenemos que:

127



C1

C
≥ ( ∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q

( ∫
B(s) |x|p

′
(vr)1−p′(x) dx

)

‖g‖Lp
v(Rd)

≥ 1
K

( ∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q

( ∫
B(s) |x|p

′
(vr)1−p′(x) dx

)
( ∫

B(s) |x|p′(vr)1−p′(x) dx
)1/p

Concluyendo así que,

C̃d ≥
( ∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫

B(s)
|x|p′(vr)1−p′(x) dx

)1/p′

Como para cada K = 1, ...., nd se tiene que:

( ∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q ≥ ( ∫

EK∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q

obtenemos así que

ndC̃d =
nd∑

k=1

C̃d ≥
nd∑

K=1

( ∫

Ej∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫

B(s)
|x|p′(vr)1−p′(x) dx

)1/p′

≥
nd∑

K=1

( ∫

EK∩B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫

B(s)
|x|p′(vr)1−p′(x) dx

)1/p′

≥ ( ∫

B( 1
4s

)
|ξ|q dµ(ξ)

)1/q( ∫

B(s)
|x|p′(vr)1−p′(x) dx

)1/p′

A partir de los teoremas 5.2.2 y 5.2.4 nos preguntamos, si estimaciones
no triviales de la Transformada de Fourier con estos dos pesos son posi-
bles para funciones con momentos nulos en el caso donde v1−p′ falla en ser
integrable fuera del origen.

Sadosky y Wheeden [SW] respondieron a esta pregunta demostrando
que no se puede tener estimaciones no triviales de la desigualdad (5.4) para
f ∈ M0(Rd) si v(x) = |x|p−1, es decir tomando v1−p′(x) = |x|−1 con p > 1.
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Ejemplo 5.2.1. La desigualdad:

( ∫

R
|f̂(x)|qu(x) dx

)1/q ≤ C
( ∫

R
|f(x)|p|x|p−1 dx

)1/p
,

con 1 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, u(x) 6= 0 no es válida para toda función
f ∈ M0(R).

En efecto, para N > 1 de�nimos:

f(x) = fN (x) =
1
x
{χ(1/N,1)(x)− χ(1,N)(x)}

donde χ(a,b) es la función característica del intervalo (a, b).
Mediante un cálculo de integrales se tiene que f ∈ M0(R):

∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ 1

1/N

1
x

dx−
∫ N

1

1
x

dx = 0

Además se tiene que:

( ∫ +∞

−∞
|f(x)|p|x|p−1 dx

)1/p = (2ln(N))1/p.

En efecto,

( ∫ +∞

−∞
|f(x)|p|x|p−1 dx

)1/p

=
( ∫ +∞

−∞
|1
x
{χ(1/N,1)(x)− χ(1,N)(x)}|p|x|p−1 dx

)1/p

=
( ∫ 1

1/N
|1
x
|p|x|p−1 dx +

∫ N

1
|−1

x
|p|x|p−1 dx

)1/p

=
( ∫ N

1/N
|x|−p+p−1 dx

)1/p =
( ∫ N

1/N

1
x

dx
)1/p = (2ln(N))1/p

Por otro lado, se tiene que:
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|f̂(x)|ln(N)− 2π|x| − 3
2π|x|

En efecto,

|f̂(x)| = |
∫ +∞

−∞
e−2πiyxf(y) dy|

= |
∫ +∞

−∞
e−2πiyx 1

y
{χ(1/N,1)(y)− χ(1,N)(y)} dy|

=
∣∣
∫ 1

1/N
e−2πiyx 1

y
dy −

∫ N

1
e−2πiyx 1

y
dy|

= |
∫ 1

1/N

1
y

dy +
∫ 1

1/N

e−2πiyx − 1
y

dy −
∫ N

1
e−2πiyx 1

y
dy|

≥
∫ 1

1/N

1
y

dy − |
∫ 1

1/N

e−2πiyx − 1
y

dy| − |
∫ N

1
e−2πiyx 1

y
dy|

Llamamos A = | ∫ 1
1/N

e−2πiyx−1
y dy| y sabiendo que |e−2πiyx−1| = 2|sen(πyx)| ≤

2π|y||x|, nos queda:

A = |
∫ 1

1/N

e−2πiyx − 1
y

dy| ≤
∫ 1

1/N
|e
−2πiyx − 1

y
| dy ≤

∫ 1

1/N

2π|x|
y

y dy

=
∫ 1

1/N
2π|x| dy ≤ 2π|x|

Por lo tanto, se tiene que A ≤ 2π|x|.
Llamamos B = | ∫ N

1 e−2πiyx 1
y dy| y haciendo integración por partes se

tiene que:
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B = |
∫ N

1
e−2πiyx 1

y
dy|

= |
∫ N

1

1
y

(e−2πiyx

−2πix

)′
dy| = |1

y

e−2πiyx

−2πix

∣∣∣∣
N

1

−
∫ N

1

−1
y2

e−2πiyx

−2πix
dy|

≤ 1
N

|e−2πiNx|
2π|x| +

|e−2πix|
2π|x| +

∫ N

1

|e−2πiyx|
2π|x|

1
y2

dy

≤ 1
2πN |x| +

1
2π|x| +

1
2π|x|

∫ N

1

1
y2

dy ≤ 1
2πN |x| +

1
2π|x| +

1
2π|x|(

∫ +∞

1

1
y2

dy).

=
1

2πN |x| +
1

2π|x| +
1

2π|x| ≤
3

2π|x| ,

y esta última cuenta se debe a que N > 1 implica 1
N < 1

Por lo tanto se tiene que B ≤ 3
2π|x|

Por A y B concluimos que para todo x se cumple que:

|f̂(x)| ≥ ln(y)|11/N − 2π|x| − 3
2π|x| = ln(N)− 2π|x| − 3

2π|x| .

Ahora si u(x) ≥ 0 y u(x) 6= 0, tomando a, b con 0 < a < b < ∞ y∫
a<π|x|<b u(x) dx > 0, se puede conseguir N = Na,b tan grande tal que se
cumpla:

|f̂(x)| ≥ 1
2
ln(N) con a < π|x| < b

y que se cumpla:
( ∫

R
|f̂(x)|q u(x) dx

) ≥ 1
2
(ln(N))

( ∫

a<π|x|<b
u(x) dx

)

En efecto, teniendo en mente:

a < π|x| < b ⇐⇒ 2a < 2π|x| < 2b ⇐⇒ −2b < −2π|x| < −2a

3
2b

<
3

2π|x| <
3
2a

⇐⇒ −3
2b

>
−3

2π|x| >
−3
2a

,
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tenemos que:

−2π|x| − 3
2π|x| > −2b− 3

2a
.

Y así tenemos que:

|f̂(x)| ≥ ln(N)− 2π|x| − 3
2π|x| ≥ ln(N)− 2b− 3

2a

Además observemos que

ln(N)− 2b− 3
2a

≥ 1
2
ln(N)

es lo mismo que
ln(N) ≥ 2a2 + 3

a
.

Por lo tanto se puede tomar N tal que N ≥ e
2a2+3

a y tal que se cumpla:

|f̂(x)| ≥ 1
2

ln(N)

para a < π|x| < b

Y así tenemos que,

( ∫

R
|f̂(x)|qu(x) dx

)1/q ≥ ( ∫

R

1
2q

(ln(N))qu(x) dx
)1/q ≥ (

1
2
(ln(N))

( ∫

a<π|x|<b
u(x) dx

)1/q

Por otro lado, sabemos que:

( ∫ +∞

−∞
|f(x)|p|x|p−1 dx

)1/p = (2ln(N))1/p

Entonces para p > 1, contradecimos la desigualdad
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( ∫

R
|f̂ |qu(x) dx

)1/q ≤ C
( ∫

R
|f(x)|p|x|p−1 dx

)1/p
,

pues, como p > 1 implica que 1
p < 1 se tiene que (2 ln(N))1/p < 2 ln(N) y

así obtenemos:

( ∫

R
|f̂ |qu(x) dx

)1/q ≥ (
1
2
(ln(N))

( ∫

a<π|x|<b
u(x) dx

)1/q

>
1
4
( ∫

R
|f(x)|p|x|p−1 dx

)1/p( ∫

a<π|x|<b
u(x) dx

)1/q

Observación 5.2.3. Por otro lado, Carton-Lebrum [Le] demostraron que el
resultado encontrado por Sadosky y Wheeden se preserva para dimensiones
mayores.

Sea d > 1, con 0 < q < ∞ y 1 < p < ∞. Supongamos que µ ∈ M(Rd),
donde µ no es identicamente cero sobre Rd y µ({0}) = 0.

Entonces no existe C > 0 tal que la desigualdad:

( ∫

Rd

|f̂(γ)|qdµ(γ)
)1/q ≤ C

(|
∫

Rd

|f(x)|p|x|d(p−1)
)1/p

valga para todo f ∈ M0(Rd).

Por otra parte, la condición (4.3) parece ser más restrictiva, ya que re-
quiere que v1−p′ sea integrable lejos del origen y que µ sea una medida
acotada lejos del origen. El siguiente teorema muestra que la condición (4.3)
es en algún sentido necesaria para una clase razonable de pesos.

Teorema 5.2.5. Dados exponentes 1 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞ y pesos
µ ∈ M(Rd) donde sop(µ\{0}) 6= ∅ y v ∈ L1

loc(Rd) que satisface: v1−p′ ∈
L1
|x|p′ ,loc

\L1
loc(Rd). Supongamos además que para todo s > 0 se cumple que

v1−p′ /∈ L1(Rd \ (B(s))) (5.21)
Una condición necesaria para la validez de (5.9) es que:

ĺım
R−→+∞

sup
S>R

(∫

Rd

∣∣
∫
A(1,S)(1− e−2πiξx)v1−p′(x)dx∫

A(1,S) v1−p′(x)dx

∣∣qdµ(ξ)
)1/q

= 0 (5.22)

donde A(R,S) es la corona circular {x : R ≤ |x| ≤ S}.
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Demostración. Observemos que como supS>R

(∣∣
∫

A(1,S)(1−e−2πiξx)v1−p′ (x)dx∫
A(1,S) v1−p′ (x)dx

∣∣qdµ(ξ)
)1/q

es decreciente, entonces el límite cuando R −→ +∞ existe.
Supongamos que el límite (5.22) es distinto de cero y queremos llegar a

una contradicción. Asumamos sin pérdida de generalidad, que µ tiene soporte
compacto.

Como v1−p′ ∈ L1
|x|p′ ,loc

\L1
loc(Rd) y además como para todo s > 0 se tiene

que v1−p′ /∈ L1(Rd\B(s)), entonces existen sucesiones (an)n∈N y (bn)n∈N
tales que an −→ 0 y bn −→ +∞ cuando n −→ +∞ y tal que:

∫

A(an,1)
w(x) dx =

∫

A(1,bn)
w(x) dx −→ +∞ (5.23)

cuando n −→ +∞ y donde w(x) = v1−p′(x).

En efecto, sabemos que existe K0 compacto tal que
∫
K0

w(x)dx = +∞
Si 0 /∈ K0, entonces existe C > 0 tal que |x| > C para todo x ∈ K0. Por

lo tanto,

∫

K0

|x|p′w(x) dx ≥ C

∫

K0

w(x) dx = +∞

Pero llegamos a un absurdo porque se sabe que para todo K compacto
se tiene que

∫
K |x|p

′
w(x) dx < +∞.

Por ende se tiene que 0 ∈ K0 y así existe 0 < R < 1 /B(0, R) = B0 tal
que

∫
B0

w(x) dx = +∞.

Tomando una sucesión (an)n que tiende a cero se obtiene que,

ĺım
n−→+∞

∫

A(an,1)
w(x) dx ≥ ĺım

n−→+∞

∫

A(an,1)∩B0

w(x) dx =
∫

B0

w(x) dx = ∞

por lo tanto

ĺım
n−→+∞

∫

A(an,1)
w(x) dx = ĺım

n−→+∞Mn = ∞.

Para ver la existencia de la sucesión (bn)n comenzamos tomando a1 = b1 = 1,
luego para conseguir b2 construimos la función continua en S y no acotada:
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F (S) =
∫

A(1,S)
w(x) dx

que tiende a +∞ cuando S −→ +∞. Como F es sobreyectiva, entonces
existe b2 tal que F (b2) = M2, es decir:

∫

A(1,b2)
w(x) dx = F (b2) =

∫

A(a2,1)
w(x) dx,

y así sucesivamente.
Elijamos a continuación una sucesión (bn) como sigue. Ya que suponemos

que (5.22) falla, entonces existe B > 0 tal que para cada n ∈ N existe bn > 0
para lo cual:

(∫

Rd

∣∣
∫

A(1,bn)
(1−e−2πiξx)w(x) dx

∣∣q dµ(ξ)
)1/q ≥ B

∫

A(1,bn)
w(x) dx. (5.24)

Y elijamos la sucesión (an) de modo que valga la igualdad (5.23).
Por otro lado, wn(x) = w(x){χA(an,1)(x) − χA(1,bn)(x)}. Por (5.23) ten-

emos que wn ∈ M0(Rd).

En efecto, para todo n ∈ N

ŵn(0) =
∫

Rd

wn(x) dx =
∫

A(an,1)
w(x) dx−

∫

A(1,bn)
w(x) dx = 0

Además se tiene que,

‖wn‖Lp
v(Rd) =

( ∫

Rd

|wn(x)|pv(x) dx
)1/p

=
( ∫

A(an,1)
|w(x)|p v(x) dx +

∫

A(1,bn)
|w(x)|pv(x) dx

)1/p

=
( ∫

A(an,bn)
v(1−p′)p(x) v(x) dx

)1/p

=
( ∫

A(an,bn)
v1−p′(x) dx

)1/p = 21/p
( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p

135



Así

‖wn‖Lp
v(Rd) = 21/p

( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p
. (5.25)

Por otro lado,

ŵn(ξ) =
∫

Rd

e−2πiξxwn(x) dx

=
∫

A(an,1)
e−2πiξxw(x) dx−

∫

A(1,bn)
e−2πiξxw(x) dx

=
∫

A(an,1)
e−2πiξxw(x) dx−

∫

A(an,1)
w(x) dx

−
∫

A(1,bn)
e−2πiξxw(x) dx +

∫

A(1,bn)
w(x) dx

=
∫

A(an,1)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx−

∫

A(1,bn)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx

Por lo que aplicando la norma en Lq
µ(Rd) y usando la desigualdad de

Minkowsky tenemos que:

‖ŵn(ξ)‖Lq
µ

=
( ∫

Rd

∣∣
∫

A(an,1)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx−

∫

A(1,bn)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx

∣∣q dµ(ξ)
)1/q

≥ ( ∫

Rd

∣∣
∫

A(1,bn)
(e−2πiξx − 1) w(x) dx

∣∣q dµ(ξ)
)1/q

− ( ∫

Rd

∣∣
∫

A(an,1)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx

∣∣q dµ(ξ)
)1/q

En efecto, observemos la siguiente cuenta:

Tomando A =
∫
A(an,1)(e

−2πiξx−1)w(x) dx−∫
A(1,bn)(e

−2πiξx−1)w(x) dx

y B =
∫
A(an,1)(e

−2πiξx − 1)w(x) dx, entonces: A− B = − ∫
A(1,bn)(e

−2πiξx −
1)w(x) dx y así,

( ∫

Rd

|A−B|q dµ(ξ)
)1/q ≤ ( ∫

Rd

|A|q dµ(ξ)
)1/q +

( ∫

Rd

|B|q dµ(ξ)
)1/q
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y así concluimos que,

( ∫

Rd

|A|q dµ(ξ)
)1/q ≥ ( ∫

Rd

|A−B|q dµ(ξ)
)1/q − ( ∫

Rd

|B|q dµ(ξ)
)1/q

que es lo mismo que decir que,

‖ŵn(ξ)‖Lq
µ

=
( ∫

Rd

|
∫

A(an,1)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx−

∫

A(1,bn)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx|q dµ(ξ)

)1/q

≥ ( ∫

Rd

|
∫

A(1,bn)
(e−2πiξx − 1)w(x)dx|q dµ(ξ)

)1/q

− ( ∫

Rd

|
∫

A(an,1)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx|q dµ(ξ)

)1/q

Por la desigualdad (5.24), la cuenta anterior se sigue de la siguiente mane-
ra:

‖ŵn(ξ)‖Lq
µ

=
( ∫

Rd

|
∫

A(1,bn)
(e−2πiξx − 1)w(x)dx|q dµ(ξ)

)1/q

− ( ∫

Rd

|
∫

A(an,1)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx|q dµ(ξ)

)1/q

≥ B
( ∫

A(1,bn)
w(x) dx

)− ( ∫

Rd

|
∫

A(an,1)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx|q dµ(ξ)

)1/q

≥ B
( ∫

A(1,bn)
w(x) dx

)− ( ∫

Rd

|
∫

A(an,1)
(e−2πiξx − 1)w(x) dx|q dµ(ξ)

)1/q

Como tenemos que,

|e−2πiξx − 1| = 2|sen(πξx)||e−πξx| ≤ 2π|ξ||x|

entonces:
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‖ŵn(ξ)‖Lq
µ
≥ B

( ∫

A(1,bn)
w(x) dx

)− ( ∫

Rd

( ∫

A(an,1)
2π|ξ||x| dx

)q
dµ(ξ)

)1/q

= B
( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)− ( ∫

Rd

|2πξ|q dµ(ξ)
)1/q( ∫

A(an,1)
|x|w(x) dx

)

Observando que A(an, 1) ⊆ B(0, 1) obtenemos que
( ∫

A(an,1) |x|p
′
w(x) dx

)1/p′ ≤
( ∫

B(0,1)
|x|p′ w(x) dx

)1/p′ y por lo tanto usando la desigualdad de Hölder,
tenemos que:

( ∫

A(an,1)
|x| w(x) dx

)
=

( ∫

A(an,1)
|x| w

1− 1
p (x) w

1
p (x) dx

)

≤ ( ∫

A(an,1)
|x|p′ w

(1− 1
p
)p′(x) dx

)1/p′( ∫

A(an,1)
w

p
p (x) dx

)1/p

≤ ( ∫

B(0,1)
|x|p′ w(x) dx

)1/p′( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p

Así continuamos la cuenta de la siguiente manera:

‖ŵn(ξ)‖Lq
µ
≥ B

( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)

− ( ∫

Rd

|2πξ|q dµ(ξ)
)1/q( ∫

B(0,1)
|x|p′ w(x) dx

)1/p′( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p

Como el sop(µ) es compacto entonces 2π
( ∫
Rd |ξ|q dµ(ξ)

)1/q
< ∞ y como

v1−p′ ∈ L1
|x|p′ ,loc

\L1(Rd) entonces tenemos que
∫
B(0,1)

|x|p′ w(x) dx < ∞.

Con estas dos observaciones obtenemos que:

Cµ,v =
( ∫

Rd

|2πξ|q dµ(ξ)
)1/q( ∫

B(0,1)
|x|p′ w(x) dx

)1/p′
< ∞.

Por lo tanto tenemos que,
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‖ŵn(ξ)‖Lq
µ
≥ B

( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)− Cµ,v

( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p (5.26)

Por otro lado, usando la hipótesis que para toda función f ∈ M0(Rd) se
cumple que ‖f̂‖Lq

µ(Rd) ≤ C‖f‖Lp
v(Rd) a wn ∈ M0(Rd), obtenemos usando

(5.25) que:

‖ŵn‖Lq
µ(Rd) ≤ C‖wn‖Lp

v(Rd)

≤ 21/pC
( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p (5.27)

Concluyendo así de (5.26) y (5.27) que,

B
( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)− Cµ,v

( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p ≤ 21/pC
( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p

Por lo que para todo n ∈ N obtenemos que

(21/pC + Cµ,v)
( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)1/p ≥ B
( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)

Llegamos así a un absurdo porque p > 1 y ĺımn−→+∞
∫
A(an,1) w(x) dx =

+∞, pues para todo n ∈ N se tiene que:

B

21/pC + Cµ,v
≤ ( ∫

A(an,1)
w(x) dx

)−1
p′ ,

y la parte izquierda de la desigualdad tiende a cero cuando n tiende a +∞
porque 1

p′ < 1, pero por hipótesis B > 0.

Enunciamos ahora un corolario que muestra que la condición (4.3) se
convierte en una condición necesaria si también asumimos que v satisface
una doble condición. La demostración se puede encontrar en [BeLa].
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Corolario 5.2.2. Sea d = 1 y supongamos que el peso w = v1−p′ satisface
la condición v1−p′ ∈ L1

|x|p′ ,loc
\L1

loc(R) y que para todo s > 0 se cumple que
v1−p′ /∈ L1(Rd \ (B(s))), junto con una condición doble de la forma:

(∀x > 1) (∀y > 0) se cumple

∫ x+y

x
w(t)dt ≥ C

∫ x+2y

x
w(t)dt. (5.28)

Entonces la condición que a�rma que existe C > 0 tal que para toda
función f ∈ M0(Rd) se veri�ca que ‖f̂‖Lq

µ
≤ C‖f‖Lp

v
nunca puede valer para

una medida µ no trivial.

Observemos que si v(x) = |x|p−1 o sea, w(x) = |x|−1, tenemos que∫ x+y
x w(t) dt = ln(x+y

x ).

Por lo tanto, como ln((x+2y)/x)
ln((x+y)/x) es uniformente acotado cuando x > 1 y

y > 0, vemos que el peso w(x) = |x|−1 satisface la doble condición del coro-
lario.

Concluimos con este corolario que si la condición doble (5.28) es válida y
w(x) no es integrable tanto en el cero como en el in�nito, entonces la forma
trivial de la condición (5.9) puede valer. Así mostramos que la condición
(4.3) es una condición necesaria para una clase razonable de pesos.

El Teorema 5.2.5 muestra que la condición (4.4) solamente vale si el par
(µ, v1−p′) está en algún sentido mayormente concentrado donde |1− e−2πiξx|
es pequeño, es decir cerca del conjunto {(x, ξ) : ξx ∈ Z}.

En este caso puede ser que valga la condición (4.4) aún cuando (4.3) falla
(ver el ejemplo 5.4.2).
Observación 5.2.4. Existen versiones de (5.4) para pesos v que tienen "ór-
denes de singularidades más altas".

Por ejemplo, incluso si |x|p′v1−p′(x) /∈ L1
loc(Rd), se puede encontrar un r

lo su�cientemente grande de modo que |x|(r+1)p′v1−p′(x) ∈ L1
loc(Rd). Luego

se reemplaza M0(Rd) en las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) por un subes-
pacio denso que consiste de las funciones que tienen momentos nulos de
órdenes mayores.

Por ejemplo sea
Mr(Rd) = {f ∈ L∞c (Rd) : (∀α) |α| ≤ r,

∫
Rd xα f(x) dx = 0} donde α

es un multíndice de longitud |α|.
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En el trabajo de [SW] se estudia que bajo ciertas condiciones Mr(Rd) es
denso en Lp

v(Rd) y se demuestran versiones correspondientes de (5.4).
Sabiendo que Ap es la clase de las funciones w no negativas, localmente

integrables sobre R, con 1 < p < ∞ y tal que cumplen la condición

( 1
m(I)

∫

I
w(x) dx

)( 1
m(I)

w(x)
−1
p−1 dx

)p−1 ≤ A < ∞

para todo intervalo I en R y tomando el peso W (x) = |x|kpw(x), donde k es
un entero positivo y w es un peso tal que w ∈ Ap con 1 < p < ∞, entonces
la función:

Gf(x) =
∫ +∞

−∞

[
e−2πiξx −

k−1∑

j=0

(−2πiξx)j

j!
]
f(x) dx.

converge absolutamente para casi todo x para cualquier f ∈ Lp
w(Rd).

En cambio, Strömberg y Wheeden [StW] demostraron nuevas versiones
de (5.4), donde v es de la forma v = m(Q)pw donde Q es un polinomio en R
y w es un peso que satisface la condición Ap. En este caso no es claro cómo
la Transformada de Fourier debería estar de�nida. Por ejemplo, uno podría
tomar un núcleo para f de la forma:

∑

j

[ ∞∑

k=kj

(−2πiξ(x− xj))k

kj !
]
χKj

donde xj son los ceros del polinomio Q que tiene multiplicidad kj y el con-
junto Kj corresponde a una partición de Rd.

5.3. La de�nición de la Transformada de Fourier
cuando Lp

v(Rd) es un espacio de distribuciones
temperadas

Supongamos que las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) valen y que Lp
v(Rd) ⊆

S ′(Rd). Queremos ver cuando la extensión G de la transformada de Fourier
de X a todo Lp

v(Rd) coincide con la Transformada ordinaria de f ∈ Lp
v(Rd)

como una distribución temperada.
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Para ello, observemos que para que Lp
v(Rd) esté incluído en el espacio

S ′(Rd) debemos pedir que v1−p′ ∈ L1
loc(Rd).

En efecto, dado f ∈ Lp
v(Rd) queremos ver que se identi�ca localmente

con una distribución temperada.
De�namos Tf,K : S −→ C mediante la fórmula:

Tf,K(ϕ) =
∫

K
f(x)ϕ(x) dx

donde ϕ ∈ S y donde K es compacto.
Veamos que es continua, para ello debemos encontrar un C > 0 y un

m ∈ N0 tal que: |Tf,K(ϕ)| ≤ ∑
|α|,|β|≤m pα,β(ϕ) para todo ϕ ∈ S

En efecto, usando la desigualdad de Hölder tenemos que

|Tf,K(ϕ)| = |
∫

K
f(x)ϕ(x) dx| ≤

∫

K
|f(x)||ϕ(x)|dx

=
∫

K
|f(x)|v1/p(x)|ϕ(x)|v−1/p(x)dx

≤ ( ∫

K
|f(x)|pv(x) dx

)1/p( ∫

K
|ϕ(x)|p′v−p′/p(x)dx

)1/p′

Usando ahora que ϕ ∈ S(Rd) obtenemos entonces que:

|Tf,K(ϕ)| ≤ ( ∫

K
|f(x)|pv(x) dx

)1/p( ∫

K
|ϕ(x)|p′v−p′/p(x)dx

)1/p′

≤ p0,0(ϕ)‖f‖Lp
v(Rd)

∫

K
v1−p′(x) dx

Como v1−p′ ∈ L1
loc(Rd) entonces se tiene que: |Tf,K(ϕ)| ≤ C p0,0(ϕ).

Habíamos visto en el corolario (5.2.1) que si v ∈ L1
loc(Rd), entonces el es-

pacio Lp
v(Rd) está incluido en el espacio L1

loc(Rd) si y solo si v1−p′ ∈ L1
loc(Rd).

O sea, si v1−p′ /∈ L1
loc(Rd) entonces Lp

v(Rd) no es una distribución, pues
una función no negativa f es localmente una distribución si y solo si f es
localmente integrable. Por lo tanto en este capítulo nos enfocamos en los
problemas que surgen en la de�nición de la Transformada de Fourier para
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funciones de Lp
v(Rd) incluídas en el espacio L1

loc(Rd).

Por ejemplo, tenemos el siguiente criterio: "Principio de incertidum-
bre local".

Teorema 5.3.1. Dados 1 < p, q < ∞. Sea v y µ = u funciones localmente
integrables. Supongamos además que valen (5.2), (5.3) y la condición (5.4)
y que para toda φ ∈ S(Rd), se tiene que:

‖φ‖
Lq′

u1−q′
· ‖φ̂‖

Lp′
v1−p′

< ∞. (5.29)

Entonces la extensión G : Lp
v(Rd) −→ Lq

µ(Rd) coincide con la transformada
de Fourier ordinaria en el sentido de las distribuciones temperadas.

Demostración. Sean φ ∈ D(Rd) y f ∈ Lp
v(Rd) y sea una sucesión (fn) ⊆ X

para lo cual ĺımn−→+∞ ‖fn − f‖Lp
v(Rd) = 0.

Queremos ver que < Gf, φ >=< f̂, φ > .

En efecto,

| < Gf − f̂ , φ > | = | < Gf − f̂n + f̂n − f̂ , φ > |
≤ | < Gf − f̂n, φ > |+ | < f̂n − f̂ , φ > | (5.30)

Observemos que como Gf − f̂n ∈ Lq
u(Rd), podemos de�nir la funcional

continua:

TGf−f̂n
: D(Rd) −→ R

φ 7→ ∫
Rd(Gf − f̂n)(x)φ(x) dx

Esta funcional lineal resulta continua porque, dado un compacto K ⊆ Rd

y dado φ ∈ C∞(K) obtenemos que:

| < TGf−f̂n
, φ > | ≤

∫

K
|(Gf − f̂)(x)||φ(x)| dx ≤

∫

K
|(Gf − f̂n)(x)| p0,K(φ) dx

donde p0,K = supx∈K |φ(x)|.
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Continuando la cuenta, usando la desigualdad de Hölder y sabiendo que
u1−q′ ∈ L1

loc(Rd) tenemos que:

∫

K
|(Gf − f̂n)(x)| dx ≤ ( ∫

K
|(Gf − f̂n)(x)|q u(x) dx

)1/q( ∫

K
u1−q′(x) dx

)1/q′

≤ C‖Gf − f̂n‖Lq
u(Rd)

Por otro lado observemos que:

Gf − f̂n = G(f − fn) + G(fn)− f̂n

= G(f − fn) + f̂n − f̂n = G(f − fn)

Así tenemos por la cuenta anterior y por la desigualdad (5.5) que,

| < TGf−f̂n
, φ > | ≤ C‖Gf − f̂n‖Lq

u(Rd) ≤ C‖f − fn‖Lp
v(Rd)p0,K(φ)

Usando que fn − f tiende a 0 cuando n tiende a in�nito en Lp
v(Rd). Con-

cluyendo así que G(f)− f̂n ∈ D′(Rd)

Teniendo en cuenta la observación anterior y usando la desigualdad de
Hölder, continuamos la cuenta (5.24) de la siguiente manera

| < Gf − f̂n, φ > | =
∫

Rd

(Gf − f̂n)(x)φ(x) dx

≤
∫

Rd

|(Gf − f̂n)(x)| |φ(x)| dx

≤
∫

K
|(Gf − f̂n)(x)| |φ(x)| u1/q(x) u−1/q(x) dx

≤ ( ∫

K
|(Gf − f̂n)(x)|q u(x) dx

)1/q( ∫

K
|φ(x)|q′ u

(−1
q

)q(x) dx
)1/q′

Como tenemos que −1
q = 1−q′

q′ implica que −q′
q = 1 − q′ y nuevamente

por la desigualdad (5.5), entonces obtenemos que
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| < Gf − f̂n, φ > | ≤ ‖Gf − f̂n‖Lq
µ

( ∫

K
|φ(x)|q′ u1−q′(x) dx

)1/q′

= ‖Gf − f̂n‖Lq
µ
‖φ‖

Lq′
u1−q′

= ‖G(f − fn)‖Lq
µ
‖φ‖

Lq′
u1−q′

≤ C‖f − fn‖Lp
v
‖φ‖

Lq′
u1−q′

(5.31)

Por otro lado como f − fn ∈ Lp
v(Rd) ⊆ S ′(Rd), entonces f − fn ∈ S ′(Rd)

y por lo tanto < f̂ − fn, φ >=< f − fn, φ̂ > para todo φ ∈ S(Rd).

Así tenemos usando la desigualdad de Hölder que para todo φ ∈ D(Rd) ⊆
S(Rd),

| < f̂n − f̂ , φ > | = | < f̂ − fn, φ > | = | < f − fn, φ̂ > |
=

∫

Rd

(f − fn)(x) φ̂(x) dx

≤ ( ∫

Rd

|(f − fn)(x)|p v(x) dx
)1/p( ∫

Rd

|φ̂(x)|p′ v
−1
p

p′(x) dx
)1/p′

≤ ‖f − fn‖Lp
v(Rd)‖φ̂‖Lp′

v1−p′ (Rd)
(5.32)

En consecuencia por (5.30) y (5.31) obtenemos,

| < Gf − f̂ , φ > | ≤ C‖f − fn‖Lp
v(Rd)‖φ‖Lq′

u1−q′ (Rd)
+ ‖f − fn‖Lp

v(Rd)‖φ̂‖Lp′
v1−p′ (Rd)

≤ ‖f − fn‖Lp(Rd)

(
C‖φ‖

Lq′
u1−q′ (Rd)

+ ‖φ̂‖
Lq′

u1−q′ (Rd)

)

Por la hipótesis del teorema tenemos que ‖φ‖
Lq′

u1−q′ (Rd)
< ∞ y que

‖φ̂‖
Lq′

u1−q′ (Rd)
< ∞ y, además tenemos que ĺımn−→+∞ ‖fn − f‖Lp

v(Rd) = 0.

Así concluimos que para cada φ ∈ D(Rd)

| < Gf − f̂ , φ > | = 0

implica que
< Gf, φ >=< f̂, φ >
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Como D(Rd) es denso en S(Rd), entonces:

< Gf, φ >=< f̂, φ >

para todo φ ∈ S(Rd).

Observación 5.3.1. Notar que el criterio (5.29) requiere que u1−q′ ∈ L1
loc(Rd).

En efecto usando la desigualdad de Hölder obtenemos que,

∫

K
u1−q′(x) dx =

( ∫

K
u

(−q′
q

)−q
q′ )

−q′
q

( ∫

K
1

q
q+q′

) q+q′
q

≤ ‖u‖
−q′

q

L1
loc(Rd)

m(K)
q+q′

q < ∞

Ya que estudiamos las desigualdades de la Transformada de Fourier con
medidas de peso, esta condición excesivamente restrictiva.

Por otro lado, un elemento de Lq
µ(Rd) no tiene por qué ser una distribu-

ción temperada. Nos preguntamos entonces ¾qué signi�ca la Transformada
de Fourier de f ∈ Lp

v(Rd) como un elemento de Lq
µ(Rd)?

Si de�nimos G : Lp
v(Rd) −→ Lq

µ(Rd) mediante un argumento de límites,
entonces al menos debemos exigir que G esté de�nida adecuadamente para
cualquier f ∈ Lp

v(Rd) de modo que la Transformada de Fourier ordinaria
esté bien de�nida como un objeto puntual. En particular, si f ∈ L1∩Lp

v(Rd)
decimos que Gf(ξ) = f̂(ξ) para casi todo punto [µ].

Un ejemplo trivial, pero que ilustra nuestro punto de vista, es el siguiente.

Ejemplo 5.3.1. Sean µ = m + δ, donde m es la medida de Lebesgue y δ es
la delta de Dirac y sea v = m.

Sea X = {f ∈ L1 ∩ L2(Rd) : f̂(0) = 0}. Veamos que G(f) = f̂ no
coinciden en casi todo punto.

En efecto, tenemos que

‖f̂‖L2
µ(Rd) = ‖f‖L2(Rd)

para toda función f ∈ X.
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Pues si f ∈ X entonces se tiene que:

‖f̂‖L2
µ(Rd) =

∫

Rd

|f̂(ξ)|2 dµ(ξ)

=
∫

Rd

|f̂(ξ)|2 dm(ξ) +
∫

Rd

|f̂(ξ)|2 dδ(ξ)

Recordemos que la función dδ : D(Rd) −→ R está de�nida por dδ(φ) =∫
Rd φ dδ = φ(0).

Por lo tanto, como f̂(0) = 0 y usando el Teorema de Plancherel, tenemos
que:

‖f̂‖L2
µ(Rd) =

∫

Rd

|f̂(ξ)|2 dm(ξ) + |f̂(0)| = ‖f̂‖L2(Rd) = ‖f‖L2(Rd)

Por otro lado, veamos que X es denso en L2(Rd).

En efecto, sea f ∈ L2(Rd), como L1 ∩ L2(Rd) = L2(Rd) existe g ∈
L1 ∩ L2(Rd) tal que ‖f − g‖L2(Rd) < ε.

Por otro lado, teniendo la función,

ˆ: L1 ∩ L2(Rd) −→ L2(Rd)
g 7→ ĝ

de�nimos ĥn(ξ) = ĝ(ξ)χ(−1
n

, 1
n

)c(ξ).

Observemos que ĺımn−→+∞ ĥn(ξ) = ĝ(ξ) para casi todo ξ y además que
|ĥn(ξ)| ≤ |ĝ(ξ)|. Por lo tanto tenemos que |ĥn − ĝ|2 ≤ 2|ĝ|2 ∈ L1(Rd).

Por el Teorema de la Convergencia mayorada y el Teorema de Plancherel
concluimos que:

ĺım
n−→+∞ ‖(hn − g)(ξ)‖L2(Rd) = ĺım

n−→+∞ ‖ĥn − g(ξ)‖L2(Rd)

= ĺım
n−→+∞

∫

Rd

|ĥn − g(ξ)|2 dx =
∫

Rd

ĺım
n−→+∞ |ĥn − g(ξ)|2 dx = 0
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Por lo que tenemos que hn tiende a g cuando n tiende a +∞ en L2(Rd), y
así X̄ = L2(Rd).

Como vale las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) entonces para toda función
φ ∈ D(Rd) se veri�ca que

‖G(f)‖L2
µ(Rd) ≤ ‖f‖L2(Rd).

Sin embargo no tenemos que Gf(ξ) = f̂(ξ) para casi todo ξ con respecto
a [µ] cuando f ∈ L1 ∩ L2(Rd) y f̂(0) 6= 0.

En efecto, sea f ∈ L1 ∩ L2(Rd) tal que f̂(0) 6= 0. Como f ∈ L2(Rd)
y X̄ = L2, entonces existe un sucesión (fn) ⊆ X tal que ĺımn−→+∞ ‖fn −
f‖L2(Rd) = 0.

Como G(fn) = f̂n y f̂n(0) = 0 para todo n ∈ N, tenemos que:
ĺımn−→+∞ f̂n(0) = 0 6= f̂(0) y δ({0}) = 1. Por lo tanto G(f) y f̂ no

coinciden en casi todo punto ya que en el cero no coinciden.

Consideremos un ejemplo menos trivial de (5.4) motivado por el Teore-
ma 5.2.5.
Ejemplo 5.3.2. Sobre R, tomamos µ = δ1, la masa puntual de Dirac con-
centrada en ξ = 1.

δ1(A) =
{

1 si 1 ∈ A
0 si 1 /∈ A

Sea p = q = 2 y 1 < α < 2 y 2
3 < β ≤ 2 y sean los conjuntos En =[

n− 1
2|n|β , n + 1

2|n|β
]
y E =

⋃
n∈Z\{0}En.

Consideremos el peso:

v(x) =
{

(1 + |x|)α si x /∈ E
1
|n| si x ∈ En

Entonces para toda función f ∈ M0(R) se tiene que

‖f̂‖L2
δ1

≤ C‖f‖L2
v
.
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En efecto, sea f ∈ M0(R), escribimos f = f1 + f2 = fχE + fχEc .

Observemos también queˆ: M0(R) −→ L2
δ1

(R).

Así, como |e−2πix − 1| = | − 2isen(πx)e−πix| = 2|sen(πx)|, obtenemos
que:

‖f̂‖L2
δ1

(R) =
( ∫

R
|f̂(ξ)|2 dµ(ξ)

)1/2 = |f̂(1)| = ∣∣
∫

R
e−2πixf(x) dx−

∫

R
f(x) dx

∣∣

=
∣∣
∫

R
(e−2πix − 1) f(x) dx

∣∣ =
∣∣
∫

R
(e−2πix − 1) f1(x) dx +

∫

R
(e−2πix − 1) f2(x) dx

∣∣

≤ 2
( ∫

R
|sen(πx)| |f1(x)| dx +

∫

R
|sen(πx)| |f2(x)| dx

)
= 2(I1 + I2)

Estimemos I2 usando la desigualdad de Hölder:

∫

R
|sen(πx)| |f2(x)| dx ≤

∫

{|x|≤1}
|sen(πx)| |f2(x)| dx +

∫

{|x|>1}
|sen(πx)| |f2(x)| dx

≤ π

∫

{|x|≤1}
|x| v1/2(x) v−1/2(x) |f2(x)| dx +

∫

{|x|>1}
|f2(x)| dx

≤ π
( ∫

{|x|≤1}
|x|2v−1(x) dx

)1/2( ∫

{|x|>1}
|f2(x)|2 v(x) dx

)1/2 +
∫

{|x|>1}
|f2(x)| dx

≤ π
( ∫

{|x|≤1}
|x|2 v−1(x) dx

)‖f2‖L2
v(R) +

∫

{|x|>1}
|f2(x)| dx

≤ π
( ∫

{|x|≤1}
|x|2 v−1(x) dx

)‖f2‖L2
v(R) +

∫

{|x|>1}∩Ec

|f2(x)| dx +
∫

{|x|>1}∩E
|f2(x)| dx

= π
( ∫

{|x|≤1}
|x|2 v−1(x) dx

)‖f2‖L2
v(R) +

∫

{|x|>1}∩Ec

|f2(x)| dx
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= π
( ∫

{|x|≤1}
|x|2 v−1(x) dx

)‖f2‖L2
v(R) +

∫

{|x|>1}∩Ec

v−1/2(x) v1/2(x) |f2(x)| dx

≤ π
( ∫

{|x|≤1}
|x|2 v−1(x) dx

)1/2‖f‖L2
v(R)

+
( ∫

{|x|>1}∩Ec

v−1(x) dx
)1/2( ∫

{|x|>1}∩Ec

|f2(x)|2 v(x) dx
)1/2

≤ π
( ∫

{|x|≤1}
|x|2 v−1(x) dx

)1/2‖f2‖L2
v(R) +

( ∫

{|x|>1}∩Ec

v−1(x) dx
)1/2‖f2‖L2

v(R)

≤ πA‖f2‖L2
v(R) + B‖f2‖L2

v(R)

Observemos que si |x| ≤ 1, tenemos que si x ∈ E1, entonces v−1(x) = 1.
En cambio, si x /∈ E entonces v−1(x) = (1 + |x|)−α y así concluimos que,
(1 + |x|)−α ≤ |x|−α y 1 ≤ |x|−α. Por lo que,

A =
∫

{|x|≤1}
|x|2 v−1(x) dx ≤

∫

{|x|≤1}
|x|2−α dx.

y

B =
∫

{|x|>1}∩Ec

v−1(x) dx ≤
∫

{|x|>1}
(|x|+ 1)−α dx ≤

∫

{|x|>1}
|x|−α dx.

Continuando la cuenta obtenemos que:

∫

R
|sen(πx)| |f2(x)| dx ≤ [

π
( ∫

{|x|<1}
|x|2−α dx

)1/2 +
( ∫

{|x|>1}
|x|−α dx

)1/2]‖f2‖L2
v(R)

≤ C2‖f2‖Lp
v(R).

Estimemos ahora I1:

Escribamos f1(x) =
∑

n∈Z\{0} gn(x) donde gn(x) = f(x)χEn(x).

Observemos que si:

Si x ∈ En entonces n− 1
2|n|β ≤ x ≤ n +

1
2|n|β

150



que es lo mismo que

|x− n| ≤ 1
2|n|β si y solo si π|x− n| ≤ π

2|n|β

Además

|sen(π(x− n))| = |sen(πx)cos(πn)− cos(πx)sen(πn)| = |(−1)nsen(πx)| = |sen(πx)|

Así usando la desigualdad de Hölder,

I1 =
∫

R
|sen(πx)| |f1(x)| dx =

∫

R
|sen(πx)|∣∣

∑

n∈Z\{0}
gn(x)

∣∣ dx

≤
∑

n∈Z\{0}

∫

En

|sen(πx)| |f(x)| dx ≤
∑

n∈Z\{0}

∫

En

|sen(π(x− n))| |f(x)| dx

≤ π
∑

n∈Z\{0}

∫

En

|x− n| |f(x)| dx ≤ π

2

∑

n∈Z\{0}

1
|n|β

∫

En

|f(x)| dx

≤ π

2

∑

n∈Z\{0}

1

|n| 3β−1
2

|n|β−1
2

∫

En

|f(x)| dx

≤ π

2
( ∑

n∈Z\{0}
|n|1−3β

)1/2
( ∑

n∈Z\{0}
|n|β−1

( ∫ n+ 1

2|n|β

n− 1

2|n|β
|f(x)| dx

)2
)1/2

Observemos que −(1− 3β) > 1 ya que β > 2
3 , por lo que tenemos la función

zeta de Riemann:

( ∑

n∈Z{0}
|n|1−3β

)1/2 = 2
∑

n∈N

1
n3β−1

= 2ξ(3β − 1).

Entonces usando Hölder,

I1 ≤ π

2
(2ξ(3β − 1))1/2

[ ∑

n∈Z\{0}
|n|β−1

( ∫ n+1

2|n|β

n−1

2|n|β
12 dx

)( ∫ n+1

2|n|β

n−1

2|n|β
|gn(x)|2 dx

)]1/2

=
π

2
(2ξ(3β − 1))1/2

[ ∑

n∈Z\{0}
|n|β−1|n|−β

( ∫ n+1

2|n|β

n−1

2|n|β
|f(x)|2 dx

)]1/2

= C1

[ ∑

n∈Z\{0}
|n|−1

( ∫ n+1

2|n|β

n−1

2|n|β
|f(x)|2 dx

)]1/2
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Observar lo siguiente,

‖f1‖2
L2

v(R) =
∫

R
|f1(x)|2 v(x) dx =

∫

R
|f(x)χ⋃

n∈Z\{0}(x)|2 v(x) dx

∑

n∈Z\{0}

∫

En

|f(x)|2 |n|−1 dx =
∑

n∈Z\{0}
|n|−1

∫ n+1

2|n|β

n−1

2|n|β
|f(x)|2 dx

Por lo tanto tenemos que:

I1 ≤ C1‖f1‖Lp
v(R)

Concluyendo tenemos que:

I1 ≤ C1‖f1‖Lp
v(R)

I2 ≤ C2‖f2‖Lp
v(R)

Así,

‖f̂‖L2
δ1

(R) ≤ C1‖f1‖Lp
v(R) + C2‖f2‖Lp

v(R) ≤ (C1 + C2)‖f‖L2
v(R)

Hemos probado que para toda función f ∈ M0(R) se veri�ca que

‖f̂‖L2
δ1

(R) ≤ C‖f‖L2
v(R),

donde F : M0(R) −→ L2
δ1(R).

Entonces extendemos la función F mediante la función G : L2
v(R) −→

L2
δ1

(R), teniéndose así que:

‖Gf‖L2
δ1
≤ C‖f‖L2

v(R)

para toda función f ∈ L2
v(R).

Los espacios Lp
v(Rd) en los ejemplos anteriores son espacios de distribu-

ciones temperadas.
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Concluimos este trabajo enunciando un resultado que estudia las condi-
ciones para que la extensión G de la Transformada de Fourier a todo Lp

v(Rd)
coincida con la Transformada de Fourier ordinaria, es decir caracteriza bajo
que condiciones Gf = f̂ [µ].

En lo que sigue nos restringuiremos a una clase de espacios Lp pesados
de distribuciones temperadas, que incluyen los espacios considerados en los
ejemplos anteriores. Estos espacios tienen la propiedad que si f ∈ Lp

v(Rd),
entonces f̂ , como una distribución temperada, es equivalente a una función
localmente integrable.

Comenzamos por la de�nición de los espacios Amalgama Wiener.
Los espacios Amalgama Wiener nos otorgan información sobre el com-

portamiento local y global de sus elementos.

De�nición 5.3.1. Dados 1 ≤ p, q ≤ ∞, el espacio amalgama Wiener
W (Lp, lq)(Rd) es un espacio de Banach de funciones f que son localmente
integrables en Lp(Rd) y tienen un comportamiento lq en el in�nito, en el sen-
tido que las normas Lp sobre los intervalos [n, n + 1)d forman una sucesión
de lq.

Más precisamente, para 1 ≤ p, q ≤ ∞

W (Lp, lq)(Rd) = {f : Rd → C : ‖f‖W (Lp,lq) =
( ∑

n∈Zd

( ∫

Qn

|fn(x)|pdx
)q/p

)1/q
< ∞}.

Aquí Qn denota la traslación por n ∈ Zd del cubo unitario [0, 1)d, es
decir, Qn = [n, n + 1)d.

Observar que f ∈ W (Lp, lq)(Rd) si y solo si,
(( ∫

Qn
|fn(x)|pdx

)1/p
)

n
∈

lq(Rd).

La idea de considerar los espacios amalgama Wiener, en contraposición al
espacio de Lebesgue Lp = W (Lp, lp), es natural porque nos permite separar
el comportamiento global de los comportamientos locales de una función.
Esta idea se remonta al año 1926 y su primera aparición la encontramos en el
trabajo de Norbert Wiener, en su desarrollo de la teoría del análisis armónico
generalizado. En particular considera los casos especiales de W (L1, l2) y
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W (L2, l∞) en [Wi] y los espacios W (L∞, l1) y W (L1, l∞) en [Wi1]. El
primer estudio sistemático de estos espacios se realizó recién en el año 1975
por el matemático Finbarr Holland [Ho].

Entre los resultados más importantes y que se encuentran en el trabajo
de Fournier y Stewart [FoSt] podemos enunciar los siguientes.

La escala de los espacios amalgama Wiener decrece cuando p crece y
crece cuando q disminuye, es decir:

Si q1 < q2 entonces W (Lp, lq1) ⊆ W (Lp, lq2).
Si p1 < p2 entonces W (Lp2 , lq) ⊆ W (Lp1 , lq).

Como dijimos anteriormente, el espacio W (Lp, lq) es un espacio Banach si
p, q ≥ 1. También se extiende la desigualdad de Hölder como es esperado:

Si f ∈ W (Lp, lq) y g ∈ W (Lp′ , lq
′
), donde p, q ≥ 1 y 1/p′ = 1 − 1/p,

entonces f.g ∈ L1 y además:

‖f.g‖1 ≤ ‖f‖W (Lp,lq)‖g‖W (Lp′ ,lq′ ).

El dual del espacio amalgama W (Lp, lq) es el espacio W (Lp′ , lq
′
) decir,

si 1 ≤ p, q < ∞ entonces (W (Lp, lq))′ ' W (Lp′ , lq
′
).

Un importante hecho acerca de los espacios amalgamas Wiener es que
provee un entorno natural para la generalización del Teorema de Hausdor�-
Young.

Teorema 5.3.2. Dados 1 ≤ p, q ≤ 2 .
Si f ∈ W (Lp, lq)(Rd) entonces f̂ ∈ W (Lq′ , lp

′
)(Rd) y existe una constante

C tal que para toda función f ∈ W (Lp, lq)(Rd) se veri�ca que

‖f̂‖W (Lq′ , lp′ )(Rd) ≤ Cp,q‖f‖W (Lp, lq)(Rd).

Además se tiene que si g ∈ W (Lq, lp)(Rd) y f ∈ W (Lp, lq)(Rd), entonces:
∫

Rd

g(x) f̂(x) dx =
∫

Rd

ĝ(x) f(x) dx.
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El espacio Amalgama Wiener más grande que satisface las hipótesis del
teorema de Hausdor� -Young es el espacio W (L1, l2)(Rd).
De�nimos a continuación cuando un espacio B es sólido y veamos que el
espacio W (L1, l2)(Rd) es el espacio sólido de Banach más grande.

De�nición 5.3.2. Un espacio de Banach B sobre Rd es sólido si siempre
que f ∈ B y |g| ≤ |f | en casi todo punto, entonces g ∈ B y ‖g‖B ≤ ‖f‖B.

Ahora supongamos que B es sólido y que la Transformada de Fourier,
de�nida inicialmente sobre B ∩ L∞c (Rd) tiene una extensión a una transfor-
mación lineal continua de B al espacio B̂, de las funciones medibles sobre
Rd. Además supongamos que la convergencia en B̂ implica la convergen-
cia local en medida. Bajo estas hipótesis tenemos el siguiente teorema cuya
demostración se encuentra en el trabajo de Aronszajn y Szeptycki [ArSZ].

Teorema 5.3.3. B ⊆ W (L1, l2)(Rd) y la inclusión inyectiva B ↪→ W (L1, l2)(Rd)
es continua.

Este teorema a�rma que el espacio Amalgama W (L1, l2)(Rd) es el espa-
cio sólido de Banach más grande, que da un mapeo vía la Transformada de
Fourier en un espacio de funciones.

Para enunciar el último teorema, que dice en algún sentido, que una
desigualdad en norma para la Transformada de Fourier como en (5.4) so-
lo puede fallar en extenderse a la Transformada de Fourier ordinaria si el
subespacio denso X ⊆ L1 ∩ Lp

v(Rd) está de�nido en términos del conjun-
to de ceros de la Transformada de Fourier, trabajaremos con espacios Lp

pesados cuyos elementos tienen Transformada de Fourier que existen como
funciones. Así, asumimos que nuestros espacios Lp pesados están continua-
mente incluídos en W (L1, l2)(Rd). Un ejemplo de ello es el caso, si 1 ≤ p ≤ 2
y v1−p′ ∈ W (L1, l∞)(Rd).

La demostración de dicho teorema se encuentra en el trabajo de Benedet-
to y Lakey [BeLa].

Teorema 5.3.4. Dados pesos v ∈ L1
loc(Rd) y µ ∈ M(Rd) y exponentes

1 ≤ p < ∞ , 1 ≤ q < ∞. Supongamos que Lp
v(Rd) ⊆ W (L1, l2)(Rd) (una

inclusión continua), y que X ⊆ L1 ∩ Lp
v(Rd) cumplen las propiedades (5.2),

(5.3) y (5.4).
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Sea G la extensión de la transformada de Fourier a todo Lp
v(Rd) por

continuidad. Luego, G coincide con la Transformada de Fourier ordinaria en
el sentido que para toda función f ∈ L1 ∩ Lp

v(Rd) se veri�ca que

f̂(ξ) = Gf(ξ) en casi todo punto [µ].

si y solo si, existe una constante C ′ > 0 tal que para toda f ∈ X y para
toda η ∈ Rd se cumle que

‖τηf̂‖Lq
µ
≤ C ′‖f‖Lp

v
.

Por último enunciamos un teorema que da una representación (en una
dimensión) para la Transformada de Fourier de funciones en Lp

v(R) cuando
Lp

v(R) ⊆ W (L1, l2)(R).

Teorema 5.3.5. Dada v ∈ L1
loc(R). Supongamos que Lp

v(R) está continua-
mente incluido en W (L1, l2)(R). Entonces la Transformada de Fourier está
dada por:

G(f)(ξ) =
d

dξ

∫

R

(e−2πiξx − 1)
2πix

f(x) dx (5.33)

en casi todo punto.

Demostración. Sólo necesitamos probar que la ecuación (5.33) es válida para
f ∈ W (L1, l2)(R). Por el Teorema de Hausdor�- Young se tiene que para toda
función g ∈ W (L2, l1)(R) se cumple que

∫

R
f̂(x) g(x) dx =

∫

R
f(x) ĝ(x) dx.

Tomando g = χ[0,ξ] y aplicando el Teorema Fundamental del Cálculo
tenemos que:

∫ ξ

0
f̂(x) dx =

∫

R

(e−2πiξx − 1)
2πix

f(x) dx

entonces
f̂(ξ) =

d

dξ

∫

R

(e−2πiξx − 1)
2πix

f(x) dx
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y por lo tanto que

Gf(ξ) = f̂(ξ) =
∫

R

(e−2πiξx − 1)
2πix

f(x) dx

en casi todo punto.
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