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Capitulo 1

Introduccion

El Analisis de Fourier, que es el estudio de las series, de las integrales
y de la Transformada de Fourier; se llama asi en honor a Joseph Fourier
(1768-1830), un matematico francés que vivioé durante la época napolednica.

Aunque Fourier ha sido justamente reconocido al darle su nombre a esta
importante rama del anélisis, muchos de sus contemporéneos y predecesores
inmediatos contribuyeron a sus logros. Es por ello que podemos encontrar a
la transformada en los primeros escritos de Cauchy y Laplace, a partir de
1782.

Para comenzar con su estudio, podemos decir que las series de Fourier
representan funciones definidas en un intervalo de la recta, o equivalente-
mente, funciones periddicas en la recta. Para representar funciones definidas
en toda la recta y no periodicas, se sustituye por la Transformada de Fourier.

Formalmente se puede deducir la expresion de la Transformada de Fourier
a partir de la serie. Supongamos que f es una funcién perioédica de periodo
21, entonces su serie de Fourier en forma compleja se escribe en la forma:

> ([ s ) Y

n=—oo

LLamando &, = 5 y

l
we = [ e

La ecuacion (1.1) se escribe en la forma:

)



n=odo
Z (&nt1 — &n) h(&n) eméntt,
n=—oo
que tiene el aspecto de una suma de Riemann. En el limite tendriamos la
igualdad formal

@) = /_ Z [ /_ Z F(t) e2mEt gy e2n€in ge

que contiene, en la expresion interior de la férmula, lo que llamaremos la
Transformada de Fourier de f y también la férmula de inversién que daré f
a partir de la transformada.

Todo lo que hicimos anteriormente fue puramente formal y con el dnico
objetivo de sugerir la definicion de la Transformada de Fourier. A continua-
cién daremos una definicién precisa:

Siendo f una funcién integrable en el sentido de la integral de Lebesgue
definida en R, su Transformada de Fourier seré la funcién definida también
en R y con valores complejos, que representaremos como f, dada por:

f(e) = / f()e 2T dy

Igual que las series de Fourier en el caso de funciones periddicas, la Trans-
formada de Fourier realiza una descomposicién o analisis de f en compo-
nentes, ahora en lugar de presentar soélo frecuencias discretas formando una
sucesion aparece un rango continuo de frecuencias (todo R). A cada frecuen-
cia & le corresponde un coeficiente f (£), que serd, en general, un niumero
complejo. Su moédulo es la amplitud y su argumento es la fase. La recons-
truccion de f a partir de f es la sintesis.

Veremos en el capitulo 2 las propiedades fundamentales que goza la
Transformada de Fourier y la extensién de esta definicién a otros espacios e
incluso a espacios de funciones generalizadas.

Sélo para mencionar algunas aplicaciones, digamos que la Transformada
de Fourier se aplica en el estudio de senales y sistemas, asi como en dptica,
aparece en los aparatos sofisticados modernos como los que se usan para
tomar una tomografia, también surgen en las técnicas analiticas como la
resonancia magnética nuclear, y en general, en todo tipo de instrumentacién
cientifica que se use para el andlisis y la presentaciéon de datos. También tiene
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muchas aplicaciones en la teoria de probabilidad, en la teoria de los nameros,
en la combinatoria, en el estudio de las ecuaciones diferenciales, en la fisica
y en la propagacién de ondas.

La rama de la matematica que estudia la Transformada de Fourier y sus
generalizaciones es denominada el Andlisis armdnico.

Otro estudio que realiz6 esta importante rama del &nalisis, y que desa-
rrollaremos a lo largo de todo este trabajo, fue el de encontrar condiciones
necesarias y suficientes para la validez de las desigualdades en norma con
peso para la Transformada de Fourier. Generalmente los problemas de pesos
se enunciaron y se trabajaron a lo largo de los anos, de la siguiente manera:

"Dados p, q tales que 1 < p,q < o0, se trata de encontrar condiciones
necesarias y suficientes sobre los pares de funciones (u,v) definidas sobre R?
y no negativas, de modo que sea vdlida la desigualdad:

([, 1 )" < o [ er e a)™ )

donde f es la Transformada de Fourier de f y C es una constante indepen-
diente de f".

A continuacion exponemos algunos resultados importantes que surgieron
a lo largo de la historia del Anélisis Armonico.

Una desigualdad clasica que surge en el ano 1912 fue la denominada
"desigualdad de Hausdorff-Young” para la Transformada de Fourier:

([150r @)™ < ( [1s@pr a)”

donde f € IP(RY),1<p<2y %Jrz% =1y donde f denota la Transformada
de Fourier de f.

Esta desigualdad tiene sus origenes en los esfuerzos de W.H. Young al
querer generalizar el Teorema de Parseval para series en otras clases LP
y querer extenderlo naturalmente en el contexto del andlisis sobre grupos
abelianos localmente compactos. La desigualdad de Hausdorff-Young sigue
valiendo para el grupo R/Z y ademas resulta 6ptima, es decir que dicha

desigualdad se alcanza tomando las funciones exponenciales en la forma
f(x) = Ae*™™® con m € Z.



Pero para la Transformada de Fourier sobre LP(R), el mateméatico K.I.
Babenko probé en 1961 una desigualdad fuerte para una clase especial de
valores de p. Demostré usando las funciones gaussianas en la forma f(z) =
e o> 0, que la desigualdad resulta éptima, es decir se realiza. El resul-
tado basicamente dice lo siguiente:

([150r @)™ < a,( [1sr an)”,

pt/P

1/2
W} 5 confELlﬂLp(R),
para el caso especial donde el exponente superior es par, es decir p' = 2k y
p= 2k 7y keN.

donde la desigualdad es optima, siendo A, = [

Por su parte William Beckner [Be| describe en el afio 1975 una desigual-
dad de Hausdorff- Young o6ptima para la Transformada de Fourier sobre
LP(R%) extiendiendo el resultado expuesto afios atrds por Babenko, es decir:

"La Transformada de Fourier en L' N LP(R?) se puede estender a un
operador lineal y acotado

F: LP(RY) — LV (RY)

con1<p§2,%+1%:1y

([15r @)™ < @i [1rape ar)™,

1/p 11/2
con A, = [p—p,} g

pd/p

B. Muckenhoupt, por su parte [Mu] plante6 en su articulo "Weighted
norm inequalities for classical operators” que data del anio 1979, primera-
mente el problema de determinar todos los pares de funciones no negativas
(u(x),v(x)) tales que:

[1s1@p ute) dz < ¢ [1T1@P v(z) ds

donde 1 < p < oo, Sy T son dos operadores y C es una constante indepen-
diente de f.



Tipicamente Ios operadores S o T eran las identidades o bien la integral
indefinida fo ) dt o la funcion maximal de Hardy-Littlewood

f*(@) = sup — / )] dt,

y£a Y — T
o la transformada de Hilbert f(z) = lim._, o+ + @

= J| dy o bien
y[>e
varios operadores de Littlewood-Paley.

También en su articulo incluyé variaciones sobre el problema bésico, con-
siderando la desigualdad

[/ S f(z)]? u(z) dx} a <C [/ TF(2)P v(z) d:l:]l/p
donde p # q.

Finalmente Benjamin Muckenhoupt, plante6 en [Mu] el problema de
pesos para la Transformada de Fourier, es decir, caracterizar aquellas fun-
ciones no negativas u(z) y v(x), las cuales para algin p, donde 1 < p < o0,
la desigualdad:

/m|()\p dm<C’/ (z) dz

tiene validez, para toda funcién f(z) y donde f(x) denota la Transformada
de Fourier.

Los antecedentes més conocidos de este problema son dos desigualdades
de Paley y un teorema de Pitt, que datan del afio 1936 [Hos] y [Pi].

Si u(z) y v(x) son potencias de |z| los resultados son conocidos como las
desigualdades de Pitt.

Las desigualdades de Paley, [Hos| se pueden enunciar del siguiente modo:

1) "Sea 1 <p<2, fe LP(RY), entonces

/ FaP i ay)"’ / F) dy) "

con C una constante independiente de f"



2)"Sea2<g<ooygé€ L(\Zy|d(qf2) (RY) entonces,

([1ai as)™ < c( [lapste® ay) ™.

Para las demostraciones de estos teoremas se requieren teoremas de in-
terpolaciéon que describiremos en el capitulo 2, como ser el Teorema de
Marcinkiewicz o el Teorema de Riesz.

En cuanto al aporte de Pitt podemos enunciar que en 1937, probd el
siguiente teorema denominado el "Teorema de Pitt" [Pi]:

"Sea 1 < p < q < oo eligiendo 0 <b<1/p,seaf=1—>—2— b <0,
y definiendo v(x) = |z|*? para todo x € R. Entonces existe C > 0 tal que

([ o weea)™ <o [ e e a)™

para todo f € LE(R)".

Una primera demostraciéon de este conocido resultado se halla en el tra-
bajo |[Hos]. Para su demostracion se utilizan las desigualdades de Paley
descriptas anteriormente més un teorema de interpolacién debido a Stein,
que data del ano 1956.

Otra estimacion que surgié a partir de estas desigualdades fue la siguie-
nte :

"Sil<p<2yp<q<p con fe€ LP(RY), entonces se tiene:

([15wr = a)" <o [ i@ )™,

Maés adelante, en un trabajo posterior de B. Muckenhoupt, publicado en
el ano 1983 [Mul], se dan nuevas condiciones suficientes para la validez de la
desigualdad en norma con pesos para la Transformada de Fourier y también
condiciones necesarias.

Un primer resultado muestra una condicién suficiente para la desigual-
dad en norma con peso (1.2) cuando ¢ = p/,
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1)"Si 1 < p <2, u(x) yv(z) son funciones no negativas sobre R y A y
B son constantes positivas independientes de r, y tal que:

{/u(szT u(x) dm} [/Umd?l v(:n)r;—ll dw] <A, (1.3)

para r > 0, entonces para toda [ integrable, se tiene que

([, 1i@r ue) o) <c( [ @p o) @)™

donde C depende solo de A, de B y de p".

Otros resultados que expone en su trabajo fueron condiciones suficientes
para la desigualdad (1.2) cuando ¢ # p/, para ello us6 las llamadas fun-
ciones de reordenamiendo no creciente para una cierta funciéon g definidas
sobre [0, +00) mediante la expresion g*(z) = inf{s : m({t : |g(t)| > s}) < z}.

Ya que por el Teorema de Pitt se tiene que g > p, los casos analizados
por B. Muckenhoupt fueron cuando p < ¢ < p’ y luego cuando ¢’ < p’ < gq.

D" Sil<p<2 p<qg<yp, ulx) yv(x) son funciones no negativas
sobre R y ezisten constantes positivas A y B, independientes de r, tales que,

-1 q/7

[/ u*(x) dx} [/ v(z)r=1 dz < A, (1.5)
[zu* (2)]P' /9> Bra v(z)<rr—1

para todo r > 0, entonces para toda f integrable, la desigualdad (1.4) tiene
validez con C que depende sélo de A, B, p y q".

N"Fi2 < qg<oo, ¢ <'p<q,ulr)yv(r) son funciones no negativas
sobre RY, w(z) = [v(z) "/ ®=D]* y existen constantes A y B, independientes
de r, tales que,

[/ w(x) daz} [/ u(z) dx = < A, (1.6)
[zw(z)]9/P" > Bra ru(z)>1

para todo r > 0, entonces para toda f integrable, la desigualdad (1.4) tiene
validez con C que depende solo de A, B, p y q."
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Las condiciones necesarias que encontré6 B. Muckenhoupt, a partir de las
condiciones suficientes descriptas arriba fueron:

Para el caso ¢ = p/,

4) "Si 1 < p < oo, u(x) yv(z) son dos funciones radiales no negativas
sobre RY, tales que, como funciones de |z|, u(x) es no creciente y v(z) es no
decreciente y (1.4) tiene validez para toda f integrable con C independiente
de f, entonces existen constantes A y B tales que (1.8) vale para todor > 0".

Y para el caso q # p/,

5) MM<p<ooyl <q< oo, u(x)yv(r) son funciones radiales no
negativas sobre R?, tales que, como funciones de |z|, u(z) es no creciente
y v(x) es no decreciente y (1.4) tiene validez para toda f integrable con C
independiente de f, entonces si ¢ < p' eristen constantes A y B tales que
(1.5) tiene validez parar > 0, y si ¢ > p’ existen constantes A y B tales que
(1.6) vale también para r > 0."

Por otro lado, J.J.Benedetto y H.P.Heinig, en su trabajo "Weighted Hardy
spaces and the Laplace transform”, en el ano 1983 [BeHe] dieron una exten-
sion de la definicion de la Transformada de Fourier a los espacios L) (R) donde
v es una funcion no negativa localmente integrable, estableciendo también
nuevas condiciones para la desigualdad (1.2).

Primeramente dieron las siguientes definiciones que nos parece oportunas
explicitar:

Definicién 1.0.1. Para una funcién (peso) v € L}, (R) y un p € [1,400),
el espacio pesado LL(R) corresponde a las funciones localmente integrables f
sobre R para las cuales

sz = ([ 1P o) a9 < o

— 00

Definicion 1.0.2. Supongamos que v y v son funciones no negativas sobre
R tales que u es decreciente y v es creciente para t > 0. Decimos que (u,v) €
F(p,q), con1 <p<q< oo siysolo si

1/2s . 1/q s/2 Ly 1y
sup(/o u(t)? dt) (/0 v(t) 7P dt) "’ < oo (1.7)

s>0
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Mas adelante encontramos en su trabajo el siguiente teorema de exten-
sién, que corresponde a un Teorema de Plancherel general, junto con una
condicion suficiente para la desigualdad (1.2):

Teorema 1.0.1. Supongamos que (u,v) € F(p,q), 1 < p < ¢ < 0y
f € LE(R). entonces se tienen,

i) Silimy— oo || fo — fllzp@) = 0 para una sucesion { fn} de funciones
simples, luego {fn} converge en LL(R) a una funcion G(f) = f € LL(R).
La funcion G(f) es independiente de la sucesion {f,} y la llamaremos "la
Transformada de Fourier de f".

ii) G(f) tiene una representacion puntual definida por

d 1— 6727riyt J p
=— | —— f({) dt & to.
Gg(f) &y / il f(t) en casi todo punto

i) Eziste una constante C' > 0 tal que para toda f € LY(R) tenemos
que,

1G22 ) < ClS ) (1.8)

i) Si g€ L({/U(R) y q > 1 entonces la férmula de Parseval generalizada,

/ " fw)ely) dy = / T pat) dt
es vdlida.

Luego demostraron una condicién necesaria para la desigualdad en norma
con pesos para la Transformada de Fourier.

Teorema 1.0.2. Supongamos que u y v son funciones no negativas sobre R
tales que u es decreciente y v es creciente para t > 0. Si la desigualdad (1.8)
es vdlida para 1 < p,q < 00, entonces (1.7) vale.
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Otros trabajos que estudian condiciones suficientes para la validez de las
desigualdades en normas con peso para la Transformada de Fourier y que
involucran ajustes en los pesos considerados se deben a Jurkat y Sampson
[JS], Heinig [He] y [Hel] y también al trabajo de J.J Benedetto y H. Heinig
y R. Johnson [BHJ], entre otros.

Nuevas condiciones necesarias y suficientes para las desigualdades en nor-
mas con peso para la Transformada de Fourier fueron descriptas en los tra-
bajos de Cora Sadosky y Richard L. Wheeden [SW] en el ano 1987, quienes
generalizaron el Teorema de Pitt para pesos de la forma |z|7, donde los va-
lores de ~y caen afuera del rango establecido por dicho teorema. Es decir, una
versiéon del Teorema de Pitt plantea la validez de la desigualdad:

(/R 1f ()P |z~ tP2 d:v) < C(/R ()P |2 da:), (1.9)

sil<p<ooymix{0,p—2} <y<p-—1.

Sadosky y Wheeden mostraron que la desigualdad (1.9) vale también
cuando v > p—1 y para v # (kp—1) con k € N siempre que f tenga
momentos nulos; también dieron un contraejemplo que muestra que la de-
sigualdad (1.9) no es verdadera si v =p — 1.

Para terminar esta introduccién podemos decir que, més adelante, en
1990, Wheeden en colaboracion con Jan-Olov Stomberg [StW], y continuan-
do el trabajo de Sadosky y Wheeden; desarrollaron nuevas condiciones sufi-
cientes para la desigualdad (1.9).

1.1. Organizacién de la Tesis

En este trabajo estudiaremos dos puntos fundamentales:

» Condiciones necesarias y suficientes para la validez de la desigualdad:
1fllzs < ClIfllze,

donde la desigualdad se establece sobre un subespacio de L'(RY) N
LY (RY) contenido en el espacio de pesos LL(RY) y donde f es la Trans-
formada de Fourier y p y v son pesos, siendo en un primer estudio
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funciones no negativas y en un segundo estudio la primera una medida
positiva y la segunda una funcién no negativa.

» El problema de la extension de la definicion de la Transformada de
Fourier f sobre todo L (RY).

Este trabajo estd desarrollado de la siguiente manera:

En el capitulo 2 haremos un repaso de la definicién de la Transformada
de Fourier en los espacios conocidos que se estudian en el andlisis armonico
y las desigualdades que surgen; como ser, por ejemplo, ||f]leo < [|f]1 para
f € LY(R?) o el Teorema de Plancherel que dice que para f € L2(R?) se tiene
la igualdad || f||2 = ||f||2, o también la desigualdad de Hausdorff- Young.

En el capitulo 3 se estudian condiciones necesarias y suficientes para la
validez de la desigualdad:

/R @) Pu(z) dz < © /R (@) Po(a) dr,

donde u y v son funciones no negativas y f € L*(R) y donde f corresponde
a la transformada de Fourier de f.

En este capitulo estudiamos el caso cuando v = 1, encontrando para el
caso 1 < p < 2, una condicién necesaria:

k=+o0 (k+1)r b
( / u(z) dw)b)l/ <o,
k

k=—00 r

donde b = QTQP.

Y para el caso v =1y p > 1 y cualquier conjunto medible E, la condi-
cion suficiente [, u(z) dz < Cm(E)P~!. Todo este trabajo se encuentra en
[AgHal].

En el capitulo 4 se estudian las desigualdades en norma con pesos para
la Transformada de Fourier cuando éstos corresponden a p una medida no
negativa y v una funcién no negativa. Presentamos un teorema de densidad
y un resultado de extension para la definicién de la Transformada de Fourier
en todo el espacio L} (R). El desarrollo de estas propiedades se encuentra en
el trabajo de Benedetto and Heinig [BeHel], que data del ano 1992.

Cabe mencionar en esta introduccién que nuevas desigualdades se pueden
encontrar en el trabajo de Carton-Lebrun publicado el mismo ano. En el mis-
mo tomando Gf(y) = [pa(e™*™* — 1) f(x) dz con d > 1y u,v funciones
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no negativas, se estudian condiciones suficientes para la validez de la de-
sigualdad [|Gf|l a ey < C| fllpwe), para toda f € LH(RY). También se
desarrollan aproximaciones puntuales y en norma de G(f). Resultados simi-
lares son obtenidos cuando u es reemplazado por una medida no negativa.
El desarrollo de todo esto se encuentra en [Le].

Por tltimo, en el capitulo 5 se describe y se muestra la solucién al pro-
blema de definir la extension G : LH(R?) — L{(R?) de la Transformada de
Fourier f a través de diferentes casos, escribiendo explicitamente expresiones
para G e indicando en este estudio nuevas condiciones necesarias y suficientes
para las desigualdades en norma con pesos estudiadas a lo largo de todo este
trabajo.

Presentamos cuestiones técnicas y trabajamos basicamente dos casos im-
portantes, como ser la, Transformada de Fourier de funciones que no son local-
mente integrables y también la Transformada de Fourier de las funciones tem-
peradas. Para ello es importante distinguir entre el caso que v'~7" ¢ LI (R%)

loc
y el caso en que v'? € L} (R9).

1.2. Notaciones y definiciones previas

Por ltimo y antes de comenzar con el desarrollo de este trabajo quisiera
describir a modo de repaso algunas notaciones y definiciones que usaremos
y nos parece conveniente describir en este punto.

= R? espacio euclideano d- dimensional de d- uplas = (x1, 29, .., 2q)
de ntmeros reales.

» 2 -7 denota el producto interno de z € R? con y € R?, es decir z -y =
d
Zj:l LjYj-

x| denota el moédulo de z € R?, es decir; |z| = /z - z.
d 1 médulo d R deci

s dxr =dzy,...,dzedenota el elemento ordinario de la medida de Lebesgue.

s [P = [P(RY)={f : R? — K funciones medibles tal que ||f|, =
(Jga |f(1:)|pdx)1/p < oo}, donde || f]|p es la norma LP de f.

Observemos que LP (]Rd), 1 < p < 00 es un espacio de Banach.
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» L°(RY) ={ f:R? — K funciones esencialmente acotadas sobre
R4}
Sea f : R — K una funcién medible. Definimos el supremo esencial
de |f| sobre E de la siguiente manera:
Sim({z € R?: |f(z)] > a}) > 0 (Va € R) entonces, supess|f| = +oo.
sup essga | f|=f{a : m({z € R?: |f(x)| > a}) = 0}.
Entonces supess|f| es el nimero més pequeno « con o € R tal que
|f(z)] < a, excepto en un conjunto de RY de medida nula.

Una funcién f se dice esencialmente acotada sobre R si sup essgalf| <
0o. Notamos || f||cc = sup essga|f|.

» Observamos que, si f € L®(R?), entonces se tiene la siguiente de-
sigualdad: |f(z)] < ||f]lee (z € R?) en casi todo punto.

s Co(RH—{ f: RY — K funciones continuas tal que limy, o joo f) =
0.}

= O.(RY)={f:R? — K funciones continuas tal que f(z) = 0 (Vx €
R\ K), en casi todo punto y donde K es un compacto en R?}. Es decir,
son las funciones continuas con soporte compacto.

» Se tiene los siguientes resultados de densidad:
1) C.(RH)=LP(RY) con 1 < p < oo.
2) C.(R4)=Cp(RY).

» En general en el capitulo 5, usamos la siguiente notacion. Sea Y cualquier
espacio se tiene:

1) Y={funciones o distribuciones sobre R%.}
2)Y .={elementos de T que tienen soporte compacto}.

3)Y0c={ elementos de Y cuyas restricciones a un compacto pertenecen
a T}
Por ejemplo, L} (RY)={f: R — K tal que f|x € LP(R?) para todo

compacto K € R4}
= sop(f)={z: f(z) # 0}.

= Una medida y sobre R? es una funcional lineal continua sobre C..(R9),
es decir que satisface: lim;_ 1 < p, f; >= 0 (V sucesion (f;) C
C.(R9)) que tiene la propiedad que: lim; 4 || fjlloo = 0, sop(f;) € K
donde K C R? un compacto fijo y ||.||so €s la norma del supremo usual.
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MR ={p: p es una medida sobre R?}.

< H, f >:fRd f(é) d,u(f)

Un peso es un elemento positivo de M(R?) o una funcién no negativa
(no necesariamente localmente integrable).

Dados 1 < p < oo y un peso u, LE(R?) denota el espacio de las
funciones definidas en casi todo punto respecto de u para los cuales la
norma:

Il = ([ 156€07 au©) " < oo

Para f € L'(R?) la Transformada de Fourier de f es la funcion

f&) = flx)e ™ da.
]Rd

Dado un conjunto medible £ C R, la funcién xg(x) es la funcién:

1 sizeF

XE(‘T):{O siz¢ E

Si R > 0, B(z, R) denota la bola de centro x y radio R y B(0,R) =
By(R).

L5(R%), donde v > 0 es una funcién no negativa ( no necesariamente
localmente integrable) corresponde al siguiente conjunto:

IR = {7 < Wllaggen = ([ 1700 00 @r) ™" < o).

Siwve L (R con v > 0, entonces du(t) = v(t)dt define una medida

loc
positiva u donde

La funcién Gamma se define de la siguiente manera: I'(p) = [, P~ te " dt
con p > 0.
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» Desigualdad de Minkowsky para integrales.

Sea f una funcién medible no negativa, E CR* FCR%y 1< p < o0,
entonces se tiene que:

(/F(/Ef(x,y)dﬂﬁ)pdy)l/pS/E(/Ffp(x,y)dy)l/pdx

= Sean (f,) una sucesion de funciones en LP(RY) y sea f € LP(R?) tal
que lim,,— 4o || fr — fllp = 0, entonces existe una subscesion (fnx) de

(fn) tal que:
a) limg_ 4 o0 fuk(x) = f(x) para casi todo punto .
b) | fur(x)| < h(x) para todo k y para casi todo x, con h € LP(R?).

= Teorema de Diferenciacion.

1

L (R9) se tiene que:

Para cualquier f € L

, 1 _
rh£>10 W /B(m’r) f(y) dy = f(x),

para casi todo x € R%.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo expondremos la definiciéon de la Transformada de Fou-
rier en distintos espacios conocidos y de algunos resultados importantes que
surgieron a partir de su estudio a lo largo de la historia del anélisis arménico.
La parte basica del desarrollo de esta teoria puede verse por ejemplo en el
libro [StWe].

Comenzamos con la teoria de la Transformada de Fourier sobre el espacio
LY(R?%) y luego en el espacio L?(R?). Mas adelante enunciamos la definicion
de la Transformada de Fourier debido a Titchmarsh [Ti], quien estableci6 la
existencia de f e LV para f € LP con 1 < p < 2 y finalmente desarrollamos
brevemente la teoria de la Transformada de Fourier en las distribuciones
temperadas, méas especificamente ya que LP C &', donde &’ es el espacio de
las distribuciones temperadas, y para cada p € [1,4+00), tenemos que para
cada f € LP la Transformada de Fourier f € &' .

A lo largo de este capitulo enunciaremos también los resultados mas
conocidos, que surgieron a lo largo de la historia del anélisis armoénico donde
aparecen las desigualdades de la Transformada de Fourier en norma con
pesos, como ser por ejemplo el Teorema de Hausdorff-Young cuya primera
demostracion se publicé en 1926 por Marcel Riesz, pero una elegante demos-
tracion fue dada usando el Teorema de interpolaciéon de Riesz-Thorin por el
estudiante de Riesz, G.Olof Thorin publicado en 1939.
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2.1. La teoria de la Transformada de Fourier en
L'RY)

Dada una funcién f € L'(RY). Se define la Transformada de Fourier de
f, como la funcién f : R* — C , dada por:

fa) = /R e ()

Exponemos a continuacién algunas propiedades conocidas e importantes
correspondientes a la Transformada de Fourier, demostraremos solamente
aquellas que nos parece que aportan alguna técnica que se considere impor-
tante para el avance de este trabajo.

Proposicion 2.1.1. Propiedades analiticas de la transformada.

1) La aplicacion F definida por

F oo L'RY) — L¥(RY
f = f

es una transformacion lineal acotada y vale ademds que |f(z)| < I £1 1 (may
para todo x € R

2) Si f € L"(RY) entonces f es uniformemente continua.

Demostracién. 1) Como:

IF (@) = If(2)] < /Rd @] dt = [[f]1,

entonces |f(z)| < [|f[l1, (Vz € RY) y asi, ||l < | f]1-

Ademas se tiene que,

]:(a.f+g):aﬁg:a.f—kgzaf(f)%—]:(g).

2) Como f € L'(R?) entonces dado ¢ > 0 existe R = R(g) > 0 tal que
Jjzr 1 f@)ldt < e

Por la continuidad de e 2™ existe § = () > 0 tal que si |2| < § en-
tonces |e~2™% — 1| < e.
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Tomemos n € R? tal que ||n|| < %(que depende de € pero no de z) Por

Cauchy-Schwarz si [|t| < R, entonces |1 - t| < ||t||||n|| < R - % =0 y por lo

tanto |e 27t — 1| < e.

Asi resulta que,

[f@t+n) = fl@) =] e 0 p () di - / 72T f(t) di]

R4 R4

— | e—27rixt(e—27rint _ 1) f(t) dt|
Rd

S / |672m’mt”6727rmt o 1Hf(t)|dt
Rd

< [ e olar
]Rd

< [ ey [ et gl
ItI>R

lltl<R
<I+1II

Como e~ 2™t ¢ S entonces e~ 2™t — 1| < 2, y asi obtenemos que

I< 2/ f(t)|dt < 2¢
1> R

Por otroladosi |[t|| < R entonces |n-t| < &,y porlo tanto |e 27t —1| < .

Mediante la cuenta anterior podemos acotar II de la siguiente manera:

I <e|fl

Finalmente conseguimos que

[f(z+n) — f(z)] < 2e+e||f1 = Ce,

donde C es una constante (depende de f pero no de ¢) concluyendo asi que
f es uniformemente continua.

O
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Enunciamos ahora el conocido Lema de Riemann-Lebesgue que concluye
que f € Co(R?) [StWe].

Teorema 2.1.1. Si f € L'(R?), entonces se tiene que: limy, oo f(a;) =0.

Ademaés de las operaciones de espacios vectoriales, L' (R?) es dotado con
una multiplicacién, que hace de este espacio un &lgebra de Banach. Esta
operacion llamada convolucion se define de la siguiente manera;:

Si f,g € L'(R?), su convolucién h = f * g es la funciéon cuyo valor en
z € R? es:

ha) = [ 7= v)ato) du

Uno puede demostrar por un argumento elemental que la funciéon f(z —
y)g(y) es una funcion medible de dos variables = e y. Entonces se sigue in-
mediatamente por el Teorema de Fubini sobre el intercambio del orden de
integracion que h € L'(RY) y ademas ||k < ||f]1-]lg]l1 [StWe].

Podemos observar, también que la convolucién cumple las siguientes
propiedades:

Proposicién 2.1.2. Si f, gy h € L'(R?) entonces:
1) fxge L'"RY) ylIf+ gl <[ flh-llglh-
2) frxg=gxf.
3) (f +g)xh = f*(gxh).
4) (f+g)xh=fxh+gxh.

Por lo tanto, se tiene que L'(R?%) es un algebra de Banach conmutativa,
con el producto dado por la convolucion.

Mas generalmente, h = f * g esta definido siempre que f € LP(R%) con
1 <p<ooyge€ LYR?). En efecto se tiene el siguiente resultado:
Teorema 2.1.2. Si f € LP(R%), 1 < p < oo, g € LY(R?) entonces, h = fxg
estd bien definido y pertenece a LP(R?). Ademds ||h|l, < || f]lp-llgl1-
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Observemos que el espacio Co(R?) es un algebra de Banach con el pro-
ducto dado por la multiplicacién de funciones punto a punto:

(f-9)(@) = f(z) - g(x)
conz € Ry f,g € Co(R?).

Por lo tanto se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3. La Transformada de Fourier
F : LYRY) — Cp(RY)
f = f

es un homomorfismo de dlgebras de Banach, con norma igual a 1.

A modo de observacion podemos decir que la funcion;

F: LYRY) — Cp(RY)

es inyectiva pero no sobreyectiva.

Para ver que no es sobreyectiva, supongamos que d = 1 y sea

x sifz| <1
P(x) =9 sg(a)

T logl] si|z| > 1

Observar que ¢ € Co(R) y ademds suponiendo que existe f € LY(R) tal que
¢ = f, llegamos a un absurdo.

En efecto, dado a > 1

/ M dx :/ @ dx
i<|z|l<a T 1<|z|<a T

1 v efQﬁiyz
[ e dyis = [ s [ dz dy
1<|z|<a ¥ i<|z|]<a T

=/f<y>(—2i/lasen(2;m dz) dy

a sen(2 . . .,
Tomando A(a,y) = 1 w dz entonces se tiene, usando integracion

por partes dos veces, que |A(a,y)| < M para toda a > 1 y para todo y € R.
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Por lo tanto ‘f1<‘x|<a ¢z) d$| < 2M|| -

T

Por otra parte,

/ o) gy = J e
I<|z|l<a T 1<|z|<a |z[(1 + log |z])

a 1 1 log(a) 1 |
=2 ———drx=2 —— du = 2log(1 og(a)
/1 1+ log(|z|) = o /0 14w “ og(1+u)ly

Tomando limite cuando a — 400 se tiene que la altima igualdad tiende
a +00, llegando asi al absurdo.

Enunciamos a continuacién el siguiente teorema:

A~

Teorema 2.1.4. Si f,g € L'(RY) entonces f/:k\g =f-g.

También se tiene las siguientes propiedades algebraicas de la transforma-
da.

Proposicién 2.1.3. Sean f,g € L'(R%)
1) Linealidad: amg = af +bg.
2) Conjugacion: f(&) = f(—€).
3) Traslacion: Si 7, f(x) = f(z — h) entonces ;h?(x) = e~ 2miha f(g).
4) Modulacion: Si g(x) = e2™=h f(x) entonces §(€) = (thf)(x).

5) Dilatacion: Si a > 0 y do(f)(z) = f(a.x) entonces a”éf(?)(m) =
fla™te)

El siguiente teorema muestra la relacién entre la Transformada de Fourier
y la diferenciacion. Afirma que la aplicacion de la Transformada de Fourier
después de la multiplicacién por la funcién de k-coordenada es equivalente
(salvo una constante multiplicativa), a tomar la derivada parcial con respecto
a la k-ésima variable de la Transformada de Fourier. Es también verdad
que la Transformada de Fourier de tales derivadas parciales son obtenidas
facilmente (otra vez, salvo una constante multiplicativa), multiplicando la
Transformada de Fourier por las correspondientes funciones de coordenadas.
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Teorema 2.1.5. Supongamos que f EALl(Rd) y 2. f(x) € LY(RY) donde xy,
es la k-funcion coordenada. Entonces [ es diferenciable con respeclo a xy y

ademds () = —2mity, f(t)(x).

En efecto, dado h = (0, ..., hg, ...,0) un vector no nulo donde la coorde-
nada k-ésima hy # 0, se tiene por el teorema de la Convergencia Mayorada
que,

P T 7 x 6—27rit-h _
£ +f;>k f@) _ {( - ) FOF (@) — (~2rite f(1)] (2)

cuando hj tiende a cero.

Encontraremos muchas versiones del resultado anterior. Daremos a con-
tinuacion una de ellas (quizas la mas simple de demostrar) y para eso intro-
duciremos el siguiente concepto:

Definicion 2.1.1. Decimos que f es diferenciable en la norma LP respecto
a xy, si dado f € LP(RY) existe g € LP(RY) tal que:

lim (/Rd ‘f(x—l—h) — f(z) _g(@)” dx)l/p o,

hy——0 hi

(donde la notacion usada corresponde a la establecida en la demostracion del
teorema anterior.)

La funciéon ¢ es llamada la derivada parcial de f respecto a xi, en la
norma LP.

Podemos enunciar ahora el siguiente teorema:

Teorema 2.1.6. Si f € L'(R?) y g es la derivada parcial de f con respecto
a z1, en la norma LY, entonces se tiene que:

g(x) = @2mizy f)(x)

Ambos teoremas enunciados anteriormente pueden extenderse a derivadas
de orden superior. Sin entrar en detalles, se tiene que:

i) P(D)f(x) = P(~2mit) f(t)(2).

i) P(D)f(x) = P(2rix) f(x);
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_ d a 01 Qg a _ 0%t teg
donde o = (a17...,Oéd) € NO yx = ﬂfl ﬂfd y D = W’
P =3, a,x% un polinomio en las d variables z1,...,zq4 con ay, € R.

P(D) = XqaqD% es el operador diferencial asociado a D.

El principal problema en la teoria de la Transformada de Fourier en
LY(R%), es la obtencion de la funcién f a partir de su Transformada de
Fourier. Como dijimos antes, la Transformada de Fourier es una aplicacién
lineal de L'(R?) en el espacio Co(RY); pero no toda funcién con esas car-
acteristicas es la Transformada de Fourier de una funcién en L'(R?). Es
mas, uno esperaria que f(t) = [pa f(x)e2™* dz pero lamentablemente f no
tiene por qué ser integrable (por ejemplo, basta tomar d = 1y f la funcion
caracteristica de un intervalo finito).

Para responder la pregunta anterior usamos métodos de sumabilidad de
integrales, por ejemplo, el método de sumabilidad de Abel o el método de
sumabilidad de Gauss.

Para cada € > 0 definimos la media de Abel, A = A-(f) como la integral:

A= [ f(a)e el da. (2.1)

Es claro que si f € L*(R?) entonces lime—0 A (f) = [pa f(z) do

Por otro lado, esa media de Abel esta bien definida cuando f no es in-
tegrable (por ejemplo, si asumimos que f esta acotada, luego A.(f) esta
definida para toda € > 0).

Ademas su limite lim._,g A-(f) = lim._¢ fRd f(z)e=l®l dz puede exis-
tir incluso cuando f no es integrable.

Siempre que el limite lim. o Ac(f) = lim. o [pa f(x)e~el*l dz exista
y sea finito decimos que [pa f(2) dx es sumable en el sentido de Abel hacia
ese limite.

Definicion 2.1.2. Decimos que fRd f(z) dx es sumable y su suma es l, en
el sentido de Abel, si:

lim A.(f) = lim (z)e~c1*l dx
e—0 e—0 Jrd

existe y es igual a l.
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Otro método de sumabilidad es la sumabilidad de Gauss, este método esta
definido mediante la media de Gauss (a veces llamada Gauss-Weierstrass):

G(f)=Ge= | f@)e = dx (2.2)

Definicion 2.1.3. Decimos que fRd f(z) dx es sumable y su suma es 1, en
el sentido de Gauss, si:

lim G(f)= lim | f(x) el gz
E—

e—0 R4

existe y es igual a l.

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) se pueden expresar en una forma mas general:

Meg(f) = [ oer)f(a)da

donde ¢ € Cy(RY) y #(0) = 1.
Luego fRd f(z)dx es sumable y de suma [ si lim._,o M.(f) =1

LLamamos M, 4(f) lamedia ¢ de esa integral. Para contestar la pregunta
antes formulada, necesitamos la Transformada de Fourier de las funciones
2 . . .
e—cl?l" y e=elel: para ello enunciamos los siguientes teoremas:

Teorema 2.1.7. Para toda o > 0 se tiene que

_ 2 _9mg _ _ 2
/ e walyl e 2mity dy = a d/26 m|t| /a.
Rd

Notar que este teorema nos muestra que el o5 su propia Transfor-
mada de Fourier.
Teorema 2.1.8. Para toda o > 0 se tiene que
o

/ e—27r\y|oz€—27rity dy = Cy s
R (02 + 112) F

donde Cy =
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Para o > 0 denotamos la Transformada de Fourier de las funciones
_ 2 2 _ .
e~4malyl y e 2maly| por W y P, respectivamente.

Esto es,
W(t,a) = (47ra)_(d/2)e_|t|2/4o‘

8]
P(t,a) = Cq——————.
(a2 +[t2) %

La funcion W(t, «) es llamada el nicleo de Gauss-Weierstrass y P(t, a)
es llamada el nicleo de Poisson.

Podemos mostrar en particular que la media de Abel y la media de Gauss
de la integral [pq f(2)e?™ dx converge en casi todo punto y en norma a f.

La idea es expresar esas medias en términos de la convolucion de f con los

nicleos W (t,a) y P(t,«) y a continuacion usar la teoria de la aproximacion
de la identidad.

En orden a obtener esas expresiones usaremos un importante resultado:

Teorema 2.1.9. Férmula de multiplicacion.

Sea f,g € LY(R?) entonces
[ f@gdr = | fa)ids.
Supongamos ahora que la funcién ¢ en
Meglf) = [ olen) f@yiz

donde ¢ € Cy(R?) y ¢(0) = 1 es integrable y su Transformada de Fourier es
¢ =

Si tenemos ¢.(z) = e~ %p(%) para € > 0, entonces @(m) =c
@e ().

Por el Teorema (2.1.7) se tiene, tomando ¢(x) = , que () =
W (z,£2). En cambio por el Teorema (2.1.8) se tiene, tomando ¢(z) = e =272l
que pe(x) = P(z,¢).

Aplicando la formula de multiplicacién a f(z) y a e2™®§.¢(x) y usando

la propiedad de modulacion de la Transformada de Fourier, obtenemos el
siguiente teorema:

—d

o8

p(2) =

42| |2
6471'\30|
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Teorema 2.1.10. Si f,¢ € L*(RY) y ¢ = ¢. Entonces para todo € > 0 se
verifica que:

f@)e?™ " p(ex)da = / F(@)pe(z — t)dw .
R4 Rd

En particular, para todo € > 0 se verifica que

f(z)e?ritee=2melzl gy — f(x)P(x —t,e)dx
R R4

y para toda o > 0 tenemos que
/ Flw)e2mite—an>alel gy F@)W(z —t,a)dz .
R4 R4

A continuacion veremos que la integral [pq f (7)e?™#*dx es sumable a f
para una clase mayor de métodos de sumabilidad, que incluyen la sumabili-
dad de Abel y de Gauss.

Mostraremos que [pq f(x)e2™ 1 ¢(ex)dx converge a f en la norma L' (R%)
bajo las siguientes condiciones muy generales:

= ¢ € LY(RY).
« o= LY(RY).

s frap(z)de =1

Se puede ver que el nucleo de Poisson y el ntucleo de Gauss-Weierstrass
cumplen esas condiciones.

Enunciamos ahora el teorema de la aproximacién de la identidad.

Teorema 2.1.11. Supongamos que ¢ € L'(RY) con [gq p(z)dx =1, y para
e >0 sea po(x) = e %p(£). Si fe LP(R?) con1<p<ooo feCy(RY)C
L®(R?), entonces:

i — f|l, = 0.
T £+ pe — fllp =0

En particular, u(x,e) = [pa f(t)P(x —t,e)dt y s(x,e) = [ga [(O)W (x —
t,e)dt convergen a f en norma LP cuando € — 0.
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Observacioén 2.1.1. La funcion u(z, ) definida sobre R? con e > 0 se llama
la integral de Poisson de f. En cambio, la funcion s(x,€) es conocida como
la integral de Gauss-Weierstarss de f.

Demostracion. Tenemos por un simple cambio de variables,

oWt = [ e to(Dydt = [ oluydu = 1.
R R € Rd

Asi, sea f € LP(RY) con 1 <p < oo

(Fro)@)—f(@) = [ Fla—t)pe(t)dt— / F (@) (1)t = / (Fla—t)— f(2)) e ()dt.
Rd R4 R4

Entonces, usando la desigualdad de Minkowsky para integrales se tiene
que:

10 * 0 (@) — F@lp = ( /\ fla—1t) - F(@))pe(t)dt 'da)

/Rd / [(f (1) — f(a))pe(t)[Pdr) Pt

= [ (15w =0 = p@ra) .o

Por lo tanto,

I < 0e) = F@lo < [ ([ 15— = f@)lrde) Mool

-/ (/Rd £~ 1)~ F@)dr) e o jar

Tomando como cambio de variable u = £ y du = 4 dt tenemos que:

I *ple) = f@ln < [ ([ 1= e0) = fla)Pd) Plotw)lan

Por otro lado, la expresion
([ 1741 = @) 7 = 1) = it
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es conocida como el méodulo de continuidad en LP de f.

Observar que w(h) es una funcion acotada como funciéon en h usando la
desigualdad de Minkowsky;

)= ([ sm—sprdn)” < ([ prnpa) P [ st

Asi w(h) < 2| f|17,
Ademis, se tiene que lim, o w(h) =0

En efecto, tomemos una funcién g € Cop N LP(RY) y sea K = sop(g) vy
Ky ={x:d(z,K) <1}.

Supongamos que |h| < ¢ entonces como g es continua en el compacto K7,
se tiene que es uniformemente continua;

/ gz + B) — g(o)Pdz = / 9z + h) — g(x) Pdz < Pm(y),
R4 K

es decir que, si |h| < 0 entonces se tiene que ||g(z + h) — g(x)||p, < e.

Tomemos ahora f € LP(R?) y g € Cp tal que ||f — gll, < €, ya que Cj es
denso en LP(R?).

Probaremos que limy, o [|f(z 4+ h) — f(2)][, =0

En efecto,

1z +h) = f@)lp < 1f(z+h) —g(z+h)llp + [lg(z + h) = g(@)llp + llg(z) — f()ll,
=2/ f(x) = g(@)llp + llglx + h) — g()ll, <3¢ si |h] <0.

Entonces si f € LP(R?) se tiene que lim, o |f(z + h) — f()[Pdz = 0.

Por lo tanto,
Ifsoe@)~f @l < [ ([ Ifa=en—f@Pda)lolat = [ w-ebloat

Esta dltima igualdad tiende a cero cuando ¢ tiende a cero, debido al
Teorema de convergencia Mayorada, ya que:

[w(=et)p(t)] < 2[| fllple(?)]
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2/l fllple(t)] € L' (R?)

h’mo w(—et)|e(t)] =0

E—

En cambio si f € Co(R?) se tiene que:

(F*9)(@) = f@) = [ (e =0 = fa)pe(t)ar

entonces

(f 92 (e |</|fw—t 2)llpe (1) dt.

Como f es continua en z, entonces dado (n > 0) (30 > 0) tal que
[f(x —=1) = f(z)] <nsift] <6

Por lo tanto,

(f * 0o (a |</|fw—t 2)lles ()t
< x—t)— f(x)||p(t)|dt x—1t) — f(x)||epe(t)|dt
_A<Jﬂ )= F(@)llee(t) +/¥Jﬂ )= F(@)llee()

Como f € Co(R?) C L>(R?) se tiene que:
|[(f * ) (@) — flz)] < 77/ |pe(t)]dt + 2||f||oo/ |pe(t)|dt.
[t]<é [t|>6
Observemos que:
lim lps(t)|dt = 0.

e—0F Jig|>6

En efecto, usando el cambio de variable y = é se tiene que;

_ t
/ wwmww{/ m>w=/ o(y)ldy
[t|>6 [t|>6 € ly|>6/e
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Por el Teorema de convergencia mayorada, ya que ¢ € L'(R%) se tiene

que:
/ oo () dt
[t|>d

tiende a cero cuando ¢ tiende a cero.

Se concluye asi que,

I [(f 2 () — F()]loe = 0.

e—0

O

Un corolario que se sigue inmediatamiente de este teorema es el siguiente:

Corolario 2.1.1. Supongamos que ¢ € L'(RY) y [ p(t)dt = 0, entonces
lime—o || f * ¢ell, = 0 siempre que f € LP(RY) con1 < p < 0 o f €
Co(RY) C L*(RY).

Del Teorema (2.1.10) y del Teorema (2.1.11) obtenemos la siguiente solu-
cion al problema de la inversién de Fourier.

Teorema 2.1.12. Si ¢ y su transformada de Fourier (ZS = ¢ son integrables
y fRd o(z)dx = 1, entonces la media ¢ de la integral f]Rd fe¥ e dt converge
a f(z) en la norma L'(R?)

En particular, la media de Abel y la media de Gauss de esa integral con-
verge a f(x) en la norma L'(R?).

Enunciamos ahora el siguiente corolario, también llamado el Teorema
de inversion de la Transformada de Fourier.

Ya que S(z,0) = [pa f(H)W (z —t,a)dt = fRd 2Trme“l”?a‘t'th con-
verge a f(x) en L'(R%) cuando a — 07, podemos encontrar una sucesion
ar — 0 tal que S(z,a) — f(z) en casi todo punto de z. Si ademds
asumimos que f € L'(R?), por el Teorema de convergencia mayorada ten-
emos:

Corolario 2.1.2. Si f, f € LY(R%) entonces

/ 27ri:ct dt
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Observacioén 2.1.2. Ya que f € LY(R?) entonces f es continua. Si ademds
f es integrable, la integral fRd f()e2™ =@t dt también define una funcién conti-

nua, en efecto la funcion f(—:c) De esta manera cambiando f en un conjunto
de medida cero podemos obtener la igualdad en el corolario, para toda x. En
otras palabras, f se puede convertir en una funcion continua, cambiando sus
valores en un conjunto de medida cero.

Observacién 2.1.3. Del Teorema (2.1.12) se puede deducir que si f(z) =0
para casi todo punto x, entonces f(t) =0 para casi todo t.

A partir de esta observacion podemos afirmar que F : L' (R?) — Cp(RY)
es nyectiva.

A modo de cierre de esta seccion podemos decir que:

Definicion 2.1.4. El operador definido por
FUENE) = [ | Fa)do
Rd

se llama la Transformada de Fourier inversa.

Observacion 2.1.4. Por el teorema de inversion, si f,f € Ll(Rd), entonces
F Lo F(f) = f en casi todo punto.

El problema de la inversién de Fourier también tiene solucién en el senti-
do puntual. Para ello introducimos algunos conceptos. Primeramente enun-
ciamos un resultado de la teorfa de diferenciaciéon de integrales de funciones
definidas sobre R

Proposiciéon 2.1.4. Si f € L} (R?), entonces para casi todo punto x se

tiene que:

1
lim — x—1t)— f(x))dt =0
/ﬂq(f( )

r—s0 1d
En particular vale para f € LP(R?)

Llamaremos al conjunto

€T ]Rd:h’mi x—1t)— f(x)|dt =0
{we /wrf( ) — f()ldt = 0}

r—0 7d
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el Conjunto de Lebesgue e incluye casi todos los puntos de RY.
Enunciamos un hecho més general, un resultado puntual que corresponde

a una versién del teorema de aproximacion a la identidad.

Teorema 2.1.13. Supongamos que ¢ € L'(R?). Sea ¢(z) = sup ess|y >zl (t)]
y seae >0, p(x) = (L) Sip € LYRY) y f € LP(RY) con 1 < p < oo,
entonces

im (/ + 92)(2) = () [ o0y
e—0 Rd
siempre que x pertenezca al conjunto del Lebesgue de f.

En particular, la integral de Poisson [pq f(t) P(x—t,¢) dt y la integral de
Gauss- Weierstrass [pa f(t) W(x —t,€) dt convergen a f(x) cuando € — 0
para casi todo punto x € RY.

Se sabe que si x es un punto de continuidad de f, entonces z pertenece al
conjunto de Lebesgue de f, y por lo tanto el teorema anterior vale también
para todo punto de continuidad de f. Si ademés asumimos que f >0, se
sigue por el Lema de Fatou que f € L'(R%). Asf la integral Jra f(x)e2 itz dy
define una funcion continua de ¢ que es igual a f(t) para casi todo punto z,
por el Corolario (2.1.2). Por lo tanto obtenemos el siguiente resultado ttil:

Corolario 2.1.3. Supongamos que f € L*(RY) y f > 0.
Si f es continua en el 0, entonces | € LY (RY) 4

f6) = | fa)eda
Rd

para cast todo t (es decir en cada punto de Lebesque f). En particular, f(0) =
fRd f(z)d.

Una consecuencia inmediata del corolario anterior y las férmulas del teo-
rema (2.1.10) es:

Corolario 2.1.4. Para todo a > 0 tenemos que
a) fRd W(a:, a)eQWitmdx — 6—47r20z|t|2

b)fRd P(LE, a)e2mt””d:1c — e~ 2malt]
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2.2. La teoria de la Transformada de Fourier en
L*(RY) y el Teorema de Plancherel

Las funciones de cuadrado integrables no tienen por qué ser integrables,
por lo tanto la definicién de la Transformada de Fourier podria no tener sen-
tido. Sin embargo, la Transformada de Fourier tiene una definicién natural
sobre L2(R) y una teoria en particular elegante.

Vamos a presentar los resultados més importantes y solamente demostraremos
aquellos que nos aporten alguna técnica para el desarrollo de los capitulos
siguientes.

Si ademés de ser integrable, asumimos que f es de cuadrado integrable,
entonces f debe ser también de cuadrado integrable. En efecto tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 2.2.1. Si f € L' N L*(RY) entonces

e = £l 2.

Este teorema afirma que la Transformada de Fourier es un operador lineal
acotado sobre el subespacio denso L' N L?(R?) de L?(R?) en L2(R).

Ademis existe una extension acotada, F de este operador a todo L?(RY).
F se llamara la Transformada de Fourier sobre L?(R%). Usaremos la notacion
f = F(f) siempre que f € L*(R%).

Dada f € L?*(R%), existe una sucesion (fn)n>1 € L' N L%(R?) tal que
lim,, oo fn = f en L2(R?), esto se debe a que L1 N L2(R4) = L?(RY).

Por ejemplo:

iy = { 150 S

0 silzgl>n
En efecto,
o= f1n = [ 1) = sl = [ (s

tiende a cero cuando n tiende a maés infinito.

Como (f,) € L' N L*(R?) converge a f en L?*(R?), entonces serd (fy)
una sucesion de Cauchy en L?(RY).
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Ademas se tiene que my o0 | fn — finllz = [[fn — fmll2 = 0 Por lo
que se tiene que (f,,) es una sucesion de Cauchy en L%(R?), entonces como
L?*(R%) es un espacio completo, existe lim, o fn en L*(R?).

Sea f = lim,— 4o fn en L2(R%). Es decir, f es el limite en L2(R%) de la
sucesion f;, definida por:

fn(x) = / f(t)eiQWixtdt = fn(t)ef%mtdt
[t|[<n R4
Como dijimos antes, f = F(f) se llamaré la Transformada de Fourier de

Observar también que:
1) | full2 = | fall2 para todo n € N implica que || f]l2 = [|fl2
2) f no depende de la sucesién elegida.

En efecto, sea (g,) € L' N L2(R%) tal que lim,, o0 gn = f en L2(RY).

Ign = fll2 < lgn = full2 + 11fn = Fll2 = llgn — fall2 + [1fn = fll2
< Hgn - f”Q + Hf - anQ + an - fH2

Esta tltima igualdad tiende a cero cuando n tiende a maés infinito, por
lo tanto se tiene que: lim,, o g, = f en L?(RY).

Observar que si f € L'(RY), la nueva definicién no cambia la Transfor-
mada de Fourier porque se puede tomar f, = f para todo n € N. Por lo
tanto, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.2.2. Teorema de Plancherel.

La Transformada de Fourier definida en L' N L*(R?) se extiende univo-
camente a L?(RY) y verifica para toda funcion f € L*(R?) que:

1Fll2 = [1f]l2-

Un operador lineal sobre L?(R?) que es una isometria y una funcion
sobreyectiva en L?(R%) es llamado un operador unitario.

Es una consecuencia inmediata del Teorema (2.2.2) que F sea una isometria.
Ademés tenemos la propiedad de que F es sobreyectiva.
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Teorema 2.2.3. a) La Transformada de Fourier es un operador unitario
sobre L2(RY).

b) La inversa de la Transformada de Fourier F~' puede obtenerse escri-
biendo:

F Y g)(x) = Flg)(—x) para toda g € L*(RY).
Demostracion. Ya que F es una isometria, es decir

IF(A)ll2 = 1112

para toda f € L?(R?), entonces su rango, R(F) = F(L*(R%)) es un subes-
pacio cerrado en L?(R%).

Si este subespacio no fuera todo L?(R%), como R(F) es cerrado, entonces
L?*(RY) = R(F) @ R(F)* y como R(F) # L*(R?), podriamos encontrar
una funcién g tal que [pq f(a:)g(a;)d:v = 0 para toda f € L?(RY) y tal que
lgll2 # 0.

Por la formula de multiplicacién se tiene que para toda funciéon f €
L%(RY), se verifica que

f(@)g(zx)dz = | f(z)g(x)dz =0,
Rd Rd

ya que la formula de multiplicacion se extiende a L?(R%). Entonces se con-
cluye que, [pa f(2)g(2z)dx = 0 para toda f € L*(R%) y por lo tanto § = 0
para casi todo = € R%. Contradice asi que [|g||2 = ||g]|2 # 0.

Para la parte b) notar que, ya que F es un operador unitario, preserva
el producto interno < u,v >= [pq u(z)v(x)dz.

Sea g cualquier funcion en L' N L2(R?) y f € L?(R?). Sea f, la sucesion
dada por f,(z) = f‘t|<n ft)eritqe,

_ Claramente cada f, € L'NL2(RY) y f,, converge en L?(R?) a la funcion
f dada por f(x) = F(f)(—x) Luego,
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<g, f>= lim <g,fn>

n—-4oo

= lim / () ( / F(t)e 21 dt) da
n—+00 JRd [t|<n

= lim f(t)(/ g(x)e 2" dx)dt
[t|<n R4

n—->--400

= lim at)f(t)dt =< g, f >=<g,f >

nteo Sl <n

Esto claramente implica que,

f(z) = (F' f)la) = f(z) = (Ff)(~2)

para toda f € L2(R%).
O

Vemos que el problema de invertir la Transformada de Fourier tiene una
simple y elegante solucion en L?(RY). En vista a lo desarrollado en la seccion
anterior, es l6gico preguntarse si existe una solucién que implique conceptos
de sumabilidad también.

Por ejemplo ya que e~°*l como una funcion de z, es de cuadrado inte-
grable; la media de Abel de la integral [pa f( 27”“”al:z: estd bien definida.
Nos podemos preguntar entonces ;Es Verdad que converge a f en L2(R?) o
en casi todo punto? La respuesta es afirmativa y se sigue inmediatamente
de los teoremas (2.1.11) y (2.1.13), una vez que la identidad en el teorema
(2.1.10) se establece para funciones en L?(R%). Pero este resultado puede ser
demostrado de la misma manera que el teorema (2.1.10) usando la extension
en L2(R%) de la formula de multiplicacion. A modo de conclusién enunciamos
el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4. Si f estd definida en L2(RY), se tiene que f(z) = f(—z)

como funciones en LQ(]Rd) y, por tanto en casi todo punto. En particular,

f(z) = lim f(é“)emﬁdf

n—--+o0o

como limite en L2.
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2.3. La Transformada de Fourier en L?(R%) con 1 <
p < 2 y la desigualdad de Hausdorff-Young

Teniendo definida la Transformada de Fourier para funciones en L' (R9) y
para funciones en L?(R?), podemos definir la Transformada de Fourier sobre
la clase L'(R?) + L*(R%), que consiste de todas las funciones f = fi + fo
donde f; € L'(RY) y fo € L?(RY).

En efecto, tomamos f?i-\fz = f1 + f2 v veamos que estd bien definida la
Transformada de Fourier sobre L'(R?) 4+ L2(R%).

Sigi+g2=f1i+ focong; € Li(Rd) con i = 1,2; entonces g1 — f1 =
go — fo € LY(RY) N L2(RY).

Ya que las dos definiciones de la Transformada de Fourier coinciden so-
bre L' N L2(R?), tenemos que §i — fi = fo — go; por lo tanto fi + fo = g1+ go-

Observar que f € LP(RY) con 1 < p < 2 se puede descomponer en suma
de dos funciones, una en L'(R?) y otra en L?(R?%). Una manera de hacerlo
es la siguiente:

Si f € LP(RY), el conjunto E = {x : |f(z)| > 1} tiene medida finita
porque en otro caso la integral |f|P serfa infinita; por lo tanto definimos

f(z) sizeE
f1(x):{ 0 siz¢FE

| flx) siz¢ E
fQ(x)_{ 0 sizekF

Esté claro que f = f1 + f2 y ademas que,

x)|dx = x)|dx 2)Pdz) VP (m 1y
[ 1n@las = [ 1@l < ( [ [f@)ran) me)

utilizando la desigualdad de Hélder, por lo que f; € L' (R%), y

/Rd | fo(x)Pdx = /Ec\f(a:)de < / f(2)|Pdz < oo
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esto se debe a que |f(z)] < 1 en E°y por lo tanto, |f(x)]?> < |f(x)[P. Asi se
concluye que f € L2(R9).

Definimos f = f1+ f donde f; € L'(RY) y fo € L2(RY), y como ya vimos
la definicién no depende de la descomposicion. Por lo tanto, la Transformada
de Fourier esta bien definida sobre L'(R%) + L?(R%).

Como se tiene que LP(R?) € LY(R%) + L2(RY) con 1 < p < 2, se sigue
que la Transformada de Fourier estd definida para todo f € LP(R?) con
l<p<2

Observar que el problema de la inversién puede ser visto, también en este
caso, en términos de la media de Abel y/ o de la media de Gauss. Ademés
el Teorema (2.1.4) tiene la siguiente extension:

Teorema 2.3.1. Si [ € gl(Rd) y g€ LP(RY) con 1 < p < 2, entonces
h=fxgeLP(RY) yh=f.g, para casi todo x € R%.

Aunque la definicion sélo nos dice que la Transformada estd en L' + L2,
en realidad existe un resultado mas preciso, que dice que f esta en Lp/7 donde
1,1 _
>ty =1
Teorema 2.3.2. Teorema de Hausdorff- Young.

Si f € LP(RY) con 1 < p < 2, entonces f € LY (R) donde % + }% =1y
£l < I fl, para toda f € LP(RY).
Para realizar la demostracion de este teorema debemos enunciar un Teo-
rema de interpolacion [StWe].

Teorema 2.3.3. Teorema de interpolaciéon de Riesz-Thorin.
Sean 1 < pg,p1,90,q1 <00 con 0< 0 <1 yp,q tal que

1-6 6
_.I_

1 —
p Do p1

1 1-60 6
_|_

q q0 q1
Si T es un operador lineal de LP° + LPt en L9 + L1 {al que:

1T fllao < Mol| flpo
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para toda funcion f € LP°(R?) y

1T fllqy < Mill £y
para toda funcion f € LPY(R?)

Entonces:
ITfllg < Mo™" M [If]l,
para toda funcion f € LP(R?)

A partir de este resultado demostramos a continuacion el Teorema de
Hausdorff- Young.

Demostracion. Demostracion del teorema de Hausdorff-Young.

Sabemos que

F : L' — L™
foo=f

tal que ||flloo < |IflIx

F o L2 — L?

foe= f
tal que || fll2 = [ f]]2-
Ademis todo 1 < p < 2 se puede escribir de la forma: % = ¥+% = 1—%
con 0 < 0 < 1. Ademas
1-9 ¢ 6 1 1
o0 2 2 9 P
Por lo tanto, por el Teorema de Riesz-Thorin se tiene que,
F: P(RY — LF (RY)
Y ; d
[l < fllp Y € LP(RY).
O
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El proceso visto en esta seccién, nos dice que podemos definir la Trans-
formada de Fourier para funciones en L' + L? y para funciones en LP(R%)
donde 1 < p < 2; pero no permite hacerlo en L? si p > 2. De hecho, no a
toda funcién en esos espacios LP se le puede agsignar una Transformada de
Fourier que sea una funcién y, por lo tanto la definicién trabaja con objetos
mas generales que las funciones, a ser las distribuciones.

En efecto, si existe f € LP(R?) (para algtn p > 2), cuya Transformada,
de Fourier, como una distribucion, fuera una funcion; por el Teorema del
grafico cerrado se tendria que es valida la desigualdad:

/ |f(z)|dz < A||f]l, para toda f € LP(RY) con p > 2. (2.3)
|z[<1

efﬂ'z2(1+i6)
! - Vite Y
obtenemos por el teorema 2.1.7 que f(x) = e~ "(1H+0)2% Pero, flxlgl |f(z)|dz =

Para contradecir esta desigualdad tomamos d =1y f(x) =

Ay y |Iflly < A28Y/P=1/2 )y cuando tomamos § — oo contradecimos la de-
sigualdad (2.3) si p > 2.

2.4. La Transformada de Fourier y el espacio de las
distribuciones temperadas

En esta ultima seccién del capitulo 2 extendemos la definicién de la Trans-
formada de Fourier al espacio de las distribuciones temperadas.

Empezamos con el concepto de distribucién, para ello definimos:

Dado un compacto K C R? definimos

C(K) = {u € C=(R%) /sop(u) C K}
C>®(RY) = U{C’OO(K) con K CR? compacto}
Definicion 2.4.1. (u;)j>1 en C2°(RY) converge en C°(RY) a ug € C(RY)
sty solo si:
a) Eriste K C R? compacto tal que sop(u;) € K para toda j > 1.
b) Para toda o € No(R?) se tiene que D*(u;) = D%(ug) cuando j —
+00.
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Definicion 2.4.2. Una funcional lineal T : C2°(R?) — R es una distribu-
cton si y solo si T'(u;) — 0 cuando j — +o0.

Notamos
D'(RY) = {T: CRY) — R/ T es una distribucién}.

Definicién 2.4.3. Dados K C R? compacto, m € No(R?) se define la semi-
norma Pm. i () como:

Pm,k(u) = sup sup |D%u(z)|
la|<mzeK

con u € CX(RY).
Teorema 2.4.1. Sea T : C°(R?) — R una funcional lineal. Entonces:

T € D'(RY) si y solo si (VK C RY) compacto Im € Ny, ¢ = c(m, K) > 0 tal que :
| <T,u>|=|T(u)| <cpmr(u) Yue Cr(K).

Observacién 2.4.1. Definiendo una topologia apropiada en C°(R%) com-
patible con la definicion (2.4.1) y denotando D(R?) al conjunto C°(R?) con
la topologia comentada, se tiene que una sucesion (uj)j>1 C D(R?) converge
a up en D(R?Y) siy solo si lo hace en O (RY) en el sentido de la definicion

(2.4.1).
Con esta notacion una distribucion T € D'(R?) es una funcional lineal y
continua sobre D(RY).

Dos ejemplos de distribuciones que vamos a usar en el dltimo capitulo
son los siguientes:

1)
T : DRY) — R
<T,u> = u(0)

T define una distribucién, observar que 7' = 9, la Delta de Dirac.

2) Dada f € L}, (R%), sea

;. DRY  — R
<Tru> = [paflx)u(z)de

T define una distribucioén.
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Antes de definir el espacio de las funciones test, daremos la definicién del
soporte de una distribucién.

Definicién 2.4.4. El soporte de una distribucion T € D'(RY) es el
menor conjunto cerrado K C R? tal que "u € D(R?) ysop(u) C K¢, entonces
<T,u>=0"

La idea bésica en la teoria de las distribuciones es considerar como fun-
cionales lineales en un espacio de funciones regulares, las llamadas "funciones
test". En este espacio se comportan bien : la diferenciacion, la Transformada
de Fourier, la convolucion, la traslacion, la dilatacién, etc.

A continuacién definimos tal espacio,

Definicién 2.4.5. Sea S(RY), la coleccion de funciones u € C®(RY) y tal
que sup, |z DPu(r)| < 0o (Va, B € NI).

S(R?) se llama el espacio de Schwartz o el espacio de las fun-
ciones test.

Enunciamos algunas observaciones con respecto a este espacio, pero sin
realizar las demostraciones:

1) Este conjunto no es vacio, pues la familia de funciones ¢, (z) = e—olel?

pertenecen a S(RY). Observar que si tomamos 1 (x) = e~171* pertenece al
espacio S(R?) pero no al espacio D(RY).

2) Las funciones en S(R?) son rapidamente decrecientes (en el sentido
que ella y todas sus derivadas decrecen méas rapido que la inversa de cualquier
polinomio).

3) Sean C°(R%) = {u € C*(RY) : u es de soporte compacto} y C5°(RY) =
{u € O : limy 4 u(z) = 0}, entonces se tiene:
CZ(R) € S(RY) € C§°(RY) € C=(RY),

4) Para cada «, 3 € Nd definimos la seminorma p, s(u) = sup, |2® DPu(z)|.
Resulta asi que S(R?) es un espacio vectorial topologico.

Resulta que si u € S(RY) se tiene que p, g(u) < oo para toda «, 3 € Ng.

Definicién 2.4.6. Una sucesion (u;)j>1 en S(RY) converge en S(R?) a ug
sy solo si pa p(u; —ug) — 0 cuando j — +00 para toda a, 3 € Ng.
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Otras observaciones que podemos decir con respecto al espacio de las
funciones test son las siguientes:

1)Para cada 1 < p < oo resulta que S(R?) C LP(R%).
2)La inclusion S(R?) — LP(R?) es continua para 1 < p < oo.

Definicién 2.4.7. Una funcional lineal T sobre S(RY) es continua si T (u;) —
0 cuando j — +0o cada vez que uj — 0 siempre que j — +00 en S(RY).

Definimos a continuacion el espacio de las distribuciones temperadas:
Definicién 2.4.8. Una funcional lineal y continua sobre S(R?) se llama
distribucion temperada.

La clase formada por todas las distribuciones temperadas se denota S'(R?).

Enunciamos un teorema que muestra cuando una funcional sobre S(R?)
es continua:

Teorema 2.4.2. Una funcional lineal T sobre S(R?) es continua si y solo
st existe ¢ >0 y m € Ny tal que:

|<T,u>|<c Z Pap(u) para toda u € S(RY).

laf,|8]<m

Podemos enunciar las siguientes observaciones:
1) Si u € S'(R?) entonces se tiene que u|lp € D'(RY).

2) No vale en general que dada una distribucion se la pueda extender a
una distribucién temperada.

3) Toda distribucion de soporte compacto es una distribucion temperada.
4) D(R?) es denso en el espacio S(R?).

5) Sea (T});>1 una sucesion en S'(RY).Para cada u € S(R?) se tiene
que (< Tuj,u >);>1 es convergente si y solo si existe T € S'(R?) tal que
im0 < Tj,u >=< T,u > para toda u € S(R?)

6) Cualquier f € LP(R?) con 1 < p < oo se identifica con una distribucion
temperada T’ definida por:

<Tf,u>= / f@)u(z)dz con u e S(RY).
Rd
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Veamos ahora la Transformada de Fourier en el espacio de las
funciones Schwartz:

Para un polinomio p(z) = 3, aar® con o € N¢ y a, € R, tomamos el
operador diferencial asociado a D, es decir P(D) = X,a,D“.

Si tomamos u € S(R?) y p(z)u(x), podemos considerar P(D)u(x) €
S(R?) C LY(R%). Tenemos el siguiente lema:

Lema 2.4.1. Sea u € S(R?) y P un polinomio. Se tiene que:

—

a) P(D)u(§) = P(2mi&)a()

) [P(D)i(§) = P(~2miz)u()(€)

Veamos el siguiente teorema,
Teorema 2.4.3. La aplicacion

F: SRY — S(RY

u = u

es una biyeccion continua.

Demostracion. Sea u € S(RY) con a,3 € N, por lo tanto por el lema
anterior item b) tenemos que:

—

(2mi€)* DPa(€) = (2mi€)[(—2miz)Pu(x)](€),
y por el mismo lema item a) obtenemos,

o —

(2mig)*DPa(¢) = [Dg ((=2miz) u())](€).
Entonces

Pa,p(tt) = i €D a(€)| < Copll D[(—2miz)Pu] 1 < oo.

Asi se tiene que @ € S(R?), y por lo tanto se concluye que F estd bien
definida.

Por otro lado, debido a que las aplicaciones:
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SR : — SR
u —  D[(—2miz)Pu(z))

S(R?) — LY(R%)
son continuas, tenemos que la aplicacion

F: SRY — SRY

u — u

es continua también.

Resta ver que la funciQn F es biyectiva para ello, por el Teorema de
inversion se sabe que si f, f € L'(R?) entonces

f(z) = /Rd 2™ f(€)dE en c.t.p x.

Como u, % € S C L'(R?) entornces,

(donde F~1(a)(€) = F(u)(—¢£)). Asi,

resulta biyectiva. O

Definimos,

Definicién 2.4.9. Dada una distribucion T € S'(R?) definimos su Trans-
formada de Fourier T como:

<T,u>=<T,0>

para toda u € S(RY).
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Por el teorema anterior, se tiene que

T: S(RY) — R4C
U - <T u>

es continua y por lo tanto T' € S'(R%).

Observacion 2.4.2. Dada o € Nél. Se tiene que:

1) W) = (2miz)®T para toda T € S'(RY).
2)D*T = [(—@QT] para toda T € S'(RY).
Un ejemplo que podemos dar es el siguiente:

Sean a € R% y u € S(RY), entonces

< Oyt >=< g, >= ti(a) = / e~ 2™y (1) dx
Rd

para toda u € S(R?).

Asi se tiene que 9, = e~ 27T

Observacion 2.4.3. Puesto que el operador F : S(R?) — S(R?) es so-
breyectivo y como S(R?) es denso en L*(R?), entonces se tiene que F :
L*(RY) — L2(RY) es también sobreyectivo.

Concluimos este capitulo enunciando el siguiente teorema:

Teorema 2.4.4. La transformada de Fourier es una aplicacion lineal, biyec-
tiva y continua de S'(R?) en S'(R?), con inversa continua.

Sabemos que LP(R?) C &'(R%), o sea que toda funcién f € LP(R?) con
1 < p < 00, define una distribucion en S’ (R%).

En consecuencia tiene sentido f € S'(R%).

Sipara R > 0 se tiene que fr(z) = Xp(o,r)(7) f(z). Entonces impr . o0 fr(7) =
f(x) en 8'(RY), por lo que por el teorema anterior se tiene que limp__ 4 oo fr(z) =

f(x) en S'(RY).
Como cada fr(z) € LY(RY), definimos f(€) = Imp— 400 fB(o,R) e~ 2 f (1) dx
en S'(RY).

50



Capitulo 3

Desigualdades en norma con
pesos para la Transformada de
Fourier. Parte 1

Como dijimos anteriormente, B. Munckenhoupt estudié el problema de
caracterizar aquellas funciones no negativas u y v, para las cuales existe algin
p, con 1 < p < o0, tal que la desigualdad

+oo too
[ i@run s [ ier i d @)
tiene validez para toda funcién f integrable, donde f denota la transformada
de Fourier de f.

En este capftulo estudiamos las desigualdades en norma con pesos para
la Transformada de Fourier cuando dichos pesos son funciones no negativas,
més precisamente, encontraremos algunas condiciones necesarias y suficientes
para la validez de la desigualdad (3.1) cuando v = 1. (El caso u = 1 se puede
encontrar en [AgHa] y los resultados son obtenidos de manera similar a los
estudiados en este capitulo).

Siv=1y 1< p<2, obtenemos una condicién necesaria en la forma
+oo r(k+1)

(_Z: (/k u(@) df")b>1/b <er?!

T

donder>0yb:ﬁ.
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Siv=1y1<p, obtenemos una condicién suficiente en la forma

/ u(z) dr < em(E)P~!
E

donde E es cualquier conjunto medible.

Observaremos también que las condiciones suficientes halladas resultan
generalizaciones de las desigualdades de Paley y del Teorema de Pitt.

Cabe destacar que se trabajara en una dimension, y que los pesos v y v,
corresponden a funciones medibles no negativas y la constante C' que apare-
cerd en los teoremas y demostraciones dependera del exponente p y no de
las funciones generales consideradas. Por ultimo la Transformada de Fourier
de f se denotara f y su inversa correspondiente con f.

3.1. Comentario preliminar

Cuando consideramos desigualdades del tipo (3.1) es evidente que el com-
portamiento particular de las traslaciones y dilataciones bajo la Transforma-
da de Fourier se reflejara sobre las propiedades de u y v.

Recordemos que en el capitulo anterior vimos que entre las propiedades
algebraicas que goza la Transformada de Fourier, se tienen:

= 1) Si 7 f(2) = f(z — h) entonces 7, f () = e~ 277 f(z).
= 2) Si g(z) = e2™@h f(2) entonces §(€) = (m.f)(z).

» 3) fe(z) = ! f(%) para e > 0, tenemos que ﬁ(x) = f(ex)

Ademas se tiene usando el Teorema de inversion, que:

f(@) = f(=a).
Supongamos ahora que v = v es localmente integrable y veamos entonces

que si u # 0 el operador T : L5 (R) — LE(R) definido por T(f) = f no
estd acotado cuando p # 2.
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En efecto, supongamos que 7 estd acotado, es decir que vale la desigual-
dad (3.1) y que u = v es localmente integrable, veamos que si u # 0 nece-
sariamente p = 2.

Usando 2) y 3) y dos veces la desigualdad (3.1) es facil de ver que:

/ |f(=z + a)|Pu(z)dx < C/ |f(z + b)[Pu(x)dx
R R
para cualquier a y b.

En efecto,

L+ u@) do = [ 1f(~ta = )P uie) do = [ 1f =)l u(e) da

Por otro lado, tomando g(z) = f(z — a), se tiene que

g(x) = e 2T f(z).
Asi, o
— {e—2maxf(x>}/\

Continuando la cuenta, obtenemos que:

/]f(—a:—i—a)]p dw—/]fa:—a P () da

= e @) PP ute) do = [ li@)P

Usando ahora la desigualdad (3.1) resulta que,

/R G u(x) dz < C /R G()P ulz) da

Siguiendo con la cuenta anterior tenemos que,

c / §(@)P u(x) dz = C / =292 f(1)P u(z) da

—C/ |62mbx —27rz:c(b+a) ( )’p ( )dl‘

— C/ |6—2m (b+a) a:|p |e2mbrf=(x)|p U(I‘) dx < C/ |€27ribzf(x)’p u(w) dr
R R
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Luego usando nuevamente la desigualdad (3.1) obtenemos que

2mibe f( P u(z) do = f(x Pu(z) dx x Pu(x) dz.
C/Rle f(@)P u(z) d C/le( +0)|” u(z) d SC/Rf( + )P u(z) d

Concluimos asi que

/ (=2 + a)Pule)dz < C / (@ + ) Pu(z)de
R R

Si ahora tomamos f(7) = X(—e, ¢)(7), podemos concluir que para todo
€ >0y para todas a y b:

1
— u(z) de < — u(z) dx
2¢ J|z—a|<e 2¢ Jjz—b|<e

esto es lo mismo que decir que, para todo € > 0 y para todas a y b:

1 C /
_ u(x) de < u(x) dz
B o " = B0 Sy

Como u es localmente integrable, por el Teorema de diferenciacién de
Lebesgue se tiene que:

If L
1m
e—0 |B:()| JB. )

u(z) dr = u(b) para casi todo b.
Entonces existe by tal que 0 < M (by) = supg..«1 m fB:—:(bO) u(z) dr <
oy

1

lim ——— u(x) dr = u(by).
0 TBoo)] Sy %) 4 = 00)

Ademés u(by) < M(by) < oo.

1 C
Por otro lado, m fBg(a) ’LL(lU) dx S W st(bO) U(SU) dz.
Entonces nuevamente por el Teorema de diferenciacién se tiene que, para
casi todo a:
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1
u(z) de < C lim ———— u(x) dx

1
u(a) = 1
(a) e—0 | B:(bo)| JB. (o)

im
e—0 [B:(a)| JB.(a)
< C u(by) < C M(by) < o0.

Por lo tanto, para casi todo a se tiene que u(a) < C u(by) < 0o

Si u # 0 ( es decir el conjunto donde u es distinto de cero tiene medida
positiva), entonces existe ag tal que:

lime—0 (po(aoy JBu(ae) (@) dz# 0> 0.
En efecto, por el Teorema de Diferenciacion se tiene que

lime o m fBE(a) w(z) dr = u(a) para casi todo a y como u # 0,
resulta que existe ag tal que u(ag) > 0.

Ademas, para casi todo b tenemos que

! (z) dx <
- u <
| B<(a0)| JB. (ao) [B=(0)| JB.(v)

u(zx) de.

Asi tomando limite cuando ¢ tiende a 0, obtenemos que 0 < u(ag) <

Cu(b).

Concluimos asi que para casi todo a, wu(a) < C u(by) < 0o y para casi
todo b, 0 < u(ag) < Cu(b).

Entonces existen constantes A # 0y B # 0 tal que:

A <wu(z) < B para casi todo x.

7T£E2

Ahora si tomamos f(z) = e ™", sabemos que f(z) = f(x). Como

fe(z) = %f(%) entonces fs(x) = f(ex).

Resulta asi que:
1) fg | fo(@)Pde = <.
2) Jg lfe(@)P dz = 55731

2 :
En efecto como fR e " du = /7, se tiene que:
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/|f€ P dx—/|f ex)l? dm—/|e—m> P da
_/ewszpdx_/ (ﬁex)d
R R

Usando el cambio de variables u = /7p ex, tenemos que:

“ 1 .2 1 Ch
pd — u d — = —.
J V@ de = —= [ au= —=vr=

Por otro lado,

/|f5 |de—/\ |de—/\—“2|de

= — (F dx.
€p R

. . A/ T .
Tomando el cambio de variables u = Tpa:, entonces se tiene que:

/|fa pdx—/ v du—;p\?

epl

Aplicando la desigualdad (3.1) y usando que A < wu(z) < Benctpzxy
que u = v, tenemos que para todo € > 0

QSCCQ

€ ep—1

(3.2)

De modo que si u # 0 necesariamente se tiene que p = 2. En efecto,
sip < 2ye <1, entonces € < P~ implica que Epl_l < %, llegando a un
absurdo debido a la desigualdad (3.2), en cambio si p > 2 y € > 1, entonces
e < P71 implica que Epl_l < %, que resulta por la misma desigualdad, un

absurdo.
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3.2. Una condicién necesaria simple

En esta seccién trabajaremos el caso cuando v = 1 y u es cualquier
funcién no negativa. Deseamos obtener caracteristicas sobre la funcién no
negativa u si la desigualdad:

/!f(w)l” u(z) dr < C/ [f ()" dzx (3.3)
R R

es valida, donde 1 < p < 0.

Recordando el comportamiento de las traslaciones y de las dilataciones

bajo la Transformada de Fourier tenemos , si tomamos f(z) = x(~1/2r,1/2r) (z)e?miaz,

donde xg(z) denota la funcion caracteristica del conjunto E, que:

R 1/2r ' '
f(f) :/ 6—2nz§ze2nmz dx
—1/2r
1/2r ‘
N / e~ 2mir(E=a) 4y,
—1/2r
‘ Us_ando el cambio de variables u = —27xi(§ —a) y sabiendo que sen(b) =
elb_zfﬂb, entonces
feo=1[" e R SRR 1
zi¢—a) —2mi(§ —a) 2mi(€ —a)  FiE—a)
-1 . .
= r (5—(1) _ 72(5—0,)
2miE —a) erts™?]
1 T
= sen(—(£ —a
)

Asisi [€ —a| < I, se tiene que |£(€)] > sen(1)/r.

En efecto probar que



es lo mismo que probar que

= sen(7 (€~ ) > sen(1)

FE—a) T

y por un calculo simple de anéalisis se puede demostrar que lsen 2) | > sen(1)
si |z| < 1, concluyendo asf que | f(€)] > sen(1)/r.

Tomando I = {x : [v — a| < Z} obtenemos la siguiente desigualdad:

/Iu(:(:)dx_sen /\f ) [Pu( )d:r:<Crp/\f )P dox = CrP~!

En efecto, usando la desigualdad (3.3) se tiene que:

/Iu(x) da :rp/llpu(:v) o<y [HOF

r 7 sen(1)P

<o /I F@)P de = O /I X (1201 2y ()29 P i

1/2r ) 1 1
= Crp/ |2 P dy = CrP(— 4 —) = CrP~ 1,
—1/2r 2r  2r

Entonces [; u(z) dz < CrP~! donde I = {z : |z —a| < £}. Concluyendo
asf que u es localmente mtegrable.

Denotando m(FE), la medida del conjunto medible F, tenemos:

/u(m) de < Cm(I)P~! para cualquier intervalo I.
I

En efecto, dado cualquier intervalo I = (a,b) con a < b, la desigualdad

se obtiene tomando el intervalo I, = (¢ — b_T“, c+ b_?“) con ¢ = “T“’.

Observemos que para p = 1, esta condicién implica que u es integrable
sobre todo R. En efecto, si [;u(x) de < C para todo intervalo I = (a,b)
entonces [pu(x) dz < C,y asi u es 1ntegrable en R.
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Ademas para p = 2 se tiene usando el Teorema de diferenciacion que u
esta acotada, ya que decir que | I u(x) de < C m(I;) es lo mismo que decir

1
m(It)/Itu(:c) dx < C.

Asi, como u es localmente integrable, tomando m([;) tendiendo a 0 se tiene
que el término izquierdo de la desigualdad anterior tiende a u(t) con t € I
en casi todo punto. Concluyendo asi que u debe ser acotada.

En cambio si p > 2 se tiene que u(t) = 0 para casi todo punto.

En efecto, f[ ) dx < C’m(lt)p 1. por lo tanto, tomando limites en

ambos lados hmm([t —0

i ) da < limy, ()0 Cm(Iy)P~2 se tiene

para casi todo t que u(t) S O y entonces u(t) = 0 para casi todo t.

3.3. Una condicién suficiente cuando v =1y 1 <
p<2

En esta seccién queremos hallar condiciones suficientes para la validez de
la desigualdad (3.1) considerando el caso que 1 < p <2y quev =1y donde
u es una funcién localmente integrable.

Una modificacion de la demostracion dada en el libro de Zygmund’s [Zy]
del Teorema de Paley descripta en el capitulo 1 de la introduccién, mostrara
que el siguiente teorema vale:

Teorema 3.3.1. Sea 1 < p < 2. 81 la funcion u localmente integrable satis-
face la desigualdad fE ) dz < Cm(E)P~! para cualquier conjunto medible
E, entonces se tiene que:

/le(:v)lp u(x) de < C/R |f ()P da.

De este teorema se puede observar los siguientes hechos:

Observacion 3.3.1. 1) La demostracion del teorema resulta trivial sip = 1
op=2.

En efecto, si p = 1, la condicion fE ) dz < C para todo conjunto
medible E, implica que u € L'(R). Como |f( )| < |Ifll1, tenemos que:
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i@t do < £l [ @) do=C [17(0)] da.

En cambio si p = 2, la condicion [pu(x) de < Cm(E) implica que
ﬁf}z u(z) de < C y tomando el limite cuando m(E) tiende a cero, se

tiene por el Teorema de Diferenciacion de Lebesque que u(x) < C para casi
todo x.

Por lo tanto usando el Teorema de Parseval, tenemos para casi todo x
que

[1i@Pu) ds < ¢ [\f)Pds = c [ |f)Pi,

2) Es interesante observar que para p =1 o p = 2 la condicion simple
necesaria de la seccion (3.2) y la condicion suficiente del Teorema (3.3.1)
son equivalentes:

En efecto, queremos ver que sip=1dp =2, conu € L}OC(R) se verifica

/u(x) dz < Cm(I)P~! para todo intervalo I (3.4)
1

sty solo si se verifica

/ u(z)dr < Cm(E)P~! para todo medible E. (3.5)
E

Si p = 1 tenemos que f[ u(x) de < C para todo intervalo I. Toman-
do Iy tal que E C Iy, (por ejemplo Iy = R), obtenemos que [pu(x) dz <
ffo u(z) de < C para todo conjunto medible E.

En cambio, si p = 2, tenemos que: ﬁ f]t u(t) dt < C y tomando el
limite cuando m(I;) tiende a cero, obtenemos que u(t) < C (para casi todo t).
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Entonces, ﬁ [ u(x) do < %m(E) =C.

Reciprocamente, como wvale para todo E medible, en particular vale para
todo intervalo I.

En cambio, veremos en la siguiente seccion que no podemos interpolar y
obtener que ellos sean equivalentes para 1 < p < 2.

Para realizar la demostraciéon del teorema 3.3.1 cuando 1 < p < 2
necesitamos el Teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz méas un resultado
que muestra diferentes condiciones equivalentes para u. S6lo los enunciare-
mos, las demostraciones se encuentran en los trabajos de [StWe] y [AgHa],
respectivamente.

Teorema 3.3.2. Teorema de Interpolacion de Marcinkiewicz

Sean 1 < pg < p1 < o0 y sea un operador T que transforma funciones de
LPo(u) 4+ LP*(p) a funciones v-medibles, que satisfacen:

1) T es subaditivo:
Para toda f,g € LP(u) + LP'(n) implica que
T(f +9) (@) < |T(f) ()| + |T(g)(x)]

para cast todo punto.

2) T es de tipo débil (po,po):

vz |Tf(z) >N < )\CT%f |f(z)|Po dp con Co > 0 constante independi-
ente de f y A >0

3) T es de tipo débil (p1,p1) con constante Cy > 0.
Entonces,

Para todo p, po < p < p1, existe Cp, > 0 tal que

HTfHLP('U) < CPHf”LP(u)?

(es decir T es de tipo fuerte (p,p) respecto a (v, p)).
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Teorema 3.3.3. Sea 1 < p < 2 y sea b = QL—p Y SUPONGamos que U es

localmente integrable. Entonces son equivalentes los siguientes hechos:
i) m({x:u(z) > A}) < /\b/z para toda A > 0.
it) [pu(z) do < Cm(E)P~! para todo conjunto medible E.
iii) Para o > /2, f{x:ub/Q(ﬁ)g)\} u*(z) dr < CouX5 1 para toda A > 0

i) Para cualquier v >0, A\ > 0,

(k+1)r _
E({k - ]Q : w(z) dz > \}) <:<7[ - ]b/2

r

donde §(A) denota el nimero de elementos del conjunto A.

A continuacion realizaremos la demostraciéon del teorema 3.3.1.

Demostracion. Demostracion del teorema 3.3.1

Usaremos el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz interpolando con
los exponentes pg =1y p1 = 2.

Sea T un operador definido para f € LP N L'(R) mediante la formula:

o) — u‘b/z(a;)f(x) si u(xz) #0
T )_{ 0 siu(z) =0

@mmb:;%y1<p<z

Fijando p, se puede ver que:
a) T : L*(R) — L2,(R) es de tipo fuerte (2,2).

En efecto, por la definicién de T' se tiene que:

f = X ’LLb X xZ.
/R @) Pu(z) de = /R TF () Pub(z) d

Como [Tf(x)? = [u7=2 (x) f(x)[P = ur2 ()| ()], entonces

ITf(@)Pu7 (x) = ur'? (x)u? » ()| f(2) ]
= {Tﬂ)l u(z)|f ()]’



Sabiendo que si p1 = 2, entonces [pu(x) dz < Cm(E) implica que
ﬁ Jpu(x) de < C, y tomando limite cuando m(F) tiende a 0, tenemos

por el Teorema de Diferenciacion que u(x) < C para casi todo x. Sabiendo
ademas que, en L? se puede usar la desigualdad de Plancharel, vista en el
capitulo anterior, obtenemos que:

/R T ()P () e = / (@) Pule) dz < © / @) dz=C / ()2 da.
Asi [ |Tf(z)|?ub(z) do < C [ |f(2)* dz, por lo que se concluye:

ITFI% < CIAIP.

Por lo tanto se tiene que T es de tipo fuerte (2,2), concluyendo asi que T es
de tipo débil (2,2).

b) T : L'(R) — L., (R) es de tipo débil (1,1).

En efecto,

{2 :|Tf(@)| > A} = {2 : ur (2)| f(2)] > A} C {2 : ur (@) £l > A}.

~ 1 ~ 1
Sabemos que |f(z)| < [|f]l1 implica que u»=2(z)|f ()] < ur=2(z)|f]1.
Entonces tenemos que,

{21 |Tf(@)| > A} C {z: ur 2 (@)||f1 > A}

1 A
= {o = @) >
Vo SRRV I

Por lo tanto,

{x:|Tf(x)] > A} C {z:u¥?(z) < ”J;||1}.
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Asi concluimos usando la condicion i7) = #ii) del Teorema (3.3.3), que:

m{{z  TF@)] > A)u @) —/ u'(x) da S/ ub(z) dz
{z:|Tf(2)|>A} {x:ub/Q(gc)<%}

26 _
< oMy

Entonces m({z : |Tf(z)| > A\}) < %Hle, y asi T es de tipo débil (1,1).

Por a) y b) y usando el teorema de Interpolacion de Marcinkiewcz, tene-
mos que para todo p, tal que 1 < p < 2, existe una constante C), > 0 tal que
verifica

1T fllze, @) = Cpll fllo)-

Esto es lo mismo que decir,

/ITf(I)Ipub(w) dx:/lf(:v)l” u(z) dr < Cp/lf(w)l” dz.

Por lo que, para todo p con 1 < p < 2 se tiene que

/If(x)l” u(r) dx < C/ |f(x)|Pda.

demostrando, junto con la observacién dada anteriormente, el teorema para
todo p, con 1 < p < 2. O

3.4. No equivalencia de las condiciones anteriores
cuando 1 <p <2

En esta seccion veremos que la condiciéon necesaria (3.4) y la condicion
suficiente (3.5) no son equivalentes para todo p con 1 < p < 2. Para ello
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antes veamos un ejemplo donde muestra que el operador T : f — xg f ,
donde E = UY_,(2%,2F+1) tiene norma esencialmente equivalente (depen-

2
diendo de p) a N,

Sea 1 < p < 2 y sea F un conjunto medible tal que m(F) < +o0. Si
u(x) = xr(z), entonces tenemos que:

F(2)|Pu(z) do = F(2)|P dx m(F)?P z)|P dx
/R\f(x)\ (x) d /wm P di < Cm(F) /le( )P e (36)

En efecto, tomando el operador:

T: L’(R) — L”(R)
definido por:
T(1)(a) = X0 @) oon f € PR y 1 <p<

y usando el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz con pg =1y p1 = 2,
demostramos la desigualdad 3.6.

En efecto tenemos que:
a) T: L*(R) — L2(R) es de tipo fuerte (2,2).

Para ello usando el Teorema de Plancherel, obtenemos que

/'Tf |2d"3—/\XF2,,A }dx
_m<F><2P>2/ F@P do < s [ 1) da

— i | @) da

Por lo tanto ||Tf||2 < ﬁﬂfﬂg, concluyendo asi que T es de tipo fuerte
(2,2).

b) T es de tipo débil (1,1).
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En efecto, usando la desigualdad de Chebychev:

1
m({z : [Tf(x)] > A}) =m({z: (2P
<m({z: [xp(@)||flL > Am(F)*7P})

Am(E)*? il m(FNR)
D < s [ @) de = i

e (@)|1f(@)] > A})

=m({z : [xr(z)| >
Por lo tanto, T es de tipo débil (1,1).

Asi obtenemos que, para todo p con 1 < p < 2 existe C}, > 0 tal que:

([ rsp an' < o [ 1@ a)',

que es equivalente a decir que:

| lap 2l XF dr <y [ 15 do

p 1
/ROF|f($)|pm(F)2p dz < Cg/R|f($)|p de.

0 sea que,

Por lo tanto,

F(2)|Pu(z) do = F(z)|P da P (F)2~P z)|P dzx.
/er< Pu(z) d /Wm P de < C2m(F) /R\f( )P d

Para algunos conjuntos podemos afinar la desigualdad 3.6, para ello
necesitamos un resultado conocido, cuya demostracion se encuentra en [St1].

Sea p un rectangulo arbitrario en R?, es decir el producto cartesiano de
d-intervalos en R.

Para cada rectangulo p definimos el operador suma parcial S, como:
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S,(f) =X, f con f € LR N LP(RY).

Descomponemos a R como la uniéon de intervalos disjuntos (cuyos inte-
riores son disjuntos) [2%,2%*!] con k € R y [-2F+1 —2*] con k € R. Esta
coleccién se llamard la descomposicion diddica de R. La familia de los rec-
tangulos resultantes se denotara por A = {[n2¥, (n + 1)2k]}{n€Z,kEZ}'

Teorema 3.4.1. Supongamos que f € LP(R?) con 1 < p < .
Entonces:
1/2
(X ealStf@)12) |

(Xrea |51f($)|2)1/2 € LP(R?) y el radio T ° estd con-
tenido entre dos cotas independientes de f.

Es decir,

[ (S isur@py e [15@p ar

IeA

Tomemos ahora el conjunto E = Uévzl(Qk, 28 + 1), se puede ver en este
caso, que la funcion T : f — xpf tiene norma esencialmente equivalente

(dependiendo de p) a N 22_71’ Es decir que,
[1i@l de= N [ (@) da.
E R

. ‘. 2 2-p
A continuacion probaremos que [ |f(x)|? de < CN 2 [ |f(z)|P dx.
En efecto, sea Ay = (2%,2F + 1) y sea Iy = (2F,2%1), entonces F =

Uszl Ay, es decir E es union disjunta de Ay y donde Ay C Ij.
Luego,
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[ @ do = /U L e

—Z/ X[k x)|P de/ \ka x)|P dx
<C ISt f(2)[P dz
> s

Esta ultima desigualdad se tiene por la desigualdad 3.6 que se encuen-
tra al principio de esta seccion , tomando Ay = F y u(x) = x4, (2).

En efecto,

/ 1S F @) Pxa, () dx = / 1SS @) P de
R Ag

< Cm(A) 7 /R 1Sy, (@) de = C /R Sy (@) da

Usando ahora la desigualdad de Holder obtenemos:

2—p

Z\Slk 2)P < (ﬁ: (1S5, £ ()I?) 2/p>p/ (zle)

k=1

Por lo tanto,

N
p/2 2—p 2—p
/ ZIS@ D) da < / (X (sn@P)?) N5 e < ain's [ 1p(ap da.
k=1 R

Entonces,

/ |f ()P da < ClNZ'E’”/ |f(x)|P da.
E R

Tomando T(f) = xgf obtenemos que:
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ITHIE = Ixe I Z/RXEf(w)Ip dx Z/Elf(ﬂﬁ)\p dr < CYN 2| F.

Entonces

1T flp

< C N2I
— 1 2

1Tl eerry = = sup

2-p
Para ver que la norma del operador T no es mas pequena que N 2» basta

tomar la funcion f tal que f = y&. La demostracion se encuentra en [AgHa].

Como una aplicacién de este ejemplo tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 3.4.1. La condicion [, u(z) dv < Cm(E)P~! para todo conjunto
E medible no es necesaria pare la validez de la desigualdad:

/]f(a?)]pu(;c) dr < C/\f(x)\p dr conl<p<2.
R R

Demostracion. Sea E(e, N) = Uk (28 (28 + 1)) = Uk 1 A(e, k) donde
I(g, k) = (e2F,2%1) v por lo tanto A(e, k) C I(e, k).

Usando el comportamiento de las dilataciones bajo la Transformada de
Fourier y el ejemplo anterior obtenemos que:

)P dx = / XI(e, Pdx
/E(&N) o) Z Xt (@)
< Cm(A(e, k)> Z / S 1P de
k=1

Usando Hoélder obtenemos que:

N

/2
S ISt P < (3 (S1ens)™) " (

k=1 k=1 k=1

=

2—p

)

Mz
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Asi concluimos que:

N
A _ 2-p 2/p p/2
f@P dz<c2 N [ (3 (S P)
/E(E N) <§1 )
< C2 PN / If(2)P dz = C(2N)*=" / |f(2x)|P da (3.7)

Sea ahora e, = 27" y N,, = 2", entonces se tiene que:

271,
B, =2t 4 B(en, N) = (@ 4287, 22 4 (2F )27,
k=1

Observemos primeramente que para todo n € N tenemos que E, son disjun-
tos, tomemos la funcion u = > -7, xg, que es independiente de p y veamos
que u es localmente integrable.

En efecto, para cualquier compacto K :

/K dx—/ ZXE
nf:l/KXEn(iﬂ) dx:;m(KﬂEn)<oo

Como los conjuntos E, son disjuntos, tenemos que:

[ = [ rfunpim(x) dr
=§/ o) P, (@ d:c—z/ o) do
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Usando la desigualdad (3.7) obtenemos que
)P dz < n )P
Z/ 2P da 202(2n2 /yf )P da
=Cy Z(Q—Qn—l-n l/b/ ‘f ‘p dz

n=1

1
:czgw [1r@P s <ca [ I#@p as

Por lo tanto,

/R | f(x)[Pu(z) de < Cs /R |f(x)P de.

Pero por otro lado, para A < 1 tenemos:
m({z : u(z) > A\}) =m{z ZXEn > A}
Y como los conjuntos £n son disjuntos, obtenemos que

m({x eR: ZXEn ) > A}) = Zm(E
n=1

Yy ya que
m(B,) = m(Jj_; (22" 4 2k-m 22"+ 4 2k 4 1)271)) = 3727 Lo =1,

entonces se tiene que:

m({z eR: ZXE” )> A} =Y m(E,) =
n=1

Asi se demuestra que la condicién i) del Teorema (3.3.3) no vale, y por
lo tanto no vale [ u(x) dz < Cm(E)P~! para todo conjunto medible E. [
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Corolario 3.4.2. La condicion [;u(z) dv < Cm(I)P~! para todo intervalo
I no es suficiente para la validez de la deszgualdad.

/ f(@)[Pu(z) da < C/ If(@)|P dz sil<p<2.
R R

Demostracion. Tomemos la funcion u(x) = xg(x) independiente de p, con
E =2, (282 +1).

Veamos que, tomando esta funcién u, no es valida la desigualdad:

/R @) Pu(z) dz < © /R F@)P d

En efecto, teniendo en mente el ejemplo de la seccion anterior y tomando
N — +00 obtenemos el absurdo:

/R F@)Pu() dz = /R F@)Pxs(z) do =

/ F@)P dr= N'F / F@)P de — +oo
E R

Por otro lado veamos que se satisface la condicién [; u(z) de < Cm(I)P~*
para todo 1.

En efecto, sea I = (a,b) entonces m(I) = b —a > 0, asf se tiene que
existe j > 0 tal que 2/ < m(I) < 27+, Por lo tanto obtenemos que:

Juta dm<(]/ dx_C/

2J+1

C/ X de =C 1dx
Urzq( (2F 2k+1)( ) o, 2j+1)ﬁU2° 1(2k 2k 41

27 +1 27 +1

o0

Cm((0,2TH) N U (2% 2k + 1)) U (2%, 2F + 1) N (0,2711))
k=1 k=1

J
m(| J(2* 28 +1)n(0,27h) = Cj
k=1
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Como 27 < m(I) < 27*! entonces log(27) < log(m(I)) < log(2/*1), que

es lo mismo que j < loisgzg)) <j+L

Por lo tanto se concluye que,

/ w(z) dz < Clog(m(I)).

1

Ademis sabemos que si 1 < p < 2 entonces log(m(I)) < m(I)P~!, obte-
niendo asi que:

/u(m) de < Cm(I)P~!
I

para todo intervalo I. O

3.5. Una condicion necesaria mas fuerte

En la seccién anterior mostramos que la condicién [, u(z) do < Cm(E)P~1
para todo conjunto medible E' no es una condicién necesaria para la de-
sigualdad 3.3, pero también vimos que la condicion [; u(z) doz < Cm(I)P~!
para todo intervalo I no es una condicion suficiente. Por lo tanto debemos
conseguir una condicién intermedia para 1 < p < 2. El siguiente teorema nos
aporta esa condicién intermedia:

Teorema 3.5.1. Si 1 < p < 2 yu satisface:

[If@Pu@ de<c [ 1@ do
R R
Entonces u debe satisfacer la desigualdad:

k=400

(> (/k(kﬂ)ru(l‘) dﬂ«“)b)l/b < oyt

k=— T

para todo v > 0, donde b = Q—Ep.

Demostracion. Sea g(x) = ;. agX(kk+1)(z) donde ay = 0 para casi todo k
(excepto para un ntmero finito de k).

73



Sea f deﬁnido mediante f(z) = g(z). Por el Teorema de inversién tene-

mos que f(x f e%wyf (y) dy para casi todo x. Asi,
f(z) = /R€2myf(y) dy = A€2Wixy(zakX(k,k+1)(y)) dy
k
k+1 2miyx
_ 2mixy dy = € k+1
/k (Zk:ak)e Y Zak 2mix ’k

eQﬂ'ix(k—i—l) e2mizk iz _

— Z a : — Z a 627r7,mk
. 2mix C omix

Por lo tanto,

2mixr 1

f(.l‘) _ Zake%rimk(e

k

)

2mix

para casi todo .

Estimemos en primer lugar la norma LP de f:

1 1+2n
[i@pds = [ ira@pdes S [ @ dn
Para n # 0 tenemos usando el cambio de variables y = x — 2n que:

14+2n 14+2n 9 k T 1 »
/ |f(x)|P dx :/ ‘Zake T 27rz'a; )‘ dx

—142n —142n
- / ‘Za o2mik(y+2n) € Lywn) ! |p d
Y
27i(y + 2n)
1 21y L4
_ / ‘ Za e?ﬂzkye47rzkn zye =1 |P dy
15 27i(y + 2n)
Como e*™" = 1 tenemos que:

14+2n 6 Y 1
/ |f(x)|P dx —/ ‘ E ape?™hy _—___ — |p dy
—14+2n 27i(y + 2n)
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Para n # 0 tenemos que:

1+2n 1 1 2miky ( 2Ty 1 p
/ ‘f(x)‘p dr = / | Zk are (6 )‘ dy.

“142n 2m)P ) ly + 2n|P

Como |y +2n| > |n| y €™ — 1P < (|e*™™¥| 4+ 1)P < 2P, obtenemos que:

1+2n C
/ |f ()P d$_||p/ ]Za >R dy con n # 0.
n

—142n

Por otro lado,

1 1 vk 627rix_1 »
/_1|f(1:)|p dx:/_l‘Zake T (W)‘ dz

k

Observemos la siguiente cuenta:

¥ _ 1 = (cos(2mz) + isen(27z)) — 1
= (cos? ( x) — sen?(mx) — 1) + i2sen(mz) cos(mx)
= (—2sen’(mz)) + i2sen(mz) cos(mx) = 2isen(rx)(cos(mz) + i sen(mz))

= 2isen(mx)e™®

Entonces
e?mir sen(mx)
T ppsentna))
Si |z| < 1 con x # 0, se tiene que
sen(mz
| <2

pues por el teorema del Valor Medio, tomando la funcién h(x) = sen(mwz),

que resulta continua y derivable en (0,x), se tiene que existe ¢ € (0,z) tal
h(z)—h(0) h/( ) sen 7rac) o
z—0 -

que y por lo tanto, } = |mcos(c)| < .

75



Por lo tanto:

! 1 ! 2mixk |P
/_1|f(x)|p dzr < (277)7)1/—1‘2%6 dz.

k

Por consiguiente,

14+2n
/Rf(a:)]pdx:/_ f@Pdet S /mn )P da

n#0,n€Z

1 /1 2mizk |P omik
< — ape ™" dr + / are“™" NP dx
et | [ e 2 [ 12

Como En?éo % converge porque p > 1, entonces:
1 .
/ ‘f(x)’p dr < C/ ’Zakezmkz”p dr.
R -1

Por otro lado,

Vi@ ua) e = [ S e () t) e

Observemos que si k = kg tenemos que:

» ko+1
[ ot Xt @ ] ule) do = [ fos, P u(e) do.

ko

Por lo tanto,

» k+1
/R‘Zk:akx(k’kﬂ)(x)‘ u(z) doe = Z \ak\p/k u(z) dx.

k
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Concluimos asi,

X k+1
)P u(z) de = ar|P ulx) dx. .
/le()l (2) d ;m/k (2) d (3.9)

Luego usando la hipotesis que [ |f(2)Pu(x) dz < C [, |f(z)|Pdz y uti-

lizando los resultados (3.8) y (3.9) y la desigualdad de Holder, tenemos
que

k+1 1 '
Zlak|1’/ u(x) dx <C/ ’Zake%mkz|p du
k k -1
1 oy, )
< C(/ ‘ Zake%”kw‘pp dx)2 (/

2—p

1 1%) .
1
1
< C(/ Z|ak|2|627rika:|2 dx)%f%” < C(Z|ak’2)g
-1

Por lo tanto concluimos que:

[NIiS]

k+1
k

Z \ak\p/ u(z) de < C’(Z |ak|2)
k k

(3.10)

para cualquier eleccion de la sucesion finita (ay).

Veamos que vale la tesis del teorema para » = 1, es decir que es valida la
siguiente desigualdad:

k=-+oc0

k+1 )
Z (/k u(z) dz)2r < C.

k=—00

En efecto, tomemos (ci) y (by) de tal manera que |ag| = |bg|'/? v ¢ =
f:ﬂ u(x) dz y reemplazando en (3.10), nos queda que
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S oller] < (S Ikl 7) 2 = Clbillayw. (3.11)
k k

Usando la propiedad que || f]|, = SUD e 14/ |gl|=1 [ fg para toda funcién
f € LP(R?), tenemos que

k=400 k+1

sup > Jexllbe] = ||ck||2zp=(2(/ ulw) da)77) ©

(br)EL?/P |Ibllayp=1 "% koo 7K

Entonces, como b = ﬁ y por la desigualdad (3.11) tenemos que :

k=+o00

k1 1/b
3 (/k u(z) dx)b) <C sup 1bkll2/p = C-

k=—o0 (bk)EL?/P ||bg ||2/p=1

Concluyendo asi que:
k=400

k+1 )
Z (/k u(z) dz)2r < C.

k=—o00

Para probar el caso general, usamos las desigualdades (3.8), (3.9) y
(3.10), considerando dilataciones. Si f-(z) = 1 f(2) entonces fe(z) = f(ex).

Por lo tanto, usando el cambio de variables y = £ y (3.8) tenemos que,

Jir@p do= [ |2 o= [ 1007z dy
crtl / @) dz = (1) / @) de

< C eP— 1 / |Za 627szk‘p dz
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Por otro lado, por (3.9) se tiene que:

k+1

fe@)P u(z) doe = | |f(ex)Pu(e dw—Z\ak\p " u() do
/ I I

Sabemos por hipotesis que [ | fo(2)|Pu(z) do < C [|fe(z)]P dx y por la
misma cuenta que hicimos en el caso r = 1, obtenemos que:

k41

Zrakrp/a (@) do < O ()™

Tomando by, y ¢ tal que |ag| = |bk\1/p y Cp = fk ) dx, tenemos que

Z\kack\ < Oer ) Z\b 2/P)P/?,

Por lo tanto:

sup D lbkller| < (77 sup [1bxl2/p-
{(bx)€L?/P ||br[l2/p=1} {(bk)EL2/P ||bk|l2/p=1}

Luego nos queda la siguiente cuenta:

lexll 2 < C(ePH)~h
2—p

Tomando € = % v sabiendo que b = ﬁ obtenemos que:

Z /kr )b>};§0<(1)p1>—1'

(k+1)r

r
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Para terminar este capitulo daremos la siguiente observacién, cuya de-
mostracion se encuentra en [AgHal.

Observacion 3.5.1. La condicidn necesaria vista en el teorema anterior se
encuentra entre las dos primeras condiciones necesartas analizadas, es decir:

a)

k=+00 (k+1)r b 1/b
< Z (/ u(z) dz) ) < Corp! implica/u(m) dx < Om(I)P~L.
k= —o00 kr I

para todo intervalo 1.

b)

k=+o0 (k+1)r

[

k=—o0

b
u(z) da:)b> Y < CrP

r

para todo conjunto medible E.
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Capitulo 4

Desigualdades en norma con
pesos para la Transformada de
Fourier. Parte 2

Probaremos en este capitulo desigualdades en norma con pesos en la for-
ma:

1Fllze < Clf Il (4.1)

donde la desigualdad se establece sobre un subespacio X = My(R) de L(R)N
L5(RR) contenido en el espacio de pesos L (R) y donde f es la Transformada
de Fourier con p un peso correspondiente a una medida no negativa y v una
funcién no negativa localmente integrable.

Estudiaremos bajo qué condiciones el espacio My(R) es denso en LY(R)
permitiendo asi extender la desigualdad en norma con pesos a todo el espacio
LY(R) y la definicion de la Transformada al espacio L (R).

Empezamos definiendo el espacio My(R) como el conjunto de todas las
funciones f € L(R) tal que f(0) = 0y observando que My(R) C L'NLY(R).

En efecto si f € My(R) entonces f € LX(R) y f(OZ = 0, por lo tanto,
sop(f) € K donde K C R compacto y || f/k]|lcc <00y f(0) =0. Ademés se

tiene que v es una funcién no negativa tal que v € L} (R).
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Queremos ver que f € L' N LY(R). Para ello, veamos primero que f €
LY(R). Como f € L®(R) y m(K) < oo, obtenemos que

/ ()| dr = / F@)] dz < ||l oo m(K) < oo,
R4 K

y entonces f € LY(R).

Resta ver que f € LH(R). Como f € LP(R) y v € L. _(R), obtenemos
usando la desigualdad de Hélder que,

x v\x Xr = x v\x X L/p v\x fL'l/p
/le( )P v(x) d /Klf( )P v(z) do < (|If1xI) (/K () dz) ",

y por lo tanto tenemos que
Iy < [f1x s [10lk oo < oo

Damos a continuacién el siguiente teorema que estudia bajo qué condi-
ciones la desigualdad en norma con pesos es valida:

Teorema 4.0.2. Dados pesos v € Llloc(]R), v > 0 para casi todo punto y
1€ M(R). Asumiendo que 1 < p < ¢ < oo y que v'7 € L} (R\[-y,y]),
para cada y > 0

i) Si

By =sup (/|E<y £ du({))l/q (/ 2P 0P (2) dm)l/p/ < oo (4.2)

y>0 lz|<1/y
ii)
By = sup (/ d,u(f))l/q (/ ' P (2) dz) Y <o (4.3)
€1>y lz|>1/y

y>0

Entonces, existe una constante C > 0 tal que para toda funcién f €
My(R) se verifica que

1fllzg < Clfle (4.4)

82



Para realizar la demostracién de este teorema necesitamos dos lemas
previos, que lo enunciaremos sin demostraciéon. Las demostraciones se en-
cuentran en [BeHel].

Lema 4.0.1. Dados v € L}, (R), v >0 para casi todo punto y p € M(R).
Asumiendo que 1 < p < q < 0o y que v* ' ¢ LZOC(R), existe una constante
C > 0 tal que toda funcion h € L}, (R), con h > 0 verifica que

(/1 /t|>£| ) anan9)) " < c( [ nor o) ay'

sty solo si

1/q 1—p' /v
31;18 (/|§|<y du(€)) (/x|>y v(x) dz) P < oo

Lema 4.0.2. Dados v € L}, (R) , v > 0 para casi todo punto y u € M(R).
Asumiendo que 1 < p < q¢ < oo y v'? € L} (R), exziste una constante
C > 0 tal que toda funcién h € L}, _(R) con h > 0 verifica que

(/1 /t|<£| ) anfau©) " < o [ by o) a

sty solo si
sup (/ du(f))l/q(/ v(z) Y daz)l/p < 0
y>0  JIg>y |lz|<y

Demostracion. Demostracién del teorema 4.0.2.
Ya que f € Mp(R) tenemos que f(f) = fR(efz’”ft — 1) f(t) dt.

En efecto como f(0) = 0, entonces:

F(6) = ( / e 27 f (1) dt) — 0

= ey a— [0 a= [ @ @
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Por lo tanto como e~ 2™%¢! — 1 = —2isen(n&t)e” ™%, tenemos que:

flo =i [ e (20 e )

Por lo tanto obtenemos que:

ol =] -2 [ e () ety ) ot

_iery Sen(mwét)
gzwg/ e | 5 e £ ()| dt
€] 7r|.§t|§1| | v |[££(2)]

i 2/|t§>1 |€_m£t’|se|r;f§f|ml7r§t|\f(t)| dt

sen(mt)
&t

i€t

Sabiendo que |e”™*| = 1 y que para t # 0 ‘ ‘ < 1, entonces

obtenemos que:

F©)] < 2mle] / WNCCCEE / G

Tomando el cambio de variable t = % y usando que 7|&t| < 1 es lo mismo
que ﬁ < %, obtenemos:

) < w/ Qldes2 [ a2l de

Tal ~ I\

Consecuentemente por la Desigualdad de Minkowsky, realizamos la siguien-
te estimacion:
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([ 17 aue)"* < ( /\%m/ !m‘3f )| do

w2 f el du(@)”"

Tal ~

< 2n / e / 1rx-3f<§>rd:r>q @)
= [ (f, g b)) e due)) " = 2y 42

L
Tal = Te]

Empezamos acotando Jj y para ello usando el Lema (4.0.1), reemplazan-
do en el mismo du(€) por [€[%du(€) y v(t) por [t[3~2v(7).

Observemos primeramente que:

— 1/q 3p—2 L\ 1-p/ /e
B = sup (/£|<Z €% (§)) </t|>fr (P v(t)) dt) < 0.

y>0

En efecto, teniendo las cuentas:

w p = ~= implica que pp=p+p.

. (3p—2)(1—p’) =3p—2-3pp' +2p =3p—-2-3(p+0)+ 2 =
—2—p =—(2+p).

Obtenemos que:

— 11—y 1/p' 1 L 1/p'
2y (=~ P = —(2+p") 1-p

Como [t| > £ entonces t > £ ¢ ¢ < ZL. Por lo tanto, tomando t = 1 tenemos

que:

85



1
7

/ 1 /
(/ |t|—(2+p) v(Z)7P dt)p
o> t

%y ’ 1 / +oo / 1 1
— (/ (—t)~ @+ U(E)l—p dt+ﬁ t_(2+p)v(¥) dt) v’

-7

1

_T _ D / /T /
_ (/0 v (a1~ ()P (5 dx+/ (x‘l)_(%p)v(x)l_p(fgl) dx)l/p

.TQ u T
y

= (/ 2P o (x) P da:)l/p/ = (/ |z |P v(x) da:)l/p/
|x\<§

s
lzl<%

Por consiguiente tenemos que:

/ 1 / = / / /
(/ =@+ oLy gy = (/ 2l o) d)”.
lt]> & t | <

Por lo tanto,

B ([ i) ([ (o) )"

y>0 |>Z
_ qd 1/q P/ l—p/ d 1/p/ _
0 (/|§<fi €]9dp(€)) (/|m|<2 2| (v(z)) t) B,

y por la hipdtesis (4.2), tenemos que B = B; < oo. Por consiguiente, por
el lema 4.0.1 se tiene tomando h(t) = [t73f(3)| que para toda funcién
f € My(R) existe una constante C; > 0 tal que,
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n=([lee /. ., )] da) @)

Tac]

= (/R (/|x|>7r£| h(x) dz)* dﬂ(§)>l/q < Cl(/R |h(x)[P v(z) dac)l/p

<[ e Pl 2o o)

Asi, tomando el cambio de variables t = 1 llegamos a que J; < C4 £ 1l 2 (m)
para toda funcion f € My(R).

En efecto,

1
X
e —dt /
=l [ IPPLIOPIE P ()
I

D i TOF 1 o) dt)'’?

= e [ 150Pn ) = il o

B el [ Pl () o)

En cambio para acotar Jo usamos el lema (4.0.2):

En efecto por la definicién de Jz, necesitamos reemplazar en el lema
4.0.2 v(t) por [t|**~2v(3).

Observemos primeramente que

_ 1/q op—2 L \1-p/ 1/p
B = sup (/§|>z du(§)) </t|<g (|t v(z)) dt) < 0.

y>0

En efecto, teniendo en mente la cuenta (2p—2)(1—p') =2p—2—2pp’ +
20" =2p—2—2(p+p')+2p = —2, y tomando el cambio de variable x = %,
obtenemos:
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( / 1 2p- 202y Ly gy 17
‘t|<y t
N N 4
= ([, Gy
<=

2 / / /
_ (/ |l‘|2 (x)l_p/ dﬂf)l/p _ (/ ,U(x)l—p dm)l/p
lz|>7% Z |lz|>%

Entonces tenemos por la hipotesis (4.3) que,

B = sup (/|§>g dﬂ(g))l/q<4|<g (‘t‘Qp—QU(%))l—p' dt>1/p/

y>0

y>0

Por consiguiente, por el lema 4.0.2 se tiene tomando h(t) = |t*2f(%)] que
para toda funcion f € My(R) existe una constante Cy > 0 tal que

n= ([, @) )"

€]

<o | A o o) da) "

8r—t

Asi tomando el cambio de variables z = 1 obtenemos que [|Jo] <

Col| fll Lp(w) para toda funcién f € Mo(R).

En efecto,
_9 1 op—2 1 1/p
B < O [ W2 RGP 2 () dt)
1
/ 2P F ORI o) dr) 7
2
—o( [ Pt 'x’  v(a) do)

/ F@)P o) d2)"? = Coll fll oy
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Finalmente obtenemos para toda funcion f € My(R) que :

HfHLZ(R) <27J; +2Jy
<2rCh| fllpwy + 2C2| fll o ()
= (271'01 + 202)Hf||L€(R) = CHfHLﬁ(R) :

O

El siguiente teorema muestra un criterio de densidad general que permite
extender el Teorema 4.0.2 a todo el espacio pesado L (R).

Teorema 4.0.3. Dadosv € L] (R) para algiin r > 1, donde v > 0 para casi

loc

todo punto y eligiendo p € (1,400) se tiene que:

a) Si h € (LE(R)), el espacio vectorial anulador de My(R), entonces h
es una funcion constante.

b) Mo(R) = LE(R) 6 LE(R) C L'(R).
¢) Si v P ¢ LY(R) entonces Mo(R) = LA(R)

Para realizar la demostracién de este teorema necesitamos un teorema de
Carleson-Hunt que data del ano 1967, que garantiza la convergencia en casi
todo punto de R de la serie de Fourier de funciones en LP(R) para p > 1.
Solamente lo vamos a enunciar, la demostracién del mismo se encuentra en

[La].
Teorema 4.0.4. Sea p € (1,400). Para cada f € LP(R) entonces

lim  S,(f) = f(z) en casi todo punto,

n—-+o0o
donde Sy(f)(z) =Y 12", fu(x) €277,

A continuacién desarrollamos la demostracion del Teorema 4.0.3.

Demostracion. a) Sea h € (LL(R))’, el espacio vectorial anulador de Mp(R),
y sean las funciones x7/2(z) = X[—1/2,7/2)(z) con T > 0y e,(t) = e2mity |
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Notemos que e/%\f = f(t — ) para f € L*(R). En efecto, tomando f €
L'(R) tenemos que,

;Y\f()‘) — /Re—Qm’)\xewf(x) dr = /Re—%ri)\zeQm'ya: f(.%) dx
= [0 fa) de = f3 =)

Notemos también usando el cambio de variables —2miyx = u, que:

X7/2(7) = /R e 2™ g o (x) da

T/2 ) —2miyx
N / T dy = ST
-T/2 —271'2’}’

el _eminl sen(WyT)T
N —2miry T

Por lo tanto, x7/2(7) = 0 si v = 7 con n € Z\{0}.

Ademas tenemos que para todo n € Z\{0} se cumple que enxr/2 €
Mo(R).

En efecto tomando el cambio de variables 2miz% = u tenemos que,

-T/2 2min —T/2
— T (em'n _ e—m’n) — Sen(ﬂ-n)T =0
2min ™
Veamos ahora que,
f(@) = egxz(x) € IA(R)



[1s0P o) de= [ fegOxg o o de
R R

T/2

— / TP |y gz (B o(t) di = / 1 o(t) dt
R —T/2

Usando ahora la Desigualdad de Hélder con b = =5 y % + % =1 donde
r > 1, tenemos que:

) T/2 e, [TV e
L1 v ans ([ 7wy ay ([

—-T/2 —T/2
N VI A =
=(f,eoN" G S

Por lo tanto por la hipotesis ||v|| 7 (r) ¥ la cuenta anterior, obtenemos
que:

(R)<OO

loc

/R FOP o(t) dt < T o] 1,

Por otro lado, tenemos que ¢, = 0 para todo n € Z,

1 [T/2
on = T/ en (t)h(t) dt

—T/2
1
- T/Re;xg(t)h(t) dt
1

:T <6%X%,h >=0

esto se debe a que en x1 () € Mo(R) v h(t) € (Lu(R))".
2

Observemos también que:

(L2(R)) =~ L*,_,,(R) (4.5)

pl=p
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En efecto, se sabe que si 1 < p < oo y v una medida, entonces si
L e (LP(R))’ existe un tdnico g € L’J/(R) tal que L = Ly donde Ly(f) =
Je v(t) dt (Vf Lu(R)).

Ademas | Lgll = llg|| , de modo que la correspondencia g «+— L, es una
isometria entre (LL(R)) y ¥ (R).

Sea f € LY(R) tenemos la isometria:

(LH(R)) —— LY (R)
Lg — gL

donde Ly(f) = gr(f), y por lo tanto definimos la isometria:

T: LY (R) — L”, ,(R)

vl-p

f—=TFfv

En efecto,
L P AVIC RO OF
/u|hm meﬁzévwwmwwzu@,

Por otro lado, sea hy = h sobre [—=T'/2,T/2] y definimos su T-periodicidad
sobre R.

La serie formal de hp es:

Z cne_n7(t) = Z cne” 2T
n n

Notar que para cada n € N tenemos que e_,, /7 es T-periddico.

En efecto,

e—n/T( +T) —e —2miz (t+T)

— n — y — ;.
—e 27r7,Tt+( 2min) __ —¢ 27rth€ 2min

7271'1'%15 _

=e = fn/T( )
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Veamos que hr € L{ (R/7z) para algan a > 1.

En efecto, si nuestfa hipotesis fuera v € LiS.(R) en vez de v € Lj (R),
resultarfa que hy € LY (R/7z):

En efecto,
T/2 , T/2 , , ,
/ @) dt = / @) o7 () o(t) 1 dt
—T/2 —T/2

T/2 , ,
<Kr [ OP o) dt < o,
—T/2

debiéndose la tltima desigualdad al hecho que h € (LE(R)) = L”,_,(R).

vl=p’

Para el caso general, sabiendo que v € [} (R), procedemos de la siguiente
manera:

/
Sea a = p,%’iﬂ, es facil ver que 1 < a < p'.

En efecto,
T7p/>1<:>7“p’>p/—1+r
p—1+r
—rp-1)>p-1=r>1
_ <p=rp<p@p -1+7r)
p—1+4r
=r<p-l+r=yp>1
Sea s = %l > 1, consecuentemente usando la Desigualdad de Holder

obtenemos que:

7/2 Y
/ W] v5 (1) vF (1) dt

—T/2

T/2 —as T/2 (LSI !
< ([l o @ a0

—T/2 -T/2

= ( / " ()P o (1) dt) S ( / v V' (t) dt) < oo

—T/2 —T/2
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r

debiéndose esta ultima igualdad al hecho que v € L (R) y h € L’;Lp, (R).
Observar también que hemos usado las siguientes cuentas entre los expo-
nentes:

Cledeim i s
s —as=—al = —p
a
. —as _ =1’ =1y
D p
A R
P (pP'—a)p — (P'-1)p — 7'

Como a > 1y hr € L} (R/7z), aplicamos el Teorema de Carleson-
Hunt y obtenemos que:

ho(t) =) cne—n (t)

sobre [—T'/2,T/2] en casi todo punto.

Observar que:

1 [T/2
e =< hr,ep >= T/—m h(t) e () dt
1 /T/Q S
= — hT t (& m T dt
T s (t)

Recordemos que para todo n € Z—{0} se tiene que ¢, = 0y asi solo tenemos
que:
1 [T/2
co =< hp,eq >= / hT(t) dt.
T J 7/

En conclusion, por la propiedad de (¢,) tenemos que para todo 7' > 0 se
verifica que:

ht) = & / h(u) du, (4.6)



para casi todo punto sobre [—1'/2,T/2].

En efecto, h = hy = ), cpe—n sobre [=T/2,T/2] en casi todo punto y

como para cada n # 0 se tiene que ¢, = 0, entonces para cada T > 0 se de-
duce que h(t) = ¢y = = f_TﬁQ h(u) du en casi todo punto sobre [—1'/2,T/2].

Luego podemos observar de la ecuacion (4.6), que h(t) = Ky sobre

[—( +1) M]
2 2 I’

Y asi, Ky = h(t) = & fi\%zﬂ K41 du en casi todo punto sobre [, §].
Por lo tanto, para cada N se verifica que vale la igualdad Ky = K1 sobre

=3

Concluyendo asi que h(t) = k € C en casi todo punto sobre R.

b) Si h(t) = 0 entonces se tiene por el Teorema de Hahn- Banach que,
My(R) = Ly(R) :

En efecto, sabemos que My(R) C LE(R), si suponemos que My(R) no es
denso en LY (R), entonces por Hahn-Banach sabemos que existe h € (LY(R))’,
con h # 0y tal que < h, f >= 0 para toda f € My(R). Pero por el item a)
probamos que h debia ser una constante, por lo tanto h(t) = 0, y llegamos
asi a un absurdo, por lo tanto concluimos que My(R) = LY(R).

En cambio, si h(t) = k # 0y f € LY(R), entonces |f| € LE(R) y por el
resultado (LH(R)) ~ LP, _(R) tenemos que:
pi—P

/|f|h(t)dte(C.
R

En efecto como % + ]% = 1 implica por la desigualdad de Hélder que

~1/p= 1;/pl, tenemos que:

l—p/

[1romo ae< [ 15000 5o o 0

R R

= (/ F@OF v() d’f)l/p(/h(t)p'vl"’/(t) dt)" < oo
R R
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Por lo tanto, k [5 | f(t)| dt € Cy asi f € L'(R).
Podemos argumentar que como h(t) = k # 0 entonces v' * € L'(R).

En efecto, como h € Li;_p, (R) entonces [ ()P 01 (1) dt < oo.
Pero h(t) = k entonces, |k[?’ Jz v P (t) < oo y asi, Jr v P (1) dt < 0.

Y asi otra forma de ver que LH(R) C L!(R) seria tomando f € LY(R) y
usando la Desigualdad de Hélder:

En efecto,

!

/ () dt = / O] o) o7 (1) de
R R
< (/R]f(t)|p u(t) dt)l/p(/vap’(t) dt)""

<l (10" (1) P < oo
concluimos que f € L'(R).
c) Sabemos que si h € Li;_p/ (R), por item a) tenemos que h es una

funcion constante, como v'~?" ¢ L'(R), tenemos por item b) que h(t) = k =
0, y por el Teorema de Hahn- Banach tenemos que My(R) = LE(R).

O

Combinando los Teoremas 4.0.2 y 4.0.3 con un argumento estandard
obtenemos un resultado para las desigualdades en norma con peso para la
Transformada de Fourier junto con una extensién de la definicién de Fourier
a estos espacios.

Teorema 4.0.5. Dados v € L] (R) para algin r > 1, donde v > 0 en

loc

casi todo punto y p € M(R). Asumiendo que 1 < p < g < 00 y P e
(L} (R\[—y, y])\L'(R)) y para cada y > 0 y asumiendo que valen las condi-
ciones (4.2) y (4.3).

FEntonces:

a) Si f € LY(R) entonces im;_ 1 ||fj — fllpp = 0 para una sucesion
(fi)jemy € Mo(R), se tiene que (f;))jen converge en Li(R) a una funcion
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G(f) = f € LLR), con G(f) independiente de la sucesion (f;)jen y que la
Hamaremos la Transformada de Fourier de f.

b) Ademds existe un C > 0 tal que para toda funcion f € LH(R) se
verifica que

1G(Nlzs < ClIfl e

1 /
donde C puede ser elegido como C' = 2% (7B1 + B)(p)Y/1 (p)V/P

Observacion 4.0.2. La Transformada de Fourier definida en el Teore-
ma 4.0.5 a) es la transformada usual cuando éste iltimo existe sobre todo
LY(R). Es mds provee una extension de la definicion de la Transformada de
Fourier sobre todo Lj(R?)

Finalmente daremos un ejemplo que explica la constante en el Teorema
4.0.5 b). Si tomamos como medida p =6 y dado f € My(R), tenemos que
la desigualdad HJEHLZ < C|fllprp se convierte en 1£(0)] < Cllfllp» para toda
f e My(R) .

En efecto, siendo ¢ la delta de Dirac y tomando f € My(R) obtenemos
que:
/ I du(&))""
/ 2m§t dt‘q s (¢ )1/q

1f g =

(t) de|*)"/*

Entonces | f(0)] < Cllfllpr para f € Mo(R). Atin mds, si By = By =0
entonces C' = 0.

Siv(t) = |t|P entonces v(t)' P ¢ LY(R), de modo que se puede aplicar el
Teorema 4.0.3 y obtener la inica extensidn continua de la Transformada
de Fourier”: My(R) — L{(R) bien definida que es la funcion nula.
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Capitulo 5

La Transformada de Fourier
para las desigualdades en
norma con peso

Tipicamente y como ya dijimos, una desigualdad en norma con peso para
la Transformada de Fourier se podria enunciar:

1fllzg < Cllf ez

donde la desigualdad se establece sobre un subespacio denso de LYR%) N
LY (RY) contenido en el espacio de pesos L (R?) y donde f es la Transforma-
da de Fourier con p y v pesos.

Nuestro objetivo en este capitulo, no solo es enunciar y demostrar nuevas
condiciones necesarias y suficientes para la validez de dicha desigualdad, sino
también describir y solucionar el problema de extension de la Transformada
de Fourier f sobre todo el espacio pesado L (RY).

5.1. Motivacion e Introduccion

Se quiere establecer la siguiente desigualdad:

( / T 5 ()| dyu() " < O / F@P o) d), 5)
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para toda funcion f € LL(R?) y para el caso en que T es la Transformada,
de Fourier.

Para ello damos un subespacio X C L5 (RY) que cumple:

X C L' n LE(RY) (5.2)
X = I[P(RY) (5.3)

y la desigualdad;

( / F©O17 du(©)"? < o / @) o) dz)"?, (5.4)

para toda funcion f € X.

Si las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) valen extendemos por continuidad
la Transformada de Fourier de X a todo el espacio L (R?), es decir a un
operador

G:LP(RY) — LZ(Rd)

tal que cumpla:

( / GFOI du(©) " < / F@)P o() dz)", (5.5)

para toda funcion f € L)(R?).

Las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) nos dicen que la Transformada de
Fourier define un operador

F:X — LIRY

continuo, donde X es un subespacio denso de L (R?).

Asi, si tomamos f € LH(R?), debido a que X es denso en L5 (RY), pode-
mos elegir una sucesion (f);2; € X para lo cual imy, o || fn — fl| 12 = 0.
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Por lo tanto, (f,)52 es una sucesion de Cauchy y luego, por la desigualdad
en norma (5.4) se tiene que (f);2; es también una sucesion de Cauchy y
como L}, (R9) es un espacio de Banach, esta sucesion (f,)%; converge a un

tinico elemento G(f) € L{,(RY).

Por lo tanto solo sabemos usando argumentos de limites, que G(f) es un
elemento de L},(RY). Pero queremos encontrar expresiones para G(f), para
ello veremos que es importante distinguir entre los casos:

) o' ¢ L, (Y
ii) o' € L}, (RY)

En el caso i) mostraremos en la seccién 2 una caracterizacion de G en
términos de condiciones necesarias y suficientes para la validez de (5.4).

En el caso ii) mostraremos en la seccion 3, bajo que condiciones la ex-
tension G de la Transformada de Fourier de X a todo LL(R?) coincide con
la Transformada de Fourier ordinaria de f € LY(RY) en el sentido de las
distribuciones temperadas, y enunciaremos un teorema que afirma cuando
la extension G coincide con la transformada de Fourier ordinaria, es decir
caracterizaremos cuando G(f) = f c.t.p [u]; no daremos la demostracion de
este ultimo resultado debido a la extension de esta tesis pero la misma se
encuentra en el trabajo de Benedetto-Lakey [BeLal].

Para fijar ideas mencionamos qué tipos de pesos tenemos en mente, que-
remos que C.(R?) C LH(RY) o mas generalmente LX(RY) C LH(R?Y) y en
vista de la teoria de la restriccion [Tol, los pesos con los que trabajaremos
corresponden a v una funcién no negativa localmente integrable y p una me-
dida no negativa.

Por lo tanto en este capitulo queremos abordar esencialmente dos cues-
tiones basicas en cuanto a la definicién de la extensién de la Transformada
de Fourier en espacios con peso. Las mismas corresponden a los casos donde
los pesos duales v!™?" de v son localmente integrables o no lo son.

Antes de comenzar con el desarrollo de los resultados estudiados en cada
caso daremos a continuacién una breve descripcion de las cuestiones técnicas
a tener en cuenta.
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5.1.1. Caso 1: v' 7 ¢ L} (R?)

En la seccién 2 de este capitulo se estudiara el caso en que el peso v
cumple la condicion v' 7" ¢ L} (R?). En este caso L) (R?) contiene funciones
que no son localmente integrables (corolario 5.2.1). Por lo tanto, estudia-
remos en este caso la Transformada de Fourier cuando el espacio L(R%)

contiene elementos que no son localmente integrables.

En este contexto, para estudiar las condiciones (5.2) y (5.3), considera-
remos el caso donde X es un subespacio de L} (R?) que consiste de funciones
con integrales que se anulan, es decir el espacio que consideraremos es:

Mo(R) = {f € LX(RY)/f(0) = 0} (5.6)
—{f € LX(RY) / f(x) dz =0},

Recordemos también que en el capitulo 4 hemos demostrado que My(R?) C
1 P (Tod
L' N Ly (RY).

Los principales autores que estudiaron este espacio fueron entre otros:
[Hel], [SW], [BeHel], [Le] y [StW].

Como hemos enunciado en el capitulo anterior, el estudio de las condi-
ciones (5.2) y (5.3) fueron desarrolladas principalmente por Benedetto y
Heinig [BeHel] y luego utilizando métodos diferentes por Carton-Lebrun
[Le].

Observemos también, que la conclusién que vimos en el teorema 4.0.2,
que afirma que existe una constante C > 0 tal que para toda funcion f €
My(R) se verifica que ||JE”LZ < C||fllpp, es precisamente la condicion (5.4)
para el caso en que el espacio X es My(R). Notemos también que la condicion
(4.3) implica que v' 7" es integrable lejos del origen.

Con estas hipétesis y usando la desigualdad de Holder més la condicién
(4.2) se tiene el siguiente lema:

Lema 5.1.1. Sea v cualquier funcién no negativa tal que |z|” v~ () sea
localmente integrable y tal que v1=? (x) sea integrable fuera de un entorno
del origen. Entonces para toda f € LY(R) se cumple que

/ (67271—%:6 —1) f(z) dzx
R
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converge absolutamente para toda &.

En este caso la funcién

G(f)(E) = / (7276 1) f(z) da

R

es en realidad la extensiéon de la Transformada de Fourier definida en la
condicién (5.5) y que trabajaremos en el Teorema 5.2.2. Aqui el hecho
de que v' 77 sea integrable lejos del origen juega un rol fundamental en la
definicion de la extension G. Estudiaremos esta situacién en el Teorema
5.2.5.

A continuaciéon daremos la demostracion del lema:

Demostracion. En efecto, dado f € LY (R) tenemos que
[ e 1) gy daf < [ 1 1) 0 0) (@) 000 do
R R

Por la desigualdad de Holder y sabiendo que |e™2™%% — 1| = 2|sen(méz)|,

y ademads teniendo presente la siguiente cuenta de exponentes % + z% =1

implica _773, =1 —p/, obtenemos que:

/R|(62m‘£w _ 1>U71/p(x) f(=) Ul/p(a:)|d:r
< ([ @t ) ([ e - e )
< 2(/R |f(@)[Pv(x) al:v)l/p(/]R |sen(réx) [P v /P (z) dl‘)l/p’.

Por lo tanto,
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| / (e7>™ 8" — 1) f(w) da| < 2||f ]z ( / jsen ()" v /?(z) da)' "
R R
=2[|fllpw (/ |sen(m&x) |pvlfp/(a:) da:)l/p,
. 1/1’/
<2l ([ lentreal v @) )+ ([ o) an)]
. 1-p 1/10/
<Al [([ | el @ d) ([ 0 @) )]
<2l (D [ @ ok [0 @) )

lz|<1

Como |z[P'v! =7 (z) € L} (R?) entonces f‘x|<1
mo v1 " es localmente integrable fuera del origen se tiene que f|

0. Entonces concluimos que

|z[P' v (z) dz < oo y co-
=1 (1) da <

loc

x\>1v

/ (e 2™ _ 1) f(z) dz < oco.
R

5.1.2. Caso 2: v'™* € L} (RY)

El segundo caso que estudiaremos corresponde al caso en que el peso v
cumple la condicion v' 7" € L} (R?). En este caso se tiene que L5 (R?) es un
espacio de distribuciones temperadas. Por lo tanto estudiaremos la definicién
de la Transformada de Fourier en el caso en que LY(R?) es un espacio de
distribuciones temperadas. Este problema se estudiaré en la seccién 3.

Recordando que una medida p se llama singular si u(B) = 0 para
cualquier conjunto B compuesto de un punto y si existe un conjunto A de
medida de Lebesgue igual a cero tal que la medida p de su complemento es
igual a cero, podemos observar que la cuestién aqui proviene del hecho que
la medida p en (5.4) puede ser singular, por lo tanto tratamos de definir la
transformada de Fourier de una distribucién temperada sobre un conjunto
de medida cero. Este problema es sutil y fue trabajado por la Teoria de la
Restriccion, entre otros podemos citar los trabajos de [Bel], [LeHe] y [To].

103



Para motivar este hecho, estudiaremos versiones triviales de la condicién
(5.4) donde p es una medida singular y X es un subespacio denso de L (R9)
de funciones integrales cuya Transformada de Fourier se hace cero sobre el
sop(i). Un ejemplo de ello, es el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1.1. Sea E' C RY y sea v un peso tal que X = {f € L' N LH(RY)
L f(€) =0 (VE€E)} es denso en LH(R?).

Entonces la desigualdad (5.4) resulta vdlida siempre que p sea una me-

dida con soporte en E y con C = 0.

En efecto sea f € X, es decir que f € L' N LH(RY) y f|E = 0, entonces
tenemos que:

F@F du@©)" = ([ 17©1 au©)"" < 1l w(E)
(/. )= (/.
—0<0( [ 11@Po(e) dr)

Asi la transformada de Fourier en (5.4) se extiende a la funcion trivial
de LH(RY) — L} (RY).

Por otro lado, también daremos versiones no triviales y técnicas de (5.4)
donde LY (R?) C S'(R?) y X = My(R?), pero donde la extension G no coin-
cide con la Transformada de Fourier en el sentido distribucional. Un ejemplo
de ello es el ejemplo 5.3.2, y el teorema 5.3.1 explica por qué puede suceder
esto.

Para terminar esta seccién damos un ejemplo que muestra como momen-
tos nulos estéan relacionados a la transformada de Fourier de funciones que
no son localmente integrables.

Ejemplo 5.1.2. Sea el espacio L%(]R) ={f: [z |f(@) |z|® dz < oo} con
1 < B<2, de modo que v'™" ¢ L} (R).

En efecto, tomando a,b > 0 y como v(z) = |z|® entonces

b b b
/ @) gy / 2P0 g — / 2901

LB+ |° pA1—p)+1 2B+

B 41| B+l BO-p) 1l

—+00.

a
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ya que 1 < 3 < 2 y como p = 2 entonces p' = 2 y por ende —1 <
p(1—-p)+1<0.

Ademds tomemos la funcion f(z) = Lx o1 (z) € L%\L}OC(R)
En efecto,

1 2 /3 1 1 13
l de= | —jz|®d

1 5—1 1
:/ xﬂ_Qd:C:x
0 B—1

Pero , [p ’%X(OJ)(C{?” de = folé dr = ln|1:]|(1) = limy— 400 In(l) —
In(M) = —o0

1
o A1

< 00

Consideremos también las aprozimaciones:

1 .1

< 51 - <x < 1
fa(z) =< —nln(z) si =t <z<0

0 en caso contrario

Luego (f,) € Mp(R) C L' N L%(R) ylim, 1o fn=1[en L%(R)

En efecto,

fn(O) :/R fn(x) dx
0

1
1
:/ —nln(n) dJ:—|—/ — dz
-1 x

1
_ ; 0 "1 _
= —nln(n)z|Z1 + In(z)|1 = 0.

Por lo tanto (f,) C My(R).

Luego resta ver que, lim,— 1o frn = f en L%(R). En efecto:
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=1

0
I = Fliggey = [ 0PIl dot [ n(n(m)*(-1)%” da

n

1 1
n 1 1
+/'m—memwdw+/—ﬁmﬂw.
0 1 X xr

B+1 |0 =1
* +/ Qﬂda:
0 xT

B+1|-
1
B+1 (—1)7*! L =1
(B+ 1Pt -1},

— n?(In(n))*(~1)"

2|l

— n?(In(n))X(~1)

_1)2(8+1)
=7 (In(n))’ ((ﬁ +1)1)nﬂ+1 T B 11)nﬁ—1
_ n?—ﬁ—l(ln(n))2 4 1
1 (B=1nf!
__(n(n ))2 1
(84 )n? (8 —1nf-t

_B+10 (n)) +B+1)

(8% = nf-t ’

y esta ultima cuenta, usando la regla de L’Hospital tiende a cero cuando n
liende a +00.

Ademds podemos ver que:

. , sen(m(&/n X (—2mic)*
fn =1In(n) (1 — e~ 2miE/n) (W)) + Z (i:k,é)[l —n "]
k=1 ’
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. P NPSRY >
Observemos que e~ 27T = ,i:?) %, entonces
= (—2mig)" = 271'@5
—2mix __ k k
e = ,;_0 7k =1+ g

Por lo tanto,

—27rz§ac too 27”
1 + Z f 1

Reemplazando esta iltima cuenta nos queda:

e B 1 (—2mi§)" 1 g ( 7rz§
/1 " dac—/ + E dr = )+ E

n

3

400 . -k “+00 B R k
1+ (ZE) 1k—ln(1/n)—z(i:;€) !
k=1 ) k=1 )

+o00 _ori k
BNOESS (i,k@ (1—nh).

Ademds tenemos mediante un cdlculo simple:

=1 2mig
Entonces,
2 nln(n) 2 I 27T2§ -
fa(§) = it (1—6 e )+ In(n —|—Z (1—nk
y por lo tanto,
; n 2rie X (—2mig)k n
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Observemos que 67_21'3 L= sen(%) y por ende se tiene que,

= ln(”)(:g(l_i.mw) +1) +:Zoj w (1—n")

= ln(n) [ (7 (- mg/n% ) 1) +§ ( ?j;@ (1—n")
(- ) 1) 5% 2O 4
Observemos también que usando e” 2™ = 1 + Z,jiol (722!1'6)16 z* y que

f(x) = 2x0,1)(2) € Lﬁ\Lloc( ) se tiene que:

. f2m£m -1 1 +oo 9
/(6_27”& —1) f(z) dz :/ dx —/ m§ " da
R 0 0

k=1
> ) ok o0

_ (Z( 2mif) Z zmg
k=1 Kl 0o k=1

Asi uno puede mostrar usando la regla de L’Hospital que fn(§) converge
uniformemente sobre un compacto a la funcién:

“+o00 .
N~ (2mOF L amiee 1) b da
=2 i - [ 1) f(a) d
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5.2. La definiciéon de la Transformada de Fourier
cuando L?(R?%) contiene funciones que no son
localmente integrables

Esta seccion puede ser vista en parte como la continuacion del capitulo
anterior, donde estudiamos las condiciones para que resulte vélida la de-
sigunaldad (4.4), es decir, tomando X = My(R?) cuando vale la condicion
(54) .

Vemos que el problema de definir la Transformada de Fourier en los
espacios LP pesados estd relacionado con el problema de encontrar condi-
ciones necesarias y suficientes para la condicion (5.4). Esta asociacion surge
por las propiedades de densidad del espacio My(R?) en LH(R?) y depende
si realmente v ™7 es 0 no es localmente integrable. Més precisamente, de-
mostraremos en el corolario 5.2.1 que el espacio L} (R?) est4 incluido en el
espacio L}, (R?) si y solo si v! P € L} (R%).

Nos enfocaremos en esta seccion sobre el caso en que v! ™7 ¢ Ll (R?) y
demostraremos condiciones necesarias y suficientes para la validez de (4.4).

Comenzamos estudiando un teorema que extiende el teorema de densidad
planteado en el Teorema 4.0.3 que afirma:

"Dado un peso v € L} (R?) y sea 1 < p < co. El espacio My(R?) es
denso en LH(RY) si y solo si v' ™7 ¢ L' (R%)".

Este teorema clarifica el papel de la condicién de momentos en la defini-
cion de la transformada de Fourier de ciertas funciones que no son localmente
integrables.

Teorema 5.2.1. Dados 1 < p < 0o y un peso v localmente integrable y sea
f € LH(RY).

Supongamos que K es cualquier conjunto cerrado cuya frontera tiene
medida de Lebesgue nula y para la cual fK 1P (x) dz = oo y supongamos
también que sop(f) C K.

Entonces existe una sucesion (fn)nen € Mo(R?) con sop(fn) € K para
toda n € N tal que

m || fn = fllzz =0
n—--+o0o

Demostracion. Recordemos que en el capitulo anterior vimos que cualquier
funcion que anula al espacio {f € My(R?) : sop(f) C K} debe ser equiva-
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lente a una funcién constante sobre K, y asi si esta constante es cero puede
pertenecer solo a (L5 (R%)) ~ v (R9).

Sea f dado como en las hipotesis del teorema pero también que pertenez-
ca al espacio L (R?). Ademas supongamos que f(0) # 0.

Definimos las formas fi o = f — f(())qﬁt,a donde ¢y o es el t-dilatado de la
funcion caracteristica de la bola unitaria centrada en « (normalizada para
tener integral 1).

Mas precisamente, sea ¢(z) = m)@g(o,l)(x) y sea ¢(x) = t% (%)
con t > 0, se define:

1l r»—«

¢t,a($) = ¢t(33 - Oé) = tTﬂ’( ;

)

Observar que [pq ¢r(x — ) do = 1.

En efecto para toda a € R? y para toda t > 0 y tomando el cambio de
variables y = 5%, tenemos que:

d T — o
—a)dr = — d
/Rdébt(l" a) dx tdm(Sd_l) /RdXB(o,1)( ; ) dx
d

d
" m(Sa1) /Rd XB(0,1)(y) dy = mm(B(O, 1))

Y como se tiene usando el cambio de coordenadas polares:

m(B(o,l)):/01 1dx—/ d= I/Sd do dr

d
1 m(S4-1)
(s 7] = )

Concluimos que: [pa ¢¢(z — o) dx = 1.
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Demostremos que las formas f; o € Mo(R?) :

En efecto como f(0) # 0, tenemos que para toda t > 0 y para toda

a € RY,
¢ta / bta(z d:r—/ dr(x — ) do =1,
y por lo tanto, fr.a(0) = f(0) — £(0)de.a(0) = f(0) — f(0) =

Tomemos una funciéon g que pertenezca a (Lh(R%)) ~ Li;_p, (RY), es

decir una funciéon g que anula al espacio My(R?) y asi obtenemos que:

0=<¢, fra >=<g,f > —f(0) < g, 1.0 >

Por consiguiente para toda t > 0 y toda o € R? se verifica que:

< g?f >= f(O) < ga¢t,a >= f(O) /Rd g(l‘) d)t,a(m) dx

A~ d /

= f(0)7—=—~ x) dx
it >td m(Sa-1) Jiz a|<tg( )

(R%). En efecto como v € L. (R%), v >

Oyge Li L (RY) y utilizando ademas la desigualdad de Holder, obtenemos
que:

Observemos también que g € L}

loc loc

/ o(t) dt = / g0 Py T (1) dt
K K

R 1/ U%p P o o
< /K g 017 (1) )P ( /K (1) dt)” <

Como g € Lloc(Rd), por el Teorema de Diferenciaciéon de Lebesgue, tene-
mos que:

d
lIm ——+—+— z) dr = g(«
o+t (Sd—l) /x—a<tg() g( )
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para casi todo «, y por consiguiente casi todo punto « es un punto de
Lebesgue de g perteneciente al interior de K.

Asi para casi todo o € R? fijo se verifica que:

[ a05(0) de =< g.f >= j(Ote) = | )ate) d
y por lo tanto,
/Rd(g(t) —g()f(t) dt =0 Vf € LHR?) N LZ(RY).
Entonces, ¢g(t) = g(«) y por lo tanto, g = k, con k constante.

Observar que si ¢ = 0, por el Teorema de Hahn- Banach se tiene que

My(R4) = LY (RY).

En cambiosig(t) =k # 0y como g € Lflfp, (RY), es decir [p lg(®) [P ' P (1) dt <
00, obtenemos que:

/ lg(t)[P" v (t) dt = |k’ / 0 P(t) dt < oo

Rd R4

concluyendo asi que v'7" € LY(R%).

Por consiguiente sabiendo que g € Lil_p, (R%) y que por hipotesis 17 ¢
L} (R%), entonces se tiene que g = 0.

Asi demostramos que existe una sucesion ( fn)nen € Mo(R?) tal que limy, oo || fo—

fllp®ay = 0. O

A partir del teorema anterior podemos enunciar el siguiente corolario que

muestra cuando L} (R?) esté incluido en el espacio L} (RY).

Corolario 5.2.1. Dado un peso v € L} (RY). Entonces el espacio L} (R?)
estd incluido en el espacio L} (RY) si y solo si v!™? € L} (R?)

. . —p
Este corolario afirma que si v ¢ Ll (R9) entonces L)(RY) no es un
espacio de distribuciones, ya que una funcién no negativa f es localmente

una distribucién si y solo si f es localmente integrable.
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L (RY). Queremos ver

que LY(R?) C L} (R%). Sea cualquier conjunto compacto K C R? y sea un
funcion f € LH(R?), entonces usando la desigualdad de Hélder obtenemos

que:

- . !
Demostracién. Supongamos primero que v'™? € L

/ ()] dx = / @) 0P () v P () de
K K
< (/K]f(x)|p (@) dg;)l/”(/Kva’(x) dz)'"

.
Como Tp =1—p pues % + ﬁ = 1, tenemos que:

J @< ([ 15@Po a)' ([ o @) de)
K K K
< f 1l o ay (o' 7 ‘KHLl(Rd))l/p <o

Llegando asi a que f € L} (RY).

Por otra parte, la otra direccién del corolario no es trivial porque la
condicion v' P yx ¢ LY(RY) es equivalente a que v * xx ¢ LE(RY).

/

En efecto como p = ﬁ entonces p — p'p = —p/, y asi tenemos que:

/K (W PP () v(z) do :/ P PP () da

K
:/ 0P () dw
K

En realidad no exhibimos un elemento de LY(RY)\L} (R?), mas bien
usamos el resultado de densidad del Teorema 5.2.1, llegando asi a una
contradiccion.

En efecto, supongamos que v' 7 ¢ L} (R%), pero que el espacio L} (RY)

esté incluido en el espacio L}OC(Rd). Observemos que esta tltima afirmacion
es equivalente a que para cada compacto K existe una constante C}, tal que,
para cualquier funcion f € Lh(R%) se verifica que

/K F@)] dz < Crelfll e (5.7)
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En efecto, si f € LE(R?) entonces [pq|f(2)[P v(z) dz < oo, y asi para
cualquier compacto K se verifica que [ |f(x)| dr < oo. Por lo tanto se

observa que, m Ji |f(z)] dz < oo, concluyendo asi que existe un Cg

tal que

[ 15@) e < 5l Ci
K

K entonces para cualquier funcién g €
Ky = {z : infycx |v — y| < 1}, se verifica

En particular si el sop(f)
My(R?) que cumple que sop(g)
usando que K C K, que :

-
-

FOI =170 - 501 = [ f@) do= [ o) dol =| [ 1) do— [ (o) dol
<[ @) = g@) del < [ 17(@) ~ gla)| do

K1 Kl

Como f — g € LY(R?) y usando (5.7), tenemos que:

£0)] < /K 1F(@) — 9(2)] dz < Ci, |If — gl ey

Por el Teorema 5.2.1 existe una sucesion (f,,) € Mo(R?) tal que sop(f,,) C
Ky para toda n € Ny tal que lim,— o0 || fr — fll 5 ey = 0.

Tomando g = f,, obtenemos que:

1£(0)] < Criy I f — )

Como limy,—yoo |[fn — fllzp@me) = 0, encontramos que f(0) = 0. Pero
como esto vale para toda funcion f € LY (RY), si f fuera no negativa, llegamos
a un absurdo, pues sabemos que si fRd f(x) dz = 0 se tiene que f = 0 para
casi todo x.

O
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A partir del corolario, observemos que para estudiar propiedades de tales
espacios pesados L} (Rd) necesitamos un sustituto razonable para la trans-
formada de Fourier. El siguiente teorema nos proporciona tal sustituto, es

decir debemos pedir que v' " sea localmente integrable en L|1x\z” (R9).

Teorema 5.2.2. Dado un peso v localmente integrable tal que:

vl P € L|1:E|Pl,loc \ Llloc(Rd) (58)
Si para cada f € My(R?) se verifica que
Iz < Clfllee (5.9)

Entonces para cada f € L} (R?) se tiene que

1Gfllzg < CllFlre (5.10)

donde
g(fe© =/ (™2™ _ 1) f(x) da.

Rd

Demostracion. Sea f € Lb (R?), es decir f € LH(R?) y f tiene soporte
compacto, o sea que sop(f) C K.

Por el Teorema 5.2.1 existe una sucesion (f,) € My(R?) donde sop(f,,) €
K para toda n € Ny donde se verifica que lim,— ool frn — fll 5 may = 0.
Por otro lado usando la desigualdad de Hélder obtenemos que:

976 = O = | [ (2 1) f@)do— [ @) dal
—2mix _ —2milx
e 1) f(x) dzx /Rde fn(x) dx—l—/Rd fn(x) dx|

= | Rd(
=1 [, @)= fal@) (e ~1) dal
< / ‘(e*Zm'{:r _ 1)1)*1/P(x)(f(g;) _ fn(l’))vl/p(q:)‘ dx
RINK
([ @)= Fa@pote) @) ([ e @) )
(5.11)
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Como |e~2™% — 1| = 2|sen(méx)|, obtenemos que:

9(6) = Fu()] < 2017 = Fulgqmn (| Wrsenwsx)rp’vl*p’(x) dx)””’

/ 1/p
<205 = Sl ([ Jsen(rg)P o' (@) do+ [ (x) da)
{|z|<1}InK {|a:|>1}ﬂK
/ ’ 1/pl
<20 = fulago (7€) [ el @ dok [ 0 () o)
{|z|<1}INK {|lz|>1}NK
Por hipotesis sabemos que v!™? € L|1x\P loc\loc(Rd) y por lo tanto

/ 2P ' P () da < oo,
{lz[<1}nK

Asi obtenemos que

00 > / 07 (2) |z fP da > / 07 (2) |z P da > / 0P (z) de,
K {lz|>1}NK {|lz|>1}NK

Ademas usando que

ngﬂim 1f = fn||L{;(Rd) =0

concluimos que:

lim  [Gf(€) — fu(€)| =0

n—-—+o00

Por otro lado,

1515 = ( / 1GFOI du() " = ( / NGO = Ful©) + Ja(©)I du(€))

Usando la desigualdad de Minkowsky, tenemos que:

161y < ( 1676 = O du(€)"" + 1l
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Asi obtenemos que:

1Gflla < 1G(f) — anLg(Rd) + anHLg(Rd)

Como f, — f en LH(R?) entonces la sucesion (f)nen es una sucesion de
Cauchy en L5 (R?), pero por la hipotesis 5.9 se tiene que la sucesion (fn)neN
resulta también de Cauchy en LY (R?) y como éste es un espacio completo,
entonces existe una funciéon g € Lf,(R?) tal que

tm | fo gl g ee) = 0

n—--+

Por lo tanto existe una subsucesion (fy, )ren de (fr) tal que limy_— 4 oo f;k =
g en casi todo punto.

Por otro lado probamos que
dim [GF(€) = fa(€)] =0

Asi obtenemos que g = G(f) en casi todo punto, concluyendo asi que

i = 60l =0

Por lo tanto, usando la hipétesis 5.9 se tiene que

1Gflla < 1G(f) — anLZ(Rd) + ”fn”LZ(Rd)
<16(f) — anLZ(Rd) + Ol full Lo ey

Resulta asi tomando el limite cuando n tiende a mas infinito que para
toda f € L} .(R?) se verifica que

1GflILe < ClIfllze®a
O

El resultado del teorema anterior solo vale para funciones con soporte
compacto en L5 (R?), ya que solo se sabe que G(f) converge a priori para
tales elementos. Si v' ¥ resultara integrable fuera de un entorno del origen,
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que serd el caso si la condicion (4.3) es valida, entonces la convergencia ab-
soluta de G(f) valdria por la desigualdad de Holder, como hemos estudiado
en el lema 5.1.1.

Ahora que estudiamos la extensién de G que deriva de las desigualdades
en norma tales como la condicion (4.4) o que es lo mismo, la desigualdad
(5.4) si el espacio X es Mo(R?), podemos enfocarnos en las condiciones nece-
sarias y suficientes derivadas de tales desigualdades.

Probaremos primero que la desigualdad (4.2) es en el caso de una dimen-
sion, una condicion necesaria para que valga la condicion (4.4).

Teorema 5.2.3. Dado un peso € M(R) tal que sop(u\{0}) # 0 y sea
v € L} (R) tal que:

vl P € L|lz|p’7loC \ Llloc(R)

Entonces la condicion (4.2) es una condicion necesaria para la validez de
la desigualdad en norma de la Transformada de Fourier (4.4).

Para demostrar este teorema necesitamos el siguiente resultado:

Lema 5.2.1. Sean v, ¢ y p como en el teorema 5.2.3 y supongamos que
se tienen las condiciones:

1/4s s , , ,
sup (/0 €1 du(é))l/q(/o 2l o'V (2) da) Y = O <00 (5.12)

s>0

0 s ,
SHP(/ €17 du(f))l/q(/o | v (z) da) P = Cy <00 (5.13)

>0 —1/4s

1/4s 0 ) ) ,
sup (/0 €] du(f))l/q(/ 27 o'V (2) da) Y = Oy <00 (5.14)

5>0 —s

0 0 ,
Sup(/ €7 du(f))l/q(/ ' v (z) da) P = Cy <00 (5.15)

s>0 —1/4s —s
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Entonces vale la condicion (4.2) es decir se tiene que:

sup ([ 1 an©)" ([ e @) @) < oo

y>0 |lz|<1/y

Demostracion. Tomando el cambio de variables y = 4—15 y usando la desigual-
dad de Minkowsky, obtenemos que:

sup (/yy €] du(&))l/q(/_l/y 2" o' (2) dx)l/pl

- 1y
- 551>118 (/:1 |7 du(€) + /045 RE du(§)>1/q
(/O |$’p/ Ul*pl(x) dr + /48 |x‘P’ Ulipl(q,‘) dx>1/p’
—4s ;
< [ e+ [ et )]
. [(/_is ja?’ o' (@) dz)' + (/048 ' o7 (2) dx)l/p/]

< Sup (/01 €9 du(f))l/q(/o 2P o' () dx)l/p/

s 4s

0
+ sup (/
s>0 =

4s ,
€7 du(@) ([ el o () o)

ﬁ 0 / / /
+sup ( /0 €17 dp(€)) / ol 017 (2) o)

s>0

i 4s , , ,
+sup / €17 due)) / 2l o1 (2) dz)

:B4+BQ+Bg+Bl<OO

Ahora demostraremos el Teorema 5.2.3:

Demostracion. Conforme a las hipotesis, mostramos que la primera condi-
cion del Lema 5.2.1 vale.
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Sea g(x) = ’$|%Ul_p/ () X(0,5)(x), veamos que g € L} +(R).

En efecto como p — p'p = —p’ tenemos que:

1/p

lollzecey = ( [ (507 @) 0. (0) vla) d)

1
/|x|pv )/p<oo

esta tltima desigualdad vale porque v!'™? € L‘lx‘p ,loc\Llloc(R)'

Observemos de la cuenta anterior que:

s ’ ’ 1/p
Illewy = /xpvl_pxdx .
lollzzy = ([ It o' (2) da)

Por otra parte tenemos que,

1/
19115 = ( [ (0o du©)" = ([ | [ (% = 1ig(o) dol? du)) "
(/1 / (25— 1)fal 501 (@) dal? dp())
>
([

Luego del hecho que |2| > |Im(2)| con z € C y de que sen(d) > (2)0 con
0 <60 < 7, se sigue por reduccién del dominio de integracion que,

(e - el @) doffaut)

[0 2o 1/
1015, > ([ 7] [ sentemgalas v @) daf” du(e)) "

ComoOSxSsyOS{S4—18,porlotantosetienequeOSwa:cSgy
asi llegamos a que sen(27€x) > 4€w.
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Usando el teorema de Fubini obtenemos que,

s [0 v , 1/
9l 2 4 [ b1l o) )
> a( [ et dn(@)*( [ el v @) d)

Como por hipétesis sabemos que para toda funcion f € My(R) se verifica
que || f]za 1®) < C|flz(®), por lo tanto tenemos por el Teorema 5.2.2 que
para toda fun(non f € LY (R) se cumple:

1GfllLa@®) < Cllfllem)

Tomando g € Ly.c(R) obtenemos que [|Gg|l12r) < Cllgll 1z m)

Concluimos asi que,

1
4s $ ’ o
Clallzs > 190lgey = 4 [ 17 (@) ""( [ fa” o' (2) o)

1
Dividiendo en ambos lados por ||g|| .5 (r) y sabiendo que (Jo™ €17 du(8)) Ve
0, obtenemos que:

1
C ’
T2 e an©) ([l o @) dn)
0

obteniéndose asi la primera condicién del lema, las demas salen de la misma
manera.

O

Observacion 5.2.1. Observemos que hay una pequeria imprecision en la téc-
nica, que es el hecho que la condicion (4.2) contiene una integral de la forma

fl/y €19 (&) mientras que en la demostracion del teorema estd restringida

a i7" 1€adpu(g).
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Esto puede ser arreglado afiadiendo la hipdtesis que existe una constante
C > 0 tal que para todo s > 0 se cumple que

1/s 1/4s
/ E%du(e) < C / €J7du(€)
0 0

o se cumple que

4s s
/ [P o' P (2)dx < C’/ z|P v P () da.
0 0

Y esta condicion siempre se satisface para los pares de pesos que estamos
estudiando.

Observacion 5.2.2. Observemos también que en la demostracion del teore-
ma usamos el resultado:

2
sen(6) > (;)0 con 0 <6< (5.16)

T
5

Notemos que si queremos hacer una version del teorema para d-dimensiones,
necesitamos dar una version del resultado (5.16) para dimensiones mds al-
tas pues observemos que sen|é.x| > C|¢||x| falla ya que el conjunto {(&, x) :
¢ = 0} resulta una variedad en R*,

Sin embargo, podemos dar una version del teorema para dimensiones mds
altas, aungue es un resultado mds débil que las condiciones necesarias dadas
antertormente.

Lema 5.2.2. Supongamos que R? estd simétricamente dividido en subcon-
Juntos B, B, ..., By, de tal modo que para cualquier E; fijo cont = 1,2,....,nq,
tenemos que:

§x > Cylé][],
siempre que (§,x) € E; X Ej;.
Demostracién. Primero dividamos R? en cuadrantes Kj con j =1, 2% tal
que para cada j, se cumpla que &-x > 0 siempre que (§,z) € K; x Kj.
Ahora tomemos g4 razonablemente pequeno y para cada j fijo, dividamos

simétricamente a K; M Y4_1 en subconjuntos Fj, con k = 1,...., kg, de modo
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que siempre que (¢',2') € Fji X Fj; tenemos que |£ — 2'| < q.
Luego hacemos corresponder Fj a las proyecciones de E; sobre Yy_1 y usa-
mos el hecho que & -z = [£||z|cos(0) donde 6 es el dngulo entre £ y x.

La condicion |§ — 2'| < g4 asegura que cos(f) > Cy y asi,

§ -z = [¢]|z|cos(0) = Cylg]|x]
O

Usando el lema mostramos que la desigualdad (4.2) resulta también una
condicién necesaria para la validez de la desigualdad en norma con pesos en
el caso en que los pesos o v son radiales. Demostraremos con precisién el
resultado para v radial. En el capitulo anterior ya observamos que los pesos
radiales también juegan un papel importante en el estudio de las desigual-
dades en norma con peso para la Transformada de Fourier en el caso de
d-dimensiones.

Teorema 5.2.4. Dados 1 < p < ooy 1< q< 0o, y sean pesos ju € M(R?)
con sop(p\{0}) # 0 y v € L}, (RY) radial que satisface v'™7 € L} \

|z|P’ loc
L (RY).

loc

Si ademds para toda funcion f € My(R?) se cumple que HfHLZ <Ol fll e,
entonces:

s>0

sup (/ |§\Qdu(g))”‘I(/ P v (z) do) P <00 (5.17)
B(1/4s) B(s)

Demostracion. Demostremos algo més general. Sea v como en la hipdtesis
excepto que v no necesariamente es radial. Sea E; como en el Lema 5.2.2.

Para s > 0 fijo, elegimos un conjunto E; tal que ijmB( 9 1€|7 du(§) este

1
1
maximizado (sobre j).

Sea g(z) = |z|” ' (v,) ¥ (2)XE,;nB(s)(7), donde v, es la parte radial de
v definido mediante la formula:

1
/ v(|z|z’) da’
Wd—1 Jxg 4
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donde r = |z| y 2’ = % con = # 0. Cabe mencionar que wy—1 es el area de

superficie de la esfera unitaria Yq_; de R%. Observemos que si v es radial,
entonces v = v,.

Tenemos que:

ol oy = [ @) (@) da
= [ e @) T @@ dr= [ el 00" @) de
B(s)NE E;NDB(s)

J

Por otro lado, observemos la siguiente cuenta,

nd

Z/EWB(S) ol ()™ (@) da :/ 2l (v,)' 7 (z) da

k=1 B(s)

A su vez, por un célculo elemental que implica la definicion de v, y las
simetrias de los conjuntos E; obtenemos,

nd

k=1 EkmB(S)

Tt / 1 —p!
_Z/ |z [P ( / v(|z|z") dm')1 P dx
i1 Y ExNB(s) Wd—1 Jxy_4

¢y / &l (0,) 7 (2) da
E]'OB(S)

Y por lo tanto,

[ gl ) = [ el @) (@) do
E;NB(s) Ca JB(s)

Por consiguiente, tenemos sabiendo que (1 —p')p+1=1—p' que,
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1 ’ o
91, e = - /. el @) @) o

Ll @) ) ) da
Ca JB(s)

— p’ o
Cyll|z| 7 (vr)1 P (z) XB(S)($)|’igT(Rd)

También existe una constante K tal que ||g|lzzgay < Kl|g|zz (ma)-

En efecto, usando coordenadas polares tenemos que:

lollggeey = [ lol?"or? (@), (@) vla) da
:/ z|P v P (z)o(x) da
EjﬂB(S)
:/ / PP 0P (00)0(p0) do,_, (6) dp
0 Yag_1NE;
- / P per) [ u(ph) dy,(6) dp
Yag_1NE;

_ d 1+p,U p—i—l(

IN

P (pey) /Z 0(p6) dy,,(6) dp
d—1

P P (per Ywg_ v (per) dp

pe1) dp

Ademas, tenemos que,

ol ) = / el @) da

/ " 1/2d i~ ppvl 7 (p0) do_, (6) dp

_/ PP W (per )ym(Bq-1 N E;j) dp

_C/ d=1+p'y, pel) dp
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Y asf tenemos que
Cy
9l Lp(ray < UZHQHLQ(Rd)a

O sea tenemos que

91l L2 (ray < K||zP'/? Uiip/(x)XB(s)(x)HL&(Rd)'

Por otro lado, observemos que:

19010, = [, 1081617 dié)

— / 2?2 1) (u) 7 (2) de|? dpu(€)
Re " JE;NB(s)

v esto se debe a que:

Ga(6) = | (72~ 1)gla) da
= [ e = D) @l @) da

- / (727 — 1)(0) ¥ () 2~ da
EjﬂB(S)

Usando el hecho que para todo z € C se tiene que |z| > [Im(z)|, llegamos
a que

||ggHLZ(Rd) > / ‘ |x’p’71(vr)lfp/(x) sen(2m€x) dx|q du(§)
R JE;NB(s)

> [ ] 2?' =" (0) 7 (&) sen(2mea) da|” du()
Ej EjﬂB(s)

>

[ 2l (0)17 () sen(2méx) da|? du(€)
E;NB(L) JE;NB(s)
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Usando el lema anterior, y observando que 0 < £ < ﬁ yque 0 <z <s

llegamos a que 0 < 2w§x < 7, y asi obtenemos que sen(2w{x) > 202méz) _

Afx > 4Cq[¢||x|.

Continuando con la cuenta anterior tenemos que:

199117 ey > | P~ (2)4Cal¢] || dx|” dp(8)
u(RY) E;NB(4) JE;NB(s)

40y /
E;NB(&

= 1 z|? (v,) 7P (2) dx)? )
—o(f L a©)([ e ) @) i) 519

iNB is

q z” (0P () dx)?
)m([Eij(s)u (0)' 7 (&) da)" du(€)

Ahora tomando la raiz g-ésima obtenemos que:

€17 du(€)) " / 2P (0,) 7 (2) d)

B(s)

19113y = € [

E;NB(4)

Como por hipétesis tenemos que para toda funcion f € My(R?) se cumple
que ||f||LZ(Rd) < C||fllp(rey v usando el Teorema 5.2.2 obtenemos que,

para toda funcion f € L} .(R?) se verifica que:

1Gf1l L ®ay < Cllf | L2 Ra)- (5.19)

Tomando f = g € L% .(R%) obtenemos por (5.18) y (5.19) que:

HggHLZ(Rd) < CHQHLg(Rd)- (5.20)

Concluimos asi que,

617 dpu(€))"( / [ (v:)! 7 () da)

Crlllszesy 2 G lsgeey > O "

E;NB(L)
Por lo tanto, dividiendo en ambos lados por ||g|| .z re) obtenemos que:
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q 1/q (fB(s) ’f’f‘p/ (Ur)lfpl (x) dw)
2 (g 874400 Toll 22 e
(fB [P’ (v,) 1P () dx)
€17 du(€))""
(/EjﬁB(fS) H ) (fB(s) ‘x|p (Ur) - /(x) dx)l/p

QlQ

%
==

Concluyendo asi que,

/

Caz ([ @) ([ el )V (@) o)
E;NB(3:) B(s)

Como para cada K = 1,....,nq4 se tiene que:

q 1/q q 1/q
(f o A (@) / 17 dpu(e))

ErNB(4)

obtenemos asi que

naCo = ch -3 / €17 du(©) ([ ol (0)17 () dx) P
ExNB(+

k=1 JENB(5) B(s)
S
K=1 4

€17 du(e)) / 2P (0)1 () dr) 7
L)
1/q / 1—p/ 1/p’
2 (e @) ([ el ) ) aa)

5)

O

A partir de los teoremas 5.2.2 y 5.2.4 nos preguntamos, si estimaciones
no triviales de la Transformada de Fourier con estos dos pesos son posi-
bles para funciones con momentos nulos en el caso donde v!1=7 falla en ser
integrable fuera del origen.

Sadosky y Wheeden [SW] respondieron a esta pregunta demostrando
que no se puede tener estimaciones no triviales de la desigualdad (5.4) para
f e My(R%) siv(z) = |z[P~!, es decir tomando v' () = |z|~! con p > 1.

128



Ejemplo 5.2.1. La desigualdad:

([ 1f@itat) o)’ < c( [ 1f@plar i)

conl < p < oo, 0<q< oo, ulx)#0 no es vilida para toda funcién
f € My(R).

En efecto, para N > 1 definimos:

F(@) = fn(@) = ~camn (@) - xam (@)}

T

donde X(q,p) €5 la funcion caracteristica del intervalo (a,b).

Mediante un cdlculo de integrales se tiene que f € Mp(R):
—+oo 1 1 N 1

/ f(a:)dx:/ d:z:—/ —dr=0
—00 1/N T 1 T

Ademds se tiene que:

+oo
(7 @eiap= a2)” = @iy,

—00

+oo
( / F@)Plapt )P

teol -1 1/p
— ([ B e @) -~ xam @) Pl de)

b N 1
= ( / Pl da + / | Pl da) P
1/N L 1 &

N N
= ([ lalrrtan = ([ <) = i)

/N 1/N T

Por otro lado, se tiene que:
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En efecto,

. +oo )
@) = / 2V () dy)

+o0o
.y / {x(wl() xam @)} dyl

N
— ‘/ —27rzyw y / 6—2myw dy‘
1/N Yy 1 Yy
—2miyr __ 1 N
[ Lap [y [y
/Ny Y y
727r1ya:_
>/ ,d _|/ dy| |/ —2mya: d|
1/N Y 1/N

iyr __ . _ .
2L dyl y sabiendo que |e”2TYE

Llamamos A = | fll/N 67%?}

27|y||x|, nos quedas:

1 —2miyr __ 1 1 —2miyr __ 1 1 ) | |
(& (& T
AZI/ dylé/ !Idyﬁ/ y dy
1/N Yy 1/N Y 1N Y

1
= / 27|x| dy < 2m|x|
1/N

Por lo tanto, se tiene que A < 2m|x|.

Llamamos B = \le 6_27”?4:”% dy| y haciendo integracion por partes se
tiene que:
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N 1
B = ‘/ 6727rzyzi dy|

N —2miyx —2miyx

1 e Yy le Y
/ )'dy| =~
Yy

27rz:c —2mix

1 |e—2me’ |€—2mz| N |6—2m'y:p| 1
< = 1=
SN onfa] | 27 +/1 orfe] 2 Y

N N —2miyx
—/ — " d
1 1 Y4 —2mizx

Y|

PR S | M1 1 Lo (/
~ 2xN|z|  2wlx| 27|z )i y? v= 2nN|z|  2rm|z|  2w|x|" )y
1 1 1 3

2Nz | 2ala| | 2nla] = 2nla]’

y esta ultima cuenta se debe o que N > 1 zmplzca <1

Por lo tanto se tiene que B < 27T\xl

Por A y B concluimos que para todo x se cumple que:

400 1

Ahora si u(x) > 0 y u(zx) # 0, tomando a,b con 0 < a < b < 00 y
fa<ﬂx|<b u(z) dr > 0, se puede consequir N = Ny tan grande tal que se

cumpla:

A 1
|f(x)] > iln(N) cona <zl <b

y que se cumpla:

A 1
(f W@ ) )2 5000 ([ ute) a)

En efecto, teniendo en mente:

a < mlr| <b<= 2a<2rz| <2b<—= —2b< —27|z| < —2a

33 3. .3, 3 -3
2b  2mlz|  2a 2b © 2mlz| T 2a

Y
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tenemos que:

3
omla| - 0 > —2h—
el 27 |x| ~ 2a

Y asi tenemos que:

@) > In(N) = 2nfa] — = > In(N) = 2b— >

27 |x| 2a

Ademds observemos que

3 1
In(N) —2b— — > =In(V
n(N) =2~ o > JIn(N)
es lo mismo que
2
In(N) 2a° + 3
a

D.2 [
Por lo tanto se puede tomar N tal que N > 2T y tal que se cumpla:

A~

[f(@)| = 5 In(N)

para a < mwlx| < b

Y asi tenemos que,

([ 1@l d0)"" = ([ Znv)iua) o) > (Gn(v))

u\x X La
(/a<7r|m<b ( )d )

Por otro lado, sabemos que:

400
(7 i ) = @m0y

—00

Entonces para p > 1, contradecimos la desigualdad
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(/R fltu(z) o) < O /R F@)Pla" dz)'”,

pues, como p > 1 implica que ]% < 1 se tiene que (2 In(N))'/? < 2 In(N) y
ast obtenemos:

(o) = G ([ o) )

<mlz|<b

>3 L@t an ([ ) dn)'

<mlz|<b

Observacion 5.2.3. Por otro lado, Carton-Lebrum [Le[ demostraron que el
resultado encontrado por Sadosky y Wheeden se preserva para dimensiones
mayores.

Sea d > 1, con0 < q<ooyl<p<oco. Supongamos que p € M(R?),
donde p no es identicamente cero sobre R% y u({0}) = 0.

Entonces no existe C > 0 tal que la desigualdad:

([ 1@l <c(l [ 1s@Pafe-)'e
Rd R4
valga para todo f € My(R?).

Por otra parte, la condicién (4.3) parece ser mas restrictiva, ya que re-
quiere que v'77 sea integrable lejos del origen y que p sea una medida
acotada lejos del origen. El siguiente teorema muestra que la condicion (4.3)
es en alglin sentido necesaria para una clase razonable de pesos.

Teorema 5.2.5. Dados exponentes 1 < p < o0, 1 < g < 00 y pesos
1€ M(RY) donde sop(u\{0}) # 0 y v € L} (R?) que satisface: v~ €

loc
L‘Ix|p/’loc\L}oc(Rd). Supongamos ademds que para todo s > 0 se cumple que

o' ¢ LHRT\ (B(s))) (5.21)
Una condicion necesaria para la validez de (5.9) es que:
fA(LS)(l — e 2mEnY 1P (1) da
fA(l,S) 1P (z)dx

donde A(R,S) es la corona circular {z : R < |z| < S}.

lim sup( y ‘qd,u(f)) Ve =0 (5.22)

R—+o00 5> R

133



/ (176727”.51)1}1717/ (z)dx 1/q

A(1,S5) — }qdlul(g))
fA(l,S) v (z)dx

es decreciente, entonces el limite cuando R — +00 existe.

Demostracion. Observemos que como supg g (‘

Supongamos que el limite (5.22) es distinto de cero y queremos llegar a
una contradiccién. Asumamos sin pérdida de generalidad, que p tiene soporte

compacto.

Como v' 7 ¢ L‘lgc'p/ ZOC\L}OC(Rd) y ademds como para todo s > 0 se tiene
que v'? ¢ LY(RY\B(s)), entonces existen sucesiones (an)nen ¥ (bn)nen
tales que a, — 0y b, — 400 cuando n — +o0o y tal que:

/ w(z) de = / w(x) dr — 400 (5.23)
A(an,1) A(1,by)

cuando n — 400 y donde w(z) = v' ().

En efecto, sabemos que existe Ky compacto tal que fKo w(x)dx = 400

Si 0 ¢ K, entonces existe C' > 0 tal que || > C para todo x € K. Por
lo tanto,

/ 2P w(z) de > C | w(z) de = 400
KO KO

Pero llegamos a un absurdo porque se sabe que para todo K compacto
se tiene que [, |z|P'w(z) dz < +oo.

Por ende se tiene que 0 € Ky y asf existe 0 < R < 1 /B(0,R) = By tal
que fBo w(z) dr = +oo.

Tomando una sucesion (a, ), que tiende a cero se obtiene que,

lim w(z) de > lim w(z) doe = / w(z) dr = oo
==+ J Afan,1) %% JA(an,1)NBo Bo

por lo tanto

lim w(z) de = lm M, = occ.
n—-+400 Alan,1) n—-+00

Para ver la existencia de la sucesion (by, ), comenzamos tomando a; = by = 1,
luego para conseguir ba construimos la funcién continua en S y no acotada:
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F(S)= /A(Ls)w(a:) dx

que tiende a +o0o cuando S — +o00. Como F' es sobreyectiva, entonces
existe by tal que F'(by) = My, es decir:

/ w(z) de = F(by) = / w(zx) dz,
A(1,b2) A(a2,1)

y asi sucesivamente.

Elijamos a continuacién una sucesion (b, ) como sigue. Ya que suponemos
que (5.22) falla, entonces existe B > 0 tal que para cada n € N existe b, > 0
para lo cual:

— e 2 () d]? 14 w(z) dx. (5.
(L ome s, i

Y elijamos la sucesion (a,,) de modo que valga la igualdad (5.23).
Por otro lado, wn(z) = w(z){XA(an,1)(T) = XA(1,6,)(®)}. Por (5.23) ten-
emos que wy, € My(R?).

En efecto, para todon € N

Ademiés se tiene que,

1
gy = ([ lwn(e)Po(e) o)
- (/ lw(z)|P v() dﬂc+/ w(z)Po(z) da)'”
A(an,1) A(1,by)
= (/A( b )U(l_pl)p(x) o(w) )"

= o1 (1) da) VP = 9l/p w(z) dz)'?
(/A(an,b) ( )d) 2 (/ ( )d)

A(an,1)

135



Asi

g =27( [ wia) da)'. (5.25)
A(an,1)

Por otro lado,

:/ e~ &y () da
R4

e Ty (z) dx —/
A

e Ty (z) dx —/ w(z) dr
A

e 2™y (x) da + w(x) dx
(1,bn) A(1,bn)

= / (72T _ 1) (z) —/ (728 _ 1)w(z) dx
A(an,1) A(1,bn)

Por lo que aplicando la norma en LZ(Rd) v usando la desigualdad de
Minkowsky tenemos que:

Wn(§

~—

I
T —

(an,1)

(an,1)

=
8

[0 (€I g,

727rz§z . _ —2mir q 1/q
/[Rd /A(an, Dw(x) dx /A(1,bn)(e Dw(x) dx‘ du(f))
(L] e = 1) wia) daf” du() "
Re ' JA(1bn)

e 2T _ Voo(a) dal? 1/q
L () de|* du(©))

En efecto, observemos la siguiente cuenta:

Tomando A = fA(aml)(e_zmgx —Dw(z) dw—fA(Lbn)(e_zmgx - 1)w(:17) dz
y B = fA(an 1)(6_2“5“” — Dw(z) dz, entonces: A — B = — fA(l bn)(e_27”5x -
Dw(z) dx y asi,

([ 4= Bl du(@)"'" < ([ 11 du(@) "+ ( [ 151" du(e)) "
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v asi concluimos que,

([ 141 du(@)" = ([ 14 =B @) = ([ 151" auie) "

que es lo mismo que decir que,

[0 ()l g, =

/ / 727r7,§x N ].)U)(JI) dr — / (6727Ti£x _ 1)w(x) d.fv‘q dﬂ(f))l/q
Re J Afan,1 A(1,by)

(L / (727 — Dyu(a)da? du(6))""

R JA(1,bn)
S e ) o due)

Por la desigualdad (5.24), la cuenta anterior se sigue de la siguiente mane-
ra:

[0 (E)ll g =

(L] e = uaal du(e) "
R4 1bn

(] @ ) daft du() "
Rd JA(an,1)

> B( / | (727 1)w(z) dz|? dp(€)) /1
A(1,by) A(an,1)

wie) de) = ( [
w(x) dx) — 6727ri§x_ w(z) drl? 1/q
e[ ww ) (1] e ) deft o)

Como tenemos que,

le™ 28T _ ]| = 2|sen(wéx)||e" ™| < 2m|€||x|

entonces:

137



A - 7|€l|x| dx)? 1/q
ln(©)llzg = (/A(Lbn)w(z) dz) (/Rd (/,4(%1)2 €|z dx)? du(§))
N ¢l Ha zlw(z) dz
(/A(aml)w(x) dz) (/Rd 127€|7 dp(§)) (/A(a"’1)| lw(z) dx)

Observando que A(ay, 1) C B(0, 1) obtenemos que (fA(an ) 2? w(z) dz) 1/p' -

(fmmp/ w(z) dz) wd y por lo tanto usando la desigualdad de Hélder,
tenemos que:

(/ |z| w(z) dz) = (/ || wl_%(fc) w%(m) dz)

A(an,1) Al(an,1)

< (/ || w(l_%)p/(az) daz)l/p,(/ w%(w) dz) 1/
A(an,1) A(an,1)

P w(z :L"l/pl w(z) dz)'?
S(/Bw,l)'””' @ )" ( [ wie) de)

A(an,1)

Asi continuamos la cuenta de la siguiente manera:

in(©lsg = B[ (@) do)

A(an,1)

q 1/q P 1/p' 1/p
_ (/]Rd |27€] du(f)) (/(‘1‘| w(z) dx) (/A w(z) dw)

B(0,1) (an,1)
Como el sop(t) es compacto entonces 27 ( [pa |€]? d,u(ﬁ))l/q < 00 y cOomo

1—p/ 1 1(md 4
v € L|1\P/,loc\L (R?) entonces tenemos que fB(O,l) |z|P" w(x) de < oo.
Con estas dos observaciones obtenemos que:

Co = ([ 2met" au©)""( [__fal w(@) do)'" < o0

(0,1)

Por lo tanto tenemos que,
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60l = B( [

w(z) dz) — C,y w(z) dz)? .
o (x) dz) - C, (/ (x) de)"? (5.26)

Alan,1)

Por otro lado,Ausando la hip6tesis que para toda funcion f € Mo(Rd) se
cumple que |[fllzorey < Cllfllpme) a wn € My(R?), obtenemos usando
(5.25) que:

[6nll g,y < Cllwallrpgay
m

<2l C( w(x) dz)'” (5.27)
A(an,1)

Concluyendo asi de (5.26) y (5.27) que,

B(/ w(z) dz) — Cpy (/ w(z) dz)l/p < 2M/PC( w(z) dx) l/p
A(an,1) A(an,1) A(an,1)
Por lo que para todo n € N obtenemos que

2YPC + C,.)( /

wlx wl/p w\x X
[ ) >B([  wle) de)

A(an,1)

Llegamos asi a un absurdo porque p > 1y lim,,_ 4 fA(an 1 w(z) de =
400, pues para todo n € N se tiene que:

B -1
— < d
21/pC + Cu,v B (/A(an,l) w(x) ‘T) o

y la parte izquierda de la desigualdad tiende a cero cuando n tiende a +oo
porque 1% < 1, pero por hipétesis B > 0. O

Enunciamos ahora un corolario que muestra que la condicion (4.3) se

convierte en una condicién necesaria si también asumimos que v satisface
una doble condicion. La demostracion se puede encontrar en [BeLa].
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Corolario 5.2.2. Sea d = 1 y supongamos que el peso w = vl =P satisface

la condicion v' P € L‘lx‘p, loc\Llloc(R) y que para todo s > 0 se cumple que
v ¢ LYRY\ (B(s))), junto con una condicion doble de la forma:
r+y

(Vx >1) (Vy>0) se cumple/

xT

w(t)dt > C / Myw(t)dt. (5.28)

Entonces la condicion que afirma que existe C > 0 tal que para toda
funcion f € Mo(R?) se verifica que [fllzs < Cllfllzz nunca puede valer para
una medida b no trivial.

Observemos que si v(z) = |z[P™! o sea, w(x) = |z|7!, tenemos que
[T a0(t) dt = In(Z1Y).

x Tz
Por lo tanto, como % es uniformente acotado cuando x > 1y

y > 0, vemos que el peso w(zx) = |z|~! satisface la doble condicién del coro-
lario.

Concluimos con este corolario que si la condicion doble (5.28) es valida y
w(z) no es integrable tanto en el cero como en el infinito, entonces la forma
trivial de la condicion (5.9) puede valer. Asi mostramos que la condicion
(4.3) es una condicién necesaria para una clase razonable de pesos.

El Teorema 5.2.5 muestra que la condicion (4.4) solamente vale si el par
(1, v'?") estd en algin sentido mayormente concentrado donde |1 — e~27%7|
es pequeno, es decir cerca del conjunto {(x,§) : {x € Z}.

En este caso puede ser que valga la condicion (4.4) aun cuando (4.3) falla
(ver el ejemplo 5.4.2).

Observacion 5.2.4. Ezisten versiones de (5.4) para pesos v que tienen "dr-
denes de singularidades mds altas”.

Por ejemplo, incluso si [x[Pv' =" (z) ¢ L}, (R?), se puede encontrar un r

lo suficientemente grande de modo que |z|"+DP'v1=P (2) € L} (RY). Luego
se reemplaza Mo(R?) en las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) por un subes-
pacio denso que consiste de las funciones que tienen momentos nulos de

drdenes mayores.
Por ejemplo sea
M,(RY) = {f € LX[R?) : (Vo) |a| <7, [paz® f(z) dz =0} donde «

es un multindice de longitud |«
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En el trabajo de [SW] se estudia que bajo ciertas condiciones M, (R?) es
denso en LH(RY) y se demuestran versiones correspondientes de (5.4).

Sabiendo que A, es la clase de las funciones w no negativas, localmente
integrables sobre R, con 1 < p < oo y tal que cumplen la condicion

1 1 =L L -
(i i gt <4

para todo intervalo I en R y tomando el peso W (x) = |z|*Pw(x), donde k es
un entero positivo y w es un peso tal que w € A, con 1 < p < 0o, entonces
la funcidn:

k—1

Foo . —2mikx)?
Gf(z) = / N [e—2mite —Z@} f(z) da.

i
=0 7
converge absolutamente para casi todo x para cualquier f € Lﬁ;(Rd).

En cambio, Strémberg y Wheeden [StW] demostraron nuevas versiones
de (5.4), donde v es de la forma v = m(Q)Pw donde Q es un polinomio en R
y w es un peso que satisface la condicion A,. En este caso no es claro como
la Transformada de Fourier deberia estar definida. Por ejemplo, uno podria
tomar un nicleo para f de la forma:

> (—27if(x — x;))F
Z[Z( 2 gg{j! J)) }XK]-

J k=k;

donde xj son los ceros del polinomio () que tiene multiplicidad k; y el con-
Junto K; corresponde a una particion de R,

5.3. La definicién de la Transformada de Fourier
cuando L?(RY) es un espacio de distribuciones
temperadas

Supongamos que las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) valen y que LY (RY) C
S'(R%). Queremos ver cuando la extension G de la transformada de Fourier
de X a todo L5 (R?) coincide con la Transformada ordinaria de f € LY(R%)
como una distribucién temperada.
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Para ello, observemos que para que L5 (RY) esté incluido en el espacio
S'(R%) debemos pedir que v'* € L1 (R%).

loc

En efecto, dado f € LY(R?) queremos ver que se identifica localmente
con una distribucién temperada.

Definamos T i : § — C mediante la formula:

Ty k() = /K f(@)p() da

donde ¢ € S y donde K es compacto.

Veamos que es continua, para ello debemos encontrar un C > 0 y un
m € Ny tal que: |Ty, k(@) < 32101, 15/<m Pa,#(¢) para todo ¢ € S

En efecto, usando la desigualdad de Hdélder tenemos que

Ty k()| = | /K f(@)p(x) dz] < /K @) llol@)|dz
- /K (@) 07 (@) o)™ VP () e

z)|Pv(x) dx 1/p )P o PP (x)dx 1/
< ([ r@pote) o) ( [ Je@l o @is)

Usando ahora que ¢ € S(R?%) obtenemos entonces que:

Ty k()] < ( /K |f () Po(z) da) P ( /K ()P v /P () da)

/

< poo@II 1l sz gy /K o7 (@) da

Como v'* € L} (R?) entonces se tiene que: |T k()] < C poo(p)-

Habiamos visto en el corolario (5.2.1) que si v € Li, .(R%), entonces el es-

pacio LY (R?) est4 incluido en el espacio L}, (R?) si y solo si v P e Ll (R%).
O sea, si v'7 ¢ L} (RY) entonces LH(R?) no es una distribucion, pues
una funcién no negativa f es localmente una distribucién si y solo si f es
localmente integrable. Por lo tanto en este capitulo nos enfocamos en los

problemas que surgen en la definicién de la Transformada de Fourier para
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funciones de L) (R?) incluidas en el espacio L, (R%).

Por ejemplo, tenemos el siguiente criterio: "Principio de incertidum-
bre local".

Teorema 5.3.1. Dados 1 < p,q < 00. Sea v y p = u funciones localmente
integrables. Supongamos ademds que valen (5.2), (5.3) y la condicion (5.4)
y que para toda ¢ € S(R?), se tiene que:

!
60

q

Il < oo (5.29)
U17

pl
Entonces la extension G : Ly(RY) — Li(R?) coincide con la transformada
de Fourter ordinaria en el sentido de las distribuciones temperadas.

Demostracion. Sean ¢ € D(RY) y f € LH(R?) y sea una sucesion (f,) € X
para lo cual limy,— oo || fn — fll Lo (ray = 0.

Queremos ver que < Gf, ¢ >=< f,¢ > .

En efecto,

| <Gf—f,0>|=1<Gf—fatfuo—F0>|
<|<Gf—fund> |+ < fo—F 0>| (5.30)

Observemos que como Gf — f, € LL(R%), podemos definir la funcional
continua:

T

Gi—fo DRY) — R

¢ = JulGf — ) (@)é(x) do

Esta funcional lineal resulta continua porque, dado un compacto K C R?
y dado ¢ € C*°(K) obtenemos que:

< Ty gt > 1< [ 1607 = H@I6@] do < [ 16F = Fu)@)| m(o) do
donde po x = sup,cx |¢(z)].
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Continuando la cuenta, usando la desigualdad de Hélder y sabiendo que

ul= ¢ L} (R%) tenemos que:

J1@s = f@dz < ([ 1GF = £)@ ulw) do)' ([ w7 (@) da)
K . K K
< CIGf = fallray

Por otro lado observemos que:

Gf — fa=G(f — fa) +G(fa) — fu
=G(f = fa) + fo— fa=G(f — fn)

Asi tenemos por la cuenta anterior y por la desigualdad (5.5) que,

| < Ty 6> <ClIGF = fall gy < CIF = full o graypo,ic ()

Usando que f, — f tiende a 0 cuando n tiende a infinito en LY (RY). Con-
cluyendo asi que G(f) — fn € D'(R%)

Teniendo en cuenta la observacién anterior y usando la desigualdad de
Holder, continuamos la cuenta (5.24) de la siguiente manera

<G~ fuo> = [ (0 = f)@ot) do
< [ l@r = @)l jota)] da
< [ 167 = F)@) 196a)] w!/1(w) uVo(a) e
K
~ AN () dz) e O W) dae) VY
< ([ 16r = @l uta) de) ([ Jota) (x) dz)

_ 1—q’ . .
Como tenemos que 71 = q,q implica que

por la desigualdad (5.5), entonces obtenemos que

v
Tq = 1— ¢ y nuevamente
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|<Gf = fuo>| < |Gf - mLZ(/K ()7 i (2) da)
=9/ - fn”LfLHQﬁHLq’F , = 19G = fulleglioll e

q q

<CIf =l (531)

q

Por otro lado como f — f,, € LH(R?) C S'(R?), entonces f — fn € S'(RY)
y por lo tanto < f — fp, ¢ >=< f — fn,gg > para todo ¢ € S(R?).

Asi tenemos usando la desigualdad de Holder que para todo ¢ € D(R?) C
S(RY),

| <fo—Fo>=|<FFud>|=|<f—fad>]
— [ = 5)@) b0) da

- )P v(z) dz)'? @) v (z) da) M
< (LI =@l o) aa) ([ ol o7 @) da)

<|If - ntILg(Rd)IMBHLp;_ (5.32)

(B

En consecuencia por (5.30) y (5.31) obtenemos,

<0f = F.0> | S CIF = Fallgao 90 oy + 1 = Fullzoléll
ut—9q v

p’
S ||f — anLp(Rd) (C‘|¢||Lq’17 (Rd) + ”é”[ﬁﬂi (Rd))

q’ q’

Por la hipétesis del teorema tenemos que ||of| (®a) < OOV que
ulfq/
quHLq/l_q/ () < OO ademds tenemos que lmy, oo [[fn — fllzz@e) = 0.

Asi concluimos que para cada ¢ € D(RY)

| <Gf—f,0>|=0

implica que

<Gf.¢p>=<f, >
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Como D(R?) es denso en S(R?), entonces:

<Gf,¢>=<f¢>
para todo ¢ € S(R?).
O

Observacion 5.3.1. Notar que el criterio (5.29) requiere que u'~9 € L}, (R%).
En efecto usando la desigualdad de Hélder obtenemos que,

/ w7 (2) dx = (/ u(_qq)‘/q)f’(/ 1&)’“&(1
K K K

/
q

<Y

a+d

< Jull ] gy m(K) 5 < o0

Ya que estudiamos las desigualdades de la Transformada de Fourier con
medidas de peso, esta condicidon ercesivamente restrictiva.

Por otro lado, un elemento de LZ(Rd) no tiene por qué ser una distribu-
cion temperada. Nos preguntamos entonces ;qué significa la Transformada
de Fourier de f € LY(RY) como un elemento de L{,(R?)?

Si definimos G : LY(RY) — L},(R%) mediante un argumento de limites,
entonces al menos debemos exigir que G esté definida adecuadamente para
cualquier f € LY(RY) de modo que la Transformada de Fourier ordinaria
esté bien definida como un objeto puntual. En particular, si f € L' ﬂLﬁ(Rd)
decimos que Gf(€) = f(€) para casi todo punto [p).

Un ejemplo trivial, pero que ilustra nuestro punto de vista, es el siguiente.

Ejemplo 5.3.1. Sean p=m+ 9, donde m es la medida de Lebesgue y 0 es
la delta de Dirac y sea v =m.

Sea X = {f € L' N L2RY) : f(0) = 0}. Veamos que G(f) = f no

coinciden en casi todo punto.

En efecto, tenemos que

HfHLg(Rd) = || fll L2 (e
para toda funcion f € X.
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Pues si f € X entonces se tiene que:

1123 gy = / (O du(e)

[ 1@ / ()12 doe

Recordemos que la funcion dé : D(R?) — R estd definida por dé(¢) =
f]Rd ¢ do = ¢(0).

Por lo tanto, como f(()) = 0 y usando el Teorema de Plancherel, tenemos
que:

gy = [ 1R ) +17O)] = I flan, = Iflz2qe

Por otro lado, veamos que X es denso en L?(R%).

En efecto, sea f € L?*(RY), como L'NL2(RY) = L2(RY) ezxiste g €
L' LA(RY) tal que ||f — gllp2ra) < e

Por otro lado, teniendo la funcion,

S L'NL2RY) — L2(RY)
g = g
definimos hn(§) = 9(€)X (=1 1) (€)-

~ Observemos que limy,— 4o ha(€) = §(€) para casi todo € y ademds que
|hn ()] < |9(€)|. Por lo tanto tenemos que |hy, — g2 < 2|§|? € L*(RY).

Por el Teorema de la Convergencia mayorada y el Teorema de Plancherel
concluimos que:

L ([ = 9)(€) 2eey = | Him 1 = 98Il 2(gay

= lim /|h — |2dx—/ m  |hn — g(&))2 dz =0
R

n—--+4oo d n———+400
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Por lo que tenemos que hy, tiende a g cuando n tiende a +oo en L2(RY), y
asi X = L*(R%).

Como vale las condiciones (5.2), (5.3) y (5.4) entonces para toda funcion
¢ € D(R?) se verifica que

Hg(f)HLﬁ(Rd) < £l z2(mey-

Sin embargo no tenemos que Gf(§) f(ﬁ) para casi todo £ con respecto

a [u] cuando f € L* N L2(RY) y £(0) #B

En efecto, sea [ € L' N L2(RY) tal que f(O) # 0. Como f € L*(R%)
y X = L?, entonces existe un sucesion (f,) € X tal que lim, o0 || frn —
fllL2@may = 0.

Como G(fn) = fn Y fn(O) =0 para todo n € N, tenemos que:

Iy, o0 fn(0) = 0 # f(0) y 6({0}) = 1. Por lo tanto G(f) y f no
coinciden en cast todo punto ya que en el cero no coinciden.

Consideremos un ejemplo menos trivial de (5.4) motivado por el Teore-

ma 5.2.5.

Ejemplo 5.3.2. Sobre R, tomamos p = 61, la masa puntual de Dirac con-
centrada en & = 1.

(51(A):{ 1 s11le A

0 sil¢A

Seap:q:2yl<04<2y%<ﬁ§2y56anlosconjuntosE =
1 1

[n = g+ a) ¥ E = Unezyjoy En-

Consideremos el peso:

ooy ={ T TED

[n]
Entonces para toda funcion f € My(R) se tiene que
£z = Cllfllzz-
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En efecto, sea f € My(R), escribimos f = f1+ fo = fxe + fxEe.
Observemos también que”: Mo(R) — L3 (R).

Asi, como e~
que:

— 1| = | — 2isen(wx)e” ™| = 2|sen(nz)|, obtenemos

17,00 = ([ 1AOR dn(@)'* = 1F0)1 = | [ (@) da = [ 1ia) da
oy /R (727 — 1) f(z) d| = | /R (2% 1) fy(x) du + /R (727 1) fo(a) daf
< 2(/ |sen(mz)| | fi1(x)] dx—l—/ |sen(mz)| | fa(x)| daz) =2(I + 1)

R R

Esttmemos Iy usando la desigualdad de Hélder:

[ lsentra)] |12(o)] da < /{ | entm)l 7o) de | sentna)] |fofa)] do

{l=|>1}

™ T 01/233 vil/zar T T T X
<o e @ @l [ Rl

{lz|>1}

T 2o Y1) dx 1/2 212 v(z) dr 1/2 N de
: (/{|x§1}|| (@) de) (/{|x>1}|f2( I v(w) dz) +/{|m|>1}\f2( )l

< / 22 v~ (@) da) | ol aqe) + / fale)| do
{]z|<1} {lz[>1}

< / 2? v~ (@) da) | ol ace) + / fal)| dr + / fale)] do
{]z|<1} {lz[>1}NE* {lz|>1}nE

— / 22 v\ (2) da) | ol ace) + / ()] da
{l=I<1} {|z|>1}nE*°
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= /ﬂm} [o* v () do)llfallLaey + / v 2 (2) 012 () | fol@)] da

{|z|>1}NE*°

- 1/2
<[P o @) do) P Iz
{lz|<1}

vz dm1/2 ) v(x dw1/2
(/{|m|>1}mEc ( ) ) (/{gc|>1}mT~JC|f2< )| ( ) )

< /{ o 1@ d0) P el + / v () dx) | oll e

{|z|>1}NE*

_l’_

< 7Al fellL2®) + Bl foll L2w)

Observemos que si |x| < 1, tenemos que si x € B, entonces v~ (z) = 1.
En cambio, si v ¢ E entonces v-1(z) = (1 + |2])~% y asi concluimos que,
(I+z))~ @ <|z|7* y 1 < |z|~*. Por lo que,

A :/ |22 v (z) dx < / |22~ da.
{l=[<1} {lz[<1}

B :/ v (z) dx < / (lz]+ 1)~ dx < / |z|~* dz.
{lz[>1}nEe {le|>1} {lz>1}

Continuando la cuenta obtenemos que:

[ sentan) 1) o < [

> da)'? + (/ 27 dz) "] foll ey
{l=|<1}
< Cofl fall Lo wy-

{lz|>1}

Estimemos ahora I7:

FEscribamos fi(x) = ZnGZ\{O} gn(z) donde g, (x) = f(x)xE, ().

Observemos que si:

) 1
SszEnentoncesn—W§x§n+W
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que es lo mismo que

|z — |<is' solo si |z — \<L
x n_2|n|5 iy imlx n_QWﬁ
Ademas
|sen(m(x — n))| = [sen(mx)cos(mn) — cos(mx)sen(mn)| = |(—1)"sen(wz)| = |[sen(wx)]|
Ast usando la desigualdad de Hélder,
L = /|sen wx)| | f1(x)] dm—/ |sen(mwz) gn(z)| dz
nEZ\{O}
> / jsen(ra)] [f(z)] dz < / sen(r(z — n)| |f(z)] dz
neZ\{0} neZ\{0}
T 1
<r 3 [ emnlp@lia <3 Y o [ 1) as
nez\{0} nez\{0} En
T 1 =1
<3 Y e hl® [ @) de
nezv o} 11| 2 Er,
nt+—1
s _ag\1/2 _ 2[n|B 2\ 1/2
§§< Z |n|1 35) / ( Z ‘n|ﬁ 1(/_1 |f(x)| dSU) )
nezZ\{0} nez\{0} TR

Observemos que —(1 —38) > 1 ya que [ > %, por lo que tenemos la funcion
zeta de Riemann:

(> |1 39)1? = 2 > n3;_1 = 26(38 — 1).

neZ{0} neN

Entonces usando Hélder,

n<Sees— L Y Wl ([ an ([ g dn)]
nezZ\{0} 2[n|® 2[n|?
n+1
= ZeeEs- )L Y A @ dn)]
neZ\{0} 2|n|®
—al X (2 P )
n€Z\{0} 2[n|P
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Observar lo siguiente,

112wy = [ 151 o) do = [ 1@, 0 @F v(o) da

n+1
_ — In|?

> [ @f et de= Yl [ @) do
nez\{o}” Fr neZ\{0} 2al?

Por lo tanto tenemos que:

I < Cillfill p(wy

Concluyendo tenemos que:

I < Gill fillpp(wy
I, < Cofl fall o (wy

Ast,
HfHLg ®) < Cillfillewy + Coll follppmy < (Cr 4+ Co)| fll L2 (w)
1
Hemos probado que para toda funcion f € My(R) se verifica que
Hf”Lgl ® < Cllfllzwy,

donde F : My(R) — L<251(1R)'

Entonces extendemos la funcion F mediante la funcion G : L2(R) —
Lgl (R), teniéndose asi que:

Hgf”Lgl < Ol fllr2r)

para toda funcion f € L2(R).

Los espacios LL(R?) en los ejemplos anteriores son espacios de distribu-
ciones temperadas.
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Concluimos este trabajo enunciando un resultado que estudia las condi-
ciones para que la extensién G de la Transformada de Fourier a todo L (R%)
coincida con la Transformada de Fourier ordinaria, es decir caracteriza bajo
que condiciones Gf = f [u].

En lo que sigue nos restringuiremos a una clase de espacios LP pesados
de distribuciones temperadas, que incluyen los espacios considerados en los
ejemplos anteriores. Estos espacios tienen la propiedad que si f € Lh(RY),
entonces f , como una distribucién temperada, es equivalente a una funcién
localmente integrable.

Comenzamos por la definicion de los espacios Amalgama Wiener.

Los espacios Amalgama Wiener nos otorgan informaciéon sobre el com-
portamiento local y global de sus elementos.

Definicion 5.3.1. Dados 1 < p,q < oo, el espacio amalgama Wiener
W(LP,19)(RY) es un espacio de Banach de funciones f que son localmente
integrables en LP(RY) y tienen un comportamiento 19 en el infinito, en el sen-

tido que las normas LP sobre los intervalos [n,n + 1)¢ forman una sucesion
de 19.

Mads precisamente, para 1 < p,q < 00

W(LP,1)(RY) = {f : R? > C: I fllw (v 1a) = ( Z (/ ’fn(l’)‘pdx)q/p)l/q

nezd "

Aqui Q, denota la traslacion por n € Z¢ del cubo unitario [0,1)?, es
decir, Q, = [n,n + 1)<

Observar que f € W(LP,19)(R%) si y solo si, ((an \fn(;ﬁ)wdx)l/p) €
19(RY).

La idea de considerar los espacios amalgama Wiener, en contraposicién al
espacio de Lebesgue LP = W (LP,[P), es natural porque nos permite separar
el comportamiento global de los comportamientos locales de una funcidn.
Esta idea se remonta al ano 1926 y su primera aparicién la encontramos en el
trabajo de Norbert Wiener, en su desarrollo de la teoria del andlisis armoénico
generalizado. En particular considera los casos especiales de W(L!,1?) y
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W (L%,1®) en [Wi] y los espacios W (L>®,I) y W(L',I*®) en [Wil]. El
primer estudio sisteméatico de estos espacios se realiz6 recién en el afio 1975
por el matematico Finbarr Holland [Ho].

Entre los resultados mas importantes y que se encuentran en el trabajo
de Fournier y Stewart [FoSt] podemos enunciar los siguientes.

La escala de los espacios amalgama Wiener decrece cuando p crece y
crece cuando ¢ disminuye, es decir:

Si q1 < g2 entonces W (LP,[9) C W (LP,[%).
Si p1 < p2 entonces W (LP2,17) C W (LP*,19).

Como dijimos anteriormente, el espacio W (LP,[?) es un espacio Banach si
p,q > 1. También se extiende la desigualdad de Hélder como es esperado:

Si fe W(LP,19) y ge WL, 1Y), donde p,q > 1y 1/p/ =1 —1/p,
entonces f.g € L' y ademas:

1£-9llx < 1w o) 19l o -

El dual del espacio amalgama W (LP,19) es el espacio W (L¥',19) decir,
si 1< p,q < oo entonces (W (LP,19)) ~ W(LV ,17).

Un importante hecho acerca de los espacios amalgamas Wiener es que
provee un entorno natural para la generalizacion del Teorema de Hausdorff-
Young.

Teorema 5.3.2. Dados 1 <p,q<2.
Si f € W(LP,19)(RY) entonces f € W(LY ,IP')(R?) y existe una constante
C tal que para toda funcion f € W(LP,19)(R?) se verifica que
HfHW(Lq’, 17")(R4) < Cp#}HfHW(LP, 19)(R4)-

Ademds se tiene que si g € W (L9, IP)(R?) y f € W(LP,19)(R?), entonces:

| ota) Fa) do = [ ita) fia) da.

Rd
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El espacio Amalgama Wiener més grande que satisface las hipotesis del
teorema de Hausdorff -Young es el espacio W (L', 12)(R%).
Definimos a continuaciéon cuando un espacio B es sélido y veamos que el
espacio W(L',1?)(R%) es el espacio solido de Banach mas grande.

Definicién 5.3.2. Un espacio de Banach B sobre R? es sélido si siempre
que f € By |g| < |f| en casi todo punto, entonces g € B y |lgllz < ||f|l5-

Ahora supongamos que B es solido y que la Transformada de Fourier,
definida inicialmente sobre BN L°(R?) tiene una extensién a una transfor-
macion lineal continua de B al espacio l’;’, de las funciones medibles sobre
R?. Ademas supongamos que la convergencia en B implica la convergen-
cia local en medida. Bajo estas hipdtesis tenemos el siguiente teorema cuya
demostracion se encuentra en el trabajo de Aronszajn y Szeptycki [ArSZ].

Teorema 5.3.3. B C W (L', 1?)(R?) y la inclusion inyectiva B — W (L', 12)(R%)
es continua.

Este teorema afirma que el espacio Amalgama W (L', 1%)(R?) es el espa-
cio s6lido de Banach mas grande, que da un mapeo via la Transformada de
Fourier en un espacio de funciones.

Para enunciar el ultimo teorema, que dice en algtn sentido, que una
desigualdad en norma para la Transformada de Fourier como en (5.4) so-
lo puede fallar en extenderse a la Transformada de Fourier ordinaria si el
subespacio denso X C L' N LH(R?) esta definido en términos del conjun-
to de ceros de la Transformada de Fourier, trabajaremos con espacios LP
pesados cuyos elementos tienen Transformada de Fourier que existen como
funciones. Asi, asumimos que nuestros espacios LP pesados estan continua-
mente incluidos en W (L', 12)(R%). Un ejemplo de ello es el caso, si 1 < p < 2
y v'7P e W(L',1%°)(R%).

La demostraciéon de dicho teorema se encuentra en el trabajo de Benedet-
to y Lakey [BeLa].

Teorema 5.3.4. Dados pesos v € LL (RY) y p € M(R?) y exponentes
1<p<oo,l<q< oo Supongamos que Ly(RT) C W(L',1?)(R?) (una
inclusion continua), y que X C L' N LY(RY) cumplen las propiedades (5.2),

(5.3) y (5.4).
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Sea G la extension de la transformada de Fourier a todo L)(R?) por
continuidad. Luego, G coincide con la Transformada de Fourier ordinaria en
el sentido que para toda funcion f € L' N LH(RY) se verifica que

f(f) =Gf(&) en casi todo punto [u].

si y solo si, existe una constante C' > 0 tal que para toda f € X y para
toda n € R¢ se cumle que

11z

Por tltimo enunciamos un teorema que da una representacion (en una
dimensién) para la Transformada de Fourier de funciones en LY(R) cuando
LY(R) C W(L, I?)(R).

Teorema 5.3.5. Dada v € L} (R). Supongamos que L (R) estd continua-
mente incluido en W (L', 12)(R). Entonces la Transformada de Fourier estd
dada por:

—27rz§z _
- % / Y ¢ do (5.33)

2mix

en cast todo punto.

Demostracion. Solo necesitamos probar que la ecuacion (5.33) es valida para
f € W(L,1?)(R). Por el Teorema de Hausdorff- Young se tiene que para toda
funcion g € W(L?,1')(R) se cumple que

/R F(@) glz) do = /R f(2) §(z) da

Tomando g = X[o¢ v aplicando el Teorema Fundamental del Calculo

/ng(x) d:x:/R(e_QZf;_l) flx) dx

—27r7,§x _
d§/ 2mix f(x) du
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tenemos que:

entonces



y por lo tanto que
gr)

en casi todo punto.
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