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Introduccion

A fines de los anos 40 y comienzos de los 50, J.H.C. Whitehead introdujo los hoy
llamados CW-complejos y demostrd algunos de los resultados més importantes de la teoria
de homotopia, entre ellos los teoremas de aproximaciéon celular. Whitehead probé tambien
que una equivalencia débil entre CW-complejos (es decir una funcion continua entre CW-
complejos que induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia) es una equivalencia
homotépica ([18]). En lenguaje moderno, estos resultados se interpretan diciendo que la
categoria homotdpica de los espacios topoldgicos (es decir, la categoria que se obtiene
invirtiendo las equivalencias débiles) es equivalente a la subcategoria plena de los CW-
complejos cocientada por la relacién de homotopfia.

Este hecho es un ejemplo particular de localizacién en categorias, que intenta, en cierta
forma, generalizar la de anillos. Dada una categoria € y una subclase de morfismos > de
% , se busca construir la localizacién de € por X, es decir, una categoria que invierta los
morfismos de Y y sea universal con esta propiedad.

Los teoremas de Whitehead sirvieron como motivacién a Gabriel y Zisman, quienes,
a mediados de la decada del ‘60, introdujeron el cédlculo de fracciones para resolver el
problema de la localizacién [3]. Ellos probaron que bajo ciertas hipdtesis sobre la subclase
¥ (especificamente, que admita cdlculo de fracciones, ver pag. 39), la localizacién €' [%7!]
(llamada categoria de fracciones) puede ser ficilmente caracterizada.

Un par de anos después, inspirado por estos resultados de Whitehead y de Gabriel-
Zisman y por algunos resultados de D.Kan ([6]) y Verdier ([16]), Quillen introduce las
categorias de modelos ([10]). Una categoria de modelos es una categoria ¢ que tiene tres
clases distinguidas de morfismos, llamados fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles
y que cumplen ciertos axiomas (3.1.1). En una categoria de modelos se puede desarrollar
por completo una teoria de homotopia, de la misma forma que sucede en los casos clasicos
de espacios topoldgicos y de los conjuntos simpliciales. Como ventaja adicional, queda
caracterizada en forma facil y contundente la localizacién de la categoria € respecto de la
clase de equivalencias débiles: la localizaciéon de % se denomina la categoria homotépica de
% y uno de los resultados principales de esta teoria afirma que esta categoria es equivalente
a la subcategoria plena de ¥ formada por los objetos fibrantes y cofibrantes, cocientada
por la relacién de homotopia (3.1.32).

Varios mateméticos, entre ellos el mismo Quillen ([11]) han ido modificando la no-
cion de categoria de modelos. En la actualidad, generalmente se entiende por categoria
de modelos a una categoria de modelos cerrada (en el lenguaje original de Quillen) con
algunos axiomas reforzados (ver 3.1.2). A partir de la teorfa de Quillen, han surgido otras
teorias homotodpicas que se utilizan para modelar ciertos fenémenos no abarcados por las



categorias de modelos. Nombramos entre ellos a las categorias de cofibraciones de Baues
([1]) vy a las Lambda-categorias de Minian ([8]).

Esta tesis consiste en un estudio detallado de las categorias de modelos y la localizacién
y tiene tres objetivos principales.

El primer objetivo es exponer en forma clara y detallada las ideas y resultados de
los trabajos de Gabriel-Zisman y de Quillen. En el caso de las categorias de modelos,
hemos elegido seguir la formulacién original de Quillen en lugar de las formulaciones
equivalentes o alternativas aparecidas posteriormente. Varias demostraciones que aqui se
exponen amplian las demostraciones originales o surgen como alternativas a ellas.

El segundo gran objetivo de esta tesis es comparar la teoria de Quillen con la teoria de
homotopia clasica de espacios topolégicos. Mostraremos las semejanzas y diferencias entre
ambas teorias a lo largo de toda la exposicién, comparando resultados, ideas y demostra-
ciones. Este andlisis no se encuentra, a nuestro entender, en la bibliografia conocida del
tema.

El tercer objetivo es probar algunos resultados que, aunque son conocidos y son uti-
lizados habitualmente, no aparece explicitada su demostracién en la bibliografia (entre
ellos, 1.5.6).

La tesis esta dividida de la siguiente forma. En el primer capitulo estudiamos los
preliminares necesarios, introducimos la notacién a usar y probamos algunos resultados
que utilizaremos, cuya demostracién no se encuentra detallada en la bibliografia habitual.
En el segundo capitulo estudiamos las categorias de fracciones y damos algunos ejemplos
y aplicaciones al estudio de espacios Hausdorff y espacios de Kelley. En los capitulos 3 y
4 desarrollamos la teoria de Quillen y la comparamos exhaustivamente con la teoria de
homotopia clasica. También estudiaremos los llamados ‘funtores de Quillen’ que se utilizan
para comparar distintas categorias de modelos (y por ende, distintas teorias homotépicas).

Quiero agradecer a Gabriel Minian por haber dirigido esta tesis de licenciatura.

Enzo Miguel Ottina.



Capitulo 1

Preliminares

Las primeras dos secciones de este capitulo son meramente introductorias. En ellas
introducimos las notaciones que utilizamos a lo largo de esta tesis y recordamos algunos
resultados bésicos de categorias.

En la seccién 1.3 introducimos algunos resultados sobre acciones en categorias. Estos
resultados no presumen de tener gran originalidad, pero no los hemos encontrado en la
literatura y por ello decidimos detallarlos aqui.

En la seccién 1.4 definimos los esquemas y trabajamos con categorias sobre y bajo
objetos. Probamos algunos resultados sobre limites en estas categorias. También probamos
algunos resultados sobre retractos que serdn de gran utilidad en el capitulo 3.

En la dltima seccién de este capitulo trabajamos con fibraciones, equivalencias ho-
motdpicas débiles y CW-complejos. Probamos en esta seccién un resultado (1.5.6) que es
bastante conocido, pero cuya demostracion no se encuentra explicita en la literatura.

1.1. Pullbacks y pushouts

Comenzaremos con un poco de notacién y con algunas propiedades bésicas de pullbacks
y pushouts.
Sea € una categoria. El pullback del diagrama

B

|

XT>Y

es un objeto de ¥, que notaremos B x X, junto con morfismos pr; : Bx X — By
Y Y
pry : B x X — Y con la siguiente propiedad universal. Dado un objeto A y morfismos
Y
a:A— By p:A— X tales que ya = §3 existe un unico morfismo de A en B x X que

Y
notaremos (a, )y, o simplemente («, ), tal que pr;(«, 5) = a y pry(a, B) = .



El pushout del diagrama
A—=B

|
X
es un objeto que notaremos B X X y morfismos iny : B — B X Xying: B— B X X con

la siguiente propiedad universal. Dado un objeto Y y morfismos v: B —-Y yd: X - Y
tales que ya = 60 existe un tnico morfismo de B X X en Y que notaremos 7y +4 d, 0

simplemente vy + 4, tal que (74 d)ing =y y (v + d)ing = 4.

Finalmente, dado un morfismo f : X — Y, llamaremos morfismo diagonal de f
al morfismo Ay = (idx,idx) : X — X x X. Si la categorfa tiene objeto final e es-
Y

cribiremos Ax si Y = e. Ademads, llamaremos morfismo codiagonal de f al morfismo
Vi =idy +idy : Y }/{ Y — Y. Si la categoria tiene objeto inicial @ notaremos Vy si

X =0.

Observacion 1.1.1. Con las notaciones de antes seana: A - B, 3: A— X,v:B—Yy
0 : X — Y morfismos tales que ya =3 y sean ¢ : C' — A, ¢ : Y — Z. Entonces:

L. (a¢,5¢) = (a, B)¢
2. Y(y+0) =y + o

En el caso en que % tenga objeto final e, notaremos A x B al pullback (producto)

Ax B> A
Przl pull l
B e

Si € tiene objeto inicial @, notaremos A V B al pushout (coproducto)

%] A
\L push linl
B—>AVB

Supongamos que € admite productos finitos. Sean f : C — Ay g: D — By sean
pri:AxB — A pry: AxB — B,pr3:CxD — Cypry,:CxD — D. Notaremos
f x g al morfismo (f oprs,gopry):C x D — A x B, es decir, al morfismo que ‘aplica f
en la primer coordenada y g en la segunda’.

Supongamos ahora que % admite coproductos finitos. Sean f y ¢ como antes e
in:A— AVB,ing: B— AVB,ing:C —- CVD,ing: D — CV D. Notaremos
f Vg al morfismo inj o f +ingog: CV D — AV B, es decir, al morfismo que ‘aplica f
sobre C'y g sobre D’.

Veamos otra propiedad de los pullbacks, que es la asociatividad, es decir

(AxB)xC~A (BEC)

X
D E D



Proposicion 1.1.2. Sean € una categoria, o : A — D, 3 : B —
~v: C — FE morfismos de €. Consideremos los diagramas:

AxB?Ps_ (Ax B) xC _Ps_ A><B
D D E
pTs5 i pull ia pry l pull lépr5
B—">D c— E
B x C Prs A x (B x C) Pho,
prg l pull ) Py pull «
B B x C s
C E xC 2 oD
Entonces, (A % B) x C ~ Ax (B xC(C). Ademds, el limite del diagrama
E D E
A—"=>D
Z
B—~F
/
C
es (Ax B) x C.
D E

Demostracion. Veamos que (A x B) x C' junto con
D ' E
pryprg: (Ax B)xC — A
D ' E

:(Ax B)xC B
prsprg : ( 5 )E -

pry: (Ax B)xC — C
D ' E

es el limite del diagrama anterior.

Tenemos apryprg = Bprsprg y Oprsprg = Ypry.
Supongamos que tenemos morfismos f1 : F' — A, fo: F — By f3:

afi =Bfy dfa =fs.

/
T~

D,é6: B — F,

F — C tales que



Buscamos la flecha punteada ¢ que haga conmutativo el diagrama anterior. Como
afi = B fs, existe un tnico morfismo

(fi, fo) 1 FF — (ALV;B)

tal que pry(fi, f2) = f1 v prs(fi, fo) = fo. Ahora bien, como 0prs(fi, f2) = df2 = v fs3,

existe un dnico morfismo ((f1, f2), f3) tal que prg((fi,f2),f3) = (fi,f2) v
pr7((f1, f2), f3) = f3. Tomamos ¢ = ((f1, f2), f3). Es claro que pryprg¢ = f1, prspre¢ = fa
Y pr7¢ = f3.

Ademads, la unicidad de ¢ se deduce de las unicidades de (f1,f2) v ((f1, f2), f3),
puesto que si ¢’ es otra flecha que hace conmutativo el diagrama anterior, entonces como
pry(prgd!) = f1, prs(prad) = f se obtiene que prgd! = (f1, f2) y como pry@ = f3 queda
que ¢ = ((f1, f2), f3)) = ¢. Asi tenemos la dltima parte de la proposicién.

De forma anéloga se prueba que A x (B x () (junto con los morfismos correspondientes)

también es limite del ultimo diagrama del enunciado de la proposicién. Por lo tanto se
tiene

(AxB)xC~Ax(BxC()
D ' E D' E

O

Si L es el limite del ultimo diagrama de la proposicion anterior, llamaremos
pry : L — A, pry : L — B, pry : L — C a los morfismos que vienen dados por la
existencia del limite L. Si tenemos morfismos f: X — A, g: X — B, h: X — C, tales
que af = Bg y dg = vh, notaremos por (f,g,h) : X — L al tnico morfismo tal que
pri(f,g,h) = f, pra(f,9,h) = g y prs(f,g,h) = h. De lo visto en la proposicién anterior

se deduce que (f,g,h) = ((f,9),h) = (f,(g,h))

1.2. Grupos y cogrupos en categorias punteadas

Definicién 1.2.1. Una categoria punteada es una categoria € que tiene un objeto que es
objeto inicial y final de ¥ a la vez, al que notaremos * y llamaremos objeto cero o nulo.

Ejemplo 1.2.2.

1. Sea Set* la categoria cuyos objetos son los conjuntos con punto base y cuyos morfismos
son las funciones entre conjuntos que respetan puntos base. Set* es una categoria
punteada: ‘el’ singleton es, a la vez, objeto inicial y final de Set*.

2. Sea 7op* la categoria cuyos objetos son los espacios topoldgicos con punto base y
cuyos morfismos son las funciones continuas que respetan puntos base. 7op* es una
categoria punteada: ‘el’ singleton es, a la vez, objeto inicial y final de Zop*.

3. Sea [Top*] la categoria cuyos objetos son los espacios topolégicos con punto base
y cuyos morfismos son las clases homotodpicas de funciones continuas que respetan
puntos base, donde las homotopias son relativas al punto base. [ZTop*] es una categoria
punteada: cualquier espacio topolégico contrictil es, a la vez, objeto inicial y final

de [Top*].



Notacion 1.2.3. Si € es una categoria punteada notaremos por 0 € Homg(X,Y) a la
composicién X — x — Y.

Definicién 1.2.4. Sea ¥ una categoria punteada con productos finitos. Un grupo (u
objeto grupo) en % es un objeto G junto con un morfismo p : G x G — G (que llamaremos
multiplicacién) tal que:

i) 0: G — G es el neutro para p, es decir, las composiciones
0,Id
M evateq
dg,0
dlqxata
son la identidad de G.

ii) p es asociativa, es decir, el diagrama

axGaxc™ e xa

IdGX,u\L i;u'
w

GxG G

conmuta.

iii) Existe una inversa, es decir, un morfismo ¢ : G — G tal que ambas composiciones

Idg,
M0 ot

(¢,Idg)

G GxG—Lt=q

son el morfismo 0 : G — G.

Decimos que G es grupo abeliano si p es conmutativa, es decir, si el diagrama

(pra,pry)

GxG———GxG

A

G
conmuta.
Ejemplos 1.2.5.
1. Los grupos en Set* son los grupos ‘tradicionales’.

2. Los grupos en 7op* son los grupos topoldgicos.



3. Los grupos en [Zop*| son los H-grupos (ver [12], pag. 35).

Un ejemplo conocido de H-grupo es el espacio de lazos 0.X de un espacio topolégico
punteado X. Si llamamos zg al punto base de X, tenemos que

QX = {y:1 — X continuas tales que y(0) = v(1) = o}

con la topologia compacto-abierta y con punto base el camino constante xy. La
multiplicacién p: QX x QX — QX se define por

- 1
RO B A

o~ O
IA A

<t
<t
y la inversa ¢ : QX — QX por

(7)) =~v(1 —1)

Definicién 1.2.6. Sean G y H grupos en una categoria punteada %', con multiplicaciones
'y p respectivamente. Un morfismo de grupos de G a H es un morfismo o € Home (G, H)
tal que el diagrama

GxG—t=qg
O{XCM\L la
HxH-Y~H

conmuta.

Teorema 1.2.7. Sea ¥ una categoria punteada y sea G un objeto de €. Entonces
G es un grupo (resp. grupo abeliano) de € si y sdlo si el funtor contravariante
Homy (., G) : € — Set factoriza a través de la categoria de grupos (resp. grupos abelianos).
Es decir, Homg (A, G) es un grupo (resp. grupo abeliano) para todo objeto A de € y o* es
morfismo de grupos para todo morfismo o de € .

Demostracion. Sea A € Obj(%), veamos que Home (A, G) tiene estructura de grupo. Sean
fyg € Homy (A, G), definimos f.g € Homg (A, G) por la composicién

AV awa g

Veamos que con este producto Homg (A, G) es grupo.
£.0=po(f,0)=po(ldg.0)o f=Idgo f = f
Andlogamente 0.f = f. Asi, 0 € Homg (A, G) es el elemento neutro.
Veamos asociatividad:

(f-9)-h=po(uo(f,g),h)=po(uxldg)o((f,g),h)=po(ldg x u)o(f (g,h)) =
=po(f,pol(g,h)) = f(g-h)



Veamos la existencia de inverso. Sea f € Homg (A, G). Afirmamos que ¢ f es el inverso
de f. En efecto,

f(of)=po(f,0f)=po(dg,@)o f=0.f=0
Anélogamente, (¢f).f = 0.
Si ademas GG es grupo abeliano,
f-g=mpo(f.g9)=wpo(pry,pry) o (f,9) = po(pryo(f,9),prao(f,9)) =pol(y, f)=g.f

es decir, Hom¢ (A, G) es abeliano.
Resta ver que si @ € Homg (A, B), entonces o : Homg(B,G) — Homg(A,G) es
morfismo de grupos.

a*(0)=00a=0
a’(f.g) =a (o (f.9)) =po(f,g)oa=po(fa,ga)=po(a*(f),a*(9)) = a*(f)-a*(g)

Reciprocamente, sea i = pry.pry € Homg (G X G,G), donde . es la multiplicacién en
el grupo Homy (G x G, G). Supongamos f,g € Homg (A, G). Se tiene:

wo (frg) = (f,9)"(n) = (f,9)"(pri.pr2) = (f,9)" (pr1).(f, 9)"(pr2) = pr1(f, 9)-pra(f, 9) =
=fyg

Luego po (Idg,0) =1dg.0 =1dg y po (0,1dg) = 0.1dg = Idg.
Llamemos q1,¢2,q3 : G X G x G — G a las proyecciones. Se tiene:

po(puxIdg) = po(po(qi, ¢2),q3) = (¢1-92)-93 = q1-(g2.93) = po(qi, po(qe, g3)) = po(Idg x )

Sea ¢ : G — G la inversa de Idg en Homy (G, G) (como grupo).
Luego, 110 (Idg, d) = Idg.¢ = 0y po (¢,1dg) = ¢.1dg = 0.
Ademas, si Homg (-, G) tiene imagen en la categoria de grupos abelianos, entonces
ft © (pra, pry) = pry.pry = pry.pry =
O

Observacion 1.2.8. Notar que si tenemos Home (-, G) funtor a la categoria de grupos
y definimos p como en la reciproca del teorema anterior, la estructura de grupo en
Homy (A, G), dada por p como en la primera parte de dicho teorema, coincide con la
que ya tenia.

Teorema 1.2.9. Sea € una categoria punteada, G y G' grupos en € con multiplicaciones
wy ' ya€ Homy(G,G") un morfismo. Entonces a es un morfismo de grupos si y sdlo
si ay es una transformacion natural de Homy (-, G) a Homeg (-, G') vistos como funtores a
la categoria de grupos.

Demostracion. Supongamos f : A — B es un morfismo de %. Tenemos

(ax)a : F = Homy(_,G) — F' = Homy (., G')

10



Veamos que es un morfismo de grupos. Sean g, h € Hom¢ (A, G).
as(g.h) = au(po (g, h)) = aopo(g,h) = p'o(axa)o(g h) = o(ag,ah) = a.(g).c.(h)
Ademss, el diagrama
Homg (A, G) —~ Home (B, G)
a*)Al J{(a*)g
Homy (A, G') A Homy (B, G")

conmuta, pues (o) p(f*)(g9) = (ax)B(go f) =ao(go f) =(aog)o f = f*(ax)a(g) Luego
@, es una transformacién natural de Hom¢ (,G) a Homg (-, G').

Reciprocamente

i o (o x @) = i o (apry, apry) = ' o (0w (p1y), s (pra)) = v (pry) v (pr) =
= a,(pry.pry) = ax(p) =aop

Dualmente se define la nocién de cogrupo:

Definicién 1.2.10. Sea ¥ una categoria punteada con coproductos finitos. Un cogrupo
(u objeto cogrupo) en % es un objeto @ junto con un morfismo v : @ — Q V Q (que
llamaremos comultiplicacién) tal que:

i) 0: Q — Q@ es el neutro para v, es decir, las composiciones

0+1Id
Q—~QvQ—=Q
y
Idg+0
Q—>QvVQ—=Q
son la identidad de Q.
ii) v es asociativa, es decir, el diagrama
Q RVA
I/i lIdQVV
I/\/IdQ
RV —=QVQRVQ

conmuta.
iii) Existe una inversa, es decir, un morfismo v : Q — @ tal que las composiciones
Idg+vy

Q—=QVQ—=Q

Y+Idg

Q—=QVQ—=Q

son el morfismo 0: Q — Q.

11



Decimos que @ es cogrupo abeliano si v es (co)conmutativa, es decir si el diagrama

/Q\
Q\/Q%Q\/Q

conmuta.

Ejemplo 1.2.11. Los cogrupos en [Zop*] son los H-cogrupos (ver [12], pdg. 39). Un ejemplo
conocido es la suspensién ¥ X de un espacio topolégico punteado X. Sea xg el punto base
de X. La suspension (reducida) de X es

IX/(X x{0,1}Uxo xI)

Notaremos [z, t] a la clase de (z,t) en el cociente XX
La comultiplicacién v : XX — XX V XX se define por

_ [ (w2)20) 0<t<;
vz 1)) = { (w0, [2,2t — 1)) $<t<1
donde interpretamos XX VXX = (XX X {zo}) U ({0} x ¥X). La inversa ¢ : ¥ X — XX

se define por
U([z,t]) = [,1 1]

Definicion 1.2.12. Sean @ y Q' cogrupos en una categoria punteada %, con comulti-
plicaciones v y /' respectivamente. Un morfismo de cogrupos de @ a Q' es un morfismo
£ € Homg(Q, Q') tal que el diagrama

Q——=QVvVQ

|

Q—=Q Vv
conmuta.

Observacion 1.2.13. Un cogrupo en % es un grupo en ¢°P. Mas explicitamente, sea ) un
cogrupo en € con comultiplicacién v : Q — QVQ y notemos por op al funtor contravariante
op : € — €¢°P dado por op(A) = A VA € Obj¥ y si f € Homy (A, B), op(f) = f°P en
Homgon (B, A). Entonces @@ con multiplicacién g = v°P € Homgor (Q Xgor @, Q) es un
grupo en %°P. Esto se deduce trivialmente de aplicar el funtor op a i), ii) y iii) de la
definicién de cogrupo para obtener i), ii) y iii) de la definicién de grupo para €°P.

Andlogamente puede verse la reciproca: un grupo en %°P es un cogrupo en %.

Lo mismo vale para grupos y cogrupos abelianos.

Como corolario de esta observacion se tienen los teoremas duales a 1.2.7 y 1.2.9 para
COgrupos.

Teorema 1.2.14. Sea ¥ wuna categoria punteada y sea () un objeto de €. Entonces
Q es un cogrupo (resp. cogrupo abeliano) de € si y solo si el funtor covariante
Homy(Q, ) : € — Set factoriza a través de la categoria de grupos (resp. grupos abelianos).

12



Observacion 1.2.15. De la misma forma que para grupos, si tenemos Homg (@, -) funtor a la
categoria de grupos y definimos v como en la reciproca del teorema anterior, la estructura
de grupo en Hom (@, A) dada por v como en la primera parte de dicho teorema coincide
con la que ya tenia.

Teorema 1.2.16. Sea € una categoria punteada, Q, Q' cogrupos en ¢ y f € Homg(Q, Q).
Entonces B es un morfismo de cogrupos si y solo si % es una transformacion natural de
Homy (Q', ) a Homg (Q, ) vistos como funtores a la categoria de grupos.

Veamos ahora c6mo se relacionan las estructuras de grupo en Homy (Q, G) dadas por

G grupo y @) cogrupo.
Usaremos el siguiente teorema de [12], pag. 43.

Teorema 1.2.17. Sea € una categoria (no necesariamente punteada) y sean X, Y objetos
de € y *, *' dos productos en Hom(X,Y') tales que:

a) x y ' tienen el mismo elemento neutro.
b) x y «' son mutuamente distributivas, es decir,
(fr=f2) ¥ (g1 % g2) = (fr ¥ g1) = (f2 ¥ g2)
Entonces, x y *' son iguales y ambas son conmutativas y asociativas.

Usando este resultado obtenemos el siguiente

Corolario 1.2.18. Sea € una categoria punteada con productos y coproductos finitos y
sean G un grupo y Q un cogrupo en €. Entonces las estructuras de grupo en Homy (Q, G)
dadas por G y Q coinciden.

Demostracién. Sean p la multiplicacién en G’y v la comultiplicacién en @Q y sean x y *’
los productos en Homy (@, G) dados por u y v respectivamente. Veamos que estamos en
las hipétesis del teorema anterior. El item (a) es claro. Para ver (b), sean fi, f2, 91,92 en
Homg (Q, G). Notemos primero que (f1, f2) + (91, 92) = (f1 + g1, f2 + g2). En efecto,

pr; o ((f1, f2) + (91, 92)) = pr;(f1, f2) + prj(91,92) = fj + gj

para 7 =1,2.
Luego,

(fi* f2) ¥ (g1 % g2) = (o (f1, f2) + o (g1,92)) ov = po ((f1, f2) + (91,92)) ov =
=po(fi+gr,fotg)ov=po((fi+ag)ov,(fa+g2)ov)=(f1+ g1)*(f2% g2)
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1.3. Acciones

Definicién 1.3.1. Sean ¥ una categoria punteada con productos finitos, G un grupo en
€ con multiplicacion g y X un objeto cualquiera de ¢. Una accién a izquierda de G en
X es un morfismo a : G x X — X tal que la composicion

0,1d
XN ey ey

es la identidad de X y el diagrama

Idea

GxGExX—GxX

yxldxl la

Gx X —2 X

conmuta. Notaremos G ~ X 6 a: G ~ X (si queremos explicitar la accién).
Una accién a derecha de G en X es un morfismo a : G x X — X tal que la composicién

Idx,0
XMy aax

es la identidad de X y el diagrama

aXIdG

X xGxG@——=Gx X

Idxxul la

Gx X —2 X

conmuta.

Definicién 1.3.2. La categoria de acciones a izquierda en Set*, que notaremos Acc, es
la categoria cuyos objetos son las acciones G ~ X y donde un morfismo de a : G ~ X
en a : H ~ Y es un par formado por un morfismo de grupos ¢ : G — H y una
funcién de conjuntos f : X — Y tales que son compatibles con las acciones, es decir,
f(a(g,z)) = d'(¢(g9), f(x)). La composicién de morfismos de acciones se define componien-
do las ¢ y las f. Es facil ver que la composiciéon de morfismos de acciones es un morfismo
de acciones.

Teorema 1.3.3. Sea € una categoria punteada con productos finitos, G un grupo de €,
X un objeto de €. Entonces G actia en X a izquierda si y solo si se tiene un funtor
contravariante F' : € — Acc definido de la siguiente manera. St A € Obj(€), F(A)
es una accion de Homy(A,G) en Homyg (A, X) y si « : A — B es un morfismo de €,
entonces

F(«) : Homg(B,G) ~ Homy (B, X) — Homyg (A, G) ~ Homg (A, X)
estd inducido por o*. Mds precisamente, el morfismo de grupos correspondiente

¢a : Homy (B, G) — Homyg (A, G)
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estd definido por ¢o(g) = g o « y la funcidn de conjuntos
fa : Homg (B, X) — Homg (A, X)
estd definida por fo(h) =ho .

Demostracion. Sea a : G x X — X la accién. Definimos F(A)(f,g9) = ao (f,g). Veamos
que F(A) define una accién y que F'(«) es un morfismo de acciones:

F(A)(0,9) =ac(0,9) =ac(0,Idx)og=Idxog=g

F(A)(:U(f?g)ah) :ao(/‘(fag)ah) :ao(u X IdX)o(fvgah) :ao(IdG X a)O(f,g,h) =
=ao(f,ac(g,h))=F(A)(f, F(A)(g,n))

Asi, F(A) es una accién. Ademas, ¢, es morfismo de grupos pues ¢, = a* y vimos en
la demostracién de 1.2.7 que a* es morfismo de grupos. También f, es una funciéon de
conjuntos y se tiene:

fa(F(B)(G, H)) = ao(g,h) ca=ao(ga,ha) = F(A)(ga, ha) = F(A)(pa(g), fa(h))

Ademss, es claro que F' es un funtor contravariante.
Reciprocamente, sea a: G x X — X, a = F(G x X)(pry, pry).
Notaremos ng =F(A)(f,9). Si f € Homg(A,G), g € Homy (A, X) se tiene:

ao (f?g) = (prleXpr2) o (fa g) = (f7 g)*(pr1G>‘<XpIé) = (f?g)*(prl)A(fa g)*(prQ) = ng

En particular, tomando A = X, f = 0,9 = Idx queda a o (0,Idy) =0 Idx = Tdx.

Por otra parte,

v (,u : X) " (H 0 (Qh Q2)’ xe Q3) ((h q2)G><G><qu (Q1G><G><qu)G><G><XQS
=ao(q,a0(q,q3)) =ao (ldg x a)

Asi, a es accion. O

Observacion 1.3.4. Notar que si tenemos F' como en el teorema anterior, funtor a la
categoria de acciones, y definimos a como en la reciproca de dicho teorema, la accion
Homg (A, G) ~ Homy (A, X) dada por F(A) coincide con la dada por a en la primera
parte del teorema, pues vimos en la demostracién que ao (f,g) = ng, si f € Homg (A, G)

y g € Homy (A, X).

Proposicion 1.3.5. Sean € una categoria punteada, G un grupo en €, X un objeto de
C ya:GxX — X un morfismo tal que para todo objeto A de € se tiene que la funcion

F(A) : Homg (A, G) x Homg (A, X) — Homy (A, X) definida por F(A)(f,g) = ao (f,g)

es una accion de Homy (A, G) en Homy (A, X). Entonces, a es una accion de G en X.
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Demostracion. Definamos el funtor F' como en la reciproca del teorema anterior y veamos
que es un funtor a la categoria de acciones. Por hipdtesis tenemos que F'(A) son acciones.
Si o € Homg (A, B), repitiendo la cuenta hecha en la demostracién del teorema anterior
se obtiene que a* es morfismo de acciones. Por lo tanto, por dicho teorema se tiene que G
actua en X y por la observacién anterior esa accién coincide con a, luego a es accion. [

Observacion 1.3.6.
1. Lo mismo vale para acciones a derecha.

2. También pueden definirse coacciones de cogrupos a derecha e izquierda, ‘dualizando’
las definiciones de acciones de grupos, o bien, definiéndolas como acciones en % °P.

1.4. Categorias sobre y bajo objetos, esquemas y retractos

Esquemas

Comenzaremos definiendo el concepto de esquema, que generaliza al de categoria en el
sentido que no pide tener leyes de composicion. Usaremos esto para definir los diagramas
que seran utiles para trabajar con limites y colimites. También usaremos los esquemas
para definir la categoria de caminos en el capitulo siguiente.

Definicién 1.4.1. Sea % una categoria, A, B objetos de € y o € Homy (A, B). Diremos
que el dominio de o es A y notaremos dom(c) = A y diremos que el codominio (o rango)
de o es B y notaremos rg(o) = B.

Definicién 1.4.2. Un esquema T estd dado por dos clases Obj(T") y FI(T) y dos asig-
naciones domyp,rgy : FI(T) — Obj(T) Notar que toda categoria € tiene asociado un
esquema. Ademads, una categoria queda definida por su esquema subordinado y las leyes
de composicién.

Definicién 1.4.3. Sean Ty U esquemas. Un diagrama en U de tipo T esta definido por dos
asignaciones dp; : FUT) — FIU) y doy; : Obj(T) — ObjU) tales que
domy o dp; = dopj o domy y rg;; o dpy = dopj o rgp. Si € es una categorfa, un diagrama
en % de tipo T es un diagrama del esquema subordinado a € de tipo 7.

Introducimos ahora algunas notaciones de funtores y categorias de funtores.

Definicién 1.4.4. Sean ¢y Z categorias. Notaremos por Hom(%, 2) a la categoria cuyos
objetos son los funtores de ¥ a & y cuyos morfismos son las transformaciones naturales.

Nota importante 1.4.5. Las transformaciones naturales entre dos funtores F' y G no
tienen por qué formar un conjunto. Por lo tanto, Hom(%, Z) no tiene por qué ser una
categoria en el sentido usual. Sin embargo, podemos extender la definicién de categoria
permitiendo que los morfismos entre dos objetos pertenezcan a un universo mayor que el
de los conjuntos. Volveremos a esto con mas detalle en el capitulo siguiente.
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Notacidn 1.4.6. Sean €, 9, €', 9’ categorias, y H : ¢ — €'y K : 2 — %' funtores.
Notaremos por K, : Hom(%,2) — Hom(%,2’) al funtor definido por

F: 99— 9 —wKoF:%¥—9

¢p:F=Gt.nat —K¢p: KoF=KoG

(donde (K¢)a = K(pa))-
Notaremos también H* : Hom(¢", ) — Hom(%, 2) al funtor contravariante definido
por
F:¢¥ %9 —FoH:¢—9

¢:F=G¢t.nat —¢H:FoH=GoH
(donde (pH)a = dp(a))-
Categorias sobre y bajo objetos

Definiremos ahora las categorias sobre y bajo un objeto y probaremos algunas propie-
dades, que nos seran utiles mas adelante.

Definicién 1.4.7. Sean % una categoria y A y B objetos de €. La categoria de objetos
bajo A (o simplemente categoria bajo A) es la categoria cuyos objetos son los morfismos
de ¥ con dominio A y donde un morfismo de f: A — C ag: A — D es un morfismo

a:C — D de % tal que af =g.
A
N

La composicién es la inducida por €. Notaremos a esta categoria 4% y al objeto f : A — C
por (C, f).

La categoria de objetos sobre B (o simplemente categoria sobre B) es la categoria cuyos
objetos son los morfismos de ¢ con codominio B y donde un morfismo de f : C' — B a
g: D — B esun morfismo §: C — D de % tal que f = gf.

N

B

C

D

La composicién es la inducida por €. Notaremos a esta categoria g4 y al objeto f : C' — B

por (C, f)
Observacion 1.4.8. Vale que 4(€°P) = (4€)P y (A€)°P =4 (€°P).

Definicién 1.4.9. Sea ¥ una categoria y A un objeto de %. Definimos el funtor olvido
O A€ — € por O(C, f) = C en los objetos y O(a) = a en las flechas.
Analogamente definimos el funtor olvido de 4€ a €.
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Proposicion 1.4.10. Sea € una categoria y sean A y B objetos de € .

1. Si € tiene limites pequenos (resp. finitos) entonces AL también.
2. 8i € tiene colimites pequenos (resp. finitos) entonces A€ también.
3. S1 € tiene limites pequenos (resp. finitos) entonces g€ también.

4. Si € tiene colimites pequenos (resp. finitos) entonces g€ también.

Demostracion. 1. Sea d : T — 4% un diagrama pequeno. Componiendo con el funtor
olvido O, tenemos Od : T — % diagrama pequefio en %, y por lo tanto tiene limite en
%. Llamemos L al limite y pr, : L — Od(t) t € T a los morfismos que vienen dados
por la existencia del limite. Notemos que si o : t — t' es un morfismo de T, entonces
Od(a)pry = pry.

Sean f; : A — Od(t) para t € T tales que d(t) = (Od(t), f). L sera el candidato a
ser el limite en 4%, pero necesitamos tener, ademss, un morfismo A — L para tener un
objeto de 4%.

L

7
Pri,

L/

/
Prig

Od(t3)

Sia:t — t' es un morfismo de T entonces d(a) : (Od(t), fr) — (Od(t'), fy) vy por
lo tanto Od(«)f; = fy para todo a morfismo de 7. Por lo tanto, por la definicién de
limite, existe un tnico morfismo ¢ : A — L tal que pr,¢p = f; para todo t € T. Afirmo
que (L, ¢) junto con pry : (L, ) — d(t) es el limite del diagrama d (los pr, son morfismos
pues pr,¢ = fi). En efecto, como Od(«)pr, = pry, entonces L con las pr, forman un cono
proyectivo con base d, es decir, los morfismos conmutan. Ademds, si tenemos otro objeto
(L',¢") junto con pri : (L',¢') — d(t) tales que Od(a)pr; = prj, para todo o : t — t/
morfismo de T, entonces existe un tnico morfismo v : L’ — L tal que pr,y = prj para
todo t € T. Y como pr,v¢' = pri¢’ = f; (ya que los pr} son morfismos en %) se tiene,
por unicidad de ¢, que v¢' = ¢. Es decir, v : (L', ¢') — (L,$) es un morfismo de 4¢ y
vimos que cumplia pr,y = pr;. Ademds, es el inico que cumple esto, pues ~ era tinico. Asf,
(L, ¢) con pr, es el limite de d.

2. Sea d : T' — A% un diagrama pequefio. Supondremos que es no vacio, pues en el
caso de que sea vacio tiene colimite que es el objeto inicial de 4%, es decir (A,1d).
Tenemos Od : T' — € diagrama pequeno. Sean f; : A — Od(t) para t € T’ tales que
d(t) = (Od(t), fr). Agregaremos A y las f; al diagrama Od. Para ello, sea T el esquema
definido por
Obj(T) = Obj(T") 1 {+}
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donde IT denota unién disjunta, y
F(T)=FT") T {ca: t €T}
Ademas, definimos las asignaciones domy y rg; por

domygr(a) si a € FI(T")
* sia=oqy parate T’

s~

rg(a) siaeFI(T'
I'gT(Oé):{th() Sia:at( )

Definimos ahora el diagrama Od : T — € por

_ Od(X) si X € Obj(T’
Od(X>:{A( ) si X =« )
sobre los objetos y () (1)
. Od(a) sia e FIT
Od(a) = { It sl = oy

sobre las flechas. En otras palabras Od es el diagrama que resulta de agregarle a Od el
objeto A y las flechas f;. Notemos que como d era un diagrama pequeiio, entonces Od
sigue siendo pequeiio (y si d era finito, entonces Od resulta finito).

Sea entonces L con los morfismos in; : Od(t) — L el colimite de Od en %. Por lo
tanto tenemos que si « : t — t' es un morfismo de T, entonces int/m(a) = ing. Llamemos
¢ = in, : Od(*) = A — L. Por lo dicho antes, tomando o = oy, se tiene que ingf; = ¢.

Luego tenemos morfismos in; : (Odt, f;) — (L, ¢) (en 4%) para t € T'.
Notar que debemos agregar el objeto A para construir el colimite, dado que, si el
diagrama original en 4% no es conexo, no se puede definir coherentemente el morfismo .

Wl
\\

\_ inj,
mg
Odt' —iny—=L L
\in;/_—,/

Afirmo que (L, ¢) junto con los morfismos in; (t € T”) es el colimite de d. En efecto,
si@:t— t' es un morfismo de 7" como inyOd(a) = ingOd(a) = in; (en €), entonces
ingd(a) = in; en 4€. Y si tenemos (I/,¢') y morfismos in}, (t € T’) de 4% tales que
inj,d(a) = in} si @ : ¢ — ¢ es un morfismo de 7", entonces in},Od(e) = inj en € y
in}f; = ¢’ (pues los in} son morfismos en 4%). Luego L’ junto con las in, y ¢’ forman un
cono inyectivo con base Od. Por lo tanto, existe un tnico morfismo 3 : L — L' de € tal
que Bing = in} parat € T'y B = ¢'. Asi, B: (L, ¢) — (L', ¢') es morfismo en A€ y es el
tnico que cumple fBin; = inj} en A% por la unicidad de 2.

3.y 4. Usar 1. y 2. y la dualidad de la observacién 1.4.8. O
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Observacién importante 1.4.11. Como dijimos en la demostracién anterior (A,Id) es
objeto inicial de 4%. Si ademds A es objeto final de €, entonces (A,Id) resulta objeto
final de 4%. Por lo tanto, si A es objeto final de € la categoria 4% es punteada.

Dualmente, (A,1d) es objeto final de 4%y si ademds A es objeto inicial de €, entonces
(A, 1d) resulta objeto inicial de 4% y la categoria 4% resulta punteada.

Construiremos ahora un funtor adjunto a izquierda del funtor olvido en el caso de
que € admita coproductos finitos. Definimos L : € —4 € por L(X) = (AV X,in;) en
los objetos (donde in; : A - AV X) ysi f: X — Y es un morfismo de ¢ definimos
L(f): AVX — AVY por L(f) = Id V f. Tenemos, en efecto, que L(Id) = Id y si
inf:A—AVY,inh:Y - AVY, inf: A— AV Z in: Z — AV Z son los morfismos
dados por la existencia de los coproductosy f: X — Y, g:Y — Z se tiene

L(g) o L(f) = (Id vV g)(Id V f) = (in]Id + injg)(in}Id + inL f) =
= (in{1d + infg)in} + (infId + injg)iny f = in{ +infgf =1d Vv gf = L(gf)
Probaremos ahora la adjuncién mencionada

Proposicion 1.4.12. FEl funtor L definido anteriormente es adjunto a izquierda del funtor
olvido O.

Demostracion. Para cada X objeto de € y (Y, ) objeto de A% definimos la funcién
PX(Y,a) * HOHI%’(X, O(Y> Oé)) - HomA‘K(L(X)a (Y7 Oé))

POT Px(v,a)(f) = a+ f. Es ficil ver que es biyectiva pues si consideramos inj : A — AV X,
ing : X — AV X, y definimos

VX (v,a) : Homag (L(X), (Y, @) — Homy (X, O(Y, o))
por X (Y, a))(h) = hing entonces ¥x(y,q,) es la inversa de ¢ x(v.q) ya que
VX (V,a)PX(V,e)(f) = (a+ f)ing = f
y si h € Homag (L(X), (Y, «)) entonces hing = a y se tiene
OX(V,a)¥x(v,a)(h) = (@ + hing) = (hiny + hing) = h

Resta ver que esta biyeccién es natural en X y en Y. Sea g : X — X’ un morfismo de %

Tenemos
PX(Y,a)

Homg¢ (X, 0(Y, a)) Homuay (L(X), (Y, ))

Q*T TL(Q)*

Homy (X', 0(Y, ) 4>)HOH1A<€(L(X/), (Y, a))

PX!(Y,a

y este diagrama conmuta pues si f € Homg (X', O(Y, «)) se tiene

L(9)" (px'(v,a))(f) = (a+ [)Id V g) = (@ + f)(in1ld + inag) =
= (a+ f)in; + (a + f)ingg = a + fg = oxrv,a0)9" (f)
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Ademds, si h: (Y,a) — (Y’,&/) es un morfismo de 4% entonces ha = o' y se tiene un

diagrama
PX(Y,a)

Homg¢ (X, 0(Y, a)) Homuay (L(X), (Y, )

own. | |n

Homy (X, 0(Y', o)) Homuag (L(X), (Y, &)

_—
PX(Y!,al)

que conmuta pues si f € Homg (X, O(Y, a))
heox(va)(f) = hla+ f) =ha+hf =a+ hf = oxr,a)Oh)«(f)
Por lo tanto L es adjunto a izquierda de O. O

Observacion 1.4.13. Como corolario se tiene que O conmuta con limites, hecho que también
se deduce de la demostracion de 1.4.10.

Por otra parte, mirando dicha demostracién, se obtiene que O conmuta con pushouts,
pues con las notaciones usadas alli, el colimite de Od coincide con el de Od

A
M
@l o
By —— By B —> B,
\L f3
N\
B3 Bs

Observacion 1.4.14. Usando las dualidades de 1.4.8 se puede hallar un adjunto a derecha
del funtor olvido de g% a € en el caso de que € admita productos finitos y resulta, por
otra parte, que dicho funtor olvido respeta pullbacks.

Retractos

Introduciremos ahora algunas definiciones generales en categorias. Entre ellas, las
propiedades de levantamiento seran muy utilizadas por lo que la definicién siguiente
hara mas facil su mencion.

Definicién 1.4.15. Sea % una categoria, y seani: A — By f: X — Y morfismos de
% . Decimos que i tiene la propiedad de levantamiento a izquierda (abreviaremos LLP)
respecto de f si para cualquier diagrama conmutativo de flechas sélidas de € de la forma

A—X

7
B——=Y
existe la flecha punteada que hace conmutativo el diagrama total. En este caso, decimos

también que f tiene la propiedad de levantamiento a derecha (abreviaremos RLP) respecto
de 1.
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Diremos que i tiene la propiedad de levantamiento a izquierda (LLP) respecto de una
clase de morfismos S de ¥ si tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de
todo morfismo f de S.

Anélogamente, diremos que f tiene la propiedad de levantamiento a derecha (RLP)
respecto de una clase de morfismos S si tiene la propiedad de levantamiento a derecha
respecto de todo morfismo i de S.

Definicién 1.4.16. Sea ¥ una categoria. Un morfismo f : X — Y se llama un retracto
de f': X’ — Y si hay un diagrama conmutativo de la forma:

X/

AN
XX—>X
f/

f EL f
N\
y— oy
Proposicién 1.4.17. Sean f : X — Y un retracto de f' : X' — Y’ y S una clase de
morfismos de €.
1. Si f' tiene la LLP respecto de S, entonces f también.
Si f' tiene la RLP respecto de S, entonces f también.

Si f' tiene inversa a izquierda, entonces f también.

Si f" tiene inversa a derecha, entonces f también.

SN

Si f' es un isomorfismo, entonces f también.

Demostracion. 1. Sea s € S. Consideremos el diagrama conmutativo:

. -/
X 'x @

X X' X A

ol b

Y ——>Y' ——>Y B
(3% i B

donde #yix =Idx e i}ty = Idy. Como [’ tiene la LLP respecto de S, existe ¢/ : Y’ — A
tal que s¢' = Bif, v ¢'f' = ai’y. Sea ¢ = @iy, entonces s¢ = s¢'iy = fiyiy = [y
of = ¢livf = ¢ flix = aiyix = a.

2. Andlogo a 1., o bien, usar 1. en €°P.

3.,4.y5. Sea g :Y' — X la inversa (a izquierda, derecha o ambas) de f’. Con las
notaciones de 1., sea g = zfX gty : Y — X. Entonces, si ¢’ es inversa de f’ a izquierda, se
tiene gf = iy g'iv f =ivq flix = i'yix =Idx, y si ¢ es inversa de f’ a derecha, se tiene
fg = filkg'iy =iy f'd'iy = iyiy = Idy. 0
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Observacién importante 1.4.18. La RLP respecto de una clase de morfismos S es
estable por cambio de base, es decir, si f tiene la RLP respecto de S y ¢ es una extensién
de base de f, entonces g también tiene la RLP respecto de S.

Dualmente, la LLP respecto de una clase de morfismos S es estable por cambio de
cobase, es decir, si ¢ tiene la LLP respecto de S y j es una extension de cobase de 1,
entonces j también tiene la LLP respecto de S.

1.5. Fibraciones, equivalencias homotépicas débiles y com-
plejos celulares

En esta seccién recordaremos algunas definiciones de espacios topoldgicos y probaremos
algunos resultados importantes, que seran citados reiteradas veces en los capitulos 3 y 4.
Estos resultados son conocidos, pero su demostracién no se encuentra en la bibliografia
habitual.

Definicién 1.5.1. Sean F, B espacios topoldgicos. Una funcién continua p : E — B se
dice fibracién de Serre si tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de
los discos D™ para todo n € Ny, es decir, si dadas f: D" — Ey H : D" x I — B tales que
Hiyg = pf existe K : D" x I — E (no necesariamente tnica) tal que Kig = f y pK = H.

DTL

d E
| 7]
10 p
D" x I T> B
Definicién 1.5.2. Una funcién continua f : X — Y se llama equivalencia (homotdpica)
débil si induce isomorfismos fy : 7, (X, x0) — T (Y, f(20)) Vo € X, Vn € Ny.

La funcién f : X — Y se dice una n-equivalencia si fy : m-(X,z9) — 7 (Y, f(z0)) es
biyectiva Vg € X, Vr € Ng,r < n y sobreyectiva si r = n.

Observacion 1.5.3. Hay un homeomorfismo de pares topolégicos
@: (D" x I,D" x0) — (D" x I,D" x 0US" 1 x I

Proposicion 1.5.4. Sean E, B espacios topoldgicos y p : E — B una funcion continua.
Entonces p es una fibracion de Serre si y solo si tiene la RLP respecto de ig: X — X X [
para todo CW-complejo X.

Demostracion. Sean X un CW-complejo, f: X — E, h: X x I — B continuas tales que
hip = pf.

X ! E
ioi p
XXIT>B
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Probaremos primero, por induccién en n que si ponemos el n-esqueleto X™ en lugar de
X existe un levantado h,, : X™ x I — E. Para el 0-esqueleto es claro pues son puntos
discretos y levanto para cada uno de ellos.

Supongamos entonces que tenemos h, 1 : X" ' x I — E tal que hy,_1ig|xn-1 = f|xn-1
Y Phn—1 = h|xn-147. Tenemos, ademds, la adjuncién de n-celdas:

Hsn—l L> anl
«

];‘[Zl push Linc

e

+fy

Como el funtor _ x I : Top — Top es adjunto a izquierda del funtor ! : Top — Top,
entonces respeta colimites, y por lo tanto tenemos un pushout

]_[Sn_l X I&anl % T

«a

%[iXIdI \L push incxIdy
[[D" x I n
[e% —‘rngId[ X X I

Ahora bien, consideremos el diagrama conmutativo:

n frUhy
[1(D" {O}USn_l < 1) l'(f|x Jf&Uhn_19)

- E
]a[(iouixld[)l push P
11(D" x 1) A

a h(+ /2 x1dp)
donde usamos la siguiente notaciéon. Para 6 : A — D y v : C — D, notamos por

BU~:AUC — D a la funcién tal que

Blx) sixeA
v(x) sixzel

(U = {

Notar que, en efecto, el diagrama anterior conmuta. Ahora bien, por ser p una fibracién
de Serre y por la observacién 1.5.3, tenemos que existe un levantado k,, : [[(D" x [) — E
(03

en el diagrama anterior tal que

Phn = h(+£2 x 1d))

kn [ JGo Wi x 1d) = +(flxn o Uhn-19)

«
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Por lo tanto, existe h,, en

Hsnfl < I gxIdy Xn—l oI

@
](_Jix Idy i push ‘/incx Id;

[[D" x I
a +fnxId;

X" x I

y como
Pha(+f7 x Idy) = phn = h(+f" x Id;)

y
phy(ine x Id;) = phy_1 = h|(X" 1 x I) = h|X™ x I(inc x Id;)

entonces phy, y h|X™ x I sirven como flecha punteada en el diagrama:

Hsnfl X I&Xn—l T

«

]&Ii xIdy i push lincx Idr

[[D" x I
e +foxIdy

X" x I

pkn
y por lo tanto se tiene ph, = h|X"™ x I.
De forma andloga, usando el pushout de la adjuncién de n-celdas obtenemos que
hnio = (hn-1i0 + knio) = flxn

Asi completamos la induccién. Notemos ademads que hyinc = hy,_1.

Por lo tanto, como X es el colimite de sus n-esqueletos (ya que tiene la topologia final
respecto de las inclusiones), existe H : X x I — FE tal que H|x» = h, y se obtiene que
pH=hy Hig=f.

Asi tenemos la primera implicacién.

La reciproca es trivial pues los discos D" son CW-complejos para todo n. ]

Tenemos, ademds el siguiente resultado de [13] (lema 6.29, pag. 87).

Lema 1.5.5. Supongamos que f : Z — Y es una n-equivalencia. Si g : S™™' — Z y

h: D" —Y conr <n son tales que h|g——1 = f o g, entonces existe h' : D" — Z con
hlgr1 =gy foh' ~hrel STL.

Sr—l 94> VA

, 7
inci h ) if

D" ——Y
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Proposicion 1.5.6. Sean E, B espacios topoldgicos y p : E — B una funcion continua.
Son equivalentes:

a) p es una fibracion de Serre y una equivalencia homotépica débil.
b) p tiene RLP respecto de las inclusiones S~ < D" ¥n € Ny.
¢) p tiene RLP respecto de la inclusion A — X para todo CW-complejo relativo (X, A).

Demostracion. a) = b) Como p es una equivalencia homotépica débil, entonces es una n-
equivalencia para todo n € Ny. Por el lema anterior, existe b’ : D™ — E tal que h/|gn-1 = f
y ph’ ~ h rel S" 1.

Sn—l f;> VA

w7
i p

o —

Lo que haremos ahora serd usar que p es fibracién de Serre para cambiar i’ por otra
funcién de modo que se tenga una igualdad en lugar de ph/ ~ h rel S"~!. Para eso sea
H : D" x I — B la homotopia relativa a S"~! entre ph/ y h. Consideremos el diagrama
conmutativo

hl
prx{oyustt x 12 g

| lp

Drx 1T B

Y como p es una fibracién de Serre y por la observacién 1.5.3, tenemos que existe
H : D" x I — FE tal que pH = H y H'inc = h' U f. Tenemos asi H'i; : D" — B.
Afirmamos que este es el levantado buscado. En efecto, H'iyi = f (pues H'inc = b’ U f)
y pH'iy = Hiy = h.

b) = a) Probemos primero que p es una fibracién de Serre. Sean

HM ={z e R"/|la| <1y zp41 > 0}

H' = {z e R""/|lz| <1y 241 <0}
t={z e R"™/|lz| = 1y wpy1 > 0}
St ={z e R"™/||z| =1y 2ps1 <0}
Se tiene un homeomorfismo de pares topolégicos ¢ : (D™ x I, D™ x {0}) — (HT™, S7).
Por lo tanto, basta ver que p tiene la RLP respecto de las inclusiones S% < Hﬁ“.
Consideremos un diagrama conmutativo:

f

Yy ——F

o)

HYY 5~ B
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Buscamos un levantado h' : - E tal que ph’ = h y h'inc = f.
Extendemos f a f:S" — Ey hah:D" — B por

+ o (@) Si Tyt > 0
f<x) B { f(xlw-'?xnu_xn-}—l) si xpy1 <0
h — h(‘r) si Tp+1 > 0
h(z) = { h(z1,..., &, —Tp+1) Sl Tpy1 <0

Por hipétesis tenemos un levantado k£ en

SnL)E

7
nc L p

Dn""1 — B
h

y h' =k e H f_H — I es el levantado buscado.

Veamos ahora que p es una equivalencia homotépica débil, es decir, que para todo
eo € E, ps @ mp(E,e0) — m(B,p(ep)) es biyectiva Vn € Ny. Llamemos by = p(ep).
Sea sp € S™ (n € N) y supongamos que tenemos f,g : (S, s9) — (FE,eg) tales que
pf ~pg rel {sp} y sea h: S™ x I — B la homotopia.

Sabemos que D"/S""! ~ S" Sea ¢ : D" — S™ la funcién cociente, elegida de forma
tal que ¢(S™ 1) = sq. Se tiene fq,9q: D" — E 'y

H=ho(¢gx1d;):D"xI— B

es una homotopfa relativa a S"~! entre pfq y pgq.
Consideramos en D" x [ la siguiente relacién de equivalencia.

(2,8) ~ (@, ¥) o =2’y [z =1

Se tiene que (D" x I/ ~) ~ D"*1. Como H(q x Idj) es relativa a S"~! entonces pasa al
cociente D" x I/ ~ como H' : D"*! — B. Por construccién, H' es pfq en el hemisferio
inferior S” y pgq en el superior S (via homeomorfismos S™ ~ D" y S ~ D"). Tenemos
un diagrama conmutativo

Sn=gnuygn 1 g

e lp

Dn+1 B

H/

Luego, por hipétesis, existe K : D" — F tal que pK = H' y K|s» = fqU gq. Llamando
¢ : D™ x I — D" ala funcién cociente corespondiente a ~, tenemos K¢ : D" x [ — E
con Kq'ig = fq, Kq'iy = gq. Ademés, Kq' es una homotopia relativa a S"~!. Més atn, si
s € S" 1 t eI, se tiene

Kq'(s,8) = K(5,0) = fa(s) = f(s0) = €0
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Por lo tanto, K¢ pasa al cociente dado por ¢ como K” : S™ x I — FE, es decir,
K"(q xIdy) = Kq'. Asi se tiene

fa(z) = Kq'ig(z) = K" (g x 1dp)io(2) = K" (q(2),0)

y como q es sobreyectiva se tiene que K"ig = f. Andlogamente, K"i; = g y por la cuenta
hecha antes resulta que K’ es una homotopia relativa a {so}. Por lo tanto f = g en
mn(E, €0). Asi, p. es inyectiva.

Veamos que es sobreyectiva. Sea f € m,(B,by), f : (S, s9) — (B,by). Consideramos
el diagrama conmutativo

gn 0 o

we

D"—B
fa

donde ¢, es la funcién constante eg. Por hipétesis existe un levantado g : D" — E tal
que pg = fq y gls, , = ce,- Entonces g pasa al cociente (dado por ¢) es decir, existe
g : S" — E tal que ¢'¢ = g. Notar que ¢'(so) = eo. Asi, pg’q = pg = fq y como q es
sobreyectiva se obtiene que pg’ = f. Por lo tanto, p, es sobreyectiva.

b) = c¢) Se prueba con un argumento similar al usado en la demostracién de 1.5.4.

¢) = b) Trivial pues (D", S"1) es un CW-complejo relativo.
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Capitulo 2

Localizacion

En este capitulo estudiamos la localizacién en categorias y el cdlculo de fracciones,
siguiendo y ampliando la exposicién de Gabriel y Zisman ([3]). Dada una categoria € y
una subclase de morfismos ¥ de ¥ queremos describir la categoria que se obtiene de &
invirtiendo todos los morfismos de ¥, generalizando lo que ocurre con la localizacion de
anillos. La forma més ‘directa’ de hacer esto seria invirtiendo formalmente las flechas de
Y. Esta sera nuestra primera aproximacion al tema.

Luego trabajamos con el célculo de fracciones propiamente dicho. Vemos que si la
subclase ¥ cumple ciertas condiciones (admite cdlculo de fracciones, ver pag. 39) entonces
la categoria de fracciones ¢’ [~ 7!] se puede describir més facilmente (via fracciones).

El célculo de fracciones fue inspirado principalmente por los resultados de J. H. C.
Whitehead sobre CW-complejos: si queremos invertir las equivalencias débiles en la cate-
goria Top de espacios topoldgicos, basta con considerar la subcategoria de CW-complejos
cocientada por la relaciéon de homotopia. Esto lo veremos explicitamente en el capitulo 3.

Agregamos también en este capitulo algunas aplicaciones del cdlculo de fracciones a
los espacios Hausdorff, espacios de Kelley y grupoides.

Quremos hacer notar un ‘problema conjuntistico’ que surge de esta teoria. Estricta-
mente hablando, la categoria de fracciones ¢’[Y~!] puede, en algunos casos, no existir, en
el sentido en que el Hom entre dos objetos de €[Y7!] puede no ser un conjunto. Este
hecho no es tenido en cuenta por Gabriel y Zisman, que piensan a todas las categorias
como si fueran categorias pequenas. Para solucionar este problema, muchos autores in-
troducen la nocién de % -categorias (donde % es algin ‘universo’) y prueban que si ¢
es una % -categorfa, €'[X 1] existe en un ‘universo mayor’ Z * (es decir, €[X!] es una
U T-categoria).

Nosotros decidimos tomar la postura de Gabriel y Zisman, puesto que, en los casos
que necesitamos, las categorias €[~ '] existen en el sentido estricto. Esto lo veremos més
detalladamente en la seccién 3.1.

2.1. Categorias de fracciones

Como ya mencionamos, para construir la localizacién de & en ¥ agregaremos formal-
mente a € las inversas de los morfismos de 3. Deberemos entonces agregar también todas
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las composiciones ‘nuevas’ que aparezcan, para lo cual definiremos la categoria de caminos.

Definicién 2.1.1. Sea T un esquema (cf. 1.4.2). La categoria de caminos del esquema T’
es la categoria Path(T") cuyos objetos son los de Ty cuyos morfismos son las secuencias
(finitas) (a1, a9, ..., ay) de morfismos de T tales que rg(a;) = dom(a; 1) Vi =1,2,...,n—1

Definicién 2.1.2. Sean %, Z categorias, F' : € — & un funtor, o € FI(%). Decimos que
F hace a o inversible si F'(o) es inversible.

Definicién 2.1.3. Sea % una categoria y 3 una subclase de F1(%). La localizacién de &
respecto de ¥ es una categorfa X' y un funtor v : ¥ — X 71¢ tales que:

i. «v hace inversibles los morfismos de 3.

ii. Siun funtor F': € — 2 hace inversibles los morfismos de ¥ entonces existe un tinico
funtor G : ¥7'% — P tal que F = G o~.

Notemos que X ~1% es tinica salvo isomorfismo de categorias.

Dada entonces una categoria 4 y una subclase ¥ de morfismos de ¥ queremos cons-
truir la localizaciéon de % respecto de X.. Para ello consideramos el esquema T definido
como sigue: Obj(T) = Obj(¥), FI(T) = FI(¥)][]%, v si in; : FI(¥) — FI(F)]]Z,
ing : ¥ — FI(¥)]]% son las inclusiones candnicas, entonces domr o inj = domg,
domy oing = rgy|y, rgy o in; = domy, rgy o ing = domy|x.

Ahora sea €[Y 1] el cociente de la categoria Path(T) por las siguientes relaciones:

a) injvoinju = inj(v o u) si v o u estd definido en €.
b) iny(Id¢(a)) = Idpain(ry(a)
c) ing(0) o iny(0) = Idpaen(ry(domyo) y ini (o) o ing(0) = Idpawn(r) (1840) si o € 2.

Por tltimo, sean Can; : Path(T) — % [£7!] y Cany : FI(T) — F1(Path(T)) los funtores
inducidos por los funtores canénicos respectivos y sea Py : € — €[X7!] el funtor que
induce en Obj(%) la identidad y en F1(%’) la composicién Can; o Cang o inj.

Notemos que lo que estamos haciendo en esta construccién es agregar formalmente las
inversas de los morfismos de ¥ en la copia de ¥ que unimos a F1(%), y luego tomamos
todas las composiciones posibles al considerar la categoria de caminos del esquema T'. Pero
como queremos que se respeten las composiciones y las identidades de % que ya teniamos,
entonces cocientamos por las relaciones a) y b). Finalmente cocientamos por la relacién
¢), para que los morfismos de la copia de ¥ agregada sean las inversas de los morfismos
de 3.

Observacion 2.1.4. Notemos que puede resultar que se inviertan algunos morfismos que
no pertenecian a . Por ejemplo, si f,g € ¥y fog ¢ X, entonces f y g son isomorfismos
en €[] y por lo tanto f o g también lo es. De la misma forma, si f,fog€ Xy g¢ %,
como f y f o g son isomorfismos en €[X "], g también lo es, con inversa (f og)~!o f.

Lema 2.1.5. Para cada categoria 2 el funtor Ps. es un isomorfismo de la categoria
Hom (¥ [S71],2) a la subcategoria plena de Hom(¥, Z) cuyos objetos son los funtores
F:% — 2 que hacen inversibles los morfismos de 3.
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Demostracion. Sea F : €[] — 2 un funtor. Veamos que F o Ps; hace inversibles los
morfismos de ¥. Sea g € 3. Con las notaciones de antes se tiene

Ps,(g) o (Canj o Cang o iny(g)) = (Can; o Cang oinj(g)) o (Can; o Cang o iny(g)) =
= (Canj o Cany o (iny(g) o ina(g)) = id

y analogamente para la composicién en el otro sentido. Por lo tanto se tiene que Ps(g) es
un isomorfismo para todo g € X. Asi F o Ps, hace inversibles los morfismos de 3.

Veamos inyectividad (sobre objetos): Supongamos F, F’ son funtores de ¢ [Y71] a 2,
tales que F o Py = F' o Ps. Es claro que, entonces F = F’ sobre Obj%[~~!] = Obj%. Por
otra parte, si f € FI(€), FoPs(f) = F'oPg(f), ysig € ¥ entonces FoPy(g) = F'oPx(g)

y como son inversibles, sus inversas coinciden, es decir,
F o Canj o Cang o ing(g) = F’ o Canj o Cans o ins(g)

Por lo tanto, F = F’.

Veamos sobreyectividad (sobre objetos): Sea F' un funtor de % a 2 que hace inversibles
los morfismos de ¥. Sea Gy definido por: Gy : Obj(¢) — Obj(Z), Go(A) = F(A) si
A € Obj(%), y Go : T = FIE)]IX — FU2), Go(f) = F(f) si f € FI(€) y
Go(o) = F(o)™! si 0 € ¥. Extiendo Gy a la categoria Path(T) y luego paso al cociente y
obtengo un funtor G : €[X7!] — 2 y es claro que G cumple F = G o Ps,.

Por otra parte es claro que si ¢ : F = F’ es transformacién natural, entonces
¢ : FoPs = F'oPs es transformacién natural, y la reciproca también vale puesto
que F o Ps; y F' o P5; hacen inversibles los morfismos de X. Luego el funtor P induce
biyecciones en Obj y en FI, por lo tanto tiene inversa, y su inversa es funtor. O

Definicién 2.1.6. Diremos que €[~ ~!] es la categorfa de fracciones de ¢ para X, que Py
es el funtor canénico y llamaremos saturacién de ¥ al conjunto de morfismos o de % tales
que Px(o) es inversible.

Notacion 2.1.7. Sean €, & categorias, L : € — 9, R: 9 — ¥ funtores. L es adjunto a
izquierda de R si VA € Obj%, B € ObjZ existe Y 4p : Homgy(L(A), B) — Homg (A, R(B))
biyeccién (natural en A y B). Llamaremos a ¢ un isomorfismo de adjuncién de L a Ry a
su inversa @ ap : Homy (A, R(B)) — Homg(L(A), B) un isomorfismo de adjuncién de R a
L. Ademas, notaremos (L, R,) a la situacién anterior y la llamaremos una adjuncién de
€ a9.

Sabemos que la existencia de esta adjuncién es equivalente a que existan transforma-
ciones naturales ® : LR = Idg y ¥ : Id¢ = RL tales que las composiciones:

L(Va) Pr(a)
_—

LA 2L LRI(A) L(A)
R(B) . pLr(B) ™) R(B)

son la identidad para todo objeto A de ¥ y todo objeto B de ¥. Llamaremos a ¥ un
morfismo de adjunciéon de L a Ry a ® un morfismo de adjuncién de R a L.
Diremos que ¥ es cuasi inverso a ® y que ® es cuasi inverso a V.
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Lema 2.1.8. Consideremos el siguiente diagrama de categorias

D 9/
o
9

y sea ¢ : (FG)D — 1d9" un morfismo de adjuncién de D a FG. Si para toda categoria X
el funtor G* : Hom(2,X) — Hom(%, X) es plenamente fiel, entonces ¢ es un morfismo
de adjuncion de GD a F.

¢

Demostracion. Sea V¥ : Idy — D(FG) un morfismo de adjuncién cuasi inverso a ®. Como

GY € Hom(%,2), GV : G — GDFG y G, GDFG son objetos de la imagen por G* que

es un funtor plenamente fiel (por hipétesis), se tiene que existe una tnica transformacién

natural ¥’ : Idgy — GDF tal que ¥'G = GV. Basta probar que ¥’ y ® son cuasi inversos.
Pero la composicién

p -2~ preap %D
al multiplicar por G a izquierda queda
¢ "2 aprap “P% ap

y como DPoW D es laidentidad de D y G¥ = ¥'G se tiene que GDPoVW'GD = GDPoGY D
es la identidad de GD.
Por otra parte, para ver que la composiciéon

r- repr 2 p

es la identidad de F' basta ver que

FG S papra 24 Fa
es la identidad de F'G (pues G* es plenamente fiel). Pero
OFG o FU'G = ®FG o FGV = Idpg

porque V¥ es cuasi inverso a ®. O

Proposicion 2.1.9. Sea D : 9 — € adjunto a derecha de G : € — 2P ysea ® : GD = Idg
una transformacion natural y X el conjunto de morfismos u de € tales que Gu es inversible.
Entonces son equivalentes:

i) D es plenamente fiel.
it) El morfismo ® : GD — Idg es inversible.
i) H: €[S — 2 tal que G = H o Px, es una equivalencia.

iv) Para toda categoria X el funtor G* : Hom(Z, X) — Hom(%, X) es plenamente fiel.
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Demostracion. i) < ii) Para todo morfismo « : d — d' de 2 tenemos
aod®;=dy oGDa

(por ser @ una transformacién natural), lo que es equivalente a la conmutatividad del

diagrama:
Hom o (d, d') aD(f__’fzcz) Home(Dd, Dd')
aHao@dl(q)d)* ai—»G(a)lG(Dd,Dd’)
a—® o
Homgy(GDd, d") @) Homg (GDd,GDd")
dl )=

Pero la composicién (®g )« o G(Dd, Dd’) (que manda o — ®y o G(a)) es simplemente
¢(Dd,d'), donde ¢ es el isomorfismo de adjuncién asociado a ®. Se sigue que D(d,d’) es
una biyeccién Vd,d (o sea D es plenamente fiel) si y sélo si (®4)* es biyeccién Vd, d', es
decir, si y sélo si ® es inversible.

i1) = 1) Por ii), Ho(PyoD) = (HoPsg)oD = GoD es isomorfo a Idy. Basta ver que
(Ps o D)o H es isomorfo a Idgx-1y. En efecto, si F': ¢ — 2, G : 9 — ¢, GoF ~1dg,
F o G ~ Idg, entonces existen isomorfismos naturales ® : FoG = Idg, ¥V : Go F = Idy
y entonces Iy GG son equivalencias.

Como P es plenamente fiel por 2.1.5, basta ver que (PgoD)o H o Ps, es isomorfo a Ps..
Ahora bien, sabemos que G o GV es la identidad de G y como @G es inversible, entonces
GV es inversible, luego PV : Py, — P, DH Py, es un isomorfismo pues (PaW)4 = P (V)
y W4 € X por definicién de ¥ ya que G(W¥ 4) es inversible. Asi, (Ps0D)o H o Py, es isomorfo
a PE.

ii1) = iv) Como H es una equivalencia, entonces H* es plenamente fiel, y por lema
2.1.5, P5; es plenamente fiel, luego, como G' = H o Ps,, se tiene que G* = P50 H*, de donde
G* es plenamente fiel.

iv) = ii) Aplicamos el lema 2 al caso F : 2 — 2’ el funtor identidad de 2 (tomamos
2 = 9'). Entonces, ® : GD — Idy es un morfismo de adjuncién de GD a Idy y entonces
es inversible. O

Andlogamente se puede probar el siguiente resultado dual.

Proposicion 2.1.10. Sea D : Y — € adjunto a izquierda de G : € — 2. Sea ¥ : Ildg —
GD un morfismo de adjuncion de D a G y X2 el conjunto de morfismos u de € tales que
Gu es inversible. Entonces son equivalentes:

i) D es plenamente fiel.
it) El morfismo V¥ : 1dg — GD es inversible.
i) H: €[S — 2 tal que G = H o Px, es una equivalencia.

iv) Para toda categoria X el funtor G* : Hom(Z,X) — Hom(%, X) es plenamente fiel.
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Proposicion 2.1.11. Supongamos que se verifican las condiciones equivalentes de 2.1.9
y seaT: T — P un diagrama de P. Entonces im T ezxiste si y solo si lim GDT existe.

Ademds, la existencia de lim DT implica la de im T y la de los isomorfismos:

lim7 ~ lim GD7 ~ G(lim D)

También, la existencia de lim Dt implica la de lim .

Demostracion. Como ® : GD — Idg es inversible, entonces es un isomorfismo natural
y se tiene un isomorfismo de diagramas GD7T — 7 inducido por ® (este isomorfismo se
obtiene del diagrama

GDf
GDA——GDB
@Al l%

A ! B

y del hecho de que ® 4 y ® 5 son isomorfismos). Por lo tanto lim 7 existe si y sélo si lim GD7

existe.
Como G es adjunto a izquierda de D, conmuta con colimites, y luego la existencia de
lim D7 implica la de lim GD7 y por lo tanto la de lim 7 y la de los isomorfismos:

lim7 ~ lim GD7 ~ G(lim D)

Sabemos que D conmuta con limites. Veamos que la existencia de lim D7 implica la
P

de lim 7. Sea L = lim D7. Como D es plenamente fiel, basta ver que L es isomorfo a la

— —

imagen por D de un objeto de Z (en efecto, es facil ver, usando la definicién de limite,
que este objeto de Z es el limite del diagrama 7, pues por D pasamos a ¢ y lim D1 y

usamos D plenamente fiel para volver).

Si ¥ es un morfismo de adjuncion cuasi inverso a ® basta probar que ¥ : L — DGL
es inversible. Pero para cada objeto t de T', existe un tnico morfismo p; : GL — 7; tal
que pr; = Dp; o Uy, (donde pr, : L — D7, son los morfismos dados por la existencia de
H£1 D), de hecho, con la notacién usual, p; es la imagen de pr, por ¢(L, ;). Por unicidad

de los morfismos p;, (p¢): es un cono proyectivo con vértice GL y base 7 (es decir, todo
conmuta). Entonces existe un morfismo p : DGL — L tal que pr, o p = Dp;. Luego
pryopoWy = DpyoWy = pr, VT. Se sigue que po ¥y, = Idy, (por unicidad) y si llamamos
L' = DGL, i = ¥, las igualdades ¥y, 04 = DGio ¥y y ¥y op= DGpo ¥ (que salen
del hecho que ¥ es transformacién natural) implican que po (¥7/)~! o DGi es una inversa
de Uy (notar que ¥y, = Upgp es inversible pues la composicion D®gy, o ¥ p(cr) ¢s la
identidad y D®¢, es inversible por ser Phigy, inversible por hipétesis ). En efecto,

Upopo(¥) toDGi=DGpoWy o(¥) toDGi=DG(poi)=
= DG(p ¢} \I/L) = DG(IdL) = IdDGL

po(\IIL/)_loDGio\I/L :po(\IIL/)_l\IIL/oi:poz’:po\IlL:IdL

Asi, U, es inversible. O
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Hausdorffizacién

Sea Top la categoria de espacios topoldgicos y funciones continuas y sea Haus la subca-
tegoria plena de Zop cuyos objetos son los espacios topoldgicos Hausdorff. Nos proponemos
caracterizar los limites y colimites en Haus haciendo uso de los de 7op. Para ello, usaremos
2.1.9.

Sea D : Haus — 7op la inclusién (notar que D es plenamente fiel). Construiremos un
funtor G adjunto a izquierda de D como sigue. Dado un espacio topoldgico X, GX es ‘el
cociente Hausdorff mas grande de X’, o sea, definimos

Z = {R relacién de equivalencia en X tal que X/R es Hausdorff}

(notar que Z # @, pues R = X x X € #Z ya que X/R = x que es Hausdorff). Sea
S = () R (notar que S es relacién de equivalencia). Tomamos GX = X/S.

Rex
Lema 2.1.12. Sean X wun espacio topoldgico, Y un espacio topologico Hausdorff, y
[+ X =Y continua. Entonces [ estd bien definida en el cociente X/S = GX, es decir,
existe un unico f : X/S —'Y tal que foq= f, donde q: X — X/S es la funcién cociente.

Demostracion. Notemos primero que la unicidad es clara pues q es sobreyectiva.
Hay que ver que si aSb = f(a) = f(b). Definimos en X la relacién ~; dada por

xo ~5 zg < f(wo) = f(xp)

Es claro que es una relaciéon de equivalencia. Veamos que X/ ~y es Hausdorff. Sean
Z1 # T3 € X/ ~p, 0 sea, o1 ¢ w3, es decir, f(x1) # f(x2). Como Y es Hausdorff,
existen Uy, Us abiertos de Y tales que f(xl) € Uy f(xg) € Uy, Uy NUy = @. Luego,
x1 € f7YU), mo € F7HU), 71 (U1) N f~Y(Uz) = @. Es claro que

q(z1) =71 € q(fH(Uh))

q(x2) =73 € q(f~H(U2))

Ademés, por c6mo es ~  se tiene que g(f~ (U )) (f HU2)) = @y q(f~1(Uh)), a(f~ 1 (U2))

son abiertos en X/ ~¢ pues ¢ 1 (q(f~1(U;))) = f~1(Uj) es abierto en X para j = 1,2 (esta

igualdad se deduce facilmente de la definicién de qy ~y). Asi, X/ ~; es Hausdorff.
Supongamos f(a) # f(b), entonces a ~; b, luego, a8b, absurdo. O

Notemos que del lema se deduce que X/S es Hausdorff (también puede verse esto ‘a
mano’). En efecto, supongamos 77 # Tz € X/S entonces x1 Sz, luego, existe R € Z tal
que x1 Rxs. Llamemos qr : X — X/R a la funcién cociente. Como gg es continua y X/R
es Hausdorff, g pasa al cociente X/S como g : X/S — X/R. Ahora bien,

G(q(71)) = qr(z1) # qr(72) = q(q(x2))

y como X/R es Hausdorff, existen U; y Uz abiertos que separan q(q(z1)) y q(q(x2)), luego,

g ' (U1) y 1 (Us) son abiertos disjuntos que separan q(z1) = Z1 y q(x2) = 3.
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Para terminar de definir el funtor GG, hay que definirlo sobre los morfismos. Sean X, Y
espacios topolégicos, f: X — Y continua. Llamando gy : Y — Y/Sy = GY a la funcién
cociente, tenemos gy o f : X — Y/Sy y GY es Hausdorff, entonces por el lema, existe
gvof: GX — GY. Definimos Gf = gy o f : GX — GY. Adema4s, usando el lema, es
facil ver que G es un funtor.

Veamos que G es adjunto a izquierda de D. Sean X, Y espacios topoldgicos, con Y
Hausdorff. Se tienen las biyecciones:

Homqus(GX,Y) — Homg,,(X,Y)
f:GX =Y +— foq:X—>Y
Gg:GX—-Y « g¢g:X->Y

Notar que del lema anterior se deduce que son biyectivas y mutuamente inversas.
Sea 7 : T — Haus un diagrama pequeno. Por 2.1.11 los limites en Haus coinciden con
los de 7op. Més ain, lim 7 existe y se identifica con el cociente Hausdorff méas grande de

lim Dr.
Espacios de Kelley

Un espacio topolégico Hausdorff X se llamaré un espacio de Kelley si tiene la topologia
final respecto de las inclusiones de sus subespacios compactos, es decir si para todo F' C X
vale: I es cerrado en X si y sélo si F'N K es cerrado en X para todo compacto K de X.

Es conocido que espacios localmente compactos y Hausdorff son espacios de Kelley,
que suma directa de espacios de Kelley es un espacio de Kelley y que subespacios cerrados
y cocientes Hausdorff de espacios de Kelley son espacios de Kelley.

Notaremos Ke a la subcategoria plena de 7op cuyos objetos son los espacios de Kelley.

Si Y es un espacio topolégico Hausdorff, Yy, serd el espacio topolégico con el mismo
conjunto base que Y y con la siguiente topologia: F' es cerrado en Yy si y sélo si F N K
es cerrado en Y para todo K compacto de Y. Es facil ver que esto define una topologia
en Y (pues como Y es Hausdorff, los compactos son cerrados, y de aqui se obtiene que Y
es cerrado en Yj. y el resto es evidente). Ademds, es claro que la topologia de Yic., es mds
fina que la de Y, y, en particular, los compactos en Yy, son compactos en Y. Por lo tanto,
Yice resulta un espacio de Kelley.

Ademsds, si X es una espacio de Kelley e Y es Hausdorff, las funciones continuas
f : X — Y se factorizan por Yi.: en efecto, veamos que f : X — Yj. definida como
f es continua. Sea F cerrado en Yi, queremos ver que f (F) = f~1(F) es cerrado
en X. Basta ver que f~!(F) N K es cerrado en X para todo K compacto de X. Sea K
compacto de X, basta ver que f~!(F)N K es cerrado en K, pues K es cerrado en X, pero
FUF)NK = fIZNF) y flk : K — Y continua (pero F no tiene por qué ser cerrado
en Y). Ahora bien, f(K) es compacto en Y, luego F'N f(K) es cerrado en Y (pues F' es
cerrado en Yic), entonces f| ' (F N f(K)) es cerrado en K, pero

FIR(F O FE) = IR (F) 0 fI () = i (F) N K = £l (F)

Asi, f]l_(l(F) es cerrado en K. Luego, f =40 f, coni : Y. — Y continua pues la topologfa
de Yx. es més fina que la de Y.
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Un enunciado equivalente de esta propiedad es que el funtor ¥ — Y. es adjunto a
derecha de la inclusion de Ke en Haus. En efecto, llamemos Fjc. al funtor Y +— Y. v R
a la inclusién de Ke en Haus. Sea A € Ke y B € Haus. Tenemos la biyeccién natural

Homy (A, Fie(B)) «— Homyygus(R(A), B)
i [ — iB}CEB (@] f
fo— 17
Se sigue de los lemas y proposiciones anteriores que la categoria Ke admite limites y

colimites y se pueden describir como sigue.
Sea R’ : Ke — Top la inclusién y d : T — Ke un diagrama pequeno. Entonces lim d es

—

el cociente Hausdorff més grande de lim R’ o d (y este cociente es un espacio de Kelley).

En efecto,
lim Rod= R(lim Fx.(R(d))) = R(lim d
e (_>(Ke) (R(d))) (_}me) )
y vimos que h’m(H )R od es el cociente hausdorff mas grande de h’m(T )R’ od. En
— (Haus — (Zop
particular, si lim R’ o d es hausdorff, lim d coincide con lim R od.
— (Zop) — (Ke) —(Top)
Similarmente se tiene h'm(lC )d o~ (h’m(T )R o d)ie. Usamos el dual de 2.1.11. Si
— (Ke — (Zop
lim Rd existe, entonces lim d existe y se tiene
“— (Haus) — (Ke)
lim  d~ Fi(lim Rd) ~ (lim d)Kce
— (Ke) — (Haus) “— (Haus)

Luego, el conjunto base del limite en Ke es el limite de los conjuntos bases, pero la topologia
es mas fina que la del limite.

Como un espacio de Kelley X es el colimite (en Zop o Ke) de sus subespacios compactos
K, cada subconjunto abierto U de X es el colimite de subespacios localmente compactos
K NU. Entonces, un subconjunto abierto de un espacio de Kelley es un espacio de Kelley.

Grupoides

Sean % es una categoria pequena y X la clase de todos los morfismos de €. Entonces
la categoria €[~ '] es un grupoide. Decimos que %[~ 7!] es el grupoide asociado a €. Es
claro que el funtor F : Cat — Grpd que manda una categoria pequeiia € a €[S 7!] (con ¥
el conjunto de morfismos de %) es adjunto a izquierda de la inclusién i de Grpd en Cat,
pues si A es un objeto de Cat y B es un objeto de Grpd se tiene biyeccién

Homg,pq(F(A), B) «— Homeq: (A, i(B))
G — G o Ppya
G—H dOHdeH:GOPF‘](A)
Similarmente, para cada categoria €, sea ¢ * la subcategoria de € con los mismos objetos,
y cuyos morfismos son los isomorfismos de . Entonces €* es grupoide, y si llamamos
F : Cat — Grpd al funtor que manda € en €™, se tiene que F' es adjunto a derecha de i.
Si A es un objeto de Grpd y B es un objeto de Cat, se tiene biyeccién
HomCat(i(A)a B) — Homgrpd(Av F(B))
G— G:A— B* (como A es un grupoide, G(A) C B¥)
G—G
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Apliquemos ahora 2.1.9 y 2.1.11. Como la inclusion ¢ : Grpd — Cat es plenamente fiel y
tiene adjunto a izquierda y como todo diagrama pequeiio de Cat tiene colimite, entonces
también todo diagrama pequeno de Grpd tendra colimite. Mas atn, ¢ conmuta con colimites
porque tiene adjunto a derecha. En otras palabras, si d : T' — Cat es un diagrama pequeno
y d(t) es un grupoide V¢ € Obj(T), entonces el colimite de d en Cat es un grupoide y es

el colimite del diagrama d' : T — Grpd inducido por d (pues sabemos que h’m(g o d vy
— (Grp

lim d existen y lim d = i(lim d') =lim d que es un grupoide).

— (Cat) —(Cat) —(grpd) — (grpd)

Por otra parte, como la inclusiéon ¢ tiene adjunto a derecha y es plenamente fiel y
como todo diagrama pequeno de Cat tiene limite, esto también vale para Grpd. Mas aun,
i conmuta con limites porque tiene adjunto a izquierda. Entonces los limites en Grpd se
pueden construir como los de Cat, o sea lim  iod =i(lim d).

— (Cat) —(Grpd)
Nota importante 2.1.13 (Consideraciones conjuntisticas). Si ¢ es una categoria
pequefia, toda localizacién €[X~!] de € existe. Ademés, no es dificil de ver que €[2!]
existe cuando ¥ es un conjunto. Sin embargo, cuando ¥ no es un conjunto, la existencia
de ¢[X7!] es una pregunta delicada de la teorfa de conjuntos.

Las referencias usuales sobre localizacién de categorias (entre ellas [3]) ignoran estos
problemas conjuntisticos. Algunos matematicos (siguiendo a Grothendieck) evitan estas
dificultades imaginando la existencia de un universo mas grande en el cual € es pequena y
construyendo la localizacién en ese universo. Sin embargo, la pregunta sobre la existencia
de ‘5[2_1] en ‘nuestro universo’ es importante para otras escuelas de pensamiento y, en
particular, para los topdlogos, que necesitan localizar respecto a teorias de homologia.

2.2. El calculo de fracciones

Volvamos a la situacién de 2.1.9. Sean G : ¢ — Z, D : 9 — € funtores, G adjunto
a izquierda de D y sea ¢ : GD — Idy una transformacién natural. Veremos primero una
construccién simple de €[~ 7] por medio del funtor DG y de una transformacién natural
1 : Idgy — DG cuasi inversa a ¢.

Para ello asociemos a cada morfismo v : ¢ — DG de € el diagrama:

C CI
\ f“/
DG

Como 9 es cuasi inverso a ¢, ¢G o G es la identidad de G, entonces G es un isomorfis-
mo (pues ¢ es isomorfismo por hipétesis de 2.1.9) y entonces Pxt) es un isomorfismo. En
particular tenemos una funcién

7 e = (Patoe) ™! o Pa(v)
de Homg (¢, DG¢') a Homgs-1)(c, ¢').

Lema 2.2.1. La funcion v+ 7. es una biyeccion de Homg (¢, DGc') a Homgs-1)(c, ¢').
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Demostracion. Si definimos H por la ecuacion g = H o Ps, se sigue que
H(c,d)ve = (HPs W)~ o (HPs(7)) = (God) "t o G()

y como (G )™t = ¢Gc’ (pues ¢Gc’ 0o Gypc! = Id y por hipétesis ¢Ge’ es un isomorfismo)
se tiene que

H(c,d) (%) = ¢Gc 0 G(y) = ¢(c, G ) (7)

donde ¢(c, G¢') : Homy (¢, DG') — Homg(Ge, G¢') es el isomorfismo de adjuncién asoci-
ado a ¢. Como H(c,c') es una biyeccién, esto completa la demostracion. ]

Por lo tanto podemos identificar el conjunto Homgy-1)(c,¢’) con Homg (¢, DGC'). Si
v:c— DGy« : ¢ — DG son dos morfismos de €, tenemos que la composicién
7. 07 es de la forma ~”, donde v’ = (¢¥pger) ! o DGY' 0, en efecto,

7 = (Pstper) ™! 0 Pe((¥pger) ™' 0 DGY 0 ) = (Pstpen) ™! 0 Pe((¥pger) ™' 0 DGY') o Py

sz . _ -1
y como t es una transformacién natural se tiene que (Ypger) ™t 0o DGy = o9 y
entonces

V! = (Pstper) "t o Ps(v o1p ") o Poy = (Pstper) ™ 0 Psy o Ptp ') o Pay = 7, o .

Esto viene del diagrama

c C/ C/I
Z

DG/d DGc

DGDG(c"

Generalizamos ahora esta idea. Consideremos las subclases ¥ de Mor% tales que:
a) Las identidades de € estdn en ¥
b) Siu: X —-Y,v:Y — Z estdn en X, entonces vou € X

¢) Dados: X — X', con s € X yu:X — Y, existen Y/ objeto de €, t: Y — Y/,
teXyu : X — Y tales que tu = u's

X N Y
sl t
\
X!y
u
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d) Si f,g: X — Y son morfismos de € y s : X — X’ es un morfismo de ¥ tal que
fs = gs, entonces existe un morfismo ¢t : Y — Y’ en ¥ tal que tf = tg

X’*S>X4>Y"' ?,>Y/
g

Definicién 2.2.2. Cuando a), b), ¢) y d) se satisfacen decimos que 3 admite un calculo
de fracciones a izquierda.

Si ¥ satisface a) y b), decimos que ¥ es multiplicativamente cerrada.

La condicién c) se llama condicién de Ore.

Cuando ¥ admite un calculo de fracciones a izquierda tenemos la siguiente descripcién
de los morfismos de ¢[X 1.
Llamaremos a un diagrama de % de la forma

Xtz vy

con s € ¥, una fraccién a izquierda y lo notaremos s\ f o s~ f. Notaremos por H(X,Y)
a la clase de todas estas fracciones, donde s € ¥ y Z son cualesquiera.
Consideramos en H(X,Y) la siguiente relacién (de equivalencia): s\ f ~ s'\ f’ si y s6lo
si existe una fraccion
X—>Zy<—vy

con t € ¥ y un diagrama conmutativo

Es decir, si existen a, b en € tales que af = bf’ y as = bs’ € ¥. Veamos que es una
relacién de equivalencia. La reflexividad y simetria son triviales. Veamos la transitividad.
Supongamos que s\ f ~ s'\f'y '\ f' ~ "\ f” y que tenemos un diagrama conmutativo:




Por ¢) aplicado a las flechas ¢ y t' obtenemos un diagrama conmutativo

Y4t,>Z4
Y
Zy =W

con u € Y. Tenemos ut’ = ht, luego ua’s’ = hbs’, y entonces, por d), existe W SV tal

que tud = thb y t € 3. Consideremos

Zo

f// 8//
Tub!

X—V~<~—Y

A

Z1

Tenemos que thas = tht = tut’ = tub's" y este morfismo pertenece a Y pues como

t u,t’ € ¥, por b), tut' € 3. También, thaf = thbf’ = tuaf = tub’f”
Asi, ~ es relacion de equivalencia. Notaremos Homy (X,Y) = H(X,Y)/ ~.

Nota importante 2.2.3 (Consideraciones conjuntisticas). No hay razén a priori
para que Homy(X,Y) sea un conjunto. Para que lo sea, podemos pedirle a ¥ que sea
localmente pequenio a izquierda, esto es, que para todo Y € Obj(%) exista un conjunto
Yy de morfismos de ¥, todos con dominio Y, tal que para todo a:' Y — Z € ¥, existe
B:7 — Zyen € tal que fa Y — Z; € XNy. Veamos que si X es localmente pequeiio a
izquierda, entonces Homy (X, Y) es un conjunto para todo X, Y. Para ello consideramos
a Xy como los objetos de una categoria pequena, donde un morfismo vy de s : Y — Z; a
t:Y — Zy serd un morfismo v : Z; — Z de € tal que s = t. La condicién ¢) (condicién
de Ore) dice que Xy es una categoria filtrante.

Sea H*(X,Y') el conjunto de las fracciones s\ f. Notar que es un conjunto pues estd en
biyeccién con Home (X, rg(s)). Consideremos el funtor F' : ¥y — Set que manda
s:Y — Z a H*(X,Y) y que manda un morfismo v : Z; — Zy des:Y — Z; a
t:Y — Zy ala funcién que manda s\ f — t\(yo f):

X$Zléy

VA

Zo

Es facil ver que Homy(X,Y) = colim F(s), pues Xy es una categoria filtrante y de los
SEXy
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diagramas

/\ 2N

N A X<Zf7

(donde h =30 g =1 o f) y notando que

AN u\(of) A2 u\(ya0 f)

vemos que s\f y t\g ‘se igualan més adelante’ si y sélo si s\f ~ t\g en el sentido visto
antes. Notar que para la vuelta, u en principio pertenece a > y no a Xy, pero usando X
localmente pequeno y componiendo con un § adecuado conseguimos fu € Xy. O

Veamos ahora cémo se componen las fracciones en Homy (X,Y). Definimos la com-
posicién de la siguiente manera

s\fot\g=ss'\fg

donde s € Xy f’ € FI(¥) son morfismos tales que s'f = f't:

X' X Y
g S
Zy Z1

Veamos que la composicién queda bien definida. Probaremos primero que no depende
de la eleccién de f'y s'.

Supongamos f” y s” es otra eleccién. Queremos ver que s's\ f'g ~ s”s\ f”g. Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo de flechas sdélidas.

/ \

x Zg - Zg

N

Aplicamos c¢) al diagrama formado por s’ y s” para obtener u y h tales que us’ = hs” con

=+

u € . Luego, us’'f = hs” f y entonces uf't = hf”t y por lo tanto, por d) existe 1 tal que
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?uf’ = ?hf”. Ademsds, tus' = ths' €% (pues ;,u, s’ € X)) y se tiene
Zy

fV i" N
tu
B

X/4a>Z6<;Y

f”g\« Tt%s

Zy

(donde o = ;uf’ = ?hf” y 3= tus's = ths's € Y)) de donde s's\ f'g ~ s"s\ f"g.

Queremos ver ahora que si s\f ~ s'\f’ entonces s\f ot\g ~ s'\f' ot\g. Para esto
necesitaremos de un lema previo.

Lema 2.2.4. Sea € una categoria y 3 una clase de morfirmos de € multiplicativamente
cerrada y que cumple la condicion de Ore. Entonces, dados f; : X; =Y y s; : X; — X|
morfismos de € con 1 < i < n, con s; € ¥ Vi, existen g; : X - Y yt:Y - Y’
morfismos de € con 1 <i<mn yte tales que g;s;, =tf; V1 <i<n.

toog;

Demostracion. Caso n = 2: Por ¢) existen morfismos t1, t2, hy, ha, con t1,ts € 3 tales que
los diagramas

X,y Xy
Sli \Ltl S2\L ltz
Xi ==Y Xy ==Y

conmutan. Aplicando ¢) al diagrama formado por t; y to obtenemos t} : Z3 — Y’y
th:Zy —Y' cont] € ¥ tales que t)t; = thte. Sea t = tt; = thto. Notemos que ¢t : Y — Y’
y que t € X pues t1,t) € 3. Sean ¢g; = tih; : X; — Y’ para ¢ = 1,2. Obtenemos que
g:S8; = t;hisi = t;tifi = tfi para 1= 1, 2.

El caso general se obtiene usando el caso n = 2 y aplicando induccién. O

Usando el lema terminaremos de probar que la composicién estéd bien definida. Con-
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sideramos el siguiente diagrama conmutativo de flechas sélidas

z.

N
/// \\\ ///l\\\ S,

donde h, u, h' y u’ se obtienen de las definiciones de s\fot\gy s'\f ot\g y aybdela
definicién de s\ f ~ s’\f’ Por lema aplicado a f; = a $1 = u, f2 = b, s9 = u' obtenemos

las flechas punteadas texn y k y k' tales que ku = ta y k'u' = b,
Luego se tienen:

~ D, N,
kus = tas = tbs = k'u's

y tas eXy
kht = kuf = taf = tbf = k'u'f = k'h't
es decir, kht = k'ht. Entonces, por d), existe s € ¥ tal que skh = sk’h/. Sean o = sk y

B8 = sk'. Se tiene:
ahg = Skhg = sk'h'g = Bh'g

aus = skus = sk'u's' = pu's'
y skus € . Luego, us\hg ~ u's’"\h'g, es decir s\ f ot\g ~ &'\ f o t\g.

Restarfa probar que si t\g ~ t'\¢g’ entonces s\f o t\g ~ s\f ot'\¢, pero esta de-
mostracién es analoga a lo hecho recién.

Por lo tanto hemos probado que la composicién estd bien definida.

Ademas es claro que Idx\Idx es la identidad de Homy (X, X) y la asociatividad de la
composicion es facil de ver considerando un diagrama de este estilo:

°\./°\ /’\./°

Por lo tanto, si Homy(X,Y) son conjuntos, tenemos definida una categoria ¥ 1% con
Obj(X71%) = Obj¢ y Homy,-14(X,Y) = Homg(X,Y).
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Teorema 2.2.5 (Gabriel-Zisman). Si ¥ admite un cdlculo de fracciones a izquierda
y es localmente pequerio a izquierda, entonces la categoria ©™'€ construida como arriba
existe y es una localizacion de € con respecto a ¥.. Ademds, el funtor q : € — L71F,
correspondiente a la localizacion, le asigna a cada f: X — Y la fraccion Idy \ f.

Demostracion. Notemos primero que ¢ es un funtor pues si h : Y — Z entonces
Idz\holdy\f =1dz\hf ya que tenemos un diagrama conmutativo:

X Y A
Idy h
! Idz
Y Z

Por otra parte, si s € ¥ entonces ¢(s) es un isomorfismo pues del diagrama

X Y X
\ IV YY /
Y Y

Wy “o , Idy
Y

se tiene s\Idy o ¢(s) = s\Idy o Idy\s = s\s ~ Idx\Idx, donde la dltima equivalencia se
deduce del diagrama

X

DS

X—2sy<2-Xx

[

Y
y q(s) o s\Idy = Idy\s o s\Idy = Idy\Idy ya que se tiene

Y X Y
S S
Idy IdY
Y 7 Y
Iy N ldy

Y

Asi ¢(s) es un isomorfismo Vs € 3. Supongamos que F : € — 2 es otro funtor que invierte
los morfismos de X. Definamos L71F : X714 — 2 por 7 1F(s\f) = F(s)~! o F(f).
Veamos que estd bien definido. Supongamos que s\ f ~ s'\ f’, entonces existen a, b € F1(€)
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tales que as = bs’ € Xy af = bf’. Luego, notando que F(b) es un isomorfismo pues F(bs’)
y F(s") lo son y que F(a) es un isomorfismo pues F'(as) y F(s) lo son, obtenemos

F(sYPoF(f)=F(s) Lo F(b) P o F(b)o F(f)=F(bs') Lo F(V'f) =
F(as) o F(af) = F(s) Lo F(f) = F(s) L o F(a) Y o F(a) o F(f) =
F(s)™ o F(f)
Asi X1 F est4 bien definido.
Ademss, X' F(Idx\Idx) = idx y si se tiene

X' X Y
g S
Zy Z

f/ { P s
Z3

entonces como f't = &' f aplicando F' queda F(f')F(t) = F(s')F(f) de donde
F(s) o F(f)=F(f) o F(t)™"
y, por lo tanto

STE(s\fot\g) = ST F(s's\flg) = F(s's) " o F(f'g) =
=F(s) "o F(s) "o F(f) o F(9) = F(s) "o F(f) o F(t) ' o F(g) =
= SR\ ) o X F(1\g)

Luego X~ 'F es funtor. Ademsds es claro que F = ¥ ~'F o ¢ y la unicidad de la facto-
rizacién se deduce del hecho que si F' = G o ¢ entonces G(Id\ f) = G(q(f)) = F(f) y si
s €%, como (Id\s)~! = s\Id entonces G(s\Id) = G(Id\s)~* = F(s)~! y, por lo tanto,

G(s\f) = G(s\Id o 1d\ f) = G(s\Id) 0 G(1d\f) = F(s) "' F(f)
Luego (X7!C, q) cumple la propiedad universal. O
Observacion 2.2.6. Se puede hacer una construccién andloga para fracciones a derecha.

Ejemplo 2.2.7. Comparemos el calculo de fracciones hecho recién con el caso visto al
comienzo de esta seccidén para ver que ese era un caso particular de lo de recién.

Sea G : € — 2 adjunto a izquierda de D : 2 — € y sea ¢ : Idy — DG un
morfismo de adjuncién de G a D. Supongamos que D es plenamente fiel (ver 2.1.9). Sea
Y la interseccién de todas las subclases de Mor(%) que contienen las identidades, los
morfismos ¥, : ¢ — DGc y que son estables por composicién. Veamos que ¥ admite un
calculo de fracciones a izquierda.

Por definicién de ¥ es claro que satisface a) y b). Veamos que satisface c). Es claro
que basta verlo para los s : X — X’ de la forma 1y : X — DGX y para éstos podemos
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tomar t = vy y v’ = DGu, ya que, por ser 1) una transformacién natural se tiene que
Yyu = DGuix. Veamos d). Es claro también que basta verlo para los s de la forma
Yx : X — DGX. Supongamos que tenemos f,g: DGX — Y tales que fi¢x = gx. Con
las notaciones de d), sea t = ¢y : Y — DGY. Ahora bien, por ser ¢ una transformacién
natural, tenemos ¥y og = DGfovYpax y Yy og = DGgoYpax. Para ver ¢y of =y og
veremos que DG f o Ypax = DGg o ¥pgx. Como DG y DG tienen el mismo inverso
D¢G, entonces coinciden y se tiene

DGfovpex = DGf o DGYx = DG(f otpx) = DG(gothx) = DGgo DGyx =
= DGgo¢pax

de donde vy o f = 1y o g, como queriamos.
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Capitulo 3

Categorias de modelos

En este capitulo estudiamos las categorias de modelos, que fueron introducidas por
Quillen en 1967 ([10]) como una abstraccién y generalizacién de la teoria de homotopia
clasica de espacios topolégicos y conjuntos simpliciales. Una categoria de modelos es una
categoria con tres clases de morfismos, llamados fibraciones, cofibraciones y equivalencias
débiles que cumplen ciertos axiomas (ver 3.1.1). En las categorias de modelos se puede
desarrollar una teoria de homotopia de forma similar a lo que ocurre en los espacios
topolégicos. Ademads, permiten dar una descripcién sencilla de la localizacién respecto a
las equivalencias débiles como veremos en la primer seccién de este capitulo.

La definicién de categoria de modelos se ha ido modificando y adaptando como comen-
tamos en 3.1.2. Actualmente son de gran importancia y sirven de base para el desarrollo
de otras teorias de homotopfa.

Seguimos béasicamente el paper original de Quillen ([10]), ampliando y completando
las demostraciones. Compararemos la teoria de homotopia resultante con la teoria de
homotopia clasica de espacios topoldgicos, para tratar de entender algunas de las ideas
que motivaron a Quillen.

En la primera seccién comenzamos definiendo las categorias de modelos y dando al-
gunos ejemplos. Probamos luego que si % es una categoria de modelos, las categorias sobre
y bajo un objeto contruidas a partir de ¥ heredan de ésta una estructura de categorias
de modelos. Definimos luego la relacion de homotopia y probamos algunos resultados y
herramientas importantes, entre los cuales cabe mencionar el reemplazo fibrante y cofi-
brante (3.1.31). Estos resultados son utilizados al final de la seccién para probar que la
localizacién de una categoria de modelos € respecto a la clase de equivalencias débiles
existe (es decir, es una categoria en sentido usual) y es equivalente a la subcategoria plena
de € formada por los objetos que son, al mismo tiempo, cofibrantes y fibrantes (ver 3.1.7),
cocientada por la relacién de homotopia. Este teorema (3.1.32) es uno de los resultados
principales del trabajo de Quillen.

En las secciones 2 y 3 completamos el desarrollo de la teoria de homotopia en las
categorias de modelos punteadas, definiendo y trabajando con importante estructura extra
que poseen estas categorias, como son los funtores loop y suspensién, las sucesiones exactas
de la fibra y la cofibra y el corchete de Toda, extendiendo los resultados ya conocidos en
Top.

En la seccion 4 comenzamos con el estudio de los funtores de Quillen, recordando
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la definicién de funtores derivados. Los funtores de Quillen son de suma importancia y
permiten comparar teorias de homotopia de distintas categorias de modelos. La idea es
que en ciertas condiciones, una adjuncién de funtores entre dos categorias de modelos pasa
a las categorias homotopicas, y con hipdtesis adicionales, resulta una equivalencia entre
ambas categorias homotopicas, y por lo tanto ambas teorias de homotopia coinciden.

En la seccién 5 definimos las categorias de modelos cerradas y probamos algunos
resultados interesantes. En particular, el lema de Ken Brown (3.5.9), es un resultado
muy ttil en categorias de modelos, que, aunque no requiere que sean cerradas, lo hemos
incluido en esta seccion porque los corolarios que presentamos si necesitan que la categoria
de modelos sea cerrada.

En la seccién 6 completamos el desarrollo de los funtores de Quillen para categorias
de modelos cerradas, siguiendo lo expuesto en [5].

3.1. Los axiomas

Definicién 3.1.1. Una categoria de modelos es una categoria % junto con tres clases de
morfismos en %, llamados fibraciones (Fib), cofibraciones (Cof) y equivalencias débiles
(WE) que satisfacen los siguientes axiomas:

MO. % tiene limites y colimites finitos.

M1. Dado un diagrama conmutativo
A—X
zi P
B——Y

donde 7 es una cofibracién, p es una fibraciéon y donde, ademas, 4 es una equivalencia
débil o p es una equivalencia débil existe ¢ : B — X que hace que el diagrama

A—X

| 7]

B——Y
conmute.

M2. Cualquier morfismo f se factoriza como f = pi donde ¢ es una cofibracién y una
equivalencia débil y p es una fibracién. También f se factoriza como f = pi donde i
es una cofibracién y p es una fibraciéon y una equivalencia débil.

Ma3. Las fibraciones son estables por composicion, cambio de base y todo isomorfismo es
una fibracion. Las cofibraciones son estables por composicion, cambio de cobase y
todo isomorfismo es una cofibracion.

M4. La extensién de base de un morfismo que es una fibraciéon y una equivalencia débil es
una equivalencia débil. La extension de cobase de un morfismo que es una cofibracién
y una equivalencia débil es una equivalencia débil.
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M5. Sean f: X =Y y g:Y — Z morfismos de €. Si dos de los morfismos f, g, gf son
equivalencias débiles entonces el otro también lo es (esto se llama axioma 2 de 3).
Ademss, todo isomorfismo es una equivalencia débil.

Nota 3.1.2. La definicién de categorias de modelos que hemos dado es la original que
da Quillen en [10]. Hemos preferido ésta por ser més general y por ser la primera que
se ha dado. Sin embargo, muchos otros matematicos, entre ellos el mismo Quillen, han
ido modificando esta definicién, pidiéndole nuevos axiomas o reforzando los anteriores. La
razon es que la mayoria de los ejemplos conocidos cumplen también las otras axiomaticas
mas fuertes. Cabe destacar que en la actualidad se trabaja con categorias de modelos
cerradas (que definiremos més adelante), se pide que las factorizaciones del axioma M2
sean funtoriales y que la categoria admita limites y colimites pequenos, en lugar de finitos.

Ejemplo importante 3.1.3. Veremos mas adelante que la categoria de espacios topoldgi-
cos con

Fib = fibraciones de Serre
WE = equivalencias homotoépicas débiles
Cof = funciones que tienen la LLP respecto de las funciones que son, a la vez,

fibraciones de Serre y equivalencias (homotdpicas) débiles,
es una categoria de modelos.

Si € es una categoria de modelos, entonces €°P hereda una estructura natural de
categoria de modelos, como muestra la siguiente observaciéon importante.

Observacion importante 3.1.4. Sea ¥ una categoria de modelos. Entonces €°P con

Fib(#?) = Cof(%)
Cof(°P) Fib(%)
WE(?) = WE(%)

es una categoria de modelos. Por lo tanto hay una forma dual de cada lema, proposicion
o teorema que enunciemos.

Proposicién 3.1.5. Sean € y Z categorias de modelos. Entonces € X 9 es una categoria
de modelos, donde un morfismo (f,qg) de € x 2 es una fibracion (resp. cofibracion, resp.
equivalencia débil) si y sdlo si f y g son ambas fibraciones (resp. cofibraciones, resp.
equivalencias débiles).

Demostracion. El axioma MO es claro por un resultado general de categorias.
Veamos M1. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo en € x &

f1,f
(A, A2) 2 (x) x)

(ihiQ)\L \L(m,pz)

(B1, B2) sy (Y1,Ys)

91,92
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donde (i1,72) es una cofibracién, (pi1,p2) es una fibracién, y alguna de las dos es una
equivalencia débil. Tenemos entonces diagramas conmutativos

Ay i X1 Ay L Xo
ili lpl izl lpz
B ——" By ——~Ys

en ¥ y Z respectivamente, con i1, io cofibraciones y p1, ps fibraciones. Ademas, i1 o py es
una equivalencia débil e 75 0 ps es una equivalencia débil. Por lo tanto, existen hq morfismo
de € y hy morfismo de Z tales que hji; = fj y pjh; = g; para j = 1, 2. Entonces, (h1, ha)
es el levantado buscado. Los otros axiomas se prueban de la misma manera, pasando a las
categorias € y &, aplicando los axiomas alli y ‘juntando’ los resultados para obtener la
validez del axioma en ¥ x Z. Cabe notar que si tenemos en pullback en ¢ x 2

f1,f:
(A1, A2) T2 () x)

(kl,kg)i pull \L(hhha)
(B17 BQ) ﬁ (}/17Y2)

91,92
entonces
A x, Ay - X,
kll pull \th kzl pull ihg
Bi—g=n By =g Y2
son pullbacks en € y & respectivamente. O

En los preliminares habiamos definido las categorias sobre un objeto y bajo un objeto
(1.4.7) y los funtores olvido (1.4.9). En el caso de que % sea una categoria de modelos,
las categorias 44 y p% heredan una estructura de categoria de modelos, como muestra
la proposiciéon que sigue.

Proposicion 3.1.6. Sean € una categoria de modelos y A y B objetos de €. Entonces

Ag con:
Fib(*€) = {f/ O(f) € Fib(€)}
Cof(*¢) = {f/ O(f) € Cof(€)}
WE*¢) = {f/ O(f) € WE(%)}

es una categoria de modelos.
Dualmente, la categoria g€ con

Fib(g%) = {f/ O(f) € Fib(%)}
Cof(s€) = {f/ O(f) € Cof(€)}
WE(s€) = {f/ O(f) € WE(¢)}

es una categoria de modelos.
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Demostracion. MO se deduce de 1.4.10.
Veamos M1. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo en 4%

(B, B) — = (X, )

| g

(C.7) —5= (¥.9)

con i cofibracién, p fibracién y alguna de las dos equivalencia débil. Aplicando el funtor
olvido queda un diagrama conmutativo en €

oy

1

CT>Y

con i cofibracién en %, p fibracién en ¥ y alguna de las dos equivalencia débil en 4. Por
lo tanto, por M1 para %, existe ¢ : C'— X tal que i = f y pp = g. Ahora bien, como i
y f son morfismos en A€ se tiene que if =~y f3 = o de donde

ey =ypif = f=a
y por lo tanto ¢ : (C,7y) — (X, a) es un morfismo en 4% y luego es el levantado buscado.
Para ver M2, supongamos que tenemos f : (B, ) — (C,~) morfismo de 4%. Miramos

f: B — Cen % ylo factorizamos (por M2 para %) como f = pi coni: B — D cofibracién
y equivalencia débil y p : D — C fibracién. El diagrama conmutativo

A

U N

B——>D—>C

dice que tenemos una factorizacién f = pi en 4%, con i : (B, ) — (D, i) cofibracién y
equivalencia débil y p : (D, i) — (C,~) fibracién.

La otra factorizacién es totalmente andloga.

Veamos ahora M3. Es trivial que las fibraciones son estables por composicién y que
todo isomorfismo es una fibracién. Sean p una fibracién en 4% y ¢ una extensién de base de
p. Como vimos que el funtor O es adjunto a derecha de un funtor L sabemos que conmuta
con pullbacks. Entonces aplicando O al pullback que da ¢ como extension de base de p se
obtiene un pullback en € y O(q) es la extensién de base de O(p) en este pullback. Como
p es una fibracién en 4%, entonces O(p) es una fibracién en € y luego, por el axioma M3
para € se tiene que O(q) es una fibracién en ¢ y por lo tanto ¢ es una fibracién en Ag .

La parte de cofibraciones se prueba en forma totalmente analoga, pues vimos que O
conmuta con pushouts (ver 1.4.13).

M4 se prueba en forma analoga a M3.

M5 es trivial pues O(fg) = O(f)O(g).

Asi tenemos la primera parte de la proposicién.

La segunda parte de deduce de la primera parte junto con 1.4.8 y 3.1.4. O
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En adelante 4 denotara una categoria de modelos. Notaremos con @ al objeto inicial
de € y con e al objeto final de € (notar que existen por MO).

Definicion 3.1.7. Sean % una categoria de modelos, @ su objeto inicial y e su objeto final.
Un objeto X de % se llamara cofibrante si @ — X es una cofibracion y se llamara fibrante
si X — e es una fibracion.

Ademsds, un morfismo que sea fibracién y equivalencia débil se llamara fibraciéon trivial
y un morfismo que sea cofibracién y equivalencia débil se llamara cofibracion trivial.

Observacion 3.1.8. En Top todo objeto es fibrante y la clase de objetos cofibrantes incluye
los CW-complejos.
En efecto, si X es un espacio topoldgico y tenemos un diagrama de flechas sélidas

X
*
entonces la flecha punteada K existe definiendo K(z,t) = f(x). Por lo tanto, X — * es
una fibracion de Serre, es decir, X es fibrante.
Por otra parte, si X es un CW-complejo, tomando A = @ en la proposicién 1.5.6

obtenemos que @ — X tiene la LLP respecto de cualquier funcién p que sea a la vez
fibracion y equivalencia débil. Por lo tanto, @ — X es una cofibracién y X es cofibrante.

D”XI—>

Definicién 3.1.9. Sean f,g : A — B morfismos. Decimos que f es homotépico a g a

izquierda (y lo notamos f L g) si hay un diagrama de la forma:

f+g

donde ¢ es una equivalencia débil.
Dualmente decimos que f es homotdpico a g a derecha (y lo notamos f ~ g) si hay un
diagrama de la forma:

B B

§e).

A—Bx B

(f,9)

donde s es una equivalencia débil.
Nota 3.1.10. En 7op dos funciones f y g que son homotépicas en el sentido usual son
homotépicas a izquierda y a derecha. En efecto, sea h : A x I — B la homotopia.

Tomamos A = A x I, 0y,01 : A — A x I, definidas por dy(a) = (a,0), d1(a) = (a,1) y
o:Ax I — A definida por o(a,t) = a. Se tiene que o es una equivalencia homotépica, y

por lo tanto una equivalencia débil. Luego f L g.
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Ademss tomamos B = B! y k: A — B! dada por k(a)(t) = h(a,t). Consideramos
s: B — B! tal que s(b)(t) = b (es decir s(b) es el camino constante b) y do,d; : B — B
definidas por dyp(y) = v(0) y d1(y) = v(1). Se tiene que dy y d; son inversas homotdpicas
para s y por lo tanto s es una equivalencia débil. Luego f ~ g.

Definicién 3.1.11. Sean A y B objetos de %. Un cilindro de A es un objeto I A junto

con morfismos
Oo+01

AVA=—TA—>A
tales que o(0y + 01) = V4, 0y + 01 es una cofibracién y o es una equivalencia débil.
Dualmente, un objeto de caminos de B es un objeto B! junto con una factorizacién

do,d
B*S>BI(O*1>)B><B

de Ap donde s es una equivalencia débil y (do,d;) es una fibracidn.

Nota importante 3.1.12. Quillen, en [10], nota al cilindro del objeto A como A x I,
debido a que en 7op los cilindros usuales son A x I. Sin embargo, hemos preferido cambiar
la notacién, para que no se confunda con la notacién de productos que introdujimos en
los preliminares.

Ejemplo 3.1.13. En Zop, si A es un CW-complejo, A x I con o definida como en 3.1.10
y 0y = ig, 1 = i1, es un cilindro de A. En efecto, como o es una equivalencia homotépica
débil, entonces resta ver que ig +i1 : AV A — A x I es una cofibracién. Pero, como
(AxI,Ax{0}UAx{1}) es un CW-complejo relativo, por 1.5.6 se obtiene que ig + i;
tiene LLP respecto de las funciones que son, a la vez, fibraciones de Serre y equivalencias
débiles, con lo cual iy + i1 es cofibracién.

Por otra parte, B! = {7 : I — B continuas} con s, dy y d; definidas como en 3.1.10 es
un objeto de caminos para B. En efecto, vimos que s es una equivalencia débil. Veamos
que (dp,dy) : B! — B x B es una fibracién de Serre. Supongamos que tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en Zop

D B!

ioi \L(do,dl)
(ho,h1)
D"x I ——BxB

Sea K’ : D™ x I — B definida por K'(z,t) = K(z)(t). Definamos H' : D" x I x [ — B
por

ho(x,s — 4t) sit<§
H'(z,s,t) = K’(gc,%) sig<t<1-2
hi(x,s —4+4t) sit>1—7%

Se tiene que H’ estd bien definida y es continua. Sea H : D™ — B! definida por
H(z,s)(t) = H'(x,s,t). Por la ley exponencial, H es continua. Ademds se tiene
(do,d1)H = (ho,h1) y Hig = k. Asi, (do,d;) es una fibracién de Serre.
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Definicién 3.1.14. Sean f,g: A — B morfismos de ¥. Una homotopia a izquierda de f
a g es un diagrama:

donde 0y 4+ 01 es una cofibracién y por lo tanto A es un cilindro de A.
Dualmente, una homotopia a derecha de f a g es un diagrama:

s

B B

ISl

A—— B x B

donde B es un objeto de caminos de B.

Lema 3.1.15. Si f,g € Hom(A,B) y f L g, entonces hay una homotopia a izquierda
h:TA— Bdef ag.

.. . ...y l
Demostracion. Dado un diagrama como en la definicién de f ~ g usamos M2 para fac-

torizar 9y + 01 = pa, p: A’ - A, a: AV A — A’ donde « es una cofibracién y p es una
fibracién trivial. Notar que ov = 9 + 9] con 9 = ain; y 9] = ainy. Por M5, ¢/ = op es
una equivalencia débil, y entonces A’ con 9}, y o’ es un cilindro de A. Luego, b’ = hp
es una homotopia de f a g. O

Lema 3.1.16. Sea A un objeto cofibrante y sea 1A wun cilindro para A. Entonces
Oy:A—IA yd:A— IA son cofibraciones triviales.

Demostracion. El morfismo iny : A — AV A es una cofibraciéon por ser la extensién
de cobase de @ — A y por M3. Luego 9y = (0o + 01)iny es una cofibracién. Ademas,
00y = ida entonces, por M5, Jy es una equivalencia débil. Asi, Jy es una cofibracién
trivial. Analogamente, 0; es una cofibracién trivial. O

Nota 3.1.17. En el caso particular de 7op, este lema dice que si A es un CW-complejo,
entonces ig : A — A x I (e i1) tienen la propiedad de levantamiento del axioma M1
respecto de las fibraciones de Serre, es decir, si tenemos un diagrama conmutativo en 7op

A X
Zoi J{p
AXI? Y

con p fibracién de Serre, existe H : A x I — X tal que Hig = a y pH = h.
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Corolario 3.1.18 (Teorema de levantamiento de homotopia). Sean A un objeto
cofibrante, p : X — Y wuna fibracion, a: A — X y h: [A —Y una homotopia a izquierda
con hOy = pa. Entonces existe una homotopia o izquierda H : IA — X con HOy = a y
pH = h.

A L; X
BOJ/ ’.

p
ITA T> Y
Demostracion. Se deduce trivialmente de M1. O

El enunciado dual es el teorema de extension de homotopia.

Corolario 3.1.19 (Teorema de extensién de homotopia). Sean B un objeto fibran-
te, i : X — Y wuna cofibracién, o : Y — B y h : X — B! una homotopia a derecha con
doh = «i. Entonces existe una homotopia a derecha H : Y — B! con doyH = o y Hi = h.

X*h>BI

4

[

Y —~B
Observaciéon importante 3.1.20. Veremos que las cofibraciones en 7op definidas como
en 3.1.3 son cofibraciones en el sentido usual (es decir cumplen la propiedad de extensién
de homotopia). Sean H : X x I — B es una homotopia e i : X — Y una cofibracién (en el
sentido de la definicién del ejemplo 3.1.3) y sea o : Y — B una funcién continua tal que
Hig = aa.

X —2=Xx1I

zl iXidli \\

. <
Yy —2sv xI  \

~N

B

Como I es localmente compacto y Hausdorff se tiene funcién continua H : X — B
(aplicando la ley exponencial) y si dy : B! — B estd definida por do(y) = v(0) se
tiene dgH = Hiy = «ai. Como todo objeto es fibrante entonces BT es un espacio de
caminos de B. Luego, H es una homotopia a derecha y aplicando 3.1.19 se tiene que existe

H:Y — B! con dyH = o y Hi = H. Aplicando otra vez la ley exponencial conseguimos
G : Y xI — B continua tal que G(y,t) = H(y)(t) y entonces se tiene que G(y,0) = a(y) y
G(i(x),t) = H(z,t). Por lo tanto, i es una cofibracién en sentido topolégico usual. O

Por otra parte, 3.1.18 dice para Zop lo siguiente.
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Sean A un CW-complejo, p : X — Y una fibracion de Serre, « : A - X yh: AxI —Y
tales que hig = pa. Entonces existe H : A x [ — X con Hig =« 'y pH = h.

«

A X
i H’J/
10 p
A x I?‘Y

En otras palabras, una fibracién de Serre tiene la RLP respecto de ig : A — A x I para
todo CW-complejo A (ver 1.5.4).

Lema 3.1.21. Sea A un objeto cofibrante y sean [A y I' A dos cilindros de A. El resultado

de ‘pegar’ IA con I'A por la identificacion 01 A = 0yA, definido como el objeto A en el
pushout:

A—214
a()l push J{ml
I'A—G >4
es también un cilindro I"A de A con 0 = in10y, 9 = inxd}, 0" = o+ o’.
Demostracion. Tenemos que
(0 +0f) = 0" (in10y + in20]) = 0"in10y + 0"in2d; = 00y + 0’ =1d4 + Ida

Ademsds, por 3.1.16 y M4 tenemos que inj e iny son equivalencias débiles. Entonces como
d = in10y, por M5, 9] es una equivalencia débil y como "9 = Id 4, nuevamente por M5
obtenemos que ¢” es una equivalencia débil. Resta ver que 9)j + 97 es cofibracién. Para
ello consideremos los diagramas conmutativos

(%) A %] ITA

\L push lin’1 i push J{ing

A—> AV A A v TAV A

in}, in
16) o1 VvId
A—2 14 AvAZT L A A

in'l \L \Lin:; 86—‘,—81 J{ lldm\/ai
A\/AmIA\/A I'A i I"A

Notemos que efectivamente conmutan pues

(0o vV Id4)in} = (in30p + ingld 4)in] = ingdo
y
(Idya vV 87)(01 VIda) = (inyIdsa + in2d})(ingd;y + ingld4) =

= ((inlld]A + in28{)in381) + ((inlld[A + in28£)1n41d,4)) =
=in10; + ingai = inga(,) + ingai = ing((% + 6{)
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Nos proponemos ver que los iltimos dos diagramas de arriba son pushouts. Para eso
consideramos el siguiente diagrama conmutativo

16)
@ A “=1JA
\L push J{in'1 ling
A T'2> AV A MIA VA

que resulta de ‘pegar’ dos de los diagramas anteriores. Como
(0o V Id 4)iny = (ingdy + ingld 4)in)y = iny

entonces el diagrama total es uno de los pushouts de antes y por lo tanto la parte derecha
del diagrama anterior también es pushout. Entonces como Jp es cofibracién (por 3.1.16)
se tiene, por M3, que dy V Id4 es cofibracion.

Por otra parte, consideramos el siguiente diagrama conmutativo que resulta de ‘pegar’
otros dos diagramas anteriores

o]
A > JA
in'll push iing
AV A m TAV A
66+81\L iIdIA\/ai
I'A ; I"A
ing

La parte superior es pushout por lo visto antes y como
(86 + 3i)in1 = (‘96 y (Id[A vV 8{)in3 = (inlld[A + ingai)ing = ing

se tiene que el diagrama total el el pushout del enunciado del lema. Entonces la parte
inferior del diagrama anterior también es pushout.

Por lo tanto, como 9], + 9] es cofibracién, por M3 se obtiene que Id;4 V 9} también lo
es. Asi (Idja vV 87) o (0o vV Id4) es cofibracién, pero

(Idya Vv 81) 0(0yVIda) = (in;Idja + ingai) o (ingdy + ingld4) =
= ((inlld[A + ingai) o ingao) + ((inlld[A + ingai) o in4IdA) =
=in10y + inzai =
=+

luego 9 + 0f es cofibracién. O

Nota 3.1.22. En 7Top, el lema anterior es claro, pegar dos cilindros, la tapa del primero con
la base del segundo, sigue siendo un cilindro. Esto se usa para definir la composicién (o
concatenacién) de homotopias que, por ejemplo, muestra la transitividad de la relacién ‘ser
homotdpico a’. Esta aplicacién se ve en categorias de modelos en general en el siguiente
lema.
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Lema 3.1.23. Si A es cofibrante, entonces L es una relacion de equivalencia en Hom(A, B).

Demostracion. Para ver que la relacién es reflexiva basta tomar A = Ay h = f. Ademés
es trivial ver que es simétrica (basta intercambiar dy y 01). Para ver que es transitiva,
supongamos que fo L iy h L fo con homotopias h : IA — By I : I'A — B.
Consideramos los diagramas conmutativos

AV A fot+f1 B AV A fit+f2 B
s !
A IA A ; I'A

g o

Tomando pushout se tiene un morfismo A" : I’ A — B y un diagrama conmutativo

%

A——=TA

Andlogamente obtenemos ¢” tal que ¢”in; = o y 0”iny = ¢’. y se tienen:

O’” 6/ = a”in160 = 060 = idA

"0 = o"ingd = 0’8} =ida
h"9) = h"in1 8y = hdy = fo
W' = W'insdl = WO, = fy
con lo cual el diagrama:

AV A fo+f2 B

V
/! /!
Al Wl T o

A I"A

conmuta, por lo que fy L fa. O
Lema 3.1.24. Sean A un objeto cofibrante y f,g € Hom(A, B). Entonces:
l
1L feg=fryg

2. f ~ g = existe una homotopia a derecha k : A — B! de f a g cons: B — B!
cofibracion trivial.

3. 8if~gyu:B— C entonces uf ~ ug.
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Demostracion.

1. Por 3.1.15 hay una homotopia a izquierda h : A — B de f a g y por M2 hay un
objeto de caminos de B, B! (basta usar M2 para factorizar A = ps con p fibracién
y s cofibracién trivial). Por 3.1.16 y M1 ;| como

(fo,h)00 = (fobo, hdo) = (f, f) = Af =psf
la flecha punteada existe en el diagrama:

sf

A B!
aoi K1 lp(do,dl)
IA =B xB
Sea k= K0, : A — BL. Se tiene
(do,dy)k = (dok,d1k) = (doKOy,d1K01) = (fod1,hdh) = (f, g)

Por lo tanto k es la homotopia a derecha buscada.

2. Sea k' : A — B! una homotopia a derecha de f a ¢ y sea ps,cons: B — By
p: B — B una factorizacién de s’ : B — B! con s una cofibracién trivial y p una
fibracién. Por M5, p es una equivalencia débil. Sea (do, d1) = (dj,d})p : B — B x B.

Entonces (dy, d;) es una fibracién por M3 y entonces B con dy, d; y s es un objeto
de caminos de B. Como A es cofibrante, por M1 se tiene que existe k en

& —— R
4 B
k-

;>I’
A B

y k es la homotopia a derecha buscada.

3. Sea k como en el item 2 y sea C! un objeto de caminos para C con (dj),d}) y s'. Por
M1 existe ¢ en el diagrama:

s'u

B -1

l P l(da»dn
L

B (dou,dru) CxC

y ¢k : A — C! es una homotopia a derecha de uf a ug.
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Si Ay B son objetos de ¢ definimos 7" (A, B) (resp. 7'(A, B)) como el conjunto de
clases de equivalencia de Hom(A, B) respecto a la relacién de equivalencia generada por

~ (resp. ,f,) Cuando A es cofibrante y B es fibrante, ~ y L coinciden y son relaciones de
equivalencia por los resultados 3.1.23, 3.1.24 (item 1) y sus duales. En este caso, notaremos
a la relacién de equivalencia con el signo ~ y la llamaremos homotopia. Notaremos my(A, B)
6 (A, B) al conjunto de clases de equivalencia.

Lema 3.1.25. Si A es cofibrante, la composicion en € induce una funcion
(A, B) x 1" (B,C) — " (A,C)

Demostracion. Basta ver que si f,g € Hom(A, B), u € Hom(B C) y f ~ g entonces
uf ~ ug que es el 3.1.24 item 3 y que si u,v € Hom(B,C), f € Hom(A,B) y u ~ v
entonces uf ~ vf, lo que es inmediato de la definicién. O

Proposiciéon 3.1.26. Sea A cofibrante y sea p: X — Y una fibracion trivial. Entonces p
induce una biyeccion py : m (A, X) — 7 (A, Y).

Demostracion. La funcién estd bien definida pues f L g=npf L pg (esto es inmediato de
la definicién). La funcién es sobreyectiva por M1. Por lema 4, si f,g € Hom(A, X) y pf,
pg representan el mismo elemento de 7!(A,Y), entonces hay una homotopia a izquierda
h:IA—Y depf apg.Si H es un levantado en

Aval x

7
30+31\L H J{p

IA T> Y
entonces H es una homotopia a izquierda de f a g. Esto muestra que p,. es inyectiva. [J

Observaciéon importante 3.1.27. La proposicién anterior tiene su analogo en 7Zop que
es el siguiente teorema (teorema 6.31, [13], pag. 89).

Si f:Z — Y es una n-equivalencia (n = oo estd permitido), entonces para todo CW-
complejo X la funcién f, : [X, Z] — [X,Y] (donde [X, Y] denota las clases de homotopia
de funciones continuas de X a Y') es sobreyectiva si dimX < n y biyectiva si dimX < n.
Similarmente para f. : [(X,20)(Z, z0)] — [(X,20)(Y,v0)], donde zo, yo y 2o son puntos
base con f(zg) = yo.

Notar que si n = 0o, f es una equivalencia homotoépica débil. La idea de la demostracién
es usar el siguiente resultado (teorema 6.30, [13], pdg. 88) que permite ‘levantar’, como
ocurre en la proposicién anterior).

Si f : Z — Y es una n-equivalencia y (X,A) es un CW-complejo relativo con
dim(X, A) < n, entonces, dadas funciones g : A — Z, h : X — Y, tales que h|4 = fog,
existe ' : X — Z con W|g =gy foh' =~ h(relA) (n = oo estd permitido).

A—2Lsz
4
e

XT>Y
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Categorias Homotdépicas

Comenzaremos ahora a estudiar la categoria homotépica de una categoria de modelos
%, que es, por definicidn, la localizacién de € respecto de la clase de equivalencias débiles.

Sean 6., €y y Gy las subcategorias plenas de € cuyos objetos son respectivamente
los objetos cofibrantes, fibrantes y los objetos que son a la vez fibrantes y cofibrantes
de €. Por 3.1.25 podemos definir una categoria 7%, con los mismos objetos de %, y con
Hom,¢, (A, B) = n"(A, B) y con la composicién inducida por la de é.. Si notamos la clase
de homotopia a derecha de un morfismo f : A — B por f obtenemos un funtor

6. — 76,

que es la identidad en los objetos y que manda a cada morfismo f de €, a la clase f en
€.

Similarmente, por el dual de 3.1.25 podemos definir 7€ (resp. 7%,s) como la categoria
con los mismos objetos de €} (resp. €.f) y con ' (A, B) (resp. m(A, B)) como morfismos
de A en B.

Definicion 3.1.28. Sea % una categoria de modelos. La categoria homotépica de &
es la localizacién de € con respecto a la clase de equivalencias débiles y se nota por
v : % — Ho%. La localizacion de %, (resp. €) con respecto a la clase de morfismos de
%. (resp. €f) que son equivalencias débiles en € se denotara con 7. : 6. — Ho%, (resp.
Yf: cgf — Ho‘ff).

Usaremos la notacién [X, Y] para Hompy (X, Y).

Lema 3.1.29.

1. Sea F : € — B un funtor que manda equivalencias débiles de € a isomorfismos en

RB. Sif mlfg 0 f ~g, entonces F(f) = F(g) en .

2. Sea F : € — A un funtor que manda equivalencias débiles de €, a isomorfismos en
B. Si f~g, entonces F(f) = F(g) en A.

Demostracion.

1. Sea h : A — B una homotopia a izquierda de f a g. Como ¢ es una equivalencia
débil, F(o) es un isomorfismo y como F(o)F(dy) = F(0)F(01) = idp(a) se tiene
F(0y) = F(01) y entonces F(f) = F(h)F(0y) = F(h)F(01) = F(g).

2. La demostracion es la misma que la del item 1 porque, por 3.1.23 (item 2), podemos
suponer que s : B — B! es una cofibracién y entonces B! es un objeto de ..

O]

Por 3.1.29, los funtores 7., v y v inducen funtores 7. : 7¢. — Ho%., 75 : 7€y — Ho%
y ¥ : ™6,y — Ho% (si estas localizaciones existen, cosa que veremos més adelante).
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Nota 3.1.30. En Top, si uno quiere invertir las equivalencias homotépicas (fuertes), basta
cocientar los morfismos por la relacién de equivalencia ‘ser homotépico a’. Tenemos ademas
un funtor ¢ : Zop — [Zop] definido por ¢(X) = X en los objetos y ¢(f) = [f] (la clase
de f) en las flechas, que manda equivalencias homotépicas en isomorfismos y cumple
la siguiente propiedad universal. Dada una categoria & y un funtor F' : Top — & que
manda equivalencias homotépicas de Zop a isomorfismos en &, existe un unico funtor
F :[Top] — 2 tal que Fq=F.

En efecto, es facil ver que si un funtor F' invierte equivalencias homotépicas y f ~ ¢
entonces F'(f) = F(g), de hecho, la demostracién es la misma que la de la primera parte
del lema anterior, usando que o : A x I — A definida por o(a,t) = a es un retracto por
deformacién fuerte, y, en particular, una equivalencia homotépica. Es decir, [Zop] es la
localizacién de Top respecto de las equivalencias homotépicas.

Lema 3.1.31 (Reemplazos fibrante y cofibrante). Sea ¢ una categoria de modelos.
Eziste una aplicacion Q que a cada objeto X de € le asigna un objeto cofibrante Q(X) de
€ (con Q(X) =X si X es cofibrante) de forma tal que

i) Se tiene una fibracion trivial px : Q(X) — X.

it) A cada morfismo f : X — Y le asocia un morfismo Q(f) : Q(X) — Q(Y) tal que
pyQ(f) = fpx.

Q se llamard reemplazo cofibrante.
Dualmente, existe una aplicacion R que a cada objeto X de € le asigna un objeto

fibrante R(X) de € (con R(X) = X si X es fibrante) de forma tal que
i) Se tiene una cofibracion trivial ix : X — R(X).

2 cada morfismo f : — e asocta un morfismo : — tal que
) A cad f [ X =Y f R(f) : R(X) — R(Y) tal g
R(f)ix =ivf.

R se llamard reemplazo fibrante.
Ademds, R, Q y RQ inducen funtores R: € — €5, Q: € — €. y RQ : € — C.5.

Demostracion. Para cada objeto X elegimos una fibracién trivial px : Q(X) — X, con
Q(X) cofibrante (basta factorizar @ — X en una cofibracién seguida de una fibracién
trivial) y una cofibracién trivial ix : X — R(X) con R(X) fibrante (factorizar X — e).
Tomamos Q(X) = X y px = idx si X es cofibrantey R(X) = X y ix = idx si X es fibran-
te. Para cada morfismo f: X — Y podemos elegir un morfismo Q(f) : Q(X) — Q(Y) tal
que py Q(f) = fpx. En efecto, como @ — Q(X) es cofibracién y py es fibracién trivial,por
M1, existe Q(f) en el diagrama:

%) QYY)
e 7|
ot




Ademds, por lema 7, Q(f) es tnico salvo homotopia a izquierda. Andlogamente, podemos
elegir un morfismo R(f) : R(X) — R(Y) tal que R(f)ix = iy f, que es tnico salvo
homotopia a derecha. Si g : Y — Z, como pzQ(9)Q(f) = gpyQ(f) = gfpx, se sigue que

Q(gf) L Q(9)Q(f) y como pxidgxy = idxpx se tiene que Q(idx) L idg(X). Entonces,
Qgf) ~ Q(9)Q(f) y Qlidx) ~ idg(X) por 3.1.24 item 1. Por lo tanto, queda bien definido
un funtor Q : ¢ — 7% por Q(X) = Q(X) y Q(f) = Q(f).

Andlogamente, hay un funtor R : ¢ — 7%7.

Si X es cofibrante, f,g € Hom(X,Y) y f ~ g, por 3.1.24 item 3, iy f ~ iyg y
entonces por el dual de 3.1.26 se tiene R(f) ~ R(g). Luego, R restringido a %, induce
un funtor 7€, — 7%, (notar que si X es cofibrante, entonces R(X) también lo es pues
@ —X— R(X) es cofibracién) y existe un funtor bien definido, RQ : ¢ — 7%,y dado por
X — RQ(X), f — RQ(f). O

Teorema 3.1.32. La localizacion Ho¢ existe y el funtor 7 : m6.; — Ho% es una equi-
valencia de categorias. Mds ain, las categorias Ho%¢', Ho6,. y Ho¢; existen y se tiene un
diagrama de funtores

7%, — > Ho%,
]
7%, f —~Ho#
c dl~
TCr Y, Ho%
donde el simbolo — denota una inclusion plena y el simbolo — denota una equivalencia
de categorias.

Ademds, si ¥~ ' es una cuasi inversa de 7, entonces el funtor plenamente fiel a7~ b es
adjunto a derecha de 7, y el funtor plenamente fiel Y~ 'd es adjunto a izquierda de V-

1

Demostracion. Efectuamos los reemplazos cofibrante y fibrante y siguiendo con las nota-
ciones del lema anterior obtenemos funtores R: ¢ — €y, Q : ¢ — 6.y RQ : € — C.y.
Sea Ho% la categoria que tiene los mismos objetos de € con

Hompoy (X, Y) = Homgg,  (RQX, RQY) = m(RQX, RQY)

y la composicién inducida de €. Sea v : ¥ — Ho% dado por v(X) = X, v(f) = RQ(f).
Como RQ(X) = X para X objeto de €.¢, es claro que el funtor 5 : 76,y — Ho% es
plenamente fiel. Por 3.1.26 y su dual, las fibraciones triviales y las cofibraciones triviales
en 6. se hacen isomorfismos en w%6.¢ pues si p : X — Y es una fibracién trivial (resp.
cofibracién trivial) entonces induce biyeccién

ps (A, X) — 7w(AY) (resp. p* : (Y, A) — w(X, A))

y luego, p. : (Y, X) — w(Y,Y) es biyectiva, por lo tanto existe h : ¥ — X tal que
ph = idy (en m%.f) y se tiene p.(hp) = php = p = p«(idx) de donde hp = idx. Por lo
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tanto, por M2 y M5, toda equivalencia débil se hace un isomorfismo en 6. Si f : X — Y
es una equivalencia débil en € entonces como fpx = pyQ(f) por M5, se tiene que Q(f)
es una equivalencia débil en %, y de la misma manera, RQ(f) es una equivalencia débil en
T6.s y entonces y(f) = RQ(f) es un isomorfismo. Se sigue que para todo X, los morfismos
px 1 Q(X) — X yigx) : Q(X) — RQ(X) inducen un isomorfismo entre X y RQ(X) en
Ho% y como 7 es plenamente fiel se tiene que es una equivalencia de categorias.

Veremos ahora que 7 : € — Ho% tiene la propiedad universal de la definicion de
localizacién. Ya vimos que v manda equivalencias débiles de € a isomorfismos en Ho%'.
Supongamos que F' : € — 2% hace lo mismo. Definimos 0 : Ho¢ — % por 0(X) = F(X)
y para a € Hompuy (X,Y) elegimos f : RQ(X) — RQ(Y) que represente o y tomamos
0(«) dado por el diagrama:

()

F(X) it = F(Y)
F(px)TN F(PY)TN
F(QX) F(QY)
Fligx) |~ F(iqy) |~
e

F(RQX) — F(RQY)

Por 3.1.29 item 1, f(«) es independiente de la eleccién de f y luego es claro que € es un
funtor, de hecho, el unico funtor que cumple 6y = F. Esto prueba la existencia de Ho% .
La existencia de Ho%, y la equivalencia 7% = Ho%,. puede probarse de la misma
manera, usando el funtor ¢. — 7%,y inducido por Ry 3.1.29 item 2. La tltima parte del
teorema se deduce del hecho que el funtor inclusién 76,y — 7%, es adjunto a derecha del
funtor R : 7€, — m6.f ya que 7 (X,Y) ~ m(RX,Y) si X es un objeto de 6. y Y es un
objeto de €.¢ por el dual del 3.1.26, con ix : X — R(X), y del hecho de que, salvo la
equivalencia, Ho%, ~ Ho¢ ~ 1%, el funtor 7, : 76c — Ho%, ‘es’ el funtor R'. O

Corolario 3.1.33. Si A es cofibrante y B es fibrante entonces
Hompyoz (A, B) ~ (A, B)

Demostracion. Hompey (A, B) = n(RQA, RQB) = w(RA,QB) ~ 7(A,QB) ~ ©(A, B)
por el 3.1.26 y su dual (anédlogo a lo hecho en la tltima parte de la demostracién del
teorema 3.1.32). O

Corolario 3.1.34. FEl funtor?¥, : 6, — Ho%6. admite un cdlculo de fracciones a izquierda
y el funtor 7; : m¢y — Ho%y admite un cdlculo de fracciones a derecha.

Demostracion. Se deduce de lo visto antes sobre calculo de fracciones, pues 7, tiene un
adjunto a derecha plenamente fiel. O

Nota 3.1.35. En general la localizacién € — Ho% no se puede calcular por fracciones a
izquierda o derecha.
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Observacion 3.1.36. En el ejemplo de 7op, tenemos que ¢ = %7 y la homotopia usual
coincide en 4. con la definida arriba. Entonces 76,y = 7%, es la categoria homotdpica
de espacios cofibrantes que resulta equivalente a la categoria homotdpica usual de CW-
complejos.

Observacién importante 3.1.37. Més aun, en 7op cuando uno quiere invertir las equi-
valencias débiles, se queda con los CW-complejos y usa el teorema de Whitehead ([13],
pag. 89) y entonces toma clases de equivalencia de morfismos via homotopia. Més precisa-
mente, dado Y espacio topoldgico, existe un CW-complejo Y’, y una equivalencia débil
f:Y' — Y. Esto permite ‘reemplazar’ el espacio topolégico Y por el CW-complejo Y’ y
estd relacionado con la demostracién del teorema 3.1.32, en la cual se efectia un reempla-
zo cofibrante (anédlogo a ‘quedarse’ con los CW-complejos) y luego un reemplazo fibrante
(que en Top no es necesario pues todo objeto es fibrante).

Ejemplo 3.1.38. Este ejemplo muestra que si bien la categoria Ho% esta determinada
por la categoria € y la clase de equivalencias débiles, la estructura de categoria de modelos
en % no lo estd. Por ejemplo, sea ¥ una categoria pequena y consideramos en % las dos
estructuras de categoria de modelos que siguen:

1. fibraciones: isomorfismos, cofibraciones: todos los morfismos de %, equivalencias
débiles: todos los morfismos de % .

2. fibraciones: todos los morfismos de %, cofibraciones: isomorfismos, equivalencias
débiles: todos los morfismos de €.

Notamos que son dos estructuras diferentes de categoria de modelos para € con la misma
clase de equivalencias débiles.

3.2. Los funtores loop y suspension

En esta secciéon ¥ denotard una categoria de modelos y f,g : A — B seran dos
morfismos, con A cofibrante y B fibrante.
Definicién 3.2.1. Sean h: IA — By h' : I'A — B dos homotopias a izquierda de f a g.

Una homotopia a izquierda de h a h' serd un diagrama conmutativo:

IA v T'A hth,
AVA B

jo+J1
]

A JA

T

donde jy + j1 es una cofibracién, 7 es una equivalencia débil y TA A\/A I'A denota al
v

pushout:

AvALEN g

9,+01 l push linl

!/
IIA in2> IAA\\fAIA
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Decimos que h es homotépica a h' a izquierda si existe tal homotopia a izquierda y lo

notaremos h ~ 1.
Nota 3.2.2.

1. Como en la seccién anterior, JA denotard un objeto de ¥ junto con una cofibracién
Jjo + j1 y una equivalencia débil 7 como en la definicién anterior.

2. Pensando en 7op, queremos definir el 71, para lo cual necesitamos homotopia entre
caminos (en cierto sentido). Sea X un espacio topolégico. Un camino en X puede
pensarse como una homotopia entre las funciones punto inicial y punto final que
salen del singleton y llegan a X. Pegando dos caminos (o lazos) 71,72 : I — X con
los mismos puntos iniciales y finales obtenemos una funcién

P=~1+v:1 VvV I~S' =X
{0.1}

1 ¥ 72 resultardan homotdpicos si f se puede extender de manera continua al disco.
Pensando en esta idea, podriamos definir homotopias entre homotopias, cambiando
en singleton por otro espacio topoldgico A, resultando que si h,h' : TA — X son
dos homotopias entre f y g, una homotopia H entre h y h’' es una funcién continua
H : Ax D? - X tal que H|s1 = h + h/. (también puede verse como una ho-
motopia usual relativa a ig(A) U i1(A)). Notemos también que como la inclusién
S1 < D? es una cofibracién y D? —  es una equivalencia homotépica se obtiene que
A x St < A x D? es una cofibracién (para cada a € A fijo, extiendo homotopias
segiin la féormula y luego pego las extensiones) y A x D? — A tal que (a,z) — a es
una equivalencia homotépica. Asi, el A x D? hace las veces del JA en la definicién
anterior.

Definicién 3.2.3. Sea h : A — B una homotopia a izquierda de f a g y sea k : A — B!
una homotopia a derecha de f a g. Una correspondencia entre h y k serd un morfismo
H:AxI— B tal que Hoy = k, HO, = sg, dyH = h, diH = go. Diremos que h y k se
corresponden si existe tal correspondencia.

Usaremos los siguientes diagramas para indicar una homotopia a izquierda h, una
homotopia a derecha k y una correspondencia H entre h y k:

g : § o g
k k| H |sg
[ ) [ ] [ )
f f h g

Nota 3.2.4. En Top, si h : IA — B es una homotopia, y definimos k : A — B! por
k(a)(t) = h(a,t), una correspondencia entre h y k es por ejemplo la funcién H : TA — B!
definida por H(a,t)(s) = h(a,1 — (1 —¢t)(1 — s)).

Lema 3.2.5. Dado IA y una homotopia a derecha k : A — B!, existe una homotopia a
izquierda h : IA — B que se corresponde con k. Dualmente, dados B! y h, existe una k
que se corresponde con h.
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Demostracion. Por M1, existe H en el diagrama:

k+s
Av AT pi
7
ao+all Ao ldl
TA- B

ya que di(k + sg) = dik +disg = g+ g = go(0y + 01), 0o + 01 es cofibracién y d; es
fibracién trivial, por dual al lema 3.1.16. Definiendo h = dyH, se tiene que HOy = k,
HOy, = sg, doH = h y diH = go, por lo que h se corresponde con k. ]

Nota 3.2.6. En Top, si IA y B! son los usuales, este lema es trivial por la ley exponencial.

Lema 3.2.7. Supongamos que h : IA — B y I/ : I'A — B son dos homotopias a
izquierda de f a g y que k : A — Bl es una homotopia a derecha de f a g tal que h y
k se corresponden. Entonces h' y k se corresponden si y sélo si h' es homotdpica a h a
izquierda.

Demostracion. Sea H : IA — B! una correspondencia entre h y k y sea H' : IA — B!
una correspondencia entre b’ y k. Sean JA, jo+7j1 y T como en la definicién 3.2.1. Se tiene
que existe K en

IA v I'A HHH Bl
AVA

7
Jo+j1 i ld1

JA B

aTr

pues g7(jo + j1) = go + go’ = di(H + H'), jo + j1 es cofibracién y d; es fibracion trivial.
Luego doK : A x J — B es una homotopia a izquierda de h a h’ ya que

doKK (jo + j1) = do(H + H') = doH + doH' = h + I

Reciprocamente, supongamos que tenemos H : IA — B! una correspondencia entre h
y k y una homotopia a izquierda K : JA — B de h a h/. Entonces iny : TA — T A \/ I'A
es una cofibracion, por ser la extension de cobase de dy + 01 que es una cofibracion. Luego
jo: IA — JA es una cofibracién pues jo = (jo+j1)oiny y (jo+J1) y iny son cofibraciones.
También, jg es una equivalencia débil por M5, ya que 7jg = ¢. Por lo tanto, por M1, la
flecha punteada existe en:

IA B!
o 7
jol o l(dmdl)

JA —W) B x B

v ¢j1 : I'A — B! es una correspondencia entre b’ y k, ya que qulao bjodo = HOy = k,
$j101 = ¢jo01 = HO\ = sg, dogj1 = Kj1 = ', digj1 = grj1 = go'. O

68



Corolario 3.2.8. ‘Ser homotdpico a izquierda’ es una relacion de equivalencia en la clase
de homotopias a izquierda de f a g y las clases de equivalencia forman un conjunto
Wll(A,B,f, g). Dualmente, las clases de homotopia a derecha de homotopias a derecha
forman un conjunto 7] (A, B, f,g).

La correspondencia da una biyeccion 7t (A, B, f,g) ~ 7l (A, B, f,g).

Demostracion. Por lema 3.2.7 resulta claro que ser homotépico a izquierda es relacién
de equivalencia. Por lema 3.2.5 toda h se corresponde con una k con B! fijo, y usando
nuevamente el lema 3.2.7 se obtiene que las clases de equivalencia forman un conjunto. La
biyeccién 7 (A, B, f,g) ~ 7} (A, B, f, g) es clara del lema 3.2.7 y su dual. O

Por el corolario, podemos escribir 71(A, B, f,g) para las clases de equivalencia de
homotopias de f a g.

Nota 3.2.9. El corolario anterior demuestra para categoria de modelos un hecho bien
conocido en 7op. De la misma forma, imitaremos la definicién de composicién e inversas
de homotopias de ZTop y sus propiedades basicas en la definicién y proposicién siguientes.

Definiciéon 3.2.10. Sean fi, f2, f3 € Hom(A, B), sea h : IA — B una homotopia a
izquierda de fi a fo y sea h' : I’A — B una homotopia a izquierda de fo a f3. La
composicién de h y b/, que notaremos h - I/, es la homotopia h” : I"A — B dada por
h'iny = h, h”ing = b/, donde I"” A es el cilindro construido en el lema 3.1.21.

Si f,g € Hom(A,B) y h : IA — B es una homotopia a izquierda de f a g, la inversa
de h, que notaremos h™!, es la homotopia a izquierda b’ : I’'A — B de g a f, donde I'A
es el cilindro de A dado por I'A = I A, 9 = 01, 0] = 0y, 0’ = o y donde b/ = h.

Usaremos los siguientes diagramas para representar h - h' y ™'

fi n f2 w f3 g p-1 f
) ° [ ] )

Composicion e inversa para homotopias a derecha se definen dualmente y se representaran
con diagramas similares a los anteriores pero con lineas verticales.

Proposicion 3.2.11. La composicion de homotopias a izquierda induce una funcion
(A, B, f1, fa) x 7 (A, B, fa, f3) — (A, B, f1, f3) y similarmente para homotopias a
derecha. La composicion de homotopias a izquierda y a derecha es compatible con la biyec-
cion del corolario 3.2.8. Finalmente, la categoria con objetos los elementos de Hom(A, B),
con morfismos de f a g los elementos de m (A, B, f,g) y con composicion de morfismos
inducida por la composicion de homotopias, es un grupoide, donde la inversa de la clase
de h en i (A, B, f,g) es la clase de h™1.

Demostracién. Sean h una homotopia a izquierda de fi a fo, ' una homotopia a izquierda
de f2 a f3, k una homotopia a derecha de f; a fo y ¥’ una homotopia a derecha de f> a fs3.
Sea H una correspondencia entre h y k y H' una correspondencia entre h’ y k. Tenemos
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la siguiente correspondencia entre h-h' y k- k':

fao fzo’
°

k/
K ko H' s’ f3
fao I
[}
sf2
k H sh’ sfs3
[ ] [ ] [
h n

Luego, por el lema 3.2.7 esto prueba las primeras dos afirmaciones del teorema.

Veamos que la composicién es asociativa: Sean h,h',h" € (A, B, f,9), h: [A — B,
h':I'A— B, h : I"A — By llamemos 0,01 : A — [A, 0 : TA — A, 9),0] : A — I'A,
o TA— A 0,0 :A—1"Ayo":IA— A alos morfismos correspondientes dados por
la definicién de cilindro de A. Tenemos las composiciones (h-h')-h" y h- (k' - h") dadas
por los diagramas:

o o}
o i \L \ //i \L \\
0 push in; \ o push ing
\ h b/
I'A——1A3 I"A—>TAy
ing iny
o -
; BN A
h B B
1 01
A——=TA A IA
(9(/)/ i push \Lin’l\\\ 88 J/ push \Ling\\\
\ B b
I"A——IA;5 \ ITAs —— I Ag
n, ny
o h,('h/.h//)
v
RB! B

donde a los cilindros de A I A; para j = 3,4,5,6 les corresponden los morfismos 88, 8{,
o7 dados por (cf. 3.1.21):

O =inydy, 03 =inwd|, o*=o+o
oy =ingdy, Of =ingd/, ot=0+0"
o =injdy, 9} =inhd), o° =0 +o”
8 =ingdy, % =in}d7, 0% =o0+40°

Para probar la asociatividad hay que ver que (h-h')-h" y h- (R’ - k") son homotépicas a
izquierda (como homotopias). Para ello necesitamos un objeto JA como en la definicién.
Pondremos A4 en lugar de JA. Necesitamos para ello un morfismo de IAg a IA4. Lo
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construimos de la siguiente manera: sea jo : [As — IA4 definido por jo = inging + iny
(notar que estd bien definido, es decir, existe, pues de las igualdades anteriores se deduce

ingingd] = ingdy). Sea ahora j; : TAg — IA4 definido por jo

estd bien definido, andlogo al anterior).
Tenemos el pushout:
84+a4
AV A——=1TA4,
AN
§+0¢ push ins "\
\Id

TAg i IAgV ‘
Id+]1 \
X A

J1 B

y Id + 71 existe pues

inginy + jo (también

31(88 + 8?) = ]188 + ]18? = jlingao +j1inﬁ181f’ = in3in180 +j28{’ = 861 +j21n’281’ =

:8614—1114 1,28614—6%

Tenemos entonces el diagrama

TAy v TAg YN RN

AVA
U4+06l %\ T(h.h/).h//
A TA

ol

Necesitamos que o

sea una equivalencia débil y que Id + j; sea una cofibracion. Como

A es cofibrante, por lema 3.1.16, J; es una cofibracién trivial. Luego, por M4, iny es una

equivalencia débil y como o3

ing = ¢/ y ¢’ es una equivalencia débil, por M5, se tiene

que o> también lo es. Repitiendo este razonamiento se obtiene que o* también es una
equivalencia débil. Ahora bien, Id 4+ j; no tiene por qué ser cofibraciéon. Consideremos
entonces una factorizacién Id 4+ j; = pi donde p : JA — [ A4 es una fibraciéon trivial y
i:TAy A¥A TAg — JA es una cofibracién. Luego o*p es una equivalencia débil, y se tiene:

TAy v TAGWHON ()

AVA
U4+a6l \ T((h'h/)'h”)ll’
A - JA

Con lo cual, (h-h')-h" y h-(h'-h") son homotépicas a izquierda.
Si h : IA — B es una homotopia a izquierda de f a g y H : IA — B! es una
correspondencia de h con alguna homotopia a derecha k, entonces los diagramas:

go go go go
[ ] [ ] [ J [ ] [ ] [ ]
k 59
k ko H 59 k H sgo
[ ] [ ] [ [ ] [ ] [
fo h h go
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dicen que fo - h y k se corresponden y que h - go y k se corresponden, luego, por lema
3.2.7 se tiene que h y fo - h son homotépicas a izquierda y h - go y h son homotépicas a
izquierda, lo que demuestra la existencia de las identidades, y por lo tanto, se obtiene que
Hom(A, B) definida como en el enunciado de la proposicién es una categoria.
Finalmente, sea I’A el cilindro de A con I'A = [A, 9y = 01, 0] = 0o y o' = o, sea
H' :I'A— B!, H = H, sea H" : I'A — B’ una correspondencia de h~! con alguna k" y

sea H : TA — Bl H = H". Entonces los diagramas:

go go fo Jo
[ ] [ ] [ J L] [ ] [ ]
k k"
sg| H' H |39 sf| m H" |sf
[ ] [ ] [ ] ° [ ] [ ]
g vt f h g fh g 7t f

muestran que h=! - h ~ go - go ~ go (por lema 3.2.7 y porque vimos que go es neutro)
donde ~ denota homotopia. Anédlogamente, h - h™'h ~ fo - fo ~ fo, lo que prueba la
dltima afirmacién de la proposicion. ]

Es claro que si i : A/ — A es un morfismo entre objetos cofibrantes, entonces hay
un funtor ¢* : Hom(A, B) — Hom(A’, B), que manda f a fi y una homotopia a derecha
k:A— Bl aki: A — B Dela misma manera, si j : B — B’ es un morfismo entre
objetos fibrantes, entonces hay un funtor j, : Hom(A, B) — Hom(A, B').

Lema 3.2.12. FEl diagrama

m(A, B, f,9) ——mi(A', B, fi, gi)

| i

™ (A, B, jf,jg) ——=m (A, B, jfi,jgi)

conmuta.

Demostracion. Sea o € m1(A, B, f,g) y representemos a por k : A — B!, Por lema 3.1.24
podemos suponer que s : B — B! es una cofibracién trivial. Ademads, andlogamente a lo
hecho en la demostracién de dicho lema, podemos construir un cilindro /A de A tal que
o0 : 1A — A sea una fibracién trivial. Luego, por lema 3.2.5, conseguimos h : A — B que
se corresponde con k. Llamemos H a dicha correspondencia.

Por M1 existen las flechas punteadas en:

Ooi+011 s’y

AVA ———1IA B (B!
o 7 Y 7
r%+81l lo l s l(dg,da)
A x T A I N
io’ B GasinB < B

Entonces ¥ H : A’ x I — (B')! es una correspondencia entre jh y 1k pues

72



Luego, ¥k representa j.« y entonces, ©ki representa i*j.«. Similarmente, Hp es una
correspondencia entre hy y ki, luego hy representa i« y entonces jhy representa j,.i*o.
Por ultimo, 9Hp es una correspondencia entre jhy y ki lo cual prueba que
M jea = jui*a. O

Trabajaremos ahora en categorias punteadas. Definiremos primero la fibra y la cofibra
de un morfismo.

Definicién 3.2.13. Sean % una categoria punteada, X, Y objetosde €y f: X — Y un
morfismo de %. La fibra de f es el pullback X x x:
Y

X

pull Lf

Y

*<—— <X

La cofibra de f es el pushout Y }/{ *:

X ——

f push

*

< < %

y —=Y
J
Definicién 3.2.14. Una categoria de modelos punteada es una categoria de modelos que
es, ademds, una categoria punteada. Si € es una categoria de modelos punteada y A es un
objeto cofibrante y B es un objeto fibrante, notaremos m (A, B) = m1(A, B,0,0). Notar
que 71 (A, B) es un grupo por la proposicién anterior.

Nota 3.2.15. En Top* esta definicién de fibra coincide con la ya conocida. Ademds, por lo
dicho en la nota 3.2.2 se tiene que en Top*, 71 (x, (B, by),0,0) es el w1 (B, by) usual.

Observacién importante 3.2.16. En 7op tenemos un cilindro natural dado por la
multiplicacién por I y por lo tanto, podemos definir los funtores loop (€2) y suspensién
(3) de Top* a Top*, que resultan adjuntos por la ley exponencial. Ademds, ambos funtores
quedan bien definidos también en [Zop*| y siguen siendo adjuntos.

Si € es una categoria de modelos, no hay un cilindro natural, sino una familia de
cilindros no naturales que definiran los funtores loop y suspensién, no en % sino en Ho% .
El siguiente teorema construye YA y 2B y prueba la adjuncién mencionada.

Teorema 3.2.17. Sea € una categoria de modelos punteada. Entonces hay un funtor de
(Ho%)°P x Ho% a la categoria de grupos, A, B — [A, B]1 que estd determinado, salvo iso-
morfismo candnico, por [A, B]1 = w1 (A, B) si A es cofibrante y B es fibrante. Mds ain,
hay dos funtores de Ho% a Ho%, el funtor suspension X y el funtor loop 2 e isomorfismos
canonicos:

de funtores de (Ho% )P x Ho% a Set (donde [X,Y] = Hompx(X,Y)).
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Demostracion. Sea A cofibrante y sea I A un cilindro para A. Sea m: [A — X A la cofibra
de 9y + 01 : AV A — ITA. Por M3, ¥ A es cofibrante (+ — XA es cofibracién por ser la
extensién de cobase de dy + 91 que es cofibracién).

Para B fibrante, definiremos una biyeccién natural p : 7(X¥A,B) — mi(A, B). Sea
¢ : YA — B un morfismo y sea p(y) el elemento de 7 (A, B) representado por
om: IA — B.Sip,¢ € Hom(XA, B)y ¢ ~ ¢/, hay una homotopia a derecha h : YA — B!
de p a ¢'. Sea H : IA — B! una correspondencia de ¢'m con alguna homotopia a derecha
k de 0 a 0 (notar que de la definicién de cofibra y de ¥ A se obtiene que ¢'md; = 0 para
j =1,2conlo cual ¢'m es una homotopia a izquierda de 0 a 0) y consideremos el diagrama:

0o
° °
k H s0
o'n
° °
s0 hm s0
° °
T

Esto muestra que ¢m se corresponde con s0 - k y ¢'m se corresponde con k, pero como
s0 - k y k representan el mismo elemento de 71(A, B) (vimos que s0 es neutro), entonces
¢'m y pm también representan el mismo elemento en (A, B), con lo cual p(p) = p(¢').
Esto muestra que p esta bien definida.

Por el lema 3.2.5, p es sobreyectiva ya que dado un elemento de (A, B) puedo en-
contrar una homotopia a izquierda h : IA — B de 0 a 0 que lo represente, luego, hdy = 0
y hd1 = 0, por lo tanto existe la flecha punteada ¢ en el diagrama:

Av A 14

l push lw\\ h

<p
N

B

con lo cual, pm = h.
Veamos que p es inyectiva. Si p(¢) = p(¢'), entonces, con las notaciones de la definicién

3.2.1, hay una homotopia a izquierda H : JA — B de p(¢) a p(¢'). Sea H:IA— B' una
correspondencia entre o y k. Entonces existe K’ : A x J — B! en el diagrama:

A v IAHHL
AVA

K’ 7
jo+j1l e id1

JA B

or

pues 07(jo + j1) = 00 + 00’ = dy(H + H), jo + j1 es cofibracién y dj es fibracién trivial.
Luego H' = dyK' : JA — B es una homotopia a izquierda de ¢m a ¢m ya que

doK'(jo + j1) = do(H + H) = pm + @m
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ASf, H/j() = Hljl = Q7.
Sea K la flecha punteada en el diagrama

spm

IA B!
7
jol K i(do,dl)

JA B B

(existe pues vimos en la demostracién del lema 3.2.7 que jg es una cofibracién trivial).
Entonces Kj; : IA — B! es una homotopia a derecha (en el sentido de la seccién anterior)
de o' a pm, ya que dyKj1 = Hj; = o'y diKj, = H'j; = pm Ademds, del diagrama

o+
AVA—" T4
ao+ali push

SIA V1A
1A i A\\jA 7

ing

Jotir
7 JA
se obtiene que jo(dy + 01) = j1(0p + 01), luego

Kjo(0o + 01) = Kji1(0o + 01) = sem(0y + 01) = s¢0 =0
Por lo tanto, existe ¢ en el diagrama

Av A 14

y ¢ es una homotopia a derecha de ¢’ a . En efecto, dy¢m = doKj1 = ©'m, luego doo y
¢’ sirven como flechas punteadas en el diagrama

Av A2 14
l push \Lﬂ'\\
* \ 50/7T

SA

(notar que ¢'m(dy + 91) = 0), por lo tanto, por unicidad, se tiene que dp¢ = ¢’. Andloga-
mente di¢ = . Esto prueba que p es inyectiva.
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Dualmente, si elegimos un objeto de caminos B! y llamamos QB a la fibra de
(do,dy) : B' — B x B, entonces QB es fibrante y hay una biyeccién natural
m(A,QB) ~ m (A, B) cuando A es cofibrante.

Se tiene un funtor de (%.)® x €y a la categoria de grupos definido como
(A,B) — m1(A, B) sobre los objetos y (i,7) = i* o j, sobre las flechas. En efecto, es
claro que las identidades van a identidades, y que respeta composiciones se deduce del
lema anterior. De las biyecciones 7(XA, B) ~ m1(A, B) ~ 7(A,QB) y usando el teorema
3.1.32 y su primer corolario se tiene que este funtor induce un funtor de (Ho%.)°? x Ho%
a la categoria de grupos. En efecto, fijando primero A tenemos un funtor de ¢ a grupos
que manda equivalencias débiles a isomorfismos de grupos ya que

m1(A, B) ~ (XA, B) ~ Homyy¢ (XA, B)

(pues YA es cofibrante) y si j : B — B’ es una equivalencia débil, entonces es un isomor-
fismo en Ho% y por lo tanto

Jx 1 (A, B) ~ Homyey (XA, B) — 71(A, B") ~ Homy,g (XA, B)

es un isomorfismo de grupos. Asi, el funtor de ¢y a grupos pasa a Ho%;. Para pasar a
Ho%,. procedemos de forma andloga fijando B y moviendo A.

Este funtor de (Ho%.)°? x Ho% a la categorfa de grupos se extiende, por el teorema
3.1.32 a un funtor A, B — [A, B]; de (Ho%)°? x Ho% a grupos, en forma unica salvo
isomorfismo canénico. O

Nota 3.2.18. Los funtores 3 y ) estan definidos en forma andloga a como se definen
en Top*. En [12] se prueba que son funtores adjuntos en [Zop*]. La demostracién vista
arriba tiene la misma idea de lo que se hace en 7op: usar ley exponencial. Pero como no
tenemos esto en categorias de modelos, usamos su analogo que es la correspondencia entre
homotopias a izquierda y a derecha.

Observacion 3.2.19. ¥ y € son funtores adjuntos en Ho% y son tnicos salvo isomorfismo
canodnico. Ademsds, por 1.2.7 y 1.2.14, se tiene que para todo X objeto de € y para todo
n € N, 3" X es un cogrupo en Ho% y 1" X es un grupo en Ho%’, que resultan abelianos si
n > 2.

3.3. Sucesiones de la fibra y la cofibra

En esta seccién € denotard una categoria de modelos punteada.

Sea p : ¥ — B una fibracién, donde B es fibrante y sea ¢ : F' — E la inclusion de la
fibra de p en E. Como las fibraciones son estables por cambio de base y p es fibracidn,
entonces F' — x es fibracién, de donde F' es un objeto fibrante. También FE es fibrante
pues el morfismo E — * es la composicion de las fibraciones p : £ — B y B — *. Notemos
ademads que del pullback de la definicion de la fibra F' se obtiene que pi = 0.

Sea

sB (4§ .d7)

B—— Bl —=BxB
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una factorizacién de Ap donde s? es una equivalencia débil y (d¥,d?) es una fibracién.
Sea E x B! el pullback de p : E — Byal(’]B : Bl — Bysea B x E el pullbackdep: E — B
B B

y d? : Bl — B. Sea

E I JE
=5 pr o r'd) By Bl x E
B B
una factorizacién de (Idg, sBp, Idg) en una equivalencia débil seguida de una fibracién,

donde E x B! x E es el limite del diagrama
B B

por lo visto en la proposicién 1.1.2. En particular, llamando pry, pry ¥ pr3 a las proyecciones
se tiene que ppr;(d¥,p,d¥) = dBpry(dl,p!,d¥), de donde pdf = dPp’. De la misma
forma se obtiene pdf = al’lB pl.

Tenemos que (pry, pry) es la extensién de base de (df, dP) por p x p. En efecto, se tiene
un pullback:

EEBIEE(IJH,PTS)E < E

pro i pull lep
(dg.af)

Bl—BxB

ya que si tenemos a = (a1, 0) : A — E x E'y 3: A — B! tales que

(p X p) © (aha?) = (d(]]37d]19)/8

entonces pay = dOBﬂ y pag = dfﬂ, luego, existe un tnico morfismo ¢ : A — E x Bl x E
B B
(que notamos (a1, 3, a2)) tal que pri¢p = i, prop = ¥ pry¢ = s, por lo tanto existe un

tnico morfismo ¢ (el mismo ¢) tal que (pry, pr3)p = (a1, a2) y pryp = 5. Asi, el diagrama
anterior es un pullback y luego (pry, pry) es la extensién de base de (dg , d{% ) por p X p, con
lo cual es una fibracién pues (dF, d?) lo es. Por lo tanto, (df, d¥) = (pry,pr3)o (d¥, p!, d¥)
es fibracién por ser composicién de dos fibraciones. Anédlogamente, (pry,pry), (pry, prs),
(d¥,p") y (', dF) son fibraciones.

El morfismo p?l : F l>§ B! — E es la extensién de base de dg por p y luego es

una fibracion trivial por M3 y M4, ya que como B es fibrante, por lema 3.1.16, dg} es
una fibracién trivial. Luego, por M5, (cléE ,p!) es una equivalencia débil ya que
Idg = pry o (d¥,p!) o sp.
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Llamemos F' x E! x F al limite del diagrama:

E E
dg’
dE
EI *1>E
/
F
(cf proposicién 1.1.2) y sean pr; : F 2 ET 2 F — F,pry, : F 2 E! 2 F - Ely
pr3 : F x B! x F — F las proyecciones. Se tiene: dOEpTz = ipry y d¥pry = ipry

E E
Sea j : QB — B! la fibra de (d¥,dP), es decir,

J

OB B!
J/ pull l(df,d?)

x*x— B x B

y sea w = (prl,jflplprg) : Fx Bl x F — F x QB donde estamos usando la siguiente
E E

notacién: si a : X — Y es un monomorfismo en una categoriay 8 : Z — Y es un morfismo,
notamos por a3 al tinico morfismo v : Z — X con a o~y = (3, si tal morfismo existe
(notar que en caso de que exista es tnico). En nuestro caso, j es monomorfismo pues es
la extension de base del monomorfismo * — B X B; y como

(d§, dP )p'pry = (d§ p'prs, di'p'PT3) = (pd{' Py, pd{ Pry) = (pibry, pibr3) = (0,0) = 0

por el pullback anterior se tiene que existe un morfismo ¢ tal que j¢ = p'pry luego
¢ =j'p'pry.
Se tiene un pullback:

FEEIEF pry Bl

T pull ‘/(dOE D)

FxQB—2 Ex B!

En efecto, sean a: A — El y 3: A — F x QB tales que (d¥, p')a = (i x j)3. Queremos
ver que existe un tnico morfismo ¢ : A — F x E! x I tal que pro¢ = a y m¢ = 3. Sean
E E

pry: F'x QB — F ypry : F x QB — QB las proyecciones. Tenemos que
pdfa = djlgpla = d?jpuﬂ = Opry3 =0

Por lo tanto, mirando el pullback de la fibra F' se tiene que existe un tnico morfismo
Y 1 A — F tal que ip = dPa. Ahora bien, ipry8 = dfa (pues (df,p')a = (i x §)B)
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y i) = d¥a, luego existe ¢ = (pryf,a,¢) : A — F x E! x F. Es claro que pry¢ = .
E E

Ademas, ¢ = (pry, )~ 'p'pry)¢ = (praf, i~ 'p’a) = (pr3f, j~'jpryB8) = 4. Luego tenemos
la existencia de ¢. Veamos la unicidad. Supongamos ¢’ también cumple lo pedido. Entonces
pryB = prym¢’ = pry¢’. Ademds, pry¢’ = . También, ipry¢’ = d¥pry¢’ = da, de donde,
por unicidad de 1) se tiene que pry¢’ = . Asi, ¢ = (pryf, o, ) = ¢'.

Por lo tanto, 7 es una fibracién trivial por M3 y M4 y luego, en Ho% se tiene un
morfismo m : F' x QB — F, dado por la composicidn:

Fox QB’Y(W)AF w« BT % F’Y(W)F
E E

Recordemos que notamos [X,Y] = Hompey(X,Y) v que [X,Y]; = [EX,Y] = [X,QY].
Ademds, si X es cofibrante e Y es fibrante tenemos biyecciones [X,Y] ~ 7(X,Y) y
[X, Y]l ~ 7T1(X, Y)

Observacion 3.3.1. Sea A cofibrante y sea my : [A, F| x [A,QB] — [A, F| definida por
my(a,A) = m o (a,A). Es facil ver que m, estd bien definida, pues la funcién
[A,F] x [A,QB] — [A, F x QB] definida por (u,v) — (u,v) estd bien definida ya que
si h es una homotopia a izquierda entre v y v’ y h’ es una homotopia a izquierda entre v
y v/, (podemos tomar h,h' : A — B (ambas saliendo del mismo cilindro) por lema 3.2.5)
entonces (h, h’) es una homotopia a izquierda entre (u,v) y (u,v’).

La motivacién de lo anterior es construir un objeto de caminos E! para E ‘relacionado’
con el B!. En Top, tomando los objetos usuales, con las notaciones de antes y siendo
p! : BEf — B! definida por p!(y) = po v es trivial que d¥p! = pd¥, dPp' = pd¥f y
pls? = sBp donde s¥ : E — E! estéd definida por s¥(e)(t) = e Vt € I, es decir, s¥(e)
es el camino constante e y sP se define de la misma manera. Construimos el E! en la
categoria de modelos punteada % para que siga cumpliendo esto.

El pullback anterior, visto en Zop dice que tener un camino en FE que empieza en la
fibra F'y tal que al proyectarlo a B da un lazo, es lo mismo que tener un camino en £ que
empieza y termina en la fibra. Lo que hace 7 es aplicar p al camino en E para obtener el
lazo en B y devuelve ademads el punto inicial que estaba en F. Por lo tanto, su ‘inversa’,
dado un lazo en B y un punto en la fibra, levanta el lazo a un camino en E que empiece
en el punto dado y que terminard en otro punto de la fibra. Como p es una fibracion,
sabemos que este levantamiento existe. Por lo tanto, la funcién m : F' x QB — F, lo que
hace es: dado un lazo en B y un punto de la fibra, levanta el camino a un camino en F
que empiece en el punto dado y devuelve el punto final de este camino. Esta es la accion
usual de 2B en F' en Top y da el morfismo de conexién en la sucesién exacta larga de la
fibracién p. De hecho, esto es lo que queremos generalizar para categorias de modelos y
que veremos en los resultados siguientes.

Proposicién 3.3.2. Sea A cofibrante y notemos la funcion my : [A, F] x [A,QB] — [A, F]
por (o, A) — a - \. Si o € [A, F] estd representada por u: A — F, X\ € [A,QB] = [A, Bh
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estd representada por h: IA — B con h(9y,01) =0 y I’ es una flecha punteada en

mu E

A
4
o
80l o p

IAT>B

entonces o - A estd representada por i 'h'0; : A — F.

Demostracién. Sea H : IA — B! una correspondencia de h con k : A — B!. Sea K un

levantado en
I
SE h 81 I

Notar que existe dicho levantado pues
(dy,p")sph'or = (df sph'0r, p'sph'0) = (W1, spph'01) = (W01, sphdy) = (W01, HOy)
Ahora bien, como (d, p!) K = (', H)dy) = (9, HOo) = (iu, k) = (i)o(u, k),

se tiene que K0y : A — E! induce un morfismo Kdy : A — F x E! x F tal que
E E

7K0dy = (u,j k), pues se tiene

I Proy
F><E]>;F 2 Jou

pull i (d¥ ph)

X ] EXBI
B

Fx QB

Luego, como A esta representada por k, por la biyecciéon del teorema 3.2.17 se tiene que
también estd representada por j 7'k : A — B!, por lo tanto, a - \ estd representada por
mo (u,j k) = mo (nKdy) = prgy(m)'nK0dy = pr3Kdy y como ipry = d}'pry entonces
pry = i 1dPpry y queda que « - \ estd representada por

K0y =i tdEpra Koy =i tdF K,
Pero i_ldiEK : IA — F es una homotopia entre

iTYdFK9y e iTldPKO, =i tdPspho) =i WO,

lo que prueba la proposicion. ]
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Nota 3.3.3. En 7Top si queremos definir m, por composicién con m, con las notaciones
de antes, hacemos lo obvio: definimos (a - \)(a) = «af(a) - A(a), y esto es, levantar A\(a)
(representada por h(a)) empezando en «a(a) (representada por u(a)) a una h'(a) y ver
donde termina, o sea tomar h'(a,1) = h'01(a). Asi, la proposicién anterior, ‘traduce’ a
categorias de modelos punteadas lo que uno conoce en Zop.

Proposicién 3.3.4. El morfismo m es independiente de la eleccion de p' : ET — BT y es
una accion a derecha del grupo QB en F en Ho% .

Demostracion. El diagrama de la proposicién anterior es claramente independiente de p!,
luego m también lo es. Veremos que m,. es una accién a derecha del grupo [A4, 2B] en [A, F]
para todo objeto A de €, con lo cual se tendrd que m es una accién por la observacién
1.3.5. Sean o, A\, u, h 'y b’ como en la proposicién anterior. Es claro que o -0 = « pues iuo

es un levantado en
u

A E
7

aol ip

IA T> B

y luego, por la proposicién anterior, a - 0 esté representado por i~!(iuc)d; = u, de donde
a -0 = a. Por otra parte, sea A\; € [4, B]; y sea h; : A — B un representante de A;. Sea
h una flecha punteada en

i(i7Th'01)=h'01

w7
80J/ Lo ip

1A B

h1
luego, por la proposicién anterior, i~*h}d; representa (« - \) - A;. Como la composicién de

homotopias h - h1 representa A\, el diagrama

A E
h/_h/
| "

I"A———B

u
1

7
hiy

muestra que i~ 1(h' - h})d} representa « - (A\1). Pero (W - h})0) = h}d1, por lo tanto
(- A)- Ay = a- (AA1). Asi, m, es una accién a derecha para todo objeto A. O

Definicién 3.3.5. Una sucesién de la fibra en Ho% es un diagrama en Ho% de la forma
X—-Y—>Z XxQZ—-X
que para alguna fibracién p : £ — B en ¢ es isomorfo al diagrama
F—>g-"'>B FxQB—">F

construido antes.
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Nota 3.3.6. Dualizando la construccion anterior, puede construirse un diagrama
A—-X—-C C—-CVvVXA

empezando con una cofibraciéon u en %., donde v : X — C es la cofibra de u y
n: C — CV XA es una coacciéon a derecha del cogrupo XA en C y definir sucesién
de la cofibra en Ho%.

Proposicion 3.3.7. Si
F—>E-"'>B FxQB-">F
es una sucesion de la fibra, entonces

0B -2>F—>pF OB x QOF —"> QB
también lo es, donde O es la composicion

(0,1d) m
QOB——F xQB——F

y ny : [A,QB] x [A,QF] — [A, QB] estd dada por (A, p) — ((2p)«p) 1A

Demostracion. Podemos suponer que tenemos la sucesion de la fibra construida arriba a

partir de una fibracién p. Sea p’ : Ef — B! como en la definicién de m. Sea E x B! x x
B B

el limite del diagrama

(cf proposicién 1.1.2) y sean pr} : E'X Blxx - Ey prh : E'x B! x % — B! las proyecciones.
B B B B

Luego dfprl, = ppr} y dPprl, = 0. Se tiene entonces un pullback:

Ex Bl xs_P2_ _;
B B B
pr} J{ pull i(d(’? ,dB)
0
E— . pyp

Luego pr} es la extensién de base de (d, dP) por (p,0) y luego es una fibracién. Obtenemos
entonces una sucesion de la fibra:

0,7,0 T
QB@E;;BI;;*I’%E OB x QF —> QB
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ya que se tiene el diagrama conmutativo

OB (0,5,0) E E Bl g « P Bl

J pr} i pull l(d(lf,df)
0
* E—"Y. pyB

y como la parte de la derecha es pullback y el diagrama entero es un pullback se tiene
que la parte de la izquierda también es un pullback, de donde QB es la fibra de pr} y

(0,7,0) : QB — E x B! x x es la inclusién de la fibra. Notar que n es la accién, construida
B B
como m antes.

Calculemos n usando la proposicién 3.3.2. Sea A € [A,QB] y sea u : A — QB un
representante. Sea p € [A,QFE] y sea h : [A — E un representante. Notemos que h es una
homotopia a izquierda entre 0 y 0.

Tenemos que (df,dP)ju = 0y (ph,00)dy = (phdy,0Id) = (0,0) = 0, y como (d¥,dP)
es fibracién y Jy es cofibracién trivial (por lema 3.1.16 ya que A es cofibrante) por M1
existe H : IA — B! en el siguiente diagrama:

ju

A B!
7
aol e l(d&d?)
TA m X B

Es claro que (h, H,0) es un levantado en

05u0) B« Bl x «
A B B

(h,H,0) .7
Ao o iprﬁ

TA— E

h
por lo tanto, por 3.3.2, (0, 7,0)~!(h, H,0)0; representa n. (X, it). Pero,
(0,5,0)j ' H = (0, Hdy,0) = (h, H,0)0;

luego (0,4,0)1(h, H,0)0, = j~'H3;, de donde, j~'H0; representa n. (A, 1) en [A, QB].
Sea H' : IA — B! una correspondencia entre H9; y b’ : IA — B. Obtenemos entonces
la correspondencia

Oc Oc
[ ] [ [ ]
Ju H H' sBo
° ° °
ph h'

entre ju y ph - h'. Luego, como \ estd representada por u : A — QB, también est4 re-
presentada por ju : A — B! y por la correspondencia anterior, se tiene que A también
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estd representada por ph-h', pero como p estd representada por h, (2p).u esté representada
por ph y como n, (A, ) estd representada por h' se obtiene que A = (Qp).p.n. (A, ), donde
el stmbolo . denota producto en el grupo [A, QB]. Entonces n.(\, 1) = [(2p)«pu] 1.\ Luego
el n de la sucesién de la fibra dada por la fibracién pr) coincide con el del enunciado de la
proposicién.

Veamos que (4,0,0) : FF — E X BT x * es una equivalencia débil. Para eso probaremos
B B

que se tiene una factorizacion de (7, 0,0) como:

E; JoRN
F(S ZJd)EI « F e~ B %« (dgy p1,p' p1,0) E x B x x
E B B B

donde consideramos los pullbacks:

EI g % P1 EI EI x | P2 EI
l pull ipd{f p3 \L pull id{f
* B g E

i

Notemos primero que (s¥i,Idp) estd bien definida pues d¥s”i = i = ildg. Se tiene que
p3 es fibracién trivial pues df lo es ya que E es fibrante. Luego, como pg(sE i,1dp) = Idp
se tiene que (s¥4,Idr) es una equivalencia débil.

Por otra parte, es ficil ver que se tiene un isomorfismo Ef x F ~ E! ]>E<g *. M&s precisa-

E
mente, ¢ : B! x F'— E! x x, definida por ¢ = (p2,0) y ¢ : B! x * — E! x F definida por
E B B E

¢ : (p1, (dp1,0)) son isomorfismos mutuamente inversos.
Notemos que (dp1,plp1,0) existe pues pdi'py = d¥p'p; y dPplpy = pdFpy = 0. Se
tiene un pullback:

1 p1
FE E * Joll
(dEpy ,plpl,O)i pull (dE ph)

E'xF~FE'xx__ _ExB!
E B (pr},pry) B

Por lo tanto, como (df,p) es una fibracién trivial, se tiene que (d’p1, p'p1,0) también lo
es.
Finalmente,

(dEpr,p"p1,0)0 (s, 1d) = (df pa, p'p2,0)(s¥,1d) = (dff s¥i,p"s%i,0) = (i, sPpi, 0) = (i,0,0)

Por lo tanto, (i,0,0) es una equivalencia débil.
Veremos que el diagrama
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de Ho% conmuta. Sea o € [A,QB] y sea k : A — B! un representante. Sea H una
correspondencia de k con h. Tenemos que existe h’' en el diagrama:

0

HE‘

A
4
ro
aoi h p

IAT‘B

Entonces, d,a = 0 - a estd representado por i 'h'd; : A — F. Luego, (4,0,0).0.
estd representado por (h'91,0,0) : A — E x B x % y (0,4,0), estd representado por
B B
(0,k,0): A— Ex Bl xxy (h,H,0): Ax I — E x B! x * es una homotopfa a izquierda
B B

B B
entre estos morfismos, de donde, el diagrama anterior conmuta en Ho%'. Se tiene entonces

un isomorfismo entre sucesiones de fibra:

op—2 ~p— " . OB x QE — "> QOB
IdQBl (i,0,0)\L ‘(IdE IdQBXQEl lIdQB
ap WL Ex Bl s M p OB x QF "> QB

Por lo tanto, por definicién,

oB-2~r—~EFE  QBxQE—>QB
es una sucesion de fibra. O
Teorema 3.3.8. Sea

0B-2>F—>p  QBxQE—"-QB

una sucesion de la fibra en Ho€, sea 0 : QB — F' definido como en la proposicion anterior
y sea A un objeto de Ho%'. Entonces la sucesion:

(Q99) (©1). (¥p).

>[4, QI B —5 [A, QIF] — 5 [A, QIE] —5 [A, Q9B

. a,0p 2

[4,QB]

(A, F]

[A, E] —— [A, B]
es exacta en el siguiente sentido:
i. (px)”1{0} = Imi,.
it. 1.0x =0 € iy = ian S0y solo si an = ay - A, para algin X € [A,QB].
iti. 0x(p)sx = 0 y O A1 = O A2 si y s6lo si Ao = (s A1, para algin p € [A, QE].

iv. La sucesion de grupos y morfismos desde [A, QE| hacia la izquierda es exacta en el
sentido usual.
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Demostracion. Podemos suponer que la sucesién de la fibra de la proposicién es la cons-
truida con la fibracion p.
i. Claramente pi = 0. Si p,a = 0y sea u : A — FE que represente a a y sea
h : IA — B una homotopia a izquierda entre pu y 0 (existe pues p.a = 0). Tenemos que ex-
iste
k:IA — B en el diagrama
A——~F
k7
aoi v
IA——B

Como k0, = 0, entonces pkd; = 0 y por lo tanto, del pullback de la definicién de la fibra
F se tiene que existe ¢ : A — E tal que ip = kd;. Sea (3 la clase de . Luego i.(f) = «
pues i = kdy que es homotoépica a kd; = u.

ii. Con las notaciones de 3.3.2, tenemos que h’ es una homotopia a izquierda entre iu,
que representa i.a, a h'dy, que representa i.(a - \). Luego, i.(a - ) = i, (esto prueba
<)y, en particular, i,0,A = i,(0 - A\) = 4,0 = 0, entonces .0, = 0. Reciprocamente, dados
a1, Qg CON 1, = t,Qu2, Sean uj y ug representantes de a; y a respectivamente. Por lo
tanto, existe una homotopia a izquierda h : IA — E entre iuy y tus. Luego, si A es la clase
de ph, se tiene que a1 - A = ay por 3.3.2.

iii. Por la proposicion anterior, tenemos una sucesién de la fibra:

OB-2~F ‘s OB x QFE —"~ QB

llamemos & = n o (0,Id) (construido como O en la proposicién anterior). Entonces
o« [A,QF]) — [A,QB] y 0.(a) = n.(0,a) = (()sa)~t -0 = ((p)sa)~!. Por lo tan-
to, por ii. se tiene que .0, = 0y ix A1 = ixAo si y 5610 si Ay = A1 - it = ((p)spt) "t A1 para
algiin p € [A, QFE)]. Para terminar, basta notar que 9,9, = 0 implica 9,(Q2p)« = 0.

iv. Se deduce de iii. por induccién aplicando la proposicién anterior repetidamente. [

El resultado dual para sucesiones de la cofibra es el siguiente.

Teorema 3.3.9. Sea
A—=X—"=(C C—=CVXA

una sucesion de cofibra en Ho€ y sea 0 : C' — XA definida por 0 : (Idc +0) on. Si B es
un objeto de Ho®, entonces la sucesion

—eria, B see, B L sax, B (mea, 4) -

(Su)*

L [EX, A] [ZA, B (C, B X, B] —“~[A, B]

es exacta en el siguiente sentido:

i. (u*)71{0} = Imv*.
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it. v*0* =0 yv*ag = v*ay siy sdlo si g = ai - A, para algin \ € [A, £B] (aqui - es la
accion a derecha n* : [C,B] x [¥A,B] — [C, B] ).

dii. 0*(Xu)* =0 y 0"\ = 0" A2 si y sdlo si Ag = (Zu)*p.\1, para algin p € [LE, BJ.

iv. La sucesion de grupos y morfismos desde [XFE, B| hacia la izquierda es exacta en
sentido usual.

Lema 3.3.10. Dados los diagramas

F—>gp-"-p FxQOB—"sp
R
F/L>E/LB/ F’XQB/LF/

donde las filas son sucesiones de fibra, si el diagrama de la izquierda conmuta, entonces
el de la derecha también conmuta.

Demostracidn. Podemos suponer que p y p’ son fibraciones en €% y que ambas sucesiones
de la fibra se construyen en la forma usual a partir de p y p’. Sea A un objeto de Ho% y
sean a € [A, F| y b € [A,QB]. Elijamos representantes t : A — FFdeay h:IA — B deb.
Entonces, por 3.3.2 a - b se representa por i 'h'9;, donde A’ es un levantado en:

A—tp Lt p
80J/ Vpl J{p’
h a
IA——B——PR

Ahora bien, e4(a) se representa por et y (Qa).(b) se representa por ah y como i'ct = fit,
reescribiendo el diagrama anterior como

Bit=i'et
N
h/
aol V ip/
TA Lh> B’

obtenemos que m’(g.(a), (2a).(b)) = e«(a) - (Qa)«(b) se representa por i'~13h'd;, y como
I8 = ei~'1d (pues i'ei~'1d = Bii~'d = BId = f3), se tiene que i'"'Bh'O; = iRy
que es un representante de e,(a - b). Por lo tanto e,(a -m b) = ex(a) -m (Qa)«(b), es decir,
exmy = mi(e X Qa)y : [A, F x QB|] — [A, F'] para todo objeto A de Ho%. Por lo tanto,
em =m/(e X Qa). 0

Proposicion 3.3.11. La clase de sucesiones de fibra en Ho€ tiene las siguientes propiedades:

1. Cualquier morfismo f : X — Y puede ser incluido en una sucesion de fibra

F—sx-1svy FxQY —>F
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1. Dado un diagrama de flechas sdlidas

F—>p-—">p FxQB—">F
7 ,Bl la 'nyaé 7
Voo P v m v
F——~F —=p F' x QB "~ f

donde las filas son sucesiones de fibra, las flechas punteadas existen.

1i. En cualquier diagrama como el del item anterior, donde las filas son sucesiones de
fibra, si « y B son isomorfismos, entonces vy también lo es.

Demostracion. i. Efectuamos el reemplazo fibrante y conseguimos R(Y') objeto fibrante
junto con una cofibracién trivial iy : Y — R(Y). Factoricemos iy f = pi’, donde
p: E — R(Y) es una fibracién e i’ : X — E es una cofibracién trivial. Notemos que
E es fibrante pues R(Y) loesy p : E — R(Y) es fibracién. Sea F' la fibra de p y sea
i: F'— FE la inclusion. Consideremos la sucesion de la fibra construida a partir de p:

F—>p—">R(Y) FxQR(Y)) —>F
Tenemos el siguiente diagrama en Ho% (notar que i’ e iy son isomorfismos en Ho%)

i1 f

F X Y FxQY F
\L l iiy IdFXQiyl \LIdF
F—>FE—"R(Y) FxQRY)) 2>F
Por lo tanto
iy Ty FxQy —"-F

es una sucesién de fibra en Ho%'.
iii. Si A es un objeto de Ho%, por la proposicion 3.3.8 se tiene un diagrama

14,08 % 14,08 % (4, F] — = (4, E] -~ [A, B]
l(sw) . lma) , lw ) im la*
14,087 0 14,087 L (4, ) e 4, B P[4, B

cuyas filas son exactas en el sentido de 3.3.8. Ahora bien, como « y [ son isomorfismos,
entonces Qa, Q0, oy, By, (Qa). y (28), también lo son, luego, por el lema de los 5,
v« : [A, F] — [A, F’] es un isomorfismo para todo objeto A. Por lo tanto, v es un isomor-
fismo en Ho%.

ii. Reemplazando el diagrama de la proposicién por uno isomorfo, podemos suponer
que las filas se construyen en la forma usual a partir de fibraciones p y p’ en €s. Hacemos
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un reemplazo cofibrante B de B y obtenemos u : B — B fibracién trivial con B cofibrante.
Consideremos el pullback:

E

2
E fs
&

pro

<~—— WX

52
sy

u
Hacemos un reemplazo cofibrante F de E x B y obtenemos una fibracién trivial
B

v: FE — E x B con E cofibrante. Por M4, pr; es una fibracién trivial y pr, es una

B
fibracién. Obtenemos:

Veamos que, en efecto, existe € tal que el diagrama conmuta. Como ppr; = upr,, entonces
pprive = upryvi = u0 = 0. Luego, mirando el pullback de la definicién de la fibra F' se

tiene que Jle tal que ic = pryvi, como queremos.
Ahora bien, en Ho%, u y pr;v son isomorfismos (ya que son equivalencias débiles en
%), luego, por el item (iii), € es un isomorfismo. Por el lema anterior, el diagrama

FxQB— > F
LEXQU e

FxOB-2>F

conmuta. Por lo tanto, la sucesiéon de la fibra de p : F — B es isomorfa a la de

pryv : E — B,y luego, podemos suponer que E y B son objetos de €. f. Como p/'s = ap,
identificando por el teorema 3.1.32 a [A, B] con 7(A, B), se tiene que si u representa a a y
v representa a (3, entonces p'v ~ up. Sea h : E x I — B’ una homotopia a izquierda entre
p'v y up. Como E es cofibrante, por 3.1.18, existe H en el diagrama:

(67

E E
7

|

E x I? B

Sea v/ = Hd,, entonces p'v = pPHO, = hdy = up y v ~ v'. Como p'vi = upi = 0, existe
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v : F — F’ en el diagrama:

F
\ v
Flr=F xx__i
B’ E
J/ pull lp’
* B

Luego, iy = vi. Asi, el primer diagrama de la proposicién es conmutativo y entonces, por
el lema anterior, el segundo también lo es. O

La proposicion siguiente utiliza coclases dobles. Recordemos que si G es un grupo, S
y T son subgrupos de G y g € G, la coclase doble S¢T se define como

SgT = {sgt/ s€ S, t €T}
Proposiciéon 3.3.12. Sea

v o’ n

A X =254 C CVv3A
a B X Y 6

v v \ | m
OB——>F—>E—>B F xQB F

un diagrama en Ho¢ donde la primera fila, salvo 0', es una sucesion de cofibra y la sequnda
fila, salvo O es una sucesion de fibra y donde & = (Ide +0)on y d = mo (0,Idgp).
Si fu =0y pf = 0, entonces las flechas punteadas o, 3, v y & existen y el conjunto
de posibilidades para « forma una coclase doble (Qp)«[A, QE|agu*[X,QB] en [A,QB] y
el conjunto de posibilidades para § forma una coclase doble (Yu)*[XX, Bloop«[XA, E] en
[XA, B]. Ademds, con la identificacion [A,QB] = [ZA, E], la primera coclase doble es la
mversa de la sequnda.

Demostracion. Por 3.3.8, como pf = 0, existe 0 : X — F con f = ¢8. Similarmente,
ifu = fu = 0, entonces existe « : A — QB con da = Pu (pues si iyas = 0 = 0,0
entonces existe A € [A,QB] tal que ag = 0.A = mo (0,Id) o A = 0,(N\)). Asi, «,
existen. Supongamos que o/, 3’ son otros morfismos. Por la sucesién exacta de 3.3.8 se
tiene 3 = - X =mo (3,)) y entonces

0’ = f'u=mo (B, \)u=m(Bu, \u) = m(da, \u) = dac - (Au) = (0 @) - du =
=0 (a. u) = d(a.\u)

Por la exactitud, o/ = (Qp).p.c.du = (Qp).p.c.u*(N) para algin u € [A, QFE], y entonces
o/ pertenece a la coclase doble (Qp).[4, QE]agu*[X, QB].

Reciprocamente, si A € [X,QB] y p € [A,QF] y llamamos o/ = (Qp).p.ccu*(N) y
3 = (- X con una cuenta similar a la anterior y usando 3.3.8 se obtiene que f'u = da’.
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Dualmente, se tiene para -, ¢, y entonces tenemos probada la primera afirmacién de la
proposicion.

Para probar la segunda parte, construiremos «, 8, v y ¢ tal que a se corresponda con
5~1. Podemos asumir que u es una cofibracién de objetos cofibrantes, que p es una fibracién
de objetos fibrantes y que ambas filas del diagrama se construyen en la forma usual. En
este caso, por el teorema 3.1.32 se tiene que el morfismo f de Ho% se puede representar
por la clase en 7(X, E) de un morfismo de %, que seguiremos llamando f. Como pf ~ 0
y X es cofibrante, si H : X x I — B es una homotopia a izquierda entre pf y 0, podemos,
por 3.1.18, hallar H' : TA — FE y andlogamente a lo hecho en la demostracién de la
proposicién anterior, podemos suponer que pf = 0. (Notar que sin embargo, no podemos
asumir simultdneamente que fu = 0). Como fu ~ 0, sea h : A x I — E una homotopia a
izquierda entre fu y O.

Sea q: IA — YA la cofibrade 9y + 01 : AVA— IA. Como

ph(0y + 01) = (phdy + pho) = pfu+p0=04+0=0

mirando el pushout de la definicién de XA se tiene que existe un unico morfismo, que
notaremos phq~! : YA — B tal que phq 'q = ph. Dualizando la demostracién de la
proposicion 3.3.7, del triangulo conmutativo se obtiene

d(v+0+0) :0+q+0:X\/{A><IX*—>EA
donde v + 0 + 0 es una equivalencia débil y X X IA X * es el colimite del diagrama

A——=X
o

A-21a

(cf. 1.1.2 mirando el dual a dicha proposicién)
Obetenemos un diagrama conmutativo:

u

X - C
i S lmm
u XVIA 0+(1+0
X v
1fl \ f+h+0 lphq‘l
F— ——B

Por lo tanto, en Ho%, las primeras dos filas son isomorfas. Definimos 3 = i~ lf,
vy = (f+h+0)(v+0+0)"" (notar que v + 0 + 0 es una equivalencia débil, entonces
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es inversible en Ho%) y § = phq~!. Pero como i~!fu representa Su, y ph : [A — B
representa 9, del diagrama:
fu=i(i~\f
A u=i(i~* fu)

y por 3.3.2 se tiene que Bu-§ estd representada por i ~'hd; = i 710 = 0, es decir, fu-6 = 0.
Luego, fu=0-5"1=09(67') y podemos tomar o = 1. O

Definicién 3.3.13. Sean

A—tsxJtop t.op

tres morfismos de Ho% tales que fu = pf = 0. Construyamos un diagrama

A X C YA C—>CVXA

X 7 5
\

v
ET>B

eligiendo, por el dual al resultado 3.3.11 item (i), una sucesién de cofibra que contenga a
u y completando luego las flechas punteadas como en la proposicién anterior.

El conjunto de posibilidades para ¢ forma una coclase doble (Xu)*[XX, B]dop«[XA, E|
en [X A, B] que se llama corchete de Toda de u, f y p, y se nota < u, f,p >.

Nota 3.3.14.

1. El corchete de Toda es independiente de la eleccién de la sucesién de cofibra, por
3.3.11 (ii) y (iii), ya que con la notacién de dicha proposicién, elegimos o = Id y
B =1d y por (ii) existe v que, por (iii), resulta un isomorfismo.

2. El corchete de Toda < u, f,p > puede definirse también eligiendo un diagrama

A——=X

al B\\f

Y \ m

OB F——>E B FxQB——=F
o 7 P

donde la fila de abajo se obtiene de elegir una sucesién de fibra que contenga a p
y completando luego con las flechas punteadas. Por la proposicion anterior se tiene
<u, f,p>= (Su)* X, Bla"'p,[2A, E], <u, f,p >C [XA, B.

3.4. Equivalencia de teorias de homotopia

Comenzamos con algunas definiciones categéricas generales.
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Definicién 3.4.1. Sean v : A — A’y F : A — B dos funtores. El funtor derivado a
izquierda de F' con respecto a v es un funtor L"F : A’ — B junto con una transformacién
natural € : LYF o~y = F que cumpla la siguiente propiedad universal. Dado un funtor
G : A’ — B y una transformacién natural 0 : G oy — F, existe una tnica transformacién
natural 6 : G = L7F tal que el diagrama

Go~ LG F
-l 7
L"F oy
conmuta.
Nota 3.4.2.

1. L7F es el funtor de A’ en B que L7F ‘estd lo més cerca posible a F' desde la
izquierda’. De forma parecida, podemos definir el funtor derivado a derecha de F'
con respecto a v como un funtor RYF : A’ — B con una transformacién natural
n:F — RYF o~ que ‘estd lo méas cerca posible a F' desde la derecha’.

2. Estaremos interesados solamente por el caso en el que A es una categoria de modelos
% vy 7 es el funtor de localizacién v : € — Ho% . En este caso escribiremos solamente
LF.

3. Si ¥ es una categoria de modelos y F : € — % es un funtor, es claro que
€ : LF oy = F es un isomorfismo si y sélo si F' manda equivalencias débiles de
% a isomorfismos de %. En este caso, podemos asumir que LF estd inducido por
F en el sentido que LF es el tnico funtor Ho'6¢ — % con LF oy = F. Mas aun,
RF = LF.

Proposicion 3.4.3. Sea F' : € — B un funtor donde € es una categoria de modelos.
Supongamos que F manda equivalencias débiles de €, a isomorfismos de 9. Entonces
LF : Ho¥ — A existe. Ademds, €(X) : LF(X) — F(X) es un isomorfismo si X es
cofibrante.

Demostracion. Sean px : Q(X) — X, X — Q(X), f — Q(f) los reemplazos fibrante y
cofibrante (cf. 3.1.31). Vimos que @ induce un funtor bien definido Q : € — 7%... Por 3.1.29
item 2, tenemos un funtor F'Q) : € — 4, el cual induce un funtor LF : Ho¥ — % ya que
Q(f) es una equivalencia débil si f lo es (esto se vio en la demostracién del teorema 3.1.32).
Sea € : LF oy — F la transformacién natural dada por ¢(X) = F(px) : FQ(X) — F(X).
Veamos que € tiene la propiedad universal de la definicién anterior. Sea G : Ho¥ — % un
funtor y 6 : G oy — F una transformacién natural. Definimos 0(X) : G(X) — LF(X)
como 9(X) = 6(Q(X)) o G(v(px)~'). Es claro que 6 : Goy — LF o~y = FQ es una
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transformacion natural pues el siguiente diagrama conmuta:

ax Gov(f) ay
G(W(px)_l)l iG(W(py)‘l)
GOX Goy(Q(f)) GQY
5(Q(X))J/ iS(Q(Y))

LF(X) = FQ(X)LFOV(f):FQ(f)

LF(Y) = FQ(Y)

y como todo morfismo en Ho% es una composicién finita de morfismos v(f) y v(s)~}, se
tiene que 0 es una transformacién natural 6 : G — LF. Ademsds,

e(0 o) = F(px) 0 8(Q(X)) o G(v(px)™") = 6(X) 0 G(v(px)) 0 G(y(px)~") = 8(X)

de donde ¢(f oy) = 4. La unicidad de § : G — LF es clara pues 6 estd determinada por d
en Ho%6, (ya que si X es cofibrante, LFX = FQX = FX y €(X) = idp(x) lo que prueba
la dltima afirmacién del teorema) y hay equivalencia de categorias Ho%, ~ Ho% . 0

Definicién 3.4.4. Sea F': € — %’ un funtor donde ¢ y ¢” son categorias de modelos.
El funtor derivado a izquierda total de F serd el funtor LF : Ho¢ — Ho%’ dado por
LF =L7(y o F) donde v:% — Ho€ y +' : €' — Ho¢" son los funtores de localizacién.

Observacion 3.4.5. Notar que el diagrama

F

¢ %
| b
LF
Ho% —= Ho"

no conmuta, pero hay una transformacién natural € : LF oy — 7/ o F tal que el par (LF,¢)
‘estd lo mas cerca posible de hacerlo conmutativo’.

Corolario 3.4.6. Si F manda equivalencias débiles de 6. a equivalencias débiles de €',
entonces LF : Ho¢ — Ho%" existe y e(X) : LF(X) — ~'(F(X)) es un isomorfismo en
Ho%’ para X cofibrante.

Proposiciéon 3.4.7. Sean € y €' categorias de modelos punteadas con funtores sus-
pension X y X' en Ho% y Ho%' respectivamente. Sea F : € — €' un funtor exacto a
derecha (es decir, compatible con colimites finitos) que manda cofibraciones en € a cofi-
braciones en €' vy equivalencias débiles en €. a equivalencias débiles en €'. Entonces
LF : Ho¢ — Ho%' es compatible con coproductos finitos, hay un isomorfismo candnico de
funtores

LF oY ~ Y'LF y con respecto a este isomorfismo, L(F) manda sucesiones de cofibra
en Ho®€ a sucesiones de cofibra en Ho%é” .
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Demostracién. LF existe por 3.4.3 ya que +' o F' manda equivalencias débiles de %, a
isomorfismos en Ho%” y podemos suponer que LF(A) = F(A) si A es cofibrante. Si A
y As son objetos de €., entonces A1 V As, el coproducto de A; y As en €, es también
el coproducto de Ay y Az en Ho% (pues el funtor v : ¥ — Ho% conmuta con colimites
finitos, por lo visto en el capitulo 2). Por hipétesis, F(%.) C €. y entonces

LF(Al V Ag) = F(A1 V AQ) = F(Al) \Y F(AQ) = LF(Al) \/LF(AQ)

donde el ultimo coproducto es en Ho%. Esto prueba la primera afirmacién sobre LF.
Si A es cofibrante, dado un cilindro I A tenemos que

L(00)+L(01) L(o)

L(A)V L(A) = L(AV A) L(IA) 7L L(A)

es una factorizacién de V4 en la cofibracion L(9) + L(91) = L(9p + 01) seguida de la
equivalencia débil L(o) (notar que si A es cofibrante, entonces I A es cofibrante). Luego,
L(IA) es un cilindro de L(A). Por lo tanto, como F' es compatible con pushouts, se tiene
F(XA)=XF(A). Y como F(A) es cofibrante ¥ F'(A) representa ¥(F(A)) en Ho% y luego
tenemos probada la segunda afirmacién.

Finalmente, notemos que si i : A — B es una cofibracién en 4,y i x [ : A — IB
es una eleccién compatible en el sentido dual al de que p! : Ef — B! era una eleccién
compatible en la seccién anterior (més precisamente, o2 (i x I) = io?, 9P (i x I) = i3
y 0P (i x I) = i0{" ) entonces F(i x I) : F(IA) — F(B x I) es también una eleccién
compatible para I(FA) — I(FB). Se sigue que F' manda el diagrama de %,

A—i>B—q>C CgchXI¥C<iC\/EA

donde ¢ es una equivalencia débil (notar que y(g)~!

cogrupo XA en C en Ho%) al diagrama

v(in3) representard la coaccién del

F(i) F(q)

F(A) F(B) F(C)

in; F(E)
P(0) 2 E(Q) ) FB) > L i O = poy veF @)
lo que prueba la ltima parte de la proposicién. ]
Teorema 3.4.8. Sean € y €' categorias de modelos y sean L : € — €' yR: ¢ — €
un par de funtores adjuntos, con L adjunto a izquierda de R. Supongamos que L preser-
va cofibraciones y que manda equivalencias débiles de €, a equivalencias débiles de €.
Supongamos también que R preserva fibraciones y que R manda equivalencias débiles de
‘5]’0 a equivalencias débiles de €. Entonces los funtores:

LL : Ho¥ — Ho%”' y RR : Ho¢' — Ho¥%

son candnicamente adjuntos. Supongamos ademds que para X en 6. y Y en Cﬁj’c un
morfismo LX — Y es una equivalencia débil si y solo si el morfismo asociado X — RY
es una equivalencia débil. Entonces los morfismos de adjuncion

L(L) o R(R) — id y id — R(R) o L(L)
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son isomorfismos, y entonces las categorias Ho% y Ho%' son equivalentes. Mds atin, si
€ y €' son punteadas, entonces las equivalencias L(L) y R(R) son compatibles con los
funtores loop y suspension y con las sucesiones de la fibra y la cofibra en Ho% y Ho%”'.

Demostracién. Por simplicidad escribiremos L por LL y notaremos v’ : X — RY (resp.
v# : LX —Y) alos morfismos que corresponden a u : LX — Y (resp. v: X — RY). Si X
es cofibrante, dado un cilindro X x I tenemos que

L(80)+L(01) L(X « I) L(o) L(X)

L(X)VL(X) = L(X V X)
es una factorizacién de Vp(x) en la cofibracién L(0y) + L(01) = L(0p + 01) seguida de la
equivalencia débil L(o) (notar que si X es cofibrante, entonces X x I es cofibrante). Luego,
L(X xI) es un cilindro de L(X). Entonces, a cada homotopia a izquierda h : X x I — RY
entre fy g : X — Y le corresponde la homotopia hf : LX xI — Y entre f?y ¢* y entonces
[X, RY]| = [LX,Y]. Entonces, con las notaciones del teorema 1, se tienen los isomorfismos:

Hompog (L(X),Y) = [LQX, R'Y] = [QX, RR'Y] ~ Homyyes (X, R(Y))

donde los isomorfismos estan dados por (v(iy))«, b y (v(px))*. Notar que (7v(iy))« y
(v(px))* son isomorfismos, y ademds, por lo hecho en la demostracién de la proposicién
anterior, tenfamos LF'(X) = FQ(X), entonces

LX = L'(y o L)(X) =/ 0 L(Q(X)) = LQX

es decir, LX = LQX. Estos isomorfismos resultan funtoriales por lo que L y R son
adjuntos.
Supongamos ahora que para X € €.y Y € ‘5} se tiene que f : X — RY es una

equivalencia débil si y sélo si f#: LX — Y es una equivalencia débil. Entonces
(ix)’: X — RR'(LX)

es una equivalencia débil. Por lo hecho antes, LX = L(Q(X)) = L(X) ya que X es
cofibrante. Dualmente, de la proposicién anterior se tiene RF(X) = FR'(X), entonces

RX = R(y 0 R)(X) =" o R(R(X))
de donde RLX = RR'L(X) y por lo visto antes,

(Y(px))* ((v(iy))s)(id) = 7((iLx)’) : X — RR'LX

es el morfismo de adjunciéon X — RLX (notar que como X es cofibrante entonces
px =idx y QX = X). Pero (iyx)’ era una equivalencia débil, entonces v((irx)’) resulta
un isomorfismo. Esto vale para todo X en Ho%, y luego para todo X en Ho% (recordar
que Ho%, ~ Ho%). Similarmente, el morfismo de adjuncién LRX — X es un isomorfismo.
Esto prueba la segunda parte del teorema.

Si ¢ y ¢’ son punteadas, tenemos por 3.4.7 y su dual que LY. ~ ¥'L y QR ~ RQ.
Entonces RY ~ RYLR ~ RLYR ~ YR y, andlogamente, L preserva funtores loop.
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También por 3.4.7, L preserva sucesiones de cofibra y R preserva sucesiones de fibra. En
efecto, supongamos que € es la sucesiéon de fibra

F—>pgp-'spB FxQOB-">F

de Ho%'. Por 3.3.11 item (i), podemos incluir el morfismo Lp : LE — LB en una sucesién
de fibra &’ de Ho%¢”. Entonces Re’ es una sucesién de fibra que es isomorfa a € por 3.3.11 (ii)
y (iii) (con las notaciones de dicha proposicién, basta tomar o : B — RLB, f: E — RLE
dados por los morfismos de adjuncién, que por lo visto antes, resultan isomorfismos).
Asi ¢’ ~ LRe' ~ Le y L preserva sucesiones de fibra. Similarmente, R preserva sucesiones
de cofibra. O

3.5. Categorias de modelos cerradas

Definicién 3.5.1. Una categoria de modelos % se dice cerrada si satisface el axioma
adicional:

M6. Cualesquiera dos de las tres clases distinguidas de morfismos de € (fibraciones, cofi-
braciones y equivalencias débiles) determina la tercera por las siguientes reglas:

a) Un morfismo es una fibracién si y sélo si tiene la propiedad de levantamiento a
derecha respecto de los morfismos que son cofibraciones y equivalencias débiles.

b) Un morfismo es una cofibracién si y sélo si tiene la propiedad de levantamiento a
izquierda respecto de los morfismos que son fibraciones y equivalencias débiles.

c) Un morfismo f es una equivalencia débil si y sélo si se factoriza como
f = wuv, donde v tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto
de las fibraciones y u tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto
de las cofibraciones.

Ejemplo 3.5.2. Sea % una categoria de modelos cerrada. Es facil ver que €°P con la
estructura de categoria de modelos definida en 3.1.4 también es una categoria de modelos
cerrada.

Observacion importante 3.5.3. Es trivial que M6 implica M1. Ademsds, de la obser-
vacion 1.4.18 es claro que M6 implica M3. También es facil ver que M6 implica M5. Por

lo tanto, las categorias de modelos cerradas pueden definirse usando sélo los axiomas MO,
M2, M5 y M6.

Lema 3.5.4. Sea ¢ una categoria de modelos y sea p : X — Y wuna fibracion en €.y.
Entonces son equivalentes:

1. p tiene la RLP respecto de las cofibraciones.

1. p es el dual de un retracto por deformacion fuerte en el siguiente sentido: existen un
morfismot:Y — X con pt = Idy y una homotopia h: X x I — X de tp a Idx con

ph = po.
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iti. y(p) es un isomorfismo.

Demostracion. i.= ii.) Levantamos sucesivamente en

tp+I1d
g—>X vap =X
|+ l )
p do+01
Y ——Y XxT Y
dy

ii.= i.) Sea p! : X! — Y una eleccién compatible de objetos de caminos como en la
seccion 3, y sea ) un levantado en

X
X X!
X x ] - XxylxXx

(notar que existe pues (h, s¥ po, 0)9; = (Idx,s¥ p,Idx) = (déf,pf, di¥)s~, 0y es cofibracién
trivial pues X es cofibrante, y (df,p!,dy) es fibracién).

Entonces k = Q0p : X — X! es una homotopia a derecha de dé< Q0y = hdy =tp a
d¥Q0y = 09y = Idy con p'k = s¥p. Dado el diagrama

A—2sx
|7
7 p
B——>Y

—_—
B
con % cofibracién, construyamos la flecha punteada ¢. Tomemos una flecha punteada H

en
A x!
v
L i(do P )
B - XxYl
(tB,s¥B) Y

(notar que dif ka = tpa = tBi, plka = s¥ pa = s¥ Bi y que (dif, p!) es una fibracién trivial)
y sea @ = dXH. Entonces pp = pdi H = di p'H = d{ s¥ 3 = By pi = d¥ Hi = d¥ka =
CcOmo queremos.

ii.= iii.) ¢ es una inversa homotdpica de p, luego p es una equivalencia homotépica, es
decir, un isomorfismo en 7%.y, y entonces y(p) es un isomorfismo.

iii.= ii.) Por el teorema 3.1.32, p es una equivalencia homotdpica, es decir, existe un
morfismo ¢t : ¥ — X con pt ~ Idy y tp ~ Idx. Por 3.1.18 y andlogamente a lo hecho
en la ultima parte de la demostracién de 3.3.11, podemos suponer que pt = Idy. Sea
q : X x I — Y una homotopia a izquierda de tp a Idx. Entonces, como tpg es una
homotopia a izquierda entre tptp = tp y tp, se tiene que la composicion de homotopias
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g ' -tpg : X x I' - X es una homotopia entre Idx y tp que levanta a la homotopia
(pq)~'-(pq) : X x I' = Y (esta tiltima es una homotopia entre p y p) ya que el diagrama

Idx

X - X

R

X %I Y
% (pg)~*-(pq)

conmuta. Por 3.2.11 (pg) ™' (pq) = po, en 7t (X, Y, p, p), es decir, existe H : X x.J — Y con
Hjo=poy Hji = (pg)~'-(pq), con las notaciones de la definicién 3.2.1. Siguiendo con las
notaciones de dicha definicién inj y ing son cofibraciones por M3, luego jo = (jo + Jj1)ing
y 71 = (Jo + j1)ing son cofibraciones. Luego, existe K en el diagrama:

-1

X><I

I ;j

X xJ

Entonces Kjp : X x I — Y es una homotopia a izquierda entre Idx y tp ya que como
in1 (0o + 01) = inz(9y + 07) se tiene jodo = (jo + j1)in10o = (jo + j1)in2dy = 710, y
andlogamente jo0; = j10}, vy luego Kjody = Kj10) = (¢! - tpq)dy = ¢ 10y = ldx y
Kjo0) = Kj10, = (¢! - tpq)d} = tpqdy = tp. Tomamos h = (K jo)~!. O

Proposicion 3.5.5. Sea € una categoria de modelos cerrada y sea f un morfismo de €.
Entonces y(f) es un isomorfismo en Ho% si y sélo si f es una equivalencia débil. Es decir
la saturacion de la clase de equivalencias débiles es ella misma.

Demostracion. Sea f : X — Y tal que v(f) es un isomorfismo. Haremos un reemplazo cofi-
brante y luego un reemplazo fibrante. Elegimos una fibracién trivial px : Q(X) — X, con
Q(X) cofibrante y una fibracién trivial py : Q(Y) — Y, con Q(Y) cofibrante. Tenemos
Q(f) : Q(X) — Q(Y) tal que pyQ(f) = fpx. Por M5, basta probar que Q(f) es una
equivalencia débil. Ademas, aplicando v en la igualdad anterior se tiene que v(Q(f)) es
un isomorfismo.

Ahora elegimos una cofibracién trivial ig(x) : Q(X) — R(Q(X)) con R(Q(X)) fibran-
te y una cofibracién trivial igy) : Q(Y) — ( ( )) con R(Q(Y)) fibrante. Como Q(X)
y Q(Y) eran objetos cofibrantes, entonces R(Q(X)) y R(Q(Y')) también lo son (visto en
la demostracién de 3.1.31), luego son objetos de €.

Tenemos también RQ(f) : R(Q(X)) — R(Q(Y)) tal que R(Q(f))igx) = igw)Q(f)-
Basta probar entonces que R(Q(f)) es una equivalencia débil. Ademds, se tiene que
Y(R(Q(f))) es un isomorfismo. Podemos suponer entonces que X e Y son objetos de
©.r. Factorizamos f = pi donde ¢ : X — Z es una cofibracién trivial y p : Z — X es
una fibracién. Basta probar que p es una equivalencia débil. Notemos que Z es cofibrante
pues X lo es e ¢ es cofibracion y que Z es fibrante pues Y es fibrante y p es fibracién.
Asi p es una fibracién en €5 y como v(f) = v(p)v(i) y v(f) y (i) son isomorfismos,
entonces 7y(p) también lo es. Por lo tanto, por el lema anterior, p tiene la RLP respecto
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de las cofibraciones. Ademas por M1, i tiene la LLP respecto de las fibraciones. Entonces,
por M6 ¢), f es una equivalencia débil.
La reciproca es trivial, por definicion de ~. O

Proposicion 3.5.6. Sea € una categoria de modelos. Entonces, € es cerrada si y solo si
todo retracto de un morfismo de cualquiera de las tres clases distinguidas es un morfismo
de la misma clase.

Demostracion. Por M6, las fibraciones tienen RLP respecto de las cofibraciones triviales.
Luego, por 1.4.17, un retracto de una fibracién también tiene RLP respecto de las cofibra-
ciones triviales y entonces, por M6, es una fibracién. Asi, la clase de fibraciones es cerrada
por retractos. Andlogamente la clase de cofibraciones es cerrada por retractos.

Sea v : € — Ho% el funtor de localizacién, y supongamos que f es un retracto de una
equivalencia débil f’. Entonces, aplicando ~y al diagrama de la definicién anterior, se tiene
que y(f) es un retracto del isomorfismo v(f'), luego, por la observacién anterior, y(f) es
un isomorfismo, y entonces f es una equivalencia débil, por 3.5.5. Asi hemos probado la
primera implicacién.

Para probar la reciproca hay que ver que vale M6.

a) La primera implicacién vale por M1. Veamos la reciproca. Sea p : X — Y que tiene
la RLP respecto de las cofibraciones triviales. Por M2, podemos factorizar p = ui, donde
i: X — Z es una cofibracién trivial y u : Z — Y es una fibracion. Entonces, existe s en
el diagrama:

Idx
—_—
7

ZT>Y

Por lo tanto p es un retracto de la fibraciéon u, entonces p es una fibracion.

b) Andlogo a a).

c¢) Sea f una equivalencia débil, entonces por M2, podemos factorizar f = uv con u
fibracién trivial y v cofibracién. Por M5, v es una equivalencia débil y entonces, por M1,
u tiene RLP respecto de fibraciones y v tiene LLP respecto de cofibraciones.

Reciprocamente, supongamos f = uv como en M6 c). Por M2, podemos factorizar
u = pi, donde i : X — Z es una cofibraciéon y p : Z — Y es una fibracién trivial. Entonces,
existe s en el diagrama:

Xy
|7
. S -
7 u
Z T> Y
Por lo tanto u es un retracto de la equivalencia débil p, entonces u es una equivalencia
débil.
Andlogamente, v es una equivalencia débil. Luego f también lo es.
Por lo tanto € es una categoria de modelos cerrada. O

Ejemplo 3.5.7. Sea % una categoria de modelos cerrada y sea A un objeto de €. Entonces
A% con la estructura de categoria de modelos dada en 3.1.6 es una categoria de modelos
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cerrada. En efecto, llamando O 4 ¥ — € al funtor olvido se tiene que si f y f’ son
morfismos de 4% tales que f es un retracto de f’, entonces O(f) es un retracto de O(f").
Usando la proposicién anterior, el resultado se sigue.

Dualmente, si B es un objeto de &, entonces g% es una categoria de modelos cerrada
con la estructura de 3.1.6.

Proposiciéon 3.5.8. Sea ¥ una categoria de modelos cerrada. Entonces un morfismo f
de € es una cofibracion trivial si y sélo si tiene la LLP respecto de la clase de fibraciones.
Dualmente, f es una fibracion trivial si y solo si tiene la RLP respecto de la clase de
cofibraciones.

Demostracion. Si f es una cofibracién trivial entonces, por M1, tiene la LLP respecto de
la clase de fibraciones. Reciprocamente, supongamos que f tiene la LLP respecto de la
clase de fibraciones. Por M2, podemos factorizar f como f = pi con i cofibracion trivial y p
fibracion. Por hipétesis, existe un levantado g que hace que el siguiente diagrama conmute

!

B

X —

f %
—_
p

X

Luego, f es un retracto de ¢ y por lo tanto f es una cofibracién trivial. O

Lema 3.5.9 (Ken Brown). Sean € una categoria de modelos y 2 una categoria con una
clase de equivalencias débiles que satisface el axioma M5. Supongamos que F : € — 2
es un funtor que manda cofibraciones triviales entre objetos cofibrantes a equivalencias
débiles. Entonces F' manda todas las equivalencias débiles entre objetos cofibrantes a equiv-
alencias débiles.

Dualmente, si F' manda fibraciones triviales entre objetos fibrantes a equivalencias
débiles, entonces F' manda todas las equivalencias débiles entre objetos fibrantes a equiv-
alencias débiles.

Demostracion. Supongamos que f : A — B es una equivalencia débil entre objetos cofi-
brantes. Factorizamos el morfismo f+1Idp : AV B — B en una cofibraciéon g : AV B — C
seguida de una fibracién trivial p : C — B. Tenemos un pushout

1%} A
b
B——=AVB !

ing
}IdB
145 X
B

Como A y B son cofibrantes, entonces, por M3, in; y ins son cofibraciones y entonces
goiny y qoinyg también lo son. Como pogoin; = f y pogoing = Idg y f, p, Idg son
equivalencias débiles, por M5, q oin; y g o ing también lo son.
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Por otra parte, notemos que A V B es cofibrante pues A lo es y iny es cofibracién.
También, C es cofibrante pues AV B lo es y ¢ es cofibracién. Por lo tanto goiny y going
son cofibraciones triviales entre objetos cofibrantes. Entonces, por hipétesis, F(going) y
F(q o iny) son equivalencias débiles. Como F(p o g oing) = F(Idp) es una equivalencia
débil, por el axioma 2 de 3 F(p) es una equivalencia débil. Luego, F'(f) = F(p o ¢iny) es
también una equivalencia débil. ]

Proposiciéon 3.5.10. Sea ¥ una categoria de modelos. Si B es cofibrante y h : X —
Y es una equivalencia débil entre objetos fibrantes, entonces h induce un isomorfismo
h, : 7' (B,X) — '(B,Y).

Dualmente, Si A es fibrante y h : X — Y es una equivalencia débil entre objetos
cofibrantes, entonces h induce un isomorfismo h, : 7" (Y, A) — n"(X, A).

Demostracion. Consideremos el funtor 7!(B, ) : € — Set definido de la siguiente manera.
A un objeto Z le asigna 7!(B, Z) y a un morfismo f lo manda a la funcién f,.
Llamemos equivalencias débiles en Set a las funciones biyectivas. Entonces, por lema
3.1.26 el funtor anterior manda fibraciones triviales de ¥ a equivalencias débiles en Set.
Luego, por 3.5.9, dicho funtor manda todas las equivalencias débiles entre objetos fibrantes
a equivalencias débiles, es decir, hy es un isomorfismo. O

Definicién 3.5.11. Sea 4" una categoria de modelos y f : X — Y un morfismo en 4.
Decimos que f es una equivalencia homotdpica si existe g : Y — X morfismo de % tal que

gf ~Idx y fg ~Idy.

Proposicion 3.5.12. Sea € una categoria de modelos cerrada. Entonces un morfismo de
Cep es una equivalencia débil si y solo si es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Supongamos primero que f : A — B es una equivalencia débil entre objetos
que son a la vez cofibrantes y fibrantes. Por la proposicion anterior, si X es un objeto que
es a la vez cofibrante y fibrante tenemos un isomorfismo

S Homﬁgcf (X, A) — Homﬂcgcf(X,B)

Tomando X = B encontramos un morfismo g : B — A, tnico salvo homotopia, tal que
fg ~ Idp. En particular, fgf ~ f, luego, tomando X = A tenemos que gf ~ Id. Asi f
es una equivalencia homotédpica.

Reciprocamente, supongamos que f : A — B es una equivalencia homotépica entre
objetos de %.f. Factorizamos f = pg donde g : A — C es un acofibracién trivial y
p: C — B es una fibracion. Entonces C es también cofibrante y fibrante. Por la primera
parte resulta que g es una equivalencia homotodpica.

Probaremos que p es una equivalencia débil. Para ello, sea f’ : B — A una inversa
homotépica para fy H : IB — B una homotopia a izquierda entre ff’ y Idg, donde IB es
un cilindro para B. Como Jp es cofibracién trivial (ya que B es cofibrante), p es fibracién
y pgf = ff' = Hy, existe H' : IB — C un levantado en el diagrama conmutativo

5 -

4
aol H lp

IB?B
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Sea ¢q = H'0, : B — C. Entonces pqg = Idg y H' es una homotopia a izquierda entre gf’ y
q. Sea ahora ¢’ : C — A una inversa homotdpica para g. Entonces p ~ pgg’ ~ f¢' vy luego
ap ~ (9.f)(fg’) ~1dec.

Por lo tanto, gp es una equivalencia débil. En efecto, si K : IC' — C' es una homotopia
a izquierda de Id¢ a gp, entonces K9dy = Id¢ es una equivalencia débil, y como Jy también
lo es (pues C' es cofibrante), entonces K es una equivalencia débil. Luego como 0; es una
equivalencia débil se obtiene que K0; es también una equivalencia débil. Ahora bien, el

diagrama conmutativo

o Ide o Ide o

p qap p

muestra que p es un retracto de gp. Luego, por 3.5.6, p es una equivalencia débil y asi f
también lo es. O

Observacién importante 3.5.13. En 7op la proposicién anterior dice que en los CW-
complejos una funcién continua f es una equivalencia (homotépica) débil si y sélo si es
una equivalencia homotépica, es decir, es el teorema de Whitehead ([13], pag. 89).

Corolario 3.5.14. Sea ¢ una categoria de modelos cerrada. Sean .5 : €.y — Ho%.r y
0 : 6oy — m6ey los funtores candnicos. Entonces existe un inico isomorfismo de categorias
J 1Ty — Ho%ey tal que jo = vcp. Ademds, j es la identidad en los objetos.

Demostracion. Probaremos que %y tiene la propiedad universal correspondiente. El fun-
tor 6 manda equivalencias homotépicas a isomorfismos, y entonces, por la proposicién
anterior, manda equivalencias débiles a isomorfismos.

Supongamos ahora que I’ : 6.y — Z es un funtor que manda equivalencias débiles a
isomorfismos. Sea A un objeto de €.y y sea IA con 0y, 01 y o un cilindro para A. Como
00y = Ida = 004, entonces F(0)F(0y) = F(0)F(01) y como o es una equivalencia débil,
entonces F'(o) es un isomorfismo y se obtiene F'(0y) = F(01). Entonces si H : A — B es
una homotopia a izquierda entre f: A — By g: A — B se tiene que

Ff = F(Hdy) = F(H)F (o) = F(H)F (1) = F(H,) = F(g)

es decir, F' identifica morfismos homotépicos a izquierda. Ahora bien, en 4. s se tiene que
~ coincide con ~, luego, existe un tnico funtor G : 76,y — Z tal que G6 = F'. Ademas,
G es la identidad en los objetos y manda a la clase de equivalencia del morfismo f a F'f.

Hemos visto asi que 0 : 6.y — w6,y tiene la propiedad universal de la localizacién. En
particular, poniendo 2 = Ho%.y y F' = .y en la cuenta de antes se tiene el corolario. [

Observacion 3.5.15. En el caso de Top este corolario dice que para invertir las equivalencias
homotépicas débiles en la categoria de CW-complejos basta con cocientar por la relacién
de equivalencia ‘ser homotépico a’, como ya dijimos anteriormente. Notemos que la idea
de la demostracion es la misma que la del lema 3.1.29 y la nota 3.1.30.
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3.6. Funtores de Quillen

Definicién 3.6.1. Sean ¥ y & categorias de modelos cerradas. Un funtor F' : 4 — &
se llama un funtor de Quillen a izquierda si F' tiene un adjunto a derecha y preserva
cofibraciones y cofibraciones triviales.

Un funtor U : 2 — % se llama un funtor de Quillen a derecha si tiene un adjunto a
izquierda y preserva fibraciones y fibraciones triviales.

Observacion 3.6.2. El lema de Ken Brown (3.5.9) implica que todo funtor de Quillen a
izquierda preserva equivalencias débiles entre objetos cofibrantes. Dualmente, todo funtor
de Quillen a derecha preserva equivalencias débiles entre objetos fibrantes.

Definicién 3.6.3. Sean ¢ y Z categorias de modelos cerradas. Una adjuncién (F, U, p)
de € a Z (ver 2.1.7) tal que F' es un funtor de Quillen a izquierda se llama una adjuncién
de Quillen.

El siguiente lema muestra por qué no se pide que U sea un funtor de Quillen a derecha
en la definicién anterior.

Lema 3.6.4. Sean € y & categorias de modelos cerradas y (F,U,p) una adjuncion.
Entonces F es un funtor de Quillen a izquierda si y solo si U es un funtor de Quillen a
derecha.

Demostracion. Veamos primero que si i : X — Y es un morfismode ¥ y p: F — B es
un morfismo de 2, entonces F'(i) tiene la LLP respecto de p si y sélo si i tiene la LLP
respecto de U(p). Para ver la primera implicacién, supongamos que tenemos un diagrama
conmutativo en ¢

x —LumE

ZL iU(p)
Y—g>U(B)

Usando la adjuncion, construimos el siguiente diagrama de &

—1
F(X)‘PXE(f)

E
F(i)l lp
B

F(Y) ——
( )w;IB(g)

Notemos que este diagrama conmuta ya que usando la naturalidad de ¢ se tiene

pooxp(f) = (p«oxp)(f) = (6xpUD))(f) = oxp(Upo f) = ox5(gi) = ¢x5(i*(g)) =
= F(i)* ey p)(9) = ¢y p(g) o F(i)

Luego, por hipdtesis existe un levantado h en el diagrama anterior tal que ph = w;}gg,
hE(i) = ¢x%(f). Y con un argumento similar al anterior, usando la naturalidad de ¢, se
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obtiene que ¢(h) es un levantado en el primer diagrama tal que ¢(h)i = f, U(p)p(h) = g.
Asi tenemos la primera implicacion.

La reciproca se deduce de aplicar la implicaciéon anterior en las categorias duales.

Probaremos ahora lo que dice el lema. Veamos la primera implicacion. Supongamos
que p es una fibracién en 2. Queremos ver que U(p) es una fibracién en €. Por M6, basta
ver que tiene la RLP respecto de las cofibraciones triviales. Sea i una cofibracién trivial
en % . Por hipdtesis, F'(i) es una cofibracién trivial en 2. Luego, p tiene la RLP respecto
de F(i). Entonces, por lo visto antes, U(p) tiene la RLP respecto de i. Como esto vale
para toda cofibracion i se tiene que U(p) es fibracién.

Si p es una fibracion trivial en &, con un argumento totalmente andlogo al anterior y
usando 3.5.8 y que F' preserva cofibraciones obtenemos que U(p) es una fibracién trivial.

La reciproca del lema se deduce de aplicar la implicaciéon anterior en las categorias
duales. O

Ejemplo 3.6.5. Sea ¥ una categoria de modelos cerrada y A un objeto de €. Conside-
ramos en A% la estructura de categoria de modelos cerrada heredada de € (ver 3.1.6).
Vimos que el funtor olvido O es adjunto a derecha de un funtor, al que hemos llamado L
(1.4.12). Por definicién de la estructura de categorias de modelos es claro que O preserva
fibraciones y fibraciones triviales, luego L y O forman una adjuncién de Quillen.

Es claro que la composicién de funtores de Quillen a izquierda (resp. a derecha) da
otro funtor de Quillen a izquierda (resp. a derecha).

También podemos componer adjunciones. Si (L, R, ¢) es una adjuncién de la categoria
€ a la categoria 2,y (L', R',¢') es una adjuncién de la categorfa & a la categorfa &,
entonces definimos su composicién como la adjuncién (L' o L, Ro R/, ¢’ o p) de € a 2.

Notemos que la composicién de adjunciones de Quillen es una adjuncién de Quillen.
Notemos ademds que si € y Z son categorias de modelos cerradas y (F,U, ¢) es una
adjuncién de Quillen de € a 2, entonces (U, F,p~!) es una adjuncién de Quillen de &°P
a 2°P. Notamos (F,U, p)°P = (U, F, ¢~ 1).

Proposiciéon 3.6.6. Sean € y Z categorias de modelos cerradas, sea A un objeto de 2 y
sea (F,U, ) una adjuncion de Quillen de € a 2. Entonces (F,U, ¢) induce una adjuncion
de Quillen (F',U’,¢") de VW€ 0 49.

Demostracion. Llamemos @ : FU = Idg y ¥ : Idy = UF' a los morfismos de adjuncion.
Comenzamos definiendo el funtor U’ :4 2 —U(A) 4. Lo definimos sobre los objetos
como U'(Y,w) = (U(Y),U(w)) y sobre las flechas como U'(3) = U(p).
Definamos ahora el funtor F' :U(4) ¢ =4 @ Sea (X, v) un objeto de V(A% . Conside-

ramos el pushout
FUA) 22~ 4
F(v) \L push linl

F(X) —> F}

ing
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Definimos F'(X,v) = (Fj,in;). Sia: (X,v) — (X’,v') es un morfismo de V(1% definimos
F'(a) =1da V F(o) : F§y — AV F(X'). Notar que F’'(a) es un morfismo de F'(X,v) a
F'(X' ') en 49.

Probaremos ahora que F’ es adjunto a izquierda de U’. Debemos hallar, para cada
(X,v) objeto de V(A% y para cada (Y, w) objeto de 42, una biyeccién natural

)\(X:U)(Y:w) : HomA.@(F/(Xa v), (Y,w)) — HOHIU(A)%”((Xv v), U,(Yv w))
Si o € Homa g (F'(X,v), (Y, w)), entonces aing : F(X) — Y. Definimos
)\(OJ) = QOXy(Ozing)
Notemos que
pxy(aing) ov = v*(pxy(aing)) = pay o (Fv)*(aing) = pay (ainaF(v)) =
= pay(ain1®4) = pay (wPa) =

=U(w®s) o Vya)y = U(w) oU(Pa) o V(g = U(w)

es decir, A(a) es un morfismo en 4 9.
Definimos ahora

p(X,v)(Y,w) : HOmU(A)%((X, ’U), U/(Y, w)) — HOIHA_@(F/(X, ’U), (Y, w))
por p(8) = w + ¢y (3). Notar que p estd bien definida pues

ey (BF () = (F(0)" (ex3)(B) = oayv* () = ¢ a1 (Bv) = oy (Uw) = @y o FU(w) =
=wody

Es facil ver que pA =1d y A\p =1d.
Veamos la naturalidad. Supongamos que tenemos ¢ : (Y,w) — (Y’,w’) morfismo en
49. Entonces

(U'5)*)\(X7U)(y7w)(oz) = (Ud)«pxy (aing) = pxy/di(aing) = pxy(daing) =

= AX,0)(v70) (00) = A ) (v ) 0x (@)
Por otra parte, sea ¢ : (X, v) — (X’,v") un morfismo de V(Y€ . Consideramos el diagrama
conmutativo de flechas sélidas

FUMA) s a
F(v)i push linl -
F(X) = FY

m .
2 . w

F(e) iIdAvF(s) '
F(X/) m42> FX’
Pei () >YY
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Como el diagrama total es pushout y la parte superior es pushout, entonces la parte inferior
también lo es. Se tiene

(F')* pr(xr oy vy (B) = (F'e)* (w + 9y (B)) = (w + pxiy (8)) 0 (Ida V F(g)) =
=w+ (pxn (B)F(€)) = w+ (F(e) oy (8)) =
=w+ (¢xye (8) = p(e*(8))

Asi hemos probado que (F’,U’, \) es una adjuncién de V(Ng a 42,

Ademas, como U es un funtor de Quillen a derecha, se tiene que preserva fibraciones
y fibraciones triviales. Por lo tanto U’ también preserva fibraciones y fibraciones triviales.
Luego, U’ es un funtor de Quillen a derecha y (F’,U’, \) es una adjuncién de Quillen. [

Observacion 3.6.7. En el lenguaje de esta seccion, el teorema 3.4.8 dice que si 4 y Z son
categorias de modelos y (F,U,¢) es una adjuncién de Quillen de € a 2, entonces LF
y RU son parte de una adjuncién de Quillen de Ho% a HoZ que llamamos adjuncién
derivada y que notaremos L(F,U, ).

Definicién 3.6.8. Sean ¢ y Z categorias de modelos cerradas y (F, U, ¢) una adjuncién
de Quillen de ¢ a 2. Llamaremos a (F,U, ) una equivalencia de Quillen si para todo
objeto cofibrante X de ¥ y para todo objeto fibrante Y de & se tiene que un morfismo
f: F(X) — Y es una equivalencia débil en Z si y sélo si ¢(f) : X — U(Y) es una
equivalencia débil en % .

El siguiente teorema generaliza la segunda parte de 3.4.8 para categorias de modelos
cerradas.

Teorema 3.6.9. Sean ¢ y Z categorias de modelos cerradas y (F,U, ¢) una adjuncion de
Quillen. Llamamos n:1dy = UF ye: FU = Idgy a los morfismos de adjuncion. Sea Q
un reemplazo cofibrante en € y sea R un reemplazo fibrante en 9 (cf. 3.1.31). Notamos
con px : Q(X) — X ala fibracion trivial y conix : X — RX a la cofibracion trivial. Son
equivalentes:

a) (F,U,p) es una equivalencia de Quillen.
b) La composicion

Ui
x " vrx LY RF(X)

es una equivalencia débil para todo objeto cofibrante X de € y la composicion

FQUY) ™. puy — - URF(Y)

es una equivalencia débil para todo objeto fibrante Y de 9.

¢) L(F,U,¢) es una equivalencia de categorias.
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Demostracion. (a) = (b) Si (F,U,¢) es una equivalencia de Quillen y X es cofibrante
entonces ipy : FFX — RFX es una equivalencia débil con RFX fibrante. Luego, por
hipétesis, p(irx) : X — URFX es una equivalencia débil. Pero sabemos que
o(irx) = Ul(irx) o nx. Similarmente, si Y es fibrante, ey o F(pyx) = ¢ '(pux) es
una equivalencia débil.

(b) = (a) Dada una equivalencia débil f : FX — Y donde X es cofibrante e Y es
fibrante, p(f) = Uf onx. Tenemos un diagrama conmutativo

U
x " uprx L ouy
Idxi U(iFX)i iU(iY)
XHURFXWURY

Como f es una equivalencia débil, Rf también lo es (ver demostracién de 3.1.32). Como
U preserva equivalencias débiles entre objetos fibrantes, URf es una equivalencia débil.
Entonces URf o U(ipx) on es una equivalencia débil. Y como

URfoUl(ipx)on=Uiy o (UF onx)

y Uiy es una equivalencia débil (pues U preserva equivalencias débiles entre objetos fi-
brantes) se tiene que UF o nx = ¢(f) es una equivalencia débil.
Similarmente, si p(f) : X — UY es una equivalencia débil, tenemos un diagrama

conmutativo

rox ¥ rory — oy

F(ix)l FIUYl lIdY

y como ey o F(p(f)) = f, con un razonamiento andlogo al anterior se tiene que f es una
equivalencia débil.

(b) < (c) De lo hecho en la demostracién de 3.4.8 y con las notaciones alli usadas, se
deduce que

(v(irgx))y(px) ™" : X - URFQ(X)

es el morfismo de adjunciéon de LF a LU. Por lo tanto serd un isomorfismo si y sélo si
(v(irgx))” = ¥((irgx)?) lo es. Pero por 3.5.5, esto ocurre si y sélo si (irgx)’ es una
equivalencia débil. Ahora bien,

(irgx)’ = ¢ “(irgx) = Ulirox) © nox

Por lo tanto tenemos que L(F,U,¢) es una equivalencia de categorias si y sélo si
U(irgx) © ngx es una equivalencia débil para todo objeto X. Veamos que esto ultimo
es equivalente a que U(ipx) o nx sea una equivalencia débil para todo objeto fibrante X.
Pero esto es claro, ya que la primera implicacién vale pues si X es cofibrante entonces
QX = X, mientras que la reciproca es trivial.

Anidlogamente, el morfismo de adjuncién de LU a LF es un isomorfismo si y sélo si
ey o F(pyy) es una equivalencia débil para todo objeto fibrante Y. O
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Corolario 3.6.10. Sean € y Z categorias de modelos cerradas y sean (F,U, @) y (F,U’,¢")
adjunciones de Quillen de € a 9. Entonces (F,U, ) es una equivalencia de Quillen si y
sélo si (F,U',¢") lo es.

Dualmente, si (F', U, ¢") es otra adjuncion de Quillen, entonces (F,U, ¢) es una equiv-
alencia de Quillen si y sélo si (F',U,¢") lo es

Demostracion. La adjuncién (F, U, ¢) es una equivalencia de Quillen si y sélo si la adjun-
cién derivada L(F,U, ) es una equivalencia de categorias. Pero esto ultimo vale si y sélo
si LF es una equivalencia de categorias, ya que, en este caso, su adjunto a derecha RU
también sera una equivalencia de categorias. O

Proposicién 3.6.11. Sean € y 2 categorias de modelos cerradas y sea (F,U,p) una
adjuncion de Quillen. Son equivalentes

a) (F,U,p) es una adjuncion de Quillen.

b) Para todo objeto fibrante Y el morfismo ey o F(pyy) : FQUY — Y es una equiva-
lencia débil y el funtor F tiene la siguiente propiedad. Si f : X — Y es un morfismo
de € entre objetos cofibrantes tal que F(f) es una equivalencia débil, entonces f
también lo es.

¢) Para todo objeto cofibrante X el morfismo Ulipx)onx : X — URFX es una
equivalencia débil y el funtor U tiene la siguiente propiedad. Si g : X — Y es
un morfismo de 9 entre objetos fibrantes tal que U(g) es una equivalencia débil,
entonces g también lo es.

Demostracion. Supongamos primero que (F, U, ¢) es una equivalencia de Quillen. Vimos
en 3.6.9 que U(ipx) o nx es una equivalencia débil para todo objeto cofibrante X y que
ey o F(pyy) es una equivalencia débil para todo objeto fibrante Y.

Supongamos que f : X — Y es un morfismo de % entre objetos cofibrantes tal que
F(f) es una equivalencia débil. Luego como FQ(f) = F(f) y el funtor LF : Ho¢ — HoZ
estd inducido por F'Q se tiene que LF(v(f)) es un isomorfismo en HoZ. Por lo tanto,
como LF es una equivalencia de categorias se tiene que y(f) es un isomorfismo en Ho%'.
Luego, f es una equivalencia débil.

Dualmente, U tiene la propiedad del item (c). Por lo tanto hemos probado que (a)
implica (b) y (c).

Veamos que (b) implica (a). Para ello probaremos que L(F,U, ¢) es una equivalencia
de categorias. Por hipdtesis y por lo visto en la demostracion de 3.6.9, tenemos que el
morfismo de adjuncién de RU a LF, ®x : (LF)(RU)X — X es un isomorfismo. Debemos
ver que el morfismo de adjuncién de LF a RU, ¥x : X — (RU)(LF)X es un isomorfismo.
Pero LF(¥x) es la inversa de ®px (ver 2.1.7) y luego es un isomorfismo.

Ahora bien, vimos que Ux = v((irgx)’)y(px)~!. Como LF(¥x) es un isomorfis-
mo, entonces LF(v((irgx)’)) es un isomorfismo. Luego, FQ((irgx)’) es una equivalencia
débil. Como F tiene la propiedad del item (b), se tiene que Q((irgx)’) es una eugivalencia
débil. Entonces (irg x)? es una equivalencia débil. Por lo tanto, ¥y es un isomorfismo.

Andlogamente se prueba que (c) implica (a). O
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Capitulo 4

Top como categoria de modelos
cerrada

En este capitulo probaremos que la categoria de espacios topoldgicos con

Fib = fibraciones de Serre
WE = equivalencias homotépicas débiles
Cof = funciones que tienen la LLP respecto de las funciones que son, a la vez,

fibraciones de Serre y equivalencias homotépicas débiles

es una categoria de modelos cerrada.

Una demostracion de este resultado se encuentra en [10]. En realidad, Quillen prueba
algo mas fuerte. El demuestra que 7op, con la estructura anterior, es una categoria de
modelos simplicial cerrada, para lo cual desarrolla el tema de categorias simpliciales y
categorias de modelos simpliciales.

Otra demostracién puede leerse en [5]. Hovey define categorias de modelos pidiendo que
admitan limites pequenos (en lugar de finitos), que sean cerradas y que las factorizaciones
del axioma M2 sean funtoriales. Para probar este resultado, Hovey desarrolla toda una
maquinaria extra que le sirve, ademas, para probar que las categorias de médulos sobre un
anillo de Frobenius, de complejos de cadena sobre un anillo y de complejos de cocadena
sobre un algebra de Hopf, son también categorias de modelos cerradas. En consecuencia, la
demostracién especifica para espacios topoldgicos queda un tanto desdibujada. Hacemos
notar que Hovey prueba el resultado probado por nosotros en 1.5.6 (cuya demostracién
Quillen omite), pero, a nuestro entender, la demostracién aqui expuesta es notablemente
mas sencilla que la hecha por Hovey.

Es por todo esto que hemos decidido hacer una demostracién alternativa de que Zop
es categoria de modelos, basandonos en las ideas de Quillen, pero adaptandolas al caso
de categorias de modelos cerradas, sin pasar por categorias simpliciales. Para nuestra
demostracién necesitamos algunos resultados de espacios topolégicos. Los resultados 1.5.4,
1.5.6 y las dos primeras proposiciones de la seccién siguiente constituyen la parte maés
importante de la demostracién.
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4.1. El argumento del objeto pequeno

Proposicion 4.1.1. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion continua.
Entonces f puede factorizarse como f = pi donde i € Cof yp € FibN WE.

Demostracion. Dada f: X — Y, construimos un diagrama

como sigue. Llamamos Z~! = X y p_; = f. Supongamos tenemos construido Z" 1, n € Ny
y consideremos el conjunto D,, de todos los diagramas conmutativos d de la forma

«
S(Id_l 4d> Zn—l

incdl ipn—l

D9 Y

d

con g4 > 0 para todo diagrama d € D,,. Notemos que efectivamente es un conjunto pues
qq € Np y las funciones entre dos espacios topoldgicos cualesquiera forman un conjunto.
Definimos Z" y j, : Z"~! — Z™ por el pushout

+ aq
H §9d—1 deDn
—_—

n—1
deDy, 4
H D44 n
deD,, ing

Definimos p, : Z™ — Y como el inico morfismo que cumple p,jn, = pn_1 y Prine = + 4
deDy,

Notemos que existe pues

+ o( V incy)= + incy) = + _1agq) =ph_10( + «
(deDnﬂd) (deDn ) deDn(ﬁd a) deDn(pn 10a) = Pn-1 (deDn 2

Tomamos Z el colimite del diagrama formado por los Z™, n > —1 y los j,, n € Np.
Llamamos in/, : Z"~! — Z a los morfismos dados por la existencia del colimite Z y
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tomamos ¢ = in’ ;.

Jo

Z

J

fary

N

Po/
< /

in],

ZTL
Y como ppjn = pn—1 Vn € Ny, existe p que hace que el diagrama anterior conmute. En

particular, tenemos que f = pi.
Ahora bien, por 1.5.6, . \é incg tiene la LLP respecto de las fibraciones triviales para
€

n

todo n € Ny, y como j, es la extension de base del morfismo anterior, por 1.4.18, se tiene
que j, también tiene la LLP respecto de las fibraciones triviales. Veamos que ¢ también
cumple esto. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

.5

X
zl p’
A

— B

donde p’ es una fibracién trivial. Probaremos por induccién en n que para todo n € Ny
existe ¢y, 1 Z" — E tal que ¢ojo = g, Gnjn = Pn—1 Yn € Ny po, = hin!, Vn € Ny.
Para el caso n = 0 consideramos el diagrama conmutativo de flechas sélidas

x—21-F

id’o//
p
A

0 — o B
hmO

Como jg tiene la LLP respecto de las fibraciones triviales y p’ es fibracién trivial, existe
¢o : Z° — E tal que ¢ojo = g y p'¢o = hinj. Supongamos ahora que tenemos construida
¢n—1- Consideramos el diagrama conmutativo de flechas sélidas

191
Z”’

Zn S
hin/,
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Como j,_1 tiene la LLP respecto de las fibraciones triviales, existe ¢, : Z" — FE tal que
Gnin-1= On—1y P'¢n = hin),. Asi queda probado el paso inductivo.

Ahora bien, como ¢pjn—1 = ¢dn_1 y Z era el colimite de los Z", existe ¢ : Z — F tal
que ¢i = gy ¢in), = ¢, Vn € Ny. Luego, se tiene que p/'¢in), = p'¢, = hinl, Vn € Ny
y p'¢i = p'g = hi, es decir, p'¢ y h sirven como flechas punteadas para que el siguiente
diagrama conmute

X /
X pg
Jo \
70 —ing— 7 - />Y
) PPo /
J1 in
e b1
Zl
inLL Pdn
Zn

y por lo tanto p'¢ = h y asi ¢ es el levantado buscado. Por lo tanto ¢ tiene la LLP respecto
de las fibraciones triviales, luego i € Cof.

Resta ver que p es una fibracién trivial. Para ello probaremos primero que si K es un
compacto de Z entonces existe m € N tal que K C Z™. Supongamos que no, entonces
para todo j € N existen m; € N con mjq >m; Vjy kj € (Z™ — Z™i~1)N K. Llamemos
T = {k;j/j € N}. Claramente T es un conjunto infinito. Sea 7" C T. Entonces 7" N Z" es
finito para todo n € N. Ahora bien, como los Z” fueron construidos a partir de los Z"»~!
‘pegando’ n — celdas y los puntos k; estan en los interiores de dichas celdas, entonces {k;}
es cerrado en Z" para todo j (y eventualmente podria ser vacio). Notar que lo importante
es que los puntos k; no estén en X pues no tenemos hipétesis sobre X (como por ejemplo
T, o Hausdorff). Luego, 7' N Z" es cerrado en Z" para todo n € N. Por ser Z el colimite
de los Z" tiene la topologia final respecto de las inclusiones Z™ < Z y luego T es cerrado
en Z. Como esto vale para cualquier 77 C T entonces T es discreto en Z. Ademds, T es
cerrado (en lo anterior tomar 77 =T) y T' C K. Luego T es compacto, pero T era discreto,
luego T es finito, contradiccién.

Veamos ahora que p es fibracién trivial. Por 1.5.6 basta ver que tiene la RLP respecto
de las inclusiones S™"~! < D". Consideremos un diagrama conmutativo

gn—1 N VA

= l”

n
DT>Y

Como S™~! es compacto, a(S™~!) también lo es, luego, por lo visto antes, existe m € N
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tal que a(S™~1) C Z™. Por lo tanto tenemos un diagrama conmutativo

gn—1 e Zm

| l”

Dt —Y

y entonces, por la construcciéon de Z™*!, « es alguno de los ag, d € Dy, 1, mas precisa-
mente si llamamos dp al diagrama anterior entonces oy, = o. Tomamos ¢ la ‘coordenada’
dp de iny (vista como ¢ : D™ — Z). Luego, mirando la coordenada dy en el pushout de la
definicién de Z™*! se obtiene que ginc = «. Por otra parte, tenfamos que

DPm41iny = + B4, luego mirando la coordenada correspondiente a dy queda
d€Dm+1

Pm+1% = Ba, = [, y entonces, como p,,+1 es la restriccién de p a Z™+1 se obtiene pp = .
Asi, ¢ es el levantado buscado y p es una fibracion trivial. O

Observacion importante 4.1.2. El argumento utilizado en la demostracién anterior se
conoce con el nombre de small object argument (argumento del objeto pequeno) y es muy
utilizado. Puede usarse para probar la factorizacién cuando las fibraciones (o fibraciones
triviales) estdn caracterizadas por tener la RLP respecto de cierta clase de morfismos
{A; — B;} donde los A; son cumplen que Hom(A4;,_) conmuta con colimites de la forma
de los del resultado anterior.

Para probar las factorizaciones de M2 necesitamos el siguiente lema que es el dual de
la factorizacién via el cilindro de f (ver [7], pag 42,43)

Lema 4.1.3. Sean A y B espacios topoldgicos y f : A — B una funcion continua.
Entonces f se factoriza como f = pj con p fibracion y j retracto por deformacion fuerte.

Demostracion. Consideramos el diagrama conmutativo

A Ax BIPL A
f l
przi pull f

BI

do

donde dy(a) = «(0), f]‘"(a)(t) = f(a) y j queda definida por j(a) = (a, cf(,)), donde cy(q) es
el camino constante f(a). Recordar que, por construccién de los pullbacks en 7op tenemos
que

A x B! = {(a,a) tales que a € Ay o es un camino en B con a(0) = f(a)}
B
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Si (a,a) € A x B! entonces jpry(a,a) = j(a) = (a;¢f(q)) y como pryj = Ida es facil ver
B

que j es un retracto por deformacién fuerte. En efecto, tenemos

H:(AxBhYxI— Ax B!
B B

definida por H((a,a),t) = (a, ;) donde oy es el camino en B definido por ay(s) = a(ts).
H es una homotopia entre jpr; y Id 4, pr relativa a j(A).
B

Llamamos p = dipry. Se tiene que pj(a) = dipra(a,cpqy) = f(a). Asi, f = pj.
Veamos que p es una fibracién. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

(91,92) Ax B!
X B

X x1I B

Buscamos un levantado k : X x I — A x BT tal que pk = h y kip = (g1, g2). Hallemos
B

primero H' : X x I — B! que haga conmutativo el siguiente diagrama

X B!
L7
XxI——2B
Basta definir .
x, 5 si0<s<1-—¢%
IERTORE R o t<.<n
h(z,t —(2—-2s5)) sil—5<s5<1

Ahora bien, doH'(x,t) = H'(x,t)(0) = g2(x,0) = fgi(x). Si definimos G : X x [ — A
por Gi(z,t) = g1(x), se tiene dgH' = fG1. Por lo tanto, existe k que hace conmutativo el
siguiente diagrama

X x1TI

A l)é BI pry A
\L pull J]
B! B

pk(z,t) = diprok(z,t) = diH'(x,t) = H'(z,t)(1) = h(z,t)

Se tiene

y, ademds, prikiop = G1ig = ¢1 y prokio = H'ip = g2. Luego kip = (g1,92)- Asi, k es el
levantado buscado y p es fibracién. O
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Lema 4.1.4. Sean X eY espacios topoldgicos, p: X — Y una fibracion de Serre y X x Y1
Y

el pullback
X xylPn
v X

pro i pull ‘/P

y! Y

dg
entonces (dé(,pl) : X — X x YT es una fibracién de Serre.
Y

Demostracion. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

D" xI

iol i(do P )

X x Y!
D" x I?’hz X

Entonces se tiene que dé(f = hiig, p'f = hoig y ph1 = da/hg (esto tltimo vale porque
phy = ppry (h1, ha) = d} pro(hi, ha) = di ha). Por lo tanto, llamando kY : D" x [ x I —Y
y f/: D" x I — X a las funciones que se obtienen respectivamente de ho y fo aplicando
la ley exponencial, tenemos un diagrama conmutativo

(D" x T x {0}) U (D" x {0} x 1) M

incl

D xIxI

X
ip
Y

Y como p es fibracién de Serre y hay homeomorfismo de pares topoldgicos

hy

(D" xIxI,(D"xIx{0})U(D"x{0}x1I))~(D"xIxI,D"xIx{0})~
~ (D" x I, D" x {0})

existe un levantado k' : D™ x I x I — X tal que pk’ = h}, y k'inc = hq U f’. Luego, por la
ley exponencial obtenemos k : D" x I — X! y se tiene

kio(z)(s) = k(z,0)(s) = K'(2,0,s) = f(z,s)
dy k(z,t) = k(z,1)(0) = K (2,£,0) = I

(p"k)(x,t)(s) = p(k(z,t)(s)) = p'(z,t,5) = hy(x,t,5) = ha(z,t)(s)

Por lo tanto, (df,p’) es una fibracién de Serre. O

Proposiciéon 4.1.5. Sean A y B espacios topoldgicos e i : A — B una funcion continua.
Son equivalentes:

i) 1 es una cofibracidn trivial.
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it) i tiene la LLP respecto de la fibraciones.
i11) i es una cofibracion y un retracto por deformacion fuerte.

Demostracion. (i)=-(iii) Consideremos la siguiente factorizacién de i
j I
47 A x B'_?_ p

dada por 4.1.3 Como j es un retracto por deformacion fuerte, entonces es una equivalencia
(homotédpica) débil, y como i también lo es y pj = i resulta que p es una fibracién trivial.
Como ¢ € Cof, por definicién, existe un levantado u que hace conmutativo el diagrama

A4J>A§BI
zl/ P
B

Idp B

Luego 7 es un retracto de j y asi ¢ es un retracto por deformacién fuerte. En efecto, si
r' A X Bl — Avestal que v’j =1Idy y W' : jr' ~ Id,, gr, entonces tomamos r = r'u y
B

h = p'h/u y se obtiene ri =Idy y h: jr ~Idp.

(iii)=-(i) Trivial.

(ii)=-(iii) Toda fibracién trivial es una fibracién, entonces i € Cof, por definicién. Por
otra parte, vimos en 3.1.8 que en 7op todo objeto es fibrante, entonces, por hipdtesis,
existe r que hace conmutativo el siguiente diagrama

Id
4A>A

A
1

—> %

A

Veamos que si dg,d; : B! — B estén definidas por do(a) = a(0) y di(a) = a(1) entonces
(do,dy) : Bl — B x B es una fibracién de Serre. Supongamos que tenemos un diagrama
conmutativo

D" Bl

iol \L(do,dl)

D"x ] —BxDB

(ho,h1)
Definimos H : D™ x I — B' por
ho(x,t — 4s) sis<%
_t
H(z,t)(s) = § f(&)(3=F) sig<s<l—g
2
hi(z,t—(4—4s)) sis>1-1
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Resulta que H estd bien definida, es continua y es el levantado buscado. Asi (dp,d;) es
fibracién de Serre. Por lo tanto, por hipdtesis, existe k& que hace conmutativo el siguiente

diagrama
s%

A A

L 7
zi l(do,dl)
B (ir,Jdp x B

(donde s : B — BT est4 definida por s(b)(t) = b). Luego, 7i = Ida y k : ir ~ Idp rel(i(A))
(k es una homotopia a derecha, pero usando ley exponencial obtengo una homotopia
usual). Por lo tanto i es un retracto por deformacién fuerte.
(iii)=(ii) Sea p : X — Y una fibracién y supongamos tenemos un diagrama conmuta-
tivo
A—>X
)
B——=Y

B

Como i es un retracto por deformacién fuerte, existen 7 : B — Ay h : B — B! a tales
que 7i = Ida y h : ir ~ Idp rel(i(A)). Por el lema anterior, (dg,p’) : X! — X x Y es una
Y

fibracion de Serre, luego, como ¢ € Cof y

(do,p")s™ a = (dos™ v, p's™ @) = (5" pa) = (a, 5" fi) = (a, f's"1) = (ari, f'hi) =

= (ar, B'h)i

existe H que hace que el siguiente diagrama conmute

S

(67 XI

A

= 7
ll i(do,pl)
L

X xY!
(ar,8Th) Y

Sea u = di* H. Se tiene

pu=pdiH =d p'H =d¥ 8'h = Bdh =

wi=dy{Hi=dfsa = a

Por lo tanto u es el levantado buscado y asi ¢ tiene la LLP respecto de las fibraciones. [
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4.2. Los espacios topolégicos como categoria de modelos
cerrada

Teorema 4.2.1. La categoria de espacios topologicos con

Fib = fibraciones de Serre
WE = equivalencias homotdpicas débiles
Cof = funciones que tienen la LLP respecto de las funciones que son, a la vez,

fibraciones de Serre y equivalencias homotdpicas débiles,
es una categoria de modelos cerrada.

Demostracion. Por la observacion 3.5.3, sabemos que basta probar M0, M2, M5 y M6.
MO es un resultado conocido.
M5 es trivial.
Veamos M2. Por 4.1.1 tenemos una de las factorizaciones. Para ver la otra, dada
f:X —Y, la factorizamos como

I Xxyl_ P _
X x B

donde p es una fibraciéon y j es una equivalencia débil. Ahora, por 4.1.1, factorizamos
j = qi con i cofibracion y ¢ fibracion trivial. Por M5, ¢ es una equivalencia débil, y luego
f = (pq)i es la factorizacién buscada.

Veamos M6. La primera parte del item (a) se deduce de 4.1.5 pues las cofibraciones
triviales tienen LLP respecto de las fibraciones. Para ver la reciproca, supongamos que p
tiene la RLP respecto de las cofibraciones triviales. Como ig : D" — D™ x I tiene la LLP
respecto de las fibraciones de Serre, por 4.1.5 es una cofibracién trivial. Por lo tanto p
tiene la RLP respecto de ig : D™ — D™ x I y entonces es una fibracién de Serre.

El item (b) es trivial por definicién de Cof.

Para ver la primera implicacién del item (c), supongamos que tenemos f equivalencia
(homotépica) débil. Por M2, factorizamos f = pi con i cofibracién y p fibracién trivial. Por
M5, i es una equivalencia débil. Luego por 4.1.5, ¢ tiene la LLP respecto de las fibraciones
y como p es fibracién trivial, p tiene la RLP respecto de las cofibraciones (por definicién
de Cof). Reciprocamente, supongamos f = wuwv, con v que tiene la LLP respecto de las
fibraciones y uw que tiene la RLP respecto de las cofibraciones. Por 4.1.5, v es cofibracién
trivial. Por otra parte, por 1.5.6 las inclusiones S” ! < D™ tienen la LLP respecto de
las fibraciones triviales, y luego son cofibraciones (por definicién de Cof). Por lo tanto, u
tiene la RLP respecto de S~ ! < D™y entonces, nuevamente por 1.5.6, se tiene que es
fibracién trivial. Asi, f es equivalencia (homotépica) débil. O
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