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Introducción

La teoría de revestimientos es uno de los pilares de la topología. Más aún, las ideas
subyacentes a esta teoría fueron fundamentales para el desarollo posterior de gran parte
de la matemática. Junto con la teoría de cuerpos de Galois, ésta representa un ideal de
re�namiento, elegancia y resolución que sirve de modelo para desarrollos más modernos.
En los años '60, J. Milnor [Mil65] introdujo la noción de espacio clasi�cante BG de

un grupo topológico G. Este es un espacio topológico que �clasi�ca� �brados con grupo
de estructura G. Esta construcción no sólo permite estudiar la topología de los espacios
�brados, sino que también otorga un modelo topológico del grupo G y, de esta manera,
abre las puertas a la aplicación de técnicas topológicas al estudio de fenómenos algebraicos
de la teoría de grupos.
Posteriormente, G. Segal [Se68] contribuyó a que estas ideas se extendieran tremenda-

mente a otras áreas de la matemática observando que la construcción de Milnor podía
llevarse a cabo para cualquier categoría. De esta manera, dada una categoría C, se obtiene
un espacio topológico BC (su �espacio clasi�cante�). Cuando el espacio BC es un espacio
topológico conocido, puede considerarse que la categoría C es un modelo �discreto,� más
manejable algebraicamente que el espacio original. Esta forma de pensar también sirve
en el sentido opuesto. El espacio BC permite estudiar la categoría C utilizando métodos
topológicos. Siguiendo con esta �losofía, se obtiene un lenguaje, herramientas y muchos
resultados interesantes en teoría de categorías a partir de los análogos topológicos. Un
ejemplo espectacular de esta manera de pensasr es la de�nición de Quillen [Qu73] de los
grupos superiores de K-teoría algebraica.
Con el objetivo de comprender a fondo estas construcciones es natural querer demostrar

y expresar estos resultados algebraicos utilizando métodos y estructuras algebraicas, sin
tener que pasar por la topología. Esta tesis se orienta en este sentido en lo relativo a la
teoría de revestimientos.
La teoría de revestimientos se presta bien a la generalización categórica ya que su esen-

cia es la propiedad universal de levantamiento de caminos. Tomando esta propiedad como
punto de partida, se hace necesario precisar la noción de �camino� en una categoría. Esta
necesidad lleva inmediatamente a considerar la generalización de uno de los invariantes
topológicos más importantes al contexto categórico: el grupoide fundamental. Este inva-
riante será clave, igual que en el caso topológico, para clasi�car los revestimientos de una
categoría.
Es natural querer comparar las construcciones y resultados obtenidos con los corres-

pondientes en el caso topológico clásico. El puente que permite pasar de las categorías
a los espacios topológicos es la noción de conjunto simplicial y los funtores de �cate-
gorización� y �realización geométrica.� Utilizando éstos y algunos resultados de [GZ67],
se obtienen relaciones precisas entre las nociones de revestimiento en tres contextos: el
categórico, el simplicial y el topológico.
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Introducción

Todo el desarollo anterior se hace partiendo de la caracterización universal o global
de revestimiento en un espacio topológico. Pero la caracterización usual de revestimien-
to topológico no es global, sino local: un revestimiento es una función continua que es
localmente una proyección con �bra discreta. La noción de �entorno� (esencial para formu-
lar construcciones �locales�) fue generalizada de muchas maneras al contexto categórico.
Tal vez la generalización que encontró más aplicaciones fue la de�nición de Grothen-
dieck [SGA4], que introdujo sus topologías con el objetivo de formular la de�nición de
haz de la geometría algebraica en cualquier categoría. Proponemos aquí una de�nición
de revestimiento entre categorías munidas de topologías de Grothendieck que busca ge-
neralizar la de�nición local de revestimiento topológico y que abarca también la noción
universal de revestimiento categórico.

Organización La tesis está organizada de la siguiente manera. En el primer capítulo se
recuerdan algunas nociones básicas de la teoría de categorías que se utilizarán a lo largo
de toda la tesis.
En el segundo capítulo, se expone una teoría de revestimientos para categorías. En

este contexto, los espacios topológicos son reemplazados por categorías y las funciones
continuas por funtores. Entre otras cosas, se lleva a cabo en el contexto categórico una
secuencia análoga a la que puede encontrarse en los libros de topología algebraica: se
de�ne el grupoide fundamental de una categoría, se estudia el levantamiento de caminos
y se clasi�can los revestimientos en términos del grupoide fundamental de las categorías
involucradas. Este desarollo, en el caso particular de un grupoide, puede encontrarse
en [May99, Br88].
En el tercer capítulo, se exponen las de�niciones y resultados básicos de la teoría de

conjuntos y revestimientos simpliciales y se utilizan para relacionar el desarollo categórico
anterior con la teoría topológica clásica.
Finalmente, en el último capítulo, se recuerda la noción de topología de Grothendieck

y se propone una de�nición de revestimiento entre categorías munidas de una topología
más cercana a la de�nición topológica. Además, se muestra que esta de�nición generaliza
las anteriores.

Agradecimientos Mi comprensión de muchos temas, directa o indirectamente relacio-
nados con los anteriores, se debe en gran parte a conversaciones con varias personas
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mucho de lo que aprendí y por mostrarme la diferencia entre �lo particular y lo general.�
Finalmente, quería agradecer a mi mamá, Nora Bär, y a mi papá, Eduardo Ojeda

Ortiz, por haberme dado los medios y la libertad para estudiar matemática.

Nicolás Ojeda Bär
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1 Preliminares categóricos

En este capítulo se recuerdan nociones básicas de la teoría de categorías que se utili-
zarán a lo largo de toda la tesis, con el objetivo adicional de �jar la notación utilizada.
Remarcamos especialmente los últimos resultados de la sección de funtores adjuntos y
de la sección sobre el lema de Yoneda que no se encuentran habitualmente en los libros
básicos de categorías y que tendrán consecuencias importantes en nuestro estudio de
revestimientos.

1.1. De�niciones y ejemplos básicos
Una categoría C consiste en una colección C0 de objetos y para cada par de objetos

a, b ∈ C0, un conjunto de mor�smos C[a, b] junto con una operación de composición
◦ : C[a, b]× C[b, c] −→ C[a, c], (f, g) 7→ g ◦ f

tal que (f ◦g)◦h = f ◦(g◦h) (cuando esta composición esté de�nida) y tal que para todo
objeto a ∈ C0, existe 1a ∈ C[a, a] tal que f ◦ 1a = 1a ◦ f = f (cuando esta composición
esté de�nida).
Muchas veces vamos a escribir f : a −→ b para indicar que f ∈ C[a, b] y vamos a decir

que a = dom(f) es el dominio de f y que b = cod(f) es el codominio de f . Escribiremos
indistintamente fg y f ◦ g para indicar la composición de f con g. Además, escribiremos
a ∈ C para indicar que a es un objeto de la categoría C.
En general, no vamos a prestarle mucha atención a los fundamentos conjuntistas de

la noción de categoría. Simplemente vamos a decir que una categoría C es pequeña si su
colección de objetos C0 forma un conjunto.
Si C es una categoría, un mor�smo f : a −→ b en C se llama un isomor�smo si existe un

mor�smo g : b −→ a tal que f ◦ g = 1b y g ◦ f = 1a. (Esto de�ne a g de forma única y se
llama la inversa de f .) En este caso decimos que a y b son isomorfos y escribimos a ' b.
Decimos que una categoría G es un grupoide si todos sus mor�smos son isomor�smos.
Las categorías se relacionan utilizando funtores. Un funtor F : C −→ D entre dos

categorías C y D es una asignación de un objeto de F (c) ∈ D a cada objeto c ∈ C y de un
mor�smo F (f) : F (a) −→ F (b) en D a cada mor�smo f : a −→ b en C tal que F (1a) = 1F (a)

y F (f ◦ g) = F (f) ◦F (g) (cada vez que esto tenga sentido). Dada cualquier categoría C,
se tiene el funtor identidad 1C : C −→ C y dados funtores F : C −→ D, G : D −→ E puede
considerarse el funtor G ◦ F : C −→ E de�nido de la forma obvia.
Si C es una categoría arbitraria, podemos considerar la categoría dual Cop que tiene

los mismos objetos que C pero donde se invierte la dirección de todos los mor�smos y del
orden de composición. Es decir, un mor�smo a −→ b en Cop es lo mismo que un mor�smo
b −→ a en C. Abajo se dan algunos de los ejemplos más usuales de categorías.
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1 Preliminares categóricos

Ejemplos Objetos Mor�smos
Set conjuntos funciones de conjuntos
Ord posetsa funciones no decrecientes
Top espacios topológicos funciones continuas
[Top] espacios topológicos funciones continuas módulo homotopía
Grp grupos mor�smos de grupos
Ab grupos abelianos mor�smos de grupos
Cat categorías pequeñas funtores

Grpoid grupoides funtores
SetG G-conjuntos a izquierda G-mor�smos

aUn poset es un conjunto munido de un orden parcial. Un orden parcial es una relación re�exiva ytransitiva.

Ejemplo. Sea F : C −→ C′ un funtor y sea Y ∈ C′ un objeto de C′. De�nimos la categoría
Y/F de la siguiente manera. Los objetos son pares (X, v) donde v : Y −→ F (X) es un
mor�smo de C′. Un mor�smo (X, v) −→ (X ′, v′) en Y/F es un mor�smo w : X −→ X ′ en
C tal que F (w)v = v′.

Y
v // F (X)

F (w)
��

X

w

��
Y

v′ // F (X ′) X ′

Cuando F = 1C′ , denotaremos esta categoría por Y/C′ (la categoría de objetos debajo
de Y ). Análogamente puede de�nirse F/X con objetos (X,u) donde u : F (X) −→ Y
es un mor�smo en C′ y también la categoría C′/X de objetos sobre X. Normalmente
denotaremos un objeto X ′ −→ X de C′/X simplemente por X ′.
Los funtores se relacionan utilizando transformaciones naturales. Dados dos funtores

F,G : C −→ D, una transformación natural η : F −→ G es una colección ηc : F (c) −→ G(c)
de mor�smos en D indexados por los objetos de C tal que

c

u

��

F (c)
ηc //

F (u)
��

G(c)

G(u)
��

c′ F (c′)
ηc′ // G(c′)

conmuta para cualquier mor�smo u : c −→ c′ en C. La transformación natural η se dice
un isomor�smo natural si cada ηc es un isomor�smo (en este caso notamos F ' G).
Para cada funtor F : C −→ D se tiene la transformación natural 1F : F −→ F dada por
(1F )c = 1F (c) : F (c) −→ F (c) para todo c ∈ C y si F,G,H : C −→ D son funtores y
η : F −→ G y ν : G −→ H son transformaciones naturales, se puede de�nir ν ◦ η : F −→ H
una transformación natural por (ν ◦ η)c = νc ◦ ηc. Esto de�ne la categoría DC cuyos
objetos son funtores C −→ D y donde los mor�smos F −→ G son las transformaciones
naturales.
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1 Preliminares categóricos

Dado un funtor F : C −→ D tenemos para cada par de objetos a, b ∈ C una función
C[a, b] −→ D[F (a), F (b)], f 7→ F (f).

Decimos que F es �el si estas aplicaciones son inyectivas para todo a, b ∈ C, que es pleno
si son sobreyectivas y que es plenamente �el si son biyectivas. Los funtores plenamente
�eles cumplen la función de �subobjeto� en el contexto categórico.
Ejemplo. Sea P ∈ Ord un conjunto parcialmente ordenado. De�nimos una categoría
pequeña iP de la siguiente manera. Los objetos de iP son los elementos de P y existe
un mor�smo p −→ p′ exactamente cuando p ≤ p′ en P . Esto determina de forma única la
composición. La asignación P 7→ iP se extiende de manera obvia a un funtor i : Ord −→
Cat que resulta plenamente �el. Luego, no hay peligro en abusar del lenguaje y pensar que
Ord es una subcategoría de Cat (un conjunto parcialmente ordenado �es� una categoría).
Recíprocamente, dada una categoría pequeña C, de�nimos el conjunto ordenado UC

como el conjunto de objetos C0 de C con el siguiente orden: a ≤ b en UC si y sólo
si C[a, b] 6= ∅. Se veri�ca inmediatamente que esta es una buena de�nición y que la
asignación C 7→ UC se extiende para de�nir el funtor �olvido� U : Cat −→ Ord.
Volviendo a la situación general, decimos que un funtor F es una equivalencia si es

plenamente �el y todo objeto de D es isomorfo a un objeto de la forma F (c) con c ∈ C. Por
ejemplo, si existe G : D −→ C tal que FG ' 1D y GF ' 1C, entonces F es una equivalencia
y decimos que G es una inversa homotópica o cuasi-inversa de F . Recíprocamente,
si F es una equivalencia entonces es fácil ver que F admite una inversa homotópica.
Intuitivamente, dos categorías son equivalentes si comparten todas sus características
salvo el �tamaño.�
Ejemplo. Sea J ∈ Set un conjunto. Consideramos la categoría Set/J de�nida arriba. Un
objeto de esta categoría es una función h : X −→ J y un mor�smo f : h −→ h′ en esta
categoría es un cuadrado conmutativo de la forma

X
f //

h
��

X ′

h′

��
J J

Cada objeto h : X −→ J determina la familia H de sus �bras, H = {h−1(j) ⊂ X | j ∈ J },
y cada mor�smo f : h −→ h′ determina una familia de funciones fj : h−1(j) −→ h′−1(j)
(j ∈ J). Si pensamos en J como una categoría cuyo conjunto de objetos es J y cuyos
únicos mor�smos son las identidades, entonces una familia H de conjuntos indexada por
J es un funtor J −→ Set y una familia de funciones fj (j ∈ J) es una transformación
natural F : H −→ H ′. Es decir, se tiene un funtor

L : Set/J −→ SetJ , h 7→ {h−1(j) }j∈J .

Recíprocamente, cada funtor H : J −→ Set determina un conjunto h : X −→ J sobre J ,
con X =

∐
H(j) y h la función que vale j en H(j). Esta construcción de�ne un funtor

M : SetJ −→ Set/J que resulta una equivalencia (no un isomor�smo) inversa de L.

3



1 Preliminares categóricos

Grafos
Un grafo dirigido G consiste en un conjunto O de objetos (vértices) y un conjunto A

de �echas (aristas) y un par de funciones s, t : A −→ O. Un mor�smo D : G −→ G′ de
grafos dirigidos es un par de funciones DO : O −→ O′ y DA : A −→ A′ tales que

DO ◦ s = s ◦DA y DO ◦ t = t ◦DA.

Esto de�ne, con la composición e identidades evidentes, la categoría Grph de grafos di-
rigidos. Como éste será el único tipo de grafos con los que trabajaremos, escribiremos
simplemente �grafo� para denotar un objeto de esta categoría.
Dado un grafo G de�nido por s, t : A −→ O, puede �generarse� una categoría PaG, la

categoría de caminos de G. De�nimos el conjunto de objetos de PaG como el conjunto
de objetos de G. Un mor�smo de PaG es una tira �nita (un �camino�)

a0
f1−→ a2

f2−→ a3 −→ · · ·
fn−→ an

compuesta de n+1 objetos a0, . . . , an deG conectados por n �echas deG tales que s(fi) =
ai y t(fi) = ai+1. Consideraremos cada una de estas tiras como un mor�smo 〈f1, . . . , fn〉 :
a0 −→ an en PaG y de�nimos la composición por yuxtaposición, identi�cando el extremo
común. Claramente esta composición es asociativa y las tiras (a0) de largo n = 0 son sus
identidades. Toda tira de largo n > 0 es composición de tiras de largo 1:

〈f1, . . . , fn〉 = 〈fn〉 ◦ · · · ◦ 〈f1〉.

Esta construcción se extiende a un funtor Pa : Grph −→ Cat de forma obvia.
Recíprocamente, dada una categoría pequeña C podemos olvidarnos que sabemos com-

poner y distinguir a las identidades de C y obtener un grafo UC, el grafo subyacente a C.
De esta manera se de�ne el funtor �olvido� U : Cat −→ Grph.

1.2. Funtores adjuntos
La noción de adjunción es una forma débil de la noción de equivalencia de catego-

rías. Los funtores adjuntos abundan en prácticamente cualquier rama de la matemática.
La formulación de esta noción puede considerarse un logro importante de la teoría de
categorías.
Consideramos dos categorías A y X y dos funtores entre ellas en direcciones opuestas:

F : X −→ A, G : A −→ X.

Decimos que G es adjunto a derecha de F (o que F es adjunto a izquierda de G) y
notamos F a G si se tiene una biyección natural entre mor�smos

x
f−→ G(a)

F (x) h−→ a

4



1 Preliminares categóricos

Es decir, si cada mor�smo f determina un mor�smo h de forma única y viceversa. Esta
biyección tiene que ser natural en el siguiente sentido: dados mor�smos α : a −→ a′ en A
y ξ : x′ −→ x en X y �echas que se corresponden entonces las composiciones también se
corresponden:

x′
ξ−→ x

f−→ G(a) Gα−−→ G(a′)

F (x′)
Fξ−−→ F (x) h−→ a

α−→ a′

Si escribimos esta correspondencia biyectiva como
θ : X[x,G(a)] '−→ A[F (x), a],

entonces la condición de naturalidad se expresa con la ecuación
θ(G(α) ◦ f ◦ ξ) = α ◦ θ(f) ◦ F (ξ).

Intuitivamente puede ser útil pensar los adjuntos a izquierda como funtores de �comple-
tación� y los adjuntos a derecha como funtores �olvido.�
Dada θ como arriba y un objeto x ∈ X, si ponemos a = F (x) obtenemos un mor�smo

η = ηx : x −→ GF (x)

tal que θ(ηx) = 1F (x). Este mor�smo se llama la unidad de la adjunción (evaluada en
x). Si tomamos ξ = 1x, a = F (x), f = η y α = h, y a = a′, se obtiene, por naturalidad,
que la composición inferior, h : F (x) −→ a, se corresponde con la composición superior,
x

η−→ GF (x) Gh−−→ G(a). Es decir, η determina la adjunción ya que h se corresponde con
G(h) ◦ ηx por la biyección de la adjunción. Esto quiere decir que cada f determina de
forma única una h que hace que el siguiente triángulo conmute:

x
η //

f ""D
DD

DD
DD

DD
GF (x)

Gh
���
�
�

F (x)

h

���
�
�

G(a) a

Esto se expresa diciendo que η = ηx es universal entre las �echas de x a un objeto de la
forma G(a). Esto implica que si G está dado, el objeto F (x) es único salvo isomor�smo.
En otras palabras, dado un funtor G, su adjunto a izquierda F (si existe) es único salvo
isomor�smo natural. Además, si están dados G y una �echa universal de cada objeto x
a algún objeto de la forma G(a), entonces el adjunto a izquierda existe. La condición de
naturalidad implica que los mor�smos ηx : x −→ GF (x), cuando varía x, constituyen una
transformación natural 1X −→ GF . En efecto,

θ(ηx ◦ ξ) = θ(GF (ξ) ◦ ηx′).

Dual a la unidad de la adjunción, tenemos la counidad. En la biyección que de�ne la
adjunción, tomamos x = G(a) y f = 1G(a). La correspondiente h se escribe εa : FG(a) −→

5



1 Preliminares categóricos

a. Esto de�ne una transformación natural FG −→ 1A. Su propiedad universal es que, para
cada h : F (x) −→ a, existe una única f que hace que el siguiente triángulo conmute:

a

f
���
�
� F (x)

""D
DD

DD
DD

DD

Ff
���
�
�

G(a) FG(a) ε
// a

En otras palabras, ε es universal entre las �echas desde un objeto a la imagen de F a a.
Análogamente al caso de la de la unidad, esta propiedad implica que, dado F , el adjunto
a derecha G es único salvo isomor�smo natural. A continuación se dan algunos ejemplos
de funtores adjuntos.
Ejemplo. Sea k un cuerpo y sea Vectk la categoría de k-espacios vectoriales. El dual
V 7→ V ∗ de�ne un funtor D : Vectopk −→ Vectk. De�nimos una función φ,

φ = φV,W : Vectk[V,W ∗] −→ Vectk[W,V ∗]

de la siguiente manera. Si h : V −→ W ∗ es un k-mor�smo, (φh)(w)(v) = (hv)(w). Como
φV,WφW,V es la identidad, φ es una biyección (claramente natural). Por lo tanto, se tiene
una adjunción Dop a D, donde Dop : Vectk −→ Vectopk es dual a D. Si V ∈ Vectk, la
unidad ηV : V −→ DDopV de esta adjunción es la aplicación canónica al doble dual.
Cuando V es de dimensión �nita, D y Dop son equivalencias de categorías. Sin embargo,
en general, sólo forman un par adjunto.
Ejemplo. El funtor Pa : Grph −→ Cat que le asigna a cada grafo su categoría de caminos
es adjunto a izquierda del funtor olvido U : Cat −→ Grph que le asigna a cada categoría
su grafo subyacente.
Ejemplo. Recordamos la de�nición del funtor olvido U : Cat −→ Ord. Si C ∈ Cat, UC
consistía del conjunto C0 de objetos de C con el orden a ≤ b si y sólo si C[a, b] 6= ∅. La
inclusión i : Ord −→ Cat es adjunta a izquierda de este funtor.
Ejemplo. Sea U : Top −→ Set el funtor olvido. Dado un conjunto S ∈ Set, podemos
considerar dos topologías canónicas en él. La primera es la topología discreta (el conjunto
de abiertos es P(S)) y la segunda, la indiscreta (el conjunto de abiertos es { ∅, S }). La
primera construcción de�ne un adjunto a izquierda de U y la segunda, un adjunto a
derecha de U .
Ejemplo (Ley exponencial). Sea C una categoría con productos y sea X ∈ C. Cuando el
funtor Y 7→ Y × X tiene adjunto a derecha decimos que en la categoría C vale la ley
exponencial. Si ZX denota el valor del funtor adjunto en el objeto Z, la adjunción está
de�nida por una biyección natural

C[Y ×X,Z] ' C
[
Y, ZX

]
.

La counidad de esta adjunción, evaluada en Z, es un mor�smo eZ : ZX × X −→ Z,
llamado evaluación. Algunos ejemplos particulares en los que vale la ley exponencial son
los siguientes.

6
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• C = Set con ZX = Set[X,Z]. En este caso la evaluación es la función
ZX ×X −→ Z, (f, x) 7→ f(x).

• C = Cat (donde el producto de dos categorías se construye de la manera obvia), to-
mando ZX = Cat[X,Z] la categoría cuyos mor�smos son las transformaciones naturales.
• C = Top. En este caso, el funtor − × X no siempre tiene adjunto a derecha, pero

sí lo tiene si X es localmente compacto y Hausdor� (por ejemplo, si X = [0, 1]). En
este caso, ZX = Top[X,Z] con la topología compacto-abierta. Si se quiere que valga
la ley exponencial sin restricciones y no se quiere restringir la clase de espacios X, hay
que modi�car las topologías involucradas. Esto lleva de manera natural a considerar los
espacios compactamente generados [ML67, pp. 181�184].
Ejemplo. Sea R un anillo. Denotamos por RMod la categoría de R-módulos a izquierda.
Entonces el funtor �libre� Set −→ RMod que le asigna a cada conjunto S el R-módulo
libre R(S) con base S (con la de�nición obvia en los mor�smos) es adjunto a izquierda
del funtor olvido RMod −→ Set.
Ejemplo. Sea k un anillo con unidad. Consideramos la categoría Algk de k-álgebras con
unidad. Si G ∈ Grp es un grupo, podemos construir k[G] ∈ Algk la k-álgebra de grupo.
Esta construcción se extiende de manera obvia a un funtor Grp −→ Algk que es adjunto
a izquierda del funtor U : Algk −→ Grp de�nido en los objetos por A 7→ A× (el grupo de
unidades).
Ejemplo. Este ejemplo es fundamental para la topología. Consideramos la categoría Top∗cuyos objetos (X,x) son espacios topológicos X con un punto base x ∈ X y cuyos
mor�smos son funciones continuas que respetan los puntos base. Si I = [0, 1], de�nimos
S1 = I/{0, 1} ∈ Top∗ tomando como punto base la clase [0] = [1] ∈ S1. Para cada
(X, ∗) ∈ Top∗, de�nimos la suspensión (reducida) de X como

ΣX = X × S1/ ∗ ×S1 ∪X × 1,

y denotamos la clase de equivalencia de (x, t) por x ∧ t. Este espacio tiene como punto
base natural ∗ ∧ [0]. La asignación X 7→ ΣX se extiende a un funtor Σ : Top∗ −→ Top∗.En efecto, si f : X −→ Y es un mor�smo en Top∗, de�nimos

Σf : ΣX −→ ΣY, x ∧ t 7→ f(x) ∧ t.

Por otra parte, consideramos el espacio de lazos de X de�nido por
ΩX = Top∗[S

1, X]

con la topología compacto-abierta. Claramente se tiene un funtor Ω : Top∗ −→ Top∗. Noes difícil veri�car que Σ es adjunto a izquierda de Ω.
Observación. Sea F : C −→ D un funtor adjunto a izquierda de G : D −→ C. Sea η : 1C −→
GF la unidad de la adjunción y sea c ∈ C. Entonces ηc : c −→ GF (c) es un monomor�smo
(resp. una retracción) si y sólo si la aplicación natural

C[−, c] −→ D[F (−), F (c)]

7
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es inyectiva (resp. sobreyectiva). En particular, F es plenamente �el si y sólo si η es un
isomor�smo natural. En efecto, esto se sigue de la conmutatividad del diagrama

C[−, c]
C[−,ηc] //

F ))SSSSSSSSSSSSSSS C[−, GF (c)]

'adj
��

D[F (−), F (c)]

Dualizando, se obtiene un resultado análogo para la counidad de la adjunción.
El siguiente resultado es parte del �yoga� de los funtores adjuntos y será imprescindible

más adelante.
Lema. Sean C, D categorías tal que C admite pullbacks. Sean F : C −→ D, G : D −→ C un
par de funtores adjuntos F a G, ψ : 1C −→ GF la unidad y φ : FG −→ 1D la counidad de
la adjunción. Sea c ∈ C y sean F/c : C/c −→ D/F (c), G/F (c) : D/F (c) −→ C/GF (c) los
funtores inducidos. Denotamos por C/ψc : C/GF (c) −→ C/c el pullback a lo largo de ψc.
Se tiene el siguiente diagrama de categorías y funtores:

c

ψc

��

C/c
OO

C/ψc

F/c // D/F (c)

G/F (c)xxrrrrrrrrrr

GF (c) C/GF (c)

Entonces F/c es adjunto a izquierda de C/ψc◦G/F (c). Más aún, la unidad de la adjunción
1C/c −→ C/ψc ◦G/F (c) ◦ F/c está dada, si f ∈ C/c, por el mor�smo inducido

c′ //___

f //

ψc′

��
c×GF (c) GF (c′)

��

π //

pull

GF (c′)

GF (f)

��
c

ψc

// GF (c)

y la counidad F/c ◦ C/ψc ◦ G/F (c) −→ 1D/F (c) está dada por d 7→ φd ◦ F (πd), donde
πd : c×GF (c) G(d) −→ G(d) es la proyección del pullback.
Demostración. Tenemos que ver que existe un isomor�smo natural

C/c[c′,C/ψc ◦G/F (c)(d)] ' D/F (c)[F/c(c′), d].

Un mor�smo g del primer conjunto es exactamente un diagrama conmutativo como en
el enunciado, pero con F (c′) cambiado por un objeto d ∈ D. Por la propiedad universal
del pullback, ese diagrama es equivalente a un cuadrado conmutativo

c′ //

��

G(d)

��
c

ψc

// GF (c)

8
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Por adjunción, este cuadrado es naturalmente equivalente al cuadrado

F (c′) h //

��

d

��
F (c) F (c)

La asignación g 7→ h de�ne la biyección natural buscada. Las a�rmaciones sobre la
unidad y la counidad de la adjunción se siguen examinando los diagramas anteriores y
recordando las de�niciones.

1.3. Límites y colímites
Los productos, las uniones disjuntas, el pullback, el pushout y otras construcciones que

se llevan a cabo normalmente en la categoría Set de conjuntos y Top de espacios topoló-
gicos son todos ejemplos de límites y colímites en las respectivas categorías. Recordamos
las de�niciones básicas.
Sea C una categoría �ja y J una categoría pequeña. Consideramos la categoría de

funtores CJ. Un objeto de CJ se llamará un diagrama en C de forma J. Por ejemplo, cada
objeto c ∈ C determina el diagrama constante ∆J(c) que toma el mismo valor c para
todo j ∈ J. Esto de�ne el funtor diagonal

∆J : C −→ CJ.

Una transformación natural π : ∆J(c) −→ A con A ∈ CJ consiste de mor�smos fj : c −→
A(j) (j ∈ J) tal que el triángulo

c
fj

}}{{
{{

{{
{{ fk

!!C
CC

CC
CC

C

A(j)
A(u)

// A(k)

conmuta para cada u : j −→ k en J. Una tal transformación natural se llama un cono
f : c −→ A en el diagrama A con vértice c. Un cono π : u −→ A con vértice u es universal
para A si dado cualquier otro cono f : c −→ A, existe un único mor�smo g : c −→ u en C
tal que πj ◦ g = fj para todo j ∈ J:

A(j)

A(u)

��

c

fj //

fk
//

g //______ u

πj
==zzzzzzzz

πk !!D
DD

DD
DD

D

A(k)
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El vértice u del cono universal π : u −→ A se llama el límite del diagrama A. Si
todo diagrama A ∈ CJ tiene un límite en este sentido, entonces lo que dijimos recién es
exactamente que el funtor diagonal ∆J tiene un adjunto a derecha

lim
J

: CJ −→ C.

La counidad de esta adjunción es el cono universal
π : ∆J(lim

J
A) −→ A.

Ejemplo. A continuación se dan los diagramas correspondientes a algunos límites usuales.

Límite Diagrama
producto • •

pullback • // • •oo

egalizador • //// •

objeto �nal ∅

La noción dual a la de límite es el colímite. Un cocono con vértice c en un diagrama
A : J −→ C es un mor�smo A −→ ∆J(c) en la categoría de funtores CJ. El vértice del
cocono universal (si existe) se llama colímite del diagrama A y se denota por colimJA.
Si el colímite de cualquier diagrama en C de forma J existe, se tiene un funtor

colim
J

: CJ −→ C,

adjunto a izquierda de la diagonal ∆J : C −→ CJ.
Decimos que un funtor G : C −→ D preserva límites si, para todo diagrama A : J −→ C

y cono universal π : L −→ A, se tiene que G(π) : G(L) −→ GA es un cono universal para
el diagrama GA : J −→ D.
Ejemplo. Sean C una categoría (pequeña) y c ∈ C un objeto. El funtor C[c,−] : C −→ Set
preserva todos los límites que existen en C. En efecto, sea A : J −→ C un diagrama y sea
π : L −→ A un cono universal. Aplicando el funtor, obtenemos un cono C[c, π] : C[c, L] −→
C[c, A(−)]. Veamos que es universal. Sea τ : X −→ C[c, A(−)] otro cono. Cada x ∈ X
de�ne un cono τ(x) : c −→ A y por lo tanto existe un único mor�smo kx : c −→ L tal que
πikx = τi(x). Es fácil ver que la función X −→ C[c, L], x 7→ kx es la factorización buscada.
Dualizando, se tiene que C[−, c] preserva todos los colímites de C (= límites en Cop).
El siguiente resultado es fundamental y de uso constante.

Proposición. Adjuntos a derecha preservan límites. Dualmente, adjuntos a izquierda
preservan colímites.
Demostración. [ML67, p. 114].
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Cuando una categoría tiene todos los límites (resp. colímites), decimos que es completa
(resp. cocompleta).
Ejemplo. En la categoría Set de conjuntos, todos los límites existen y pueden construirse
como un subconjunto del producto cartesiano de los conjuntos del diagrama. También
existen todos los colímites y pueden construirse como cocientes de la unión disjunta de
los conjuntos del diagrama.
Ejemplo. Consideramos la categoría SetC

op de funtores contravariantes C −→ Set. En esta
categoría existen todos los (co)límites. En la siguiente sección veremos que este hecho
tiene la consecuencia importante de permitir �completar� C.
En efecto, si A : J −→ SetC

op es un diagrama, entonces el límite de este diagrama
existe en SetC

op y se calcula �lugar a lugar.� Concretamente, dado c ∈ C, obtenemos un
diagrama Ac : J −→ Set evaluando en c:

Ac(j) = A(j)(c) ∈ Set.

Sabemos que este diagrama tiene un límite Lc = limAc en Set y estos límites se juntan
(utilizando sus propiedades universales) para de�nir un funtor L : Cop −→ Set que es el
límite del diagrama A. De manera que, para cada c ∈ C, se tiene que

(lim
J
A)(c) = lim

J
Ac.

El mismo resultado para colímites se obtiene dualizando.
Para terminar, veremos que en Cat existen todos los colímites y los construiremos

explícitamente. Sea D : J −→ Cat un diagrama. Para cada j ∈ J, consideramos el grafo
subyacente a la categoría D(j) de�nido por sj , tj : Aj −→ Oj (donde Aj es el conjunto de
�echas de D(j) y Oj el conjunto de objetos). Sea DO : J −→ Set (resp. DA : J −→ Set) el
diagrama que le asocia a cada j ∈ J el conjunto de objetos (resp. �echas) de la categoría
D(j) y de�nido de forma evidente en los mor�smos de J. Pasando al (co)límite, las
aplicaciones sj , tj inducen

s, t : colim
j∈J

Aj −→ colim
j∈J

Oj .

y de�nen un grafo X de forma natural. Sea PaX la categoría de caminos en X. Observar
que se tienen mor�smos de grafos ij : UD(j) −→ U PaX, pero que estos mor�smos no son
funtores D(j) −→ PaX (por ejemplo, ij(id) no es una identidad en PaX). Consideramos
C el cociente de PaX por las relaciones

ij(β) ◦ ij(α) = ij(β ◦ α) and ij(1a) = 1ij(a).

Las composiciones D(j)
ij−→ PaX −→ C claramente son funtores y una comprobación fácil

muestra que C (junto con estas inclusiones) es el colímite de D.

1.4. Lema de Yoneda
La noción de categoría permite estudiar un objeto dado viendo cómo se relaciona con

otros objetos de su tipo. En particular, no se estudia su estructura interna (los objetos
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�no tienen elementos�). Esta forma de pensar tiene muchas ventajas pero también algunas
desventajas. La imposibilidad de trabajar con elementos hace que muchos argumentos
que son evidentes en categorías concretas (intuitivamente, aquellas en las cuales se dis-
pone de elementos) resulten engorrosos de demostrar en un contexto categórico. El lema
de Yoneda es una observación trivial que, en cierta medida, soluciona este problema per-
mitiendo reemplazar un objeto en una categoría arbitraria por su conjunto de �elementos
generalizados.� Esta noción intuitiva se basa en lo siguiente: si X es un conjunto, X
puede reconstuirse (módulo isomor�smo) como el conjunto de funciones ∗ −→ X, donde ∗
es algún conjunto de un elemento (el objeto �nal en Set). En una categoría en general, no
basta considerar el objeto �nal (que podría no existir), sino que es necesario considerar
todo el conjunto de mor�smos que llegan al objeto en cuestión y la manera en que estos
mor�smos se relacionan. Esta manera de pensar se originó en geometría algebraica y es
extremadamente útil pues permite aplicar toda nuestra intuición conjuntista a cualquier
categoría.
Siguiendo a Grothendieck [SGA4], denotaremos la categoría de funtores Cop −→ Set

por Ĉ. Dado c ∈ C, de�nimos h(c) ∈ Ĉ como el funtor h(c) = C[−, c]. Concretamente,
si d ∈ C, se tiene h(c)(d) = C[d, c] y si α : d′ −→ d es un mor�smo de C, el mor�smo
inducido h(c)(α) : C[d, c] −→ C[d′, c] está dado por u 7→ u ◦ α. Los objetos de Ĉ isomorfos
a funtores de esta forma se llaman funtores representables.
Ejemplo. Sea [CW] la categoría homotópica de CW-complejos. Si n ≥ 0 es un número
natural, se tiene el funtor Hn : [CW]op −→ Set que le asigna a cada CW-complejo X su
n-ésimo grupo de (co)homología Hn(X,Z). Es un hecho altamente no trivial (teorema de
representación de Brown) que este funtor es representable por un CW-complejo denotado
K(Z, n).
Podemos pensar que los elementos de h(c)(c′) son los elementos generalizados de c de

tipo c′. Si f : c −→ c′ es un mor�smo en C, se tiene una transformación natural h(c) −→ h(c′)
componiendo con f . Esto de�ne un funtor (la inclusión de Yoneda)

h : C −→ Ĉ, c 7→ C[−, c].

El funtor h es plenamente �el y por lo tanto podemos �reemplazar� un objeto c por el
funtor h(c). Este hecho es un caso particular del Lema de Yoneda. La demostración es
sencilla y la omitimos.
Lema de Yoneda. Sea F ∈ Ĉ. Se tiene una correspondencia biunívoca

h(c)
η−→ F

x ∈ F (c)

de�nida por x = ηc(1c), ηc′(f) = F (f)(x) para todo f : c′ −→ c mor�smo de C. Además,
la correspondencia es natural en c y F .
Observación. Tomamos F = h(c′) en el lema. Sea f ∈ h(c′)(c) = C[c, c′] y sea η : h(c) −→
h(c′) la transformación natural correspondiente. Para cada d ∈ C, se tiene una función
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ηd : h(c)(d) = C[d, c] −→ C[d, c′] = h(c′)(d) está dada por ηd(g) = h(c′)(g)(f) = fg, i.e.,
η = h(f). La asignación f 7→ η = h(f) es una biyección y por lo tanto h es plenamente
�el.
Sea P : Cop −→ Set un funtor. Construimos la categoría de elementos de P , denotada

por ΓP de la siguiente manera. Sus objetos son pares (c, p) donde c es un objeto de C y
p ∈ P (c). Un mor�smo (c′, p′) −→ (c, p) es un mor�smo u : c′ −→ c de C tal que P (u)(p) =
p′. Estos mor�smos se componen de una manera evidente usando la composición de C.
Esta categoría viene con una proyección natural

πP : ΓP −→ C, (c, p) 7→ c.

Observar que si C es pequeña entonces ΓP es pequeña para todo P .
Observación. La categoría ΓP tiene un objeto �nal si y sólo si P es representable. En
efecto, si P es representado por c entonces (1c, c) es un objeto �nal de ΓP y, recíproca-
mente, si (ξ, c) es un objeto �nal de ΓP , se tiene por Yoneda un mor�smo ξ : h(c) −→ P .
Este mor�smo es un isomor�smo natural: dado x ∈ P (d), existe un único mor�smo
η : (x, d) −→ (ξ, c) en ΓP , i.e., η es un mor�smo d −→ c tal que P (η)(ξ) = x. La aplicación
x 7→ η es inversa al mor�smo ξ : h(c) −→ P .
No toda categoría admite límites y colímites. Sin embargo, siempre podemos �com-

pletar� una categoría de forma universal. Sabemos que la categoría Ĉ es completa y
cocompleta. El siguiente resultado muestra, entre otras cosas, que la inclusión de Yoneda
es �densa.�
Proposición. Sea F : C −→ D un funtor de una categoría pequeña C a una categoría
cocompleta D. Entonces existe un único funtor (salvo isomor�smo) L : Ĉ −→ D tal que
L ◦ hC ' F .

Ĉ
L

��>
>

>
>

C

hC

OO

F
// D

El funtor L está de�nido en los objetos por L(P ) = colim ΓP
π−→ C

F−→ D. Además, L
tiene un adjunto a derecha R : D −→ Ĉ dado por (Rd)(−) = D[F (−), d]. La unidad de
la adjunción P −→ RL(P ) asigna a cada ξ ∈ P (c) la inclusión en el colímite Fπ(c, ξ) −→
L(P ).
Demostración. El enunciado de la proposición da una de�nición para un funtor L : Ĉ −→ D
en los objetos. Si P −→ Q es un mor�smo en Ĉ, éste induce de forma natural un funtor
ΓP −→ ΓQ y por lo tanto se tiene un mor�smo entre los colímites L(P ) −→ L(Q). Esto
de�ne el funtor L en los mor�smos.
Veamos ahora que el funtor L de�nido de esta manera es adjunto a izquierda del funtor

R de�nido como arriba. Una transformación natural τ : P −→ R(d) es una familia {τc}
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indexada por objectos c de C tales que
c P (c)

τc //

P (u)
��

D[F (c), d]

D[F (u), d]
��

c′

u

OO

P (c′) τc′
// D[F (c′), d]

conmuta para cada mor�smo u : c′ −→ c de C. Pero una tal τ también puede verse como
una colección

{ τc(p) : F (c) −→ d }(c,p)∈ΓP

de �echas de D indexadas por objetos (c, p) de la categoría de elementos de P . La con-
dición de naturalidad es τc(p)F (u) = τc′(P (u)p) si p ∈ P (c) y u es un mor�smo c′ −→ c.
Es decir,

FπP (c′, p′)

τc′ (p
′)

$$I
IIIIIIIII

A(u) // FπP (c, p)

τc(p)
zzvvv

vv
vv

vv
v

d

conmuta para todo mor�smo u : c′ −→ c. Esto quiere decir que las �echas τc(p) forman
un cocono del funtor FπP al objeto d. Por la propiedad universal del colímite, se tiene
una biyección natural

Ĉ[P,R(d)] ' D[L(P ), d].

Finalmente, observemos que si P ' h(c) es representable, la categoría ΓP tiene objeto
�nal (1c, c). Por lo tanto, el colímite que de�ne a L es simplemente la evaluación del funtor
FπP en este objeto, i.e., F (c). Es claro que esto da un isomor�smo natural Lh ' F .
Corolario. En una categoría de funtores Ĉ, todo objeto P es el colímite de un diagrama
de funtores representables de una forma canónica.
Demostración. En la proposición anterior, tomamos D = Ĉ y F = h : C −→ Ĉ la inclusión
de Yoneda, h(c) = C[−, c]. El adjunto a derecha para cualquier d = P es

R(P ) = Ĉ[h(−), P ] ' P,

donde el último isomor�smo es Yoneda. Es decir, R es el isomorfo al funtor identidad en
Ĉ. Por la unicidad salvo isomor�smo de funtores adjuntos, el adjunto a izquierda L debe
ser isomorfo al funtor identidad, por lo que la de�nición de L nos da, para cada funtor
P , un isomor�smo natural

P ' colim ΓP
π−→ C

h−→ Ĉ.

Corolario. Sean C una categoría pequeña, G un grupoide pequeño y sea F : C −→ G un
funtor. Consideramos F ∗ : Ĝ −→ Ĉ el funtor inducido. Entonces F es una equivalencia si
y sólo si F ∗ lo es. Dualizando, F es una equivalencia si y sólo si F ∗ : SetG −→ SetC es
una equivalencia.
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Demostración. Está claro que si F es una equivalencia entonces F ∗ es una equivalencia.
Supongamos entonces que F ∗ es una equivalencia. Usamos la proposición anterior con
A = hGF , donde hG : G −→ Ĝ es la inclusión de Yoneda para G. En este caso, el adjunto
a derecha R está dado por (usando Yoneda),

R(E) = Ĝ[hGF (−), E] ' EF = F ∗(E).

Es decir, R ' F ∗. Luego, R es una equivalencia y por lo tanto también lo es L, el
adjunto a izquierda. En particular, L es planamente �el. Se tiene el siguiente diagrama
conmutativo (módulo isomor�smo natural).

Ĉ
L // Ĝ

C

hC

OO

F
// G

hG

OO

Como la inclusión de Yoneda es plenamente �el, F es plenamente �el. Luego, F es una
equivalencia entre C y el subgrupoide pleno G′ ⊂ G que consiste de todas las componentes
de G que intersecan la imagen de F . Tenemos el siguiente diagrama conmutativo (salvo
isomor�smo):

Ĉ
L1 // Ĝ′

L2 // Ĝ

C
F

' //

h

OO

G′ inc //
h

OO

G

h

OO

donde la �la superior es (isomorfa) a L. Como la correstricción de F es una equivalencia,
L1 es una equivalencia (pues su adjunto a derecha es la correstricción de F ). Como
además L es una equivalencia, se sigue que L2 es una equivalencia. Es decir, la inclusión
G′ ⊂ G induce una equivalencia. Luego, si d ∈ G, existe P ∈ Ĝ′ tal que L2(P ) ' hG(d).
Sabemos que P es colímite de representables. En particular, como P 6= ∅, existe d′ ∈ G′

tal que se tiene algún mor�smo hG′(d′) −→ P . Entonces, por Yoneda, se tiene un mor�smo
d′ −→ d en G, necesariamente un isomor�smo (pues G es un grupoide). Esto termina la
demostración.
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2 Homotopía en categorías y revestimientos

En este capítulo se desarolla una teoría de revestimientos para categorías análoga a
la teoría de revestimientos topológicos. Si bien algunos resultados de este capítulo son
conocidos y utilizados, el desarollo que se ofrece aquí es, hasta donde sabe el autor,
original.
En las primeras dos secciones se de�ne la noción de camino y homotopía en categorías

y se de�nen invariantes básicos como el grupoide fundamental de una categoría partiendo
de ideas del trabajo [Min02].
En las secciones restantes, se de�ne la noción de revestimiento en este contexto y se

utilizan los invariantes introducidos anteriormente para clasi�carlos.

2.1. Caminos en una categoría
En esta sección comenzamos nuestro desarollo de la teoría de revestimientos para

categorías. Como ya se indicó en la introducción, la generalización a este contexto se
lleva a cabo utilizando la propiedad universal de levantamiento de caminos. Un camino
en X ∈ Top es un mor�smo I −→ X, donde I = [0, 1] es el intervalo unitario. Nuestra
primera tarea es encontrar un sustituto de este objeto.
Para cada n ≥ 0, consideramos el conjunto { 0, 1, 2, . . . , n } ordenado de forma tal que

0 < 1 > 2 < · · ·

Este conjunto parcialmente ordenado tiene asociada una categoría, via la inclusión i :
Ord −→ Cat, que notamos In y llamamos cilindro de largo n. Esquemáticamente, esta
categoría puede representarse de la siguiente manera:

0 // 1 oo 2 // . . .

Un mor�smo de cilindros φ : In −→ Im es una función de conjuntos que preserva el orden
y los extremos, i.e., tal que φ(0) = 0 y φ(n) = m (también vamos a llamar a una tal φ
una extensión). Esto de�ne una subcategoría de Cat, que denotamos I.
Lema. Toda extensión φ : In −→ Im es sobreyectiva. Existe una extensión φ : In −→ Im
si y sólo si n ≥ m. En particular, si n = m, la única extensión posible es φ = 1In. Si
n = m+ 1, la única extensión posible está dada por

φ(k) =

{
k 0 ≤ k ≤ n,
n k = n+ 1.
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2 Homotopía en categorías y revestimientos

Demostración. Supongamos que φ : In −→ Im es una extensión no sobreyectiva y sea i ∈
Im el mínimo (en Z) tal que i /∈ φ(In). Observar que i > 0. Sea j ∈ Im tal que φ(j) = i−1.
El orden de Im implica que φ(j+1) = i−1 o φ(j+1) = i−2. Por inducción, φ(n) ≤ i−1
(en Z). Esta contradicción muestra que φ tenía que ser sobreyectiva. Recíprocamente, si
n ≥ m, podemos de�nir φ : In −→ Im por

φ(k) =

{
k 0 ≤ k ≤ m,
m m < k ≤ n.

Supongamos ahora que tenemos φ : In+1 −→ In una extensión. El resultado es inmediato
si n = 0, 1, 2. Supongamos que n > 2. Sabemos que φ(0) = 0. Hay dos posibilidades:
φ(1) = 0 o φ(1) = 1. Si φ(1) = 0, entonces φ(2) = 0 por el orden de In+1. Pero entonces
es imposible que φ sea sobreyectiva. Esta contradicción muestra que φ(1) = 1 y por
lo tanto obtenemos una extensión por restricción al conjunto { 2, . . . , n + 1 } ' In−1 y
correstricción a { 2, . . . , n } ' In−2. Por inducción, φ(k) = k para todo k = 2, . . . , n y
esto termina la demostración.
El siguiente lema es fundamental para la (buena) de�nición de la noción que daremos

de homotopía de caminos en una categoría.
Proposición. Dos extensiones cualesquiera φ : In −→ Ip, ψ : Im −→ Ip se egalizan, i.e.
existen r ≥ n,m y extensiones ζ : Ir −→ In, ξ : Ir −→ Im tales que φζ = ψξ.

Ir
ζ //___

ξ

���
�
� In

φ
��

Im ψ
// Ip

Demostración. Sean φ, ψ como en el enunciado. La demostración es por inducción en n.
Si n = p, entonces el resultado es verdad para todo m pues necesariamente φ = 1Ip y
podemos tomar r = m, ζ = ψ, ξ = 1Im . Supongamos que ya lo demostramos para n ≥ p
y veamos que lo podemos demostrar para n+ 1 y cualquier m ≥ p.
Hacemos inducción en m. Si m = p, de nuevo el resultado es trivial. Supongamos

entonces que m > p y que se pueden egalizar dos extensiones Il −→ Ip, It −→ Ip para todo
t si l = n o para t < m si l = n+ 1 y para cualquier p. Hay tres posibilidades.
1. Si ψ(m−1) = p, la restricción ψ′ : Im−1 ⊂ Im −→ Ip es una extensión. Por inducción,

existen extensiones ξ′ : Ig −→ Im−1, ζ ′ : Ig −→ In tales que φζ ′ = ψ′ξ′. Si m 6≡ g
(mod 2), tomamos r = g + 1 y de�nimos ζ y ξ por

ζ(k) =

{
ζ ′(k) 0 ≤ k ≤ g,
n k = g + 1,

ξ(k) =

{
ξ′(k) 0 ≤ k ≤ g,
m k = g + 1.

En cambio, si m ≡ g (mod 2), tomamos r = g + 2 y de�nimos ζ y ξ por

ζ(k) =

{
ζ ′(k) 0 ≤ k ≤ g,
n k = g + 1, g + 2,

ξ(k) =


ξ′(k) 0 ≤ k ≤ g,
m− 1 k = g + 1,
m k = g + 2.
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2. Si ψ(m − 1) = p − 1 pero φ(n) = p, se tiene (cambiando φ por ψ) una conclusión
análoga.

3. Supongamos, �nalmente, que ψ(m − 1) = p − 1 = φ(n). En este caso, n ≡ p ≡ m
(mod 2). Consideramos las restricciones ψ′ : Im−1 ⊂ Im −→ Ip−1 ⊂ Ip, φ′ : In ⊂
In+1 −→ Ip−1 ⊂ Ip. Por inducción, existen extensiones ζ ′ : Ig −→ In−1, ξ′ : Ig −→ Im−1

tales que φ′ζ ′ = ψ′ξ′. Si g ≡ p (mod 2), tomamos r = g + 2 y de�nimos ζ, ξ por

ζ(k) =


ζ ′(k) 0 ≤ k ≤ g,
n− 1 k = g + 1,
n k = g,

ξ(k) =


ξ′(k) 0 ≤ k ≤ g,
m− 1 k = g + 1,
m k = g.

En cambio, si g 6≡ p (mod 2), tomamos r = g + 1 y de�nimos ζ, ξ por

ζ(k) =

{
ζ ′(k) 0 ≤ k ≤ g,
n k = g + 1,

ξ(k) =

{
ξ′(k) 0 ≤ k ≤ g,
m k = g + 1.

Una veri�cación fácil muestra que estas de�niciones satisfacen lo buscado. Esto termina
la demostración del paso inductivo.
Sea C una categoría. Un camino en C es un funtor ω : In −→ C. Si ω un camino,

decimos que a = ω(0) es su objeto inicial y que b = ω(n) es su objeto �nal. Muchas veces
escribiremos ω : a −→ b para indicar que el objeto inicial de ω es a y el �nal, b. Denotamos
la colección de todos los caminos con objeto inicial a y objeto �nal b por PC[a, b].
Dado un funtor f : C −→ D, tenemos aplicaciones naturales (por composición)

f∗ = P(f) : PC[a, b] −→ PD[f(a), f(b)].

Claramente (f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗ y (1C)∗ = 1PC[a,b].
Los caminos se componen por yuxtaposición. Más concretamente, dados los cilindros

In y Im, de�nimos el cilindro In ∗ Im = In+m si n ≡ 0 (mod 2) o bien In ∗ Im = In+m−1

si n ≡ 1 (mod 2). Dados caminos ω : In −→ C, ω′ : Im −→ C en C tales que el objeto
�nal de ω es el objeto inicial de ω′ (i.e., tales que ω(n) = ω′(0), de�nimos un camino
ω ∗ ω′ : In ∗ Im −→ C �pegando� el diagrama de ω′ a la derecha del de ω, componiendo
la �echa común si hace falta. Más concretamente, de�nimos ω ∗ ω′ en el cilindro In ∗ Im
de la siguiente manera. Notamos (k, k + 1) la única �echa de k en k + 1. Si n es par,
simplemente de�nimos

ω ∗ ω′(k, k + 1) =

{
ω(k, k + 1) 0 ≤ k < n,

ω′(k − n, k − n+ 1) n ≤ k < n+m.

En cambio, si n es impar, ponemos

ω ∗ ω′(k, k + 1) =


ω(k, k + 1) 0 ≤ k < n− 1,
ω′(0, 1) ◦ ω(n− 1, n) k = n− 1,
ω′(k − n+ 1, k − n+ 2) n ≤ k < n+m− 1.
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2 Homotopía en categorías y revestimientos

Como el valor de ω∗ω′ en los objetos está determinado por las de�niciones anteriores, ésto
de�ne un camino In∗Im −→ C. La asociatividad de la composición implica inmediatamente
que tenemos una operación asociativa

∗ : PC[a, b]× PC[b, c] −→ PC[a, c], (ω, ω′) 7→ ω ∗ ω′

que nos permite de�nir la categoría de caminos PC de C. Los objetos de PC son exacta-
mente los mismo objetos de C. El conjunto de mor�smos a −→ b está dado por PC[a, b].
La composición es la anterior y las identidades están dadas por los caminos constantes
1a : I0 −→ C, 0 7→ a. Sea ω : In −→ C un camino. Si n es par, de�nimos un camino
ω : In −→ C dado por ω(i, i+ 1) = ω(n− i, n− i− 1) para i = 0, . . . , n− 1 (donde (i, j) es
el único mor�smo de In entre i y j). En cambio, si n es impar, de�nimos ω : In+1 −→ C
por ω(0, 1) = 1ω(n), ω(i, i+1) = ω(n−i, n−i−1) para i = 1, . . . , n. Esta correspondencia
de�ne una aplicación

PC[a, b] −→ PC[b, a], ω 7→ ω.

Observamos que un camino de largo 1 no es otra cosa que un mor�smo de C y que
cualquier camino es composición de caminos de largo 1 y de largo 2 con una identidad
como primer mor�smo tal como lo indica el siguiente diagrama.

a // b ∗ b b oo c = a // b oo c

Sea f : C −→ D un funtor. La acción de f en los conjuntos PC[a, b] es compatible con
la composición de caminos:

f∗(ω ∗ ω′) = f∗(ω) ∗ f∗(ω′).

Ésto es inmediato pues f respeta la composición. Como además f∗(1a) = 1f(a) (donde
1a : I0 −→ C es la identidad de a en PC), se tiene de�nido un funtor

P : Cat −→ Cat.

Podemos pensar a cualquier categoría dentro de su categoría de caminos pensando sus
mor�smos como caminos I1 −→ C. Es decir, se tiene

iC : C −→ PC.

Estas inclusiones son funtoriales en C por lo que se tiene un subfuntor i : 1Cat −→ P.

Componentes conexas
Sea C una categoría (pequeña). De�nimos una relación de equivalencia en el conjunto

de objetos de C de la siguiente manera. Dados c, c′ ∈ C, se de�ne
c ∼ c′ ⇐⇒ PC[c, c′] 6= ∅.

A las subcategorías plenas Ci, i ∈ I, generadas por las clases de equivalencia las llamamos
componentes conexas de C. Se tiene la siguiente descomposición en Cat:

C =
∐
i∈I Ci.

19



2 Homotopía en categorías y revestimientos

Denotamos el conjunto de componentes conexas de C por
π0(C) = { componentes conexas de C }.

Decimos que una categoría es conexa si π0(C) es un conjunto con un sólo elemento.
Es decir, si se tiene que PC[c, c′] 6= ∅ para todo c, c′ ∈ C. Claramente las componentes
conexas de una categoría son (sub)categorías conexas. Además, estas subcategorías son
maximales respecto a esta propiedad.
Podemos extender esta de�nición a un funtor π0 : Cat −→ Set, ya que es inmediato que

si f : D −→ C es un funtor y D es una categoría conexa, entonces la subcategoría generada
por { f(c) | c ∈ C } es conexa (un funtor �manda componentes conexas en componentes
conexas�).

2.2. El grupoide fundamental de una categoría
La categoría de caminos de una categoría es por lo menos tan complicada como la

categoría original (la contiene como subcategoría plena). Sin embargo, si identi�camos
dos caminos que puedan �deformarse algebraicamente,� la estructura que se obtiene se
simpli�ca drásticamente. En esta sección de�nimos una noción de homotopía entre ca-
minos que comparten el objeto inicial y el objeto �nal y la utilizamos para construir un
invariante importante de una categoría (pequeña): su grupoide fundamental.
Sean ω, ω′ : In −→ C dos caminos en C con objeto inicial a y objeto �nal b. Decimos

que son ∗-homotópicos y notamos ω ≈ ω′ si existe un funtor H : Im × In −→ C tal que
H(0,−) = ω, H(m,−) = ω′ y tal que H(i, i+ 1, 0) = 1a y H(i, i+ 1, n) = 1b para todo
i (es decir, es constante en los extremos).
Observación. Usando la ley exponencial en Cat, notamos que tener una homotopía

H : Im × In −→ C, ω ≈ ω′,

equivale a tener un funtor Im −→ CIn (un camino en CIn) con objeto inicial ω, objeto �nal
ω′ y cuyo valor en los extremos permanece constante.
El siguiente resultado es evidente.

Lema. La relación de equivalencia ≈ es compatible con el producto de caminos ∗. Más
precisamente, si ω ≈ ω′ y η ≈ η′, ω y η pueden componerse entonces ω′ y η′ también
pueden componerse y ω ∗ η ≈ ω′ ∗ η ≈ ω′ ∗ η′.
Si ω : Im −→ C es un camino, y φ : In −→ Im es una extensión (= mor�smo de I),

podemos de�nir un camino φ∗(ω) : In −→ C con los mismos extremos vía la composición:
φ∗(ω) = ω ◦ φ : In −→ Im −→ C.

Observar que el diagrama que de�ne a φ∗(ω) se obtiene del diagrama que de�ne a ω
insertando identidades. Si f : C −→ D es un funtor, ω : In −→ C es un camino y φ :
Im −→ In una extensión, es claro que φ∗(f∗(ω)) = f∗(φ∗(ω)) (pues f manda identidades
en identidades).
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De�nición. Decimos que dos caminos ω : In −→ C y ω′ : Im −→ C son homotópicos, y
notamos ω ' ω′, si existen extensiones φ : Ir −→ In, ψ : Ir −→ Im tales que φ∗(ω) ≈ ψ∗(ω′).
Lema. Sea ω : In −→ C un camino en C tales que todos los mor�smos de C que aparecen
en el diagrama que determina ω son isomor�smos. Entonces ω es homotópico al mor�smo
(= camino de largo 1) de C que se obtiene componiendo los mor�smos que aparecen en
el diagrama, invirtiendo aquellos que �apuntan hacia la izquierda.�
Demostración. Si n = 0, 1, no hay nada que demostrar. Cuando n = 2, la demostración
del resultado es el siguiente diagrama conmutativo.

a h // b oo
p

OO
p

c

a
p−1h

// c c

El caso general se sigue por inducción en n.

Proposición. ' es una relación de equivalencia compatible con ∗.
Demostración. La re�exividad y la simetría son obvias. Veamos la transitividad. Supon-
gamos que tenemos ω : In −→ C, ω′ : Im −→ C, ω′′ : Ik −→ C y que ω ' ω′, ω′ ' ω′′, i.e.,
se tienen extensiones µ : Ir −→ In, φ : Ir −→ Im, ψ : Is −→ Im y η : Is −→ Ik tales que
ωµ ≈ ω′φ y ω′ψ ≈ ω′′η.

It
ζ

~~~
~

~
~

ξ

  A
A

A
A

Is
η

����
��

��
� ψ

  @
@@

@@
@@

@
= Ir

φ

~~~~
~~

~~
~~ µ

��@
@@

@@
@@

Ik

ω′′
''PPPPPPPPPPPPPPP ≈ Im

ω′

��

In

ω
wwnnnnnnnnnnnnnnn≈

C

Sabemos que existen ζ : It −→ Is y ξ : It −→ Ir extensiones tales que ψ ◦ ζ = φ ◦ ξ. Es
inmediato que (η◦ζ)∗(ω′′) = ζ∗(η∗(ω′′)) ≈ ζ∗(ψ∗(ω′)) = (ψ◦ζ)∗(ω′). Como (ζ ◦ψ)∗(ω′) =
(ξ ◦ φ)∗(ω′), tenemos que (ζ ◦ η)∗(ω′′) ≈ (ξ ◦ µ)∗(ω), i.e., que ω′′ ' ω.
Supongamos ahora que ω ' ω̂, ω′ ' ω̂′ y que ω, ω′ pueden componerse. Entonces

es claro que ω̂ y ω̂′ también pueden componerse. Sea φ, φ′, ψ, ψ′ extensiones tales
que ωφ ≈ ω̂ψ, ω′φ′ ≈ ω̂′ψ′. Entonces φ, φ′ y ψ, ψ′ inducen naturalmente extensiones
φ∗φ′ : Ia∗Ib −→ In∗Im, ψ∗ψ′ : Ik∗Il −→ Ir∗Is tales que (φ∗φ′)∗(ω∗ω′) ≈ (ψ∗ψ′)∗(ω̂∗ω̂′).
Esto es lo que queríamos ver.
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De�nición. Sea C una categoría. De�nimos el grupoide fundamental de C como la ca-
tegoría cociente:

Π1C = PC/ ' .

Es decir, los objetos de Π1C son los objetos de C y si a, b ∈ C, una �echa a −→ b en Π1C
es una clase de homotopía de caminos [ω] : a −→ b, con la composición de�nida por la
fórmula [ω] ◦ [ω′] = [ω ∗ ω′] (observar el orden de la composición).
El siguiente resultado muestra que la elección de nombres es correcta.

Proposición. Π1C es un grupoide.
Demostración. Basta ver que toda �echa es un isomor�smo. Como todo camino es com-
posición de caminos de largo 1 o de un camino de largo 2 que contiene a la identidad
como primer mor�smo, basta ver que todo camino de largo 1 (= mor�smo de C) es un
isomor�smo en Π1C. Sea h : a −→ b un mor�smo de C. El diagrama conmutativo

a h // b oo
h

OO

h

a

a a a

muestra que h ∗ h ' 1a. Análogamente, h ∗ h ' 1b. Esto termina la demostración.
Consideramos el funtor natural q : C −→ Π1C de�nido por

C

iC
��

q // Π1C

PC

<<yyyyyyyy

Observamos trivialmente que q(h) es un isomor�smo para todo mor�smo h de C.
Proposición. q es universal respecto a esta propiedad.
Demostración. Sea f : C −→ D un funtor tal que f(h) es un isomor�smo en D para todo
mor�smo h de C. Queremos de�nir f̂ : Π1C −→ D tal que

C
f //

q

��

D

Π1C
bf
=={

{
{

{

conmute. Veamos primero que f induce f1 : PC −→ D tal que f1 ◦ iC = f . De�nimos f1

en los objetos de única manera posible: f1(c) = f(c) para todo c ∈ C. Sea ahora
ω : x = a0

h1−→ a1
h2←− a2 −→ · · · an = y
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un camino en C. De�nimos f1(ω) = · · · ◦ f(h2)−1 ◦ f(h1) : f(x) −→ f(y). Es claro que f1

es un funtor y que f ◦ iC = f . Observemos que f1(ω) = f1(ω)−1 para todo camino ω en
C. En particular, f1(h) = f(h)−1 para todo mor�smo h de C.
Si vemos que f1 está bien de�nido en las clases de homotopía de caminos, pasando al

cociente obtendremos un funtor f̂ : Π1C −→ D que cumple lo que queremos. Basta ver que
si ω : In −→ C y η : In −→ C son dos caminos homotópicos con los mismos extremos en-
tonces f1(ω) = f1(η). Ahora bien, aplicando f1 vemos que f∗(ω) y f∗(η) son dos caminos
∗-homotópicos en D. Sabemos que un camino tal que todos sus mor�smos son inversibles
es homotópicos a la composición de ellos (inviertiendo los que van hacia la izquierda).
Luego, f∗(ω) es homotópico a f1(ω) y f∗(η) es homotópico a f1(η). Por transitividad
tenemos que f1(ω) y f1(η) son homotópicos. Pero dos mor�smos son homotópicos si y
sólo si son iguales. Esto es lo que queríamos ver. La unicidad de f1 (y por lo tanto de f̂)
está clara.
Hemos demostrado el siguiente corolario (comparar con [GZ67] y [Qu73]).

Corolario. q : C −→ Π1C es la localización de C respecto a todas sus �echas.
Ejemplo. Sea G un grupo (= grupoide con un sólo objeto). Entonces Π1G = G.
Notar que tenemos un funtor

Π1 : Cat −→ Grpoid

que no es otra cosa que la composición 1Cat −→ P −→ Π1. Si f : C −→ D es un funtor,
seguimos llamando f∗ = Π1(f) : Π1C −→ Π1D al funtor inducido.
De�nición. Sea C una categoría y c ∈ C. De�nimos el grupo fundamental de C con punto
base c al grupo de automor�smos de c en Π1C:

π1(C, c) = AutΠ1C(c) = Π1C[c, c].

Observación. Sean f, g : C −→ C dos funtores y sea H : f −→ g una homotopía (i.e., un
camino en la categoría de funtores C −→ D que comienza en f y termina en g). Entonces
H induce un isomor�smo de funtores H∗ : f∗

'−→ g∗. En efecto, como los isomor�smo se
componen, basta considerar el caso cuando H es un camino de largo 1 (= transformación
natural f −→ g). Sean c, c′ ∈ C y sea [ω] : c −→ c′ un mor�smo de Π1C. Por inducción,
podemos suponer que ω es de largo 1. Pero entonces el mismo diagrama asociado a los
datos c, c′, ω que de�ne a H sirve para de�nir una transformación natural H∗ asociada a
las datos c, c′, [ω]. Esto es su�ciente pues Π1D es un grupoide.

2.3. Revestimientos de categorías
En esta sección de�nimos la noción de revestimiento de categorías y demostramos

que valen muchas de las propiedades que valen para revestimientos topológicos. Con-
cretamente, veremos que esta noción de revestimiento es �compatible� con la noción de
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homotopía dada anteriormente. La clasi�cación de los revestimientos de una categoría
dada se llevará a cabo en las secciones posteriores.
Sea C una categoría, c ∈ C. De�nimos la estrella de c como el conjunto de �echas que

parten o que llegan a c:
St c = {a h−→ b ∈ C | a = c o b = c}.

Observar que, si F : C −→ D es un funtor, se tiene una aplicación natural de conjuntos
St c −→ StF (c).

De�nición. Un funtor p : C′ −→ C es un revestimiento si la aplicación inducida
St e −→ St p(e)

es una biyección para todo e ∈ C′.
De�nimos la categoría de revestimientos de una categoría pequeña C como la subca-

tegoría plena de Cat/C generada por los revestimientos. Denotaremos esta categoría por
Cov/C. Con esta de�nición, un mor�smo de revestimientos g : p −→ q es un diagrama en
Cat de la forma

C′
g //

p

��

C′′

q

��
C C

donde p, q son revestimientos. Normalmente haremos un abuso de notación y denotaremos
a g simplemente por g : C′ −→ C′′. Observar que si g : C′ −→ C′′ es un mor�smo de
revestimientos, entonces g es un revestimiento. Ésto se sigue inmediatamente aplicando
el funtor St.
Observación. Si p : G′ −→ G es un funtor entre grupoides, p es un revestimiento si y sólo
si para todo mor�smo h : x −→ p(e) en G existe un único mor�smo ĥ : x′ −→ e en G′ tal
que p(ĥ) = h (es decir, basta probar sólo con mor�smos que llegan a un punto dado).
Comparar con [Br88, May99].
Proposición. Sea p : C′ −→ C un revestimiento y e ∈ C′. Entonces, para todo camino
ω : y −→ p(e) en C (resp. ω : p(e) −→ y en C), existe un único camino ω̂ : x −→ e en C′

(resp. ω̂ : e −→ x en C′) tal que p(ω̂) = ω:
∗ e //

0
��

C′

p

��
In

ω //

bω >>~
~

~
~

C

Observación. Con las de�niciones anteriores, la proposición dice que la función
StPC′ e −→ StPC p(e)

inducida por p es biyectiva. Es decir, p es revestimiento si y sólo si P(p) es revestimiento.
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2 Homotopía en categorías y revestimientos

Demostración de la proposición. Observemos primero que basta considerar el caso donde
el camino ω termina en p(e), i.e., ω : y −→ p(e) (si no consideramos el camino ω). Sea
e ∈ C′, ω : y −→ p(e) un camino en C.
Primero observemos que la unicidad es inmediata pues la k-ésima �echa de un levantado

tiene que levantar la k-ésima �echa de ω y por lo tanto es única. Luego, sólo resta ver la
existencia. Como todo camino es composición de caminos de largo 1 y de largo 2, basta
ver la proposición cuando n = 2. En efecto, si ω = ω1 ∗ ω2, y ω̃2 es un levantado de
ω2 que termina en e y ω̃1 es un levantado de ω1 que termina en el objeto inicial de ω̃2

entonces ω̃1 ∗ ω̃2 es un levantado de ω que termina en e. Veamos entonces el caso n = 2.
Sea ω : I2 −→ C el camino

a r // b oo
s
p(e)

Sabemos que existe s̃ : e −→ b′ tal que p(s̃) = s. También existe r̃ : a′ −→ b′ tal que
p(r̃) = r. Entonces el camino

a′
er // b′ oo

es e

levanta al camino ω. Esto termina la demostración.
Proposición (Levantamiento de ∗-homotopías). Sea p : C′ −→ C un revestimiento.
Supongamos que se tienen caminos ω : In −→ C, ω′ : In −→ C tales que ω ≈ ω′ y sea
H : Im × In −→ C la homotopía. Supongamos que cod(ω) = p(e) para algún e ∈ C′ (resp.
dom(ω) = p(e)). Entonces existe una única ∗-homotopía Ĥ : Im × In −→ C′, ω̂ ≈ ω̂′ tal
que pĤ = H y tal que Ĥ(0, 0) = e (resp. Ĥ(m,n) = e).

∗ e //

(0,0)
��

C′

p

��
Im × In H

//

bH ;;v
v

v
v

v
C

Demostración. Por adjunción, el diagrama anterior se corresponde con el diagrama
∗ e //

0
��

C′In

pIn

��
Im

H′
// CIn

donde la �echa de arriba está dada por el camino constante e. Ahora bien, pIn : C′In −→ CIn

es un revestimiento por la observación anterior (p revestimiento =⇒ P(p) revestimiento).
Luego, este cuadrado puede completarse conmutativamente de forma única con Ĥ ′ : Im −→
C′In y por adjunción podemos completar el siguiente cuadrado de forma única.

∗ e //

��

C′

p

��
Im × In H

//

bH ;;v
v

v
v

v
C
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2 Homotopía en categorías y revestimientos

Finalmente, observemos que pĤ(0,−) = pInĤ ′(0) = H ′(0) = ω (idem, pH(m,−) =
ω′) y que Ĥ(0, 0) = Ĥ ′(0)(0) = e, con lo que se termina la demostración.
Proposición (Levantamiento de homotopías). Sea p : C′ −→ C un revestimiento,
e ∈ C′, b = p(e). Sean ω, ω′ : b −→ b′ dos caminos homotópicos en C. Entonces, si
ω̂, ω̂′ : e −→ e′ son dos caminos en C′ que levantan a ω, ω′ respectivamente, éstos también
resultan homotópicos.
Demostración. Sean φ, ψ extensiones tales que φ∗ω ≈ ψ∗ω′. Ahora bien, como

p∗(φ∗ω̂) = φ∗p∗(ω̂) = φ∗(ω),

p∗(ψ∗ω̂′) = ψ∗p∗(ω̂′) = ψ∗ω′,

tenemos que φ∗ω̂ levanta a φ∗ω y que ψ∗ω̂′ levanta a ψ∗ω′. Por el levantamiento de
∗-homotopías, tenemos que φ∗(ω̂) ≈ ψ∗(ω̃′), i.e., ω̂ ' ω̂′.
Corolario. Sea p : C′ −→ C un revestimiento. Entonces

p∗ : Π1C
′ −→ Π1C

es un funtor �el.
Lema del levantamiento. Sea p : C′ −→ C un revestimiento, D una categoría conexa,
f : D −→ C un funtor, e ∈ C′, b ∈ C y x ∈ D tal que conmuta el siguiente diagrama

∗
x

��

e // C′

p

��
D

bf ??~
~

~
~

f
// C

Entonces existe un funtor f̂ : D −→ C′ tal que f̂(x) = e y pf̂ = f si y sólo si f∗π1(D, x) ⊂
p∗π1(C′, e). Además, en este caso, f̂ es único.
Demostración. Primero de�nimos f̂ en los objetos de D. Sea x′ ∈ D y ω : x −→ x′ un
camino en D. Levantamos f∗(ω) a un camino ω̂ : e −→ e′ en C′. De�nimos

f̂(x′) = e′.

Veamos que esta de�nición no depende del camino elegido. Sean ω, η : x −→ x′ dos
caminos en D. Sabemos que f∗[ω ∗ η] ∈ p∗π1(C′, e). Por lo tanto,

f∗(ω) ∗ f∗(η)−1 ' p∗(δ) para algún [δ] ∈ π1(C, e).

Es decir, f∗(ω) ' p∗(δ) ∗ f∗(η). Ahora bien, sea η̂ el levantado de f∗(η) que comienza en
e y ω̂ el levantado de f∗(ω) que comienza en e. Es claro que δ ∗ η̂ levanta a p∗(δ) ∗ f∗(η)
y que comienza en e. Como p∗(δ) ∗ f∗(η) ' f∗(ω) y p∗ es �el, δ ∗ η̂ ' ω̂. En particular, η̂
y ω̂ terminan en el mismo objeto.
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2 Homotopía en categorías y revestimientos

Veamos ahora que podemos de�nir f̂ en las �echas. Sea h : x′ −→ x′′ un mor�smo en
D. Levantamos f(h) a una �echa ĥ en C′ que comience en f̂(x′). Ponemos

f̂(h) = ĥ.

Hay que ver dos cosas. Primero, que ĥ termina en f̂(x′′). En efecto, si ω : x −→ x′

es un camino en D, entonces ω ∗ h es un camino x −→ x′′ y por la primer parte de la
demostración, el levantado de f∗(ω ∗ h) que comienza en e puede utilizarse para de�nir
f̂(x′′). Por unicidad, este levantado coincide con ω̂ ∗ ĥ (donde ω̂ es un levantado de f∗(ω)
que comienza en f̂(x) y termina en f̂(x′)). Luego, ĥ termina en f̂(x′′). Por último, hay
que ver que f̂ de�nido así es un funtor. Como la identidad se levanta a la identidad,
tenemos que f̂(1d) = 1 bf(d)

para todo d ∈ D. La unicidad de los levantados muestra que
f̂ preserva la composición. La unicidad de f̂ es clara.
Corolario. Sean C' una categoría conexa, p′ : C′ −→ C, p′′ : C′′ −→ C revestimientos,
x′ ∈ C′, x′′ ∈ C′′ tales que p′(x′) = p′′(x′′). Entonces existe un mor�smo de revestimientos
g : C′ −→ C′′ tal que g(x′) = x′′ si y sólo si p′∗π1(C′, x′) ⊂ p′′∗π1(C′′, x′′).

∗ x′′ //

x′

��

C′′

p′′

��
C′

p′
//

g
>>}

}
}

}
C

Más aún, en este caso, g es único.
Corolario. Sean C′ −→ C y C′′ −→ C revestimientos y g, h : C′ −→ C′′ mor�smos de
revestimientos tales que g(x) = h(x) para algún x ∈ C′. Entonces g = h.

2.4. G-conjuntos
El objetivo de esta sección es �jar la notación y hacer algunas observaciones en lo que

respecta a acciones de grupos en conjuntos que serán utilizadas para clasi�car revesti-
mientos de categorías en las secciones subsiguientes.
Sea G un grupo con neutro e ∈ G. Notamos la multiplicación de dos elementos g, h ∈ G

por gh ∈ G. Una acción a izquierda de G en un conjunto S es una función
G× S −→ S, (g, s) 7→ g · s

tal que (gh) · s = g · (h · s), e · s = s para todo g, h ∈ G, s ∈ S. Un mor�smo de acciones
entre G×S −→ S y G× T −→ T en una función f : S −→ T tal que f(g · s) = g · f(s). Esto
de�ne de forma obvia la categoría SetG de acciones de G (o de G-conjuntos). Escribimos
S ∈ SetG para denotar a un conjunto S munido de una acción de G.
Observación. Si pensamos a G como un grupoide entonces una acción no es otra cosa
que un funtor G −→ Set. Generalizando, vamos a decir que un funtor G −→ Set, con G un
grupoide cualquiera, es una acción de grupoide.
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2 Homotopía en categorías y revestimientos

Sea ahora G×S −→ S una acción �ja. Dado s ∈ S, de�nimos el estabilizador de s como
el subgrupo

Gs = {g ∈ G | g · s = s} ⊆ G.

Decimos que la acción es libre si g · s = s para algún s ∈ S implica que g = e, i.e., si
Gs = {e} para todo s ∈ S. También de�nimos la órbita de s como el conjunto

Gs = {g · s | g ∈ G} ⊂ S.

Decimos que la acción es transitiva si para todo s, s′ ∈ S existe g ∈ G tal que g · s = s′,
i.e., si Gs = S para todo s ∈ S.
Ahora bien, G es un G-conjunto con la acción natural de G dada por su operación de

grupo. Elegir s ∈ S es equivalente a dar un mor�smo de G-conjuntos G −→ S (Yoneda!).
Concretamente, dado s ∈ S, tenemos el mor�smo de G-conjuntos

φs : G −→ S, g 7→ g · s.

Claramente φs(g) = φs(h) si y sólo si g−1h ∈ Gs. Es decir, φs desciende al cociente G/Gs
(conjunto de coclases a izquierda) y la función inducida queda inyectiva:

G
φs //

��

S

G/Gs
φs, iny
<<z

z
z

z

Más aún, si la acción es transitiva entonces φs es sobreyectiva y por lo tanto se obtiene
un isomor�smo de acciones

φs : G/Gs −→ S.

Dado el grupo G, los cocientes G/H (= conjuntos de coclases) son G-conjuntos transiti-
vos. Un mor�smo de G-conjuntos G/H −→ G/K admite la siguiente descripción explícita.
Lema. Un mor�smo de G-conjuntos α : G/H −→ G/K tiene la forma α(gH) = gγK
para algún γ ∈ G que satisface que γ−1Hγ ⊂ K.
Demostración. Sea γ ∈ G tal que α(eH) = γK. Entonces

γK = α(eH) = α(hH) = hα(eH) = hγK.

Es decir, γ−1Hγ ⊂ K. Recíprocamente, si γ−1Hγ ⊂ K, entonces gH −→ gγK es clara-
mente un G-mor�smo y está bien de�nido: si gH = g′H entonces g−1g′ ∈ H y, por lo
tanto,

γ−1g−1g′γ ∈ K.

Es decir, gγK = g′γK.
Denotamos por O(G) la categoría de órbitas de G, es decir, la subcategoría plena de la

SetG generada por los G-conjuntos transitivos de la forma G/H para H algún subgrupo
deG. Del resultado anterior se sigue inmediatamente la siguiente caracterización de O(G).
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Corolario. La categoría O(G) es isomorfa a la categoría cuyos objetos son los subgrupos
de G y cuyos mor�smos son las distintas relaciones de conjugación γ−1Hγ ⊂ K para
γ ∈ G.
Denotaremos por tSetG la subcategoría plena de SetG generada por los G-conjuntos

transitivos. El siguiente resultado es inmediato a partir de las observaciones hechas arriba.
Corolario. La categoría tSetG de G-conjuntos transitivos y la categoría O(G) son equi-
valentes.

2.5. Clasi�cación de revestimientos I
En esta sección y en la siguiente mostramos que en el contexto categórico vale un

teorema de clasi�cación de revestimientos análogo al que vale en topología. Este desarollo
sigue el orden del desarollo que se hace en [May99] para el caso de grupoides.
Dado cualquier revestimento p : C′ −→ C, de�nimos una acción de grupoide (= un

funtor) F (p) : Π1C −→ Set de la siguiente manera. Para cada b ∈ Π1C (i.e., para cada
objeto b de C), escribimos

Fb(p) = { e ∈ C′ | p(e) = b },

y lo llamamos la �bra de p sobre b. Cuando sólo un revestimiento esté en discusión o
no haya riesgo de confusión vamos a escribir simplemente F = F (p) y Fb = Fb(p). Si
[ω] : b −→ b′ es un mor�smo en Π1C y e ∈ Fb, levantamos ω a ω̂ : e −→ e′ con e′ ∈ Fb′ y
de�nimos

F [ω](e) = e′.

Esta de�nición no depende de la clase de homotopía de ω pues dos caminos homotópicos
terminan en el mismo punto. Como la identidad se levanta a la identidad, vemos que
F [1b] = 1Fb

. La unicidad de los levantados implica que F [ω ∗ η] = F [ω] ◦ F [η] (siempre
que esto tenga sentido).
Corolario. Si C es conexa, todas las �bras Fb, b ∈ C, tienen la misma cardinalidad.
Por restricción, obtenemos para cada b ∈ C una acción de π1(C, b) en el conjunto Fb.

Calculamos su estabilizador: sea e ∈ Fb. Escribimos ω̂ para denotar el levantado de un
lazo ω con punto base b a un camino que comienza en e:

π1(C, b)e = { [ω] ∈ π1(C, b) | cod(ω̂) = e }
= p∗π1(C′, e).

Aplicando la teoría general, sabemos que existe un monomor�smo de π1(C, b)-conjuntos
π1(C, b)/p∗π1(C′, e) −→ Fb.

Si además la acción es transitiva (i.e. si C′ es conexa) entonces este mor�smo resulta un
isomor�smo. Si elegimos otro e′ ∈ Fb entonces p∗π1(C′, e) y p∗π1(C′, e′) son conjugados
en π1(C, b) y el isomor�smo anterior es compatible con la conjugación.
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Ejemplo. Consideramos la categoría C de�nida como la categoría de�nida por el diagrama
•α 99

y la categoría C′ dada por el diagrama

•1
β
// •2

δ
// •3

γ

||

y de�nimos un funtor p : C′ −→ C por p(β) = p(δ) = p(γ) = α. Claramente p es un
revestimiento. Claramente Π1C = Zα, π1(C′, •1) = Z y p∗ : π1(C′, •1) −→ π1(C, •) se
corresponde con la multiplicación por 3. Luego, F• = { •1, •2, •3 } es isomorfo a Z/3
como Z-conjunto.
Una categoría C se dice simplemente conexa (o 1-conexa) si su grupoide fundamental

es trivial. Es decir, si existe exactamente un mor�smo entre dos objetos cualesquiera.
De�nición. Un revestimiento C′ −→ C se dice universal si C′ es simplemente conexa.
Luego, si p : C′ −→ C es universal entonces

π1(C, b) ' Fb

como π1(C, b)-conjuntos. El lema del levantamiento y el hecho de que un mor�smo de
revestimientos es automáticamente un revestimiento implica que p es único salvo isomor-
�smo de revestimientos y que cubre cualquier otro revestimiento.
Resulta que p está caracterizado por la acción F = F (p) : Π1C −→ Set. Esto es la

esencia de la teoría de Galois en este contexto.
Extendemos la correspondencia p 7→ F (p) a los mor�smos de revestimientos. Si p : C′ −→

C, q : C′′ −→ C son dos revestimientos y g : C′ −→ C′′ es un mor�smo de revestimientos, se
tiene una transformación natural ĝ : F (p) −→ F (q) dada por ĝb : Fb(p) −→ Fb(q), e 7→ g(e).
Si [ω] : b −→ b′ es un mor�smo en Π1C se tiene que

Fb(p) //

��

Fb(q)

��

e � //
_

��

g(e)
_

��
Fb′(p) // Fb′(q) [ω] · e � // g([ω] · e) = [ω] · g(e)

conmuta. En efecto, g([ω] · e) = [ω] · g(e) pues si ω̂ es un levantado de ω en e, g∗ω̂ es un
camino en C′′ que comienza en g(e) y levanta a ω (pues q∗g∗ω̂ = p∗ω̂ = ω) y entonces
[ω] · g(e) = cod(g∗ω̂) = g(cod(ω̂)) = g([ω] · e).
Ahora vamos a ir en la dirección opuesta. Nuestro objetivo es construir, al igual que

en el caso clásico de espacios topológicos, un funtor G : SetΠ1C −→ Cov/C, equivalencia
inversa de F . Concretamente, queremos un revestimientos a partir de una acción de
grupoides Π1C −→ Set.
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Esta construcción es análoga a la construcción de un revestimiento topológico a par-
tir de un subgrupo del grupo fundamental de un espacio topológico que se encuentra
en cualquier libro de topología, o a la construcción del revestimiento universal de un
grupoide (que puede encontrarse en [Br88, May99]). Sin embargo, ninguna de las cons-
trucciones es directamente aplicable a este caso, pues en ambos casos se está trabajando
con grupoides, i.e., todas los mor�smos son isomor�smos. Luego, las direcciones de las
�echas no juegan ningún papel y la condición de revestimiento se simpli�ca. El problema
de la distinción de la dirección de un mor�smo es esencialmente la única característica
nueva de nuestra situación. La siguiente construcción está basada en la construcción que
se encuentra en [GZ67] del revestimiento universal de un grupoide, modi�cada para que
sirva en nuestro contexto general.
Sea L : Π1C −→ Set una acción de grupoides. De�nimos un revestimiento pL : L −→ C

de la siguiente manera. El conjunto de objetos de L está dados por los pares (e, b), donde
b ∈ C y e ∈ L(b). Los mor�smos (e, b) −→ (e′, b′) están dado por los mor�smos h : b −→ b′

en C tales que L[h](e) = e′. Las identidades y la composición están dadas por las de C.
Claramente se tiene una proyección canónica pL : L −→ C, dada por (e, b) 7→ b en los
objetos, que actúa idénticamente en los mor�smos. Observar que el conjunto de objetos
que se proyectan sobre b es L(b).
Veamos que pL es un revestimiento. Sea h : b −→ b′ una �echa de C, e ∈ Fb(pL) = L(b).

Claramente podemos levantar h de forma única a una �echa de L que comience en e. Sea
ahora e′ ∈ L(b′) = Fb′(pL) y veamos que existe un único mor�smo en L que levanta a h y
que termina en e′. Como Π1C es un grupoide, L[h] : L(b) −→ L(b′) es una biyección y por
lo tanto, existe e ∈ L(b) tal que L[h](e) = e′. Claramente el mor�smo h : (e, b) −→ (e′, b′)
en L levanta a h y es el único con esta propiedad.
Por último, veamos que L 7→ pL es funtorial. Supongamos que se tiene ϕ : L −→ L′ una

transformación natural. Queremos de�nir un mor�smo de revestimientos g : L −→ L′.
De�nimos g es los objetos: dado (e, b) ∈ L, ponemos g(e) = ϕb(e) ∈ L(b′). Ahora

de�nimos g en las �echas. Si h : (e, b) −→ (e′, b′) es un mor�smo en L, de�nimos g(h)
como el mor�smo h : (ϕb(e), b) −→ (ϕ′b(e

′), b′) en L′. Es claro que esto esta de�nición es
funtorial. Esto termina la construcción del funtor G : SetΠ1C −→ Cov/C.
De la construcción se sigue que si L : π1(C) −→ Set es una acción entonces Fb = L(b)

y, más aún, FpL = L como funtores. En efecto, basta ver que L[ω] = FpL[ω] donde
[ω] : b −→ b′ es una �echa de Π1C. Por funtorialidad, basta ver el caso donde ω = h : b −→ b′

es una �echa de C. Recordamos la construcción de FpL y la de�nición de FpL[ω] dada
por la acción de Π1C en las �bras de pL:

FpL[ω](e) = cod
[
h : (e, b) −→ (L[h](e), b′)

]
= L[h](e) = L[ω](e).

Como corolario, vemos que FG = 1Cat. Luego, para deducir que F es una equivalencia
categórica, basta ver que F es plenamente �el, i.e., que

F : Cov/C[p, q] −→ SetΠ1C[Fp, Fq]

es una biyección para todo p, q ∈ Cov/C.
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Vamos a utilizar el lema del levantamiento. Necesitamos reducirnos al caso conexo para
utilizarlo. Sean p : C′ −→ C y q : C′′ −→ C revestimientos. Descomponemos C′ y C′′ en sus
componentes conexas:

λ′i : C′i −→ C′ (i ∈ I)
λ′′j : C′′j −→ C′′ (j ∈ J)

Sea g : C′ −→ C′′ un mor�smo de revestimientos. Como g manda componentes conexas en
componentes conexas, existe una única τ : I −→ J tal que gλ′i se factoriza por λ′′τi. Ahorabien, pi = p|C′i y qj = q|C′′j son revestimientos pues es muy fácil ver que las inclusiones
λ′i y λ′′j son revestimientos. Esto de�ne aplicaciones φi : Cov/C[p, q] −→ Cov/C[pi, qτi].
Abreviamos los conjuntos de mor�smos por [·, ·] y construimos el siguiente diagrama
conmutativo:

[p, q] F //

φ '

���
�
�
�
�
�
�

φi

&&LLLLLLLLLL
[Fp, Fq]

ψ'

���
�
�
�
�
�
�

wwnnnnnnnnnnnn

[pi, qτi]
Fi // [Fpi, F qτi]

∏
i[pi, qτi] Q

Fi

//_________________

88rrrrrrrrrr ∏
i[Fpi, F qτi]

ggPPPPPPPPPPPP

Ahora bien, φ y ψ son biyectivas. Por lo tanto, la �echa de arriba es biyectiva si y sólo si
lo es la de abajo. Y esta lo será si y sólo si lo es en cada componente, i.e., basta ver que

Fi : Cov/C[pi, qτi] −→ SetΠ1C[Fpi, F qτi]

en biyectiva para todo i ∈ I. Recapitulando: F es plenamente �el si y sólo si lo es en la
subcategoría de revestimientos conexos.
Lema. Sean p : C′ −→ C, q : C′′ −→ C revestimientos con C′ conexa. El funtor �bra
F : Cov/C −→ SetΠ1C induce una biyección

F : Cov[p, q] −→ SetΠ1C[Fp, Fq].

Demostración. Sea α ∈ SetΠ1C[Fp, Fq], e ∈ C′. Ponemos b = p(e′), e′′ = α(e′). Si
[ω] ∈ π1(C, b)e

′
= p∗π1(C′, e′) entonces [ω] ·e′ = e′ y por lo tanto e′′ = α(e′) = α([ω] ·e′) =

[ω] · α(e′) = [ω] · e′′. Es decir, p∗π1(C′, e′) ⊂ p∗π1(C′′, e′′). Como C′ es conexa, existe un
único mor�smo de revestimientos g : C′ −→ C′′ tal que g(e′) = e′′. Veamos que Fg = α.
Sea b ∈ C, e ∈ Fb(p). Entonces

(Fg)b(e) = g(e) = g([ω′] · e′) = [ω] · g(e′) = [ω] · e′′ = α(e)

donde la tercer igualdad vale pues Fg es un Π1C-mor�smo y la última igualdad vale pues
α lo es.
Corolario. Sea C una categoría. Entonces el funtor F determina una equivalencia de
categorías

Cov/C ' SetΠ1C

con cuasi-inversa G.
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2.6. Clasi�cación de revestimientos II
En esta sección hacemos variar la categoría base C y estudiamos como se comporta la

clasi�cación anterior al hacer estos cambios.
Sean p : C′ −→ C y f : D −→ C funtores. Tomando pullback obtenemos un funtor

f∗(p) : D×C C′ −→ D.
D×C C′ //

pullf∗(p)

��

C′

p

��
D

f
// C

La propiedad universal del pullback implica inmediatamente el siguiente resultado.
Lema. Si C′ −→ C es un revestimiento entonces D×C C′ −→ D también lo es.
Como f∗ es claramente funtorial (módulo detalles 2-categóricos), por restricción te-

nemos de�nido un funtor Cov/f : Cov/C −→ Cov/D. Por otra parte, f induce el funtor
Π1f : Π1D −→ Π1C y por lo tanto se tiene un funtor

SetΠ1f : SetΠ1C −→ SetΠ1D.

Estos funtores encajan en un cuadrado conmutativo (salvo isomor�smo natural):

D

f

��

Cov/C
F //

Cov/f
��

'

SetΠ1C

SetΠ1f

��
C Cov/D

F
// SetΠ1D

Demostración. Veamos la conmutatividad del diagrama. Sea p ∈ Cov/C.
p � F //
_

f∗

��

Fp_

f∗

��
f∗(p) � F // F (f∗(p)) = Fp ◦ f

Tenemos que ver que los funtores Fp ◦ f y F (f∗(p)) son naturalmente isomorfos. Sea
d ∈ C. Entonces

F (f∗(p))(d) = {d} × { e ∈ D | p(e) = f(d) }
' Fp(f(d)) = (Fp ◦ f)(d)

Corolario. Sean C, D categorías (pequeñas). Entonces Cov/f : Cov/C −→ Cov/D es una
equivelancia de categorías si y sólo si Π1f : Π1D −→ Π1C es una equivalencia de grupoides.
Demostración. Ver el último resultado del primer capítulo.
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Caso de la categoría base conexa
Queremos ver qué podemos decir si la categoría base C es conexa.
Recordamos la siguiente de�nición general: si X es una categoría y X′ ⊂ X es una

subcategoría tal que todo objeto de X es isomorfo a exactamente un objeto de X′, decimos
que X′ es un esqueleto de X. En este caso, la inclusión X′ −→ X es una equivalencia de
categorías.
Ahora bien, C es conexa si y sólo si Π1C lo es. En este caso, eligiendo b ∈ C, π1(C, b) −→

Π1C es un esqueleto. Luego, la restricción
SetΠ1C −→ Setπ1(C,b)

es una equivalencia. Componiendo con la equivalencia anterior F : Cov/C −→ SetΠ1C

obtenemos una equivalencia
Cov/C ' Setπ1(C,b).

Caso de revestimientos conexos
Ahora nos restringimos aún más: sólo queremos considerar revestimientos conexos.

Observar que p : C′ −→ C es un revestimiento conexo si y sólo si la acción de Π1C en las
�bras es transitiva (i.e., cada π1(C, b) actua transitivamente).
En este caso, la equivalencia anterior se restringe a una equivalencia:

Cov/C // Setπ1(C,b)

cCov C //

inc
OO

tSetπ1(C,b)

inc
OO

Ahora bien, por la teoría general, sabemos que se tiene una equivalencia de categorías
O(π1(C, b)) ' tSetπ1(C,b).

Por lo tanto, obtenemos la siguiente equivalencia
Cov/C ' O(π1(C, b)).

Observar que esta es la equivalencia de categorías análoga a la que normalmente se
demuestra en los cursos de topología para el caso clásico.

34



3 Conjuntos simpliciales y revestimientos
simpliciales

En este capítulo introducimos la noción de conjunto simplicial y estudiamos en detalle
sus propiedades básicas. Un conjunto simplicial busca capturar la esencia combinatoria de
los CW-complejos. Esta noción tiene innumerables usos y se presta particularmente bien
para servir de puente entre las categorías Cat y Top via ciertos funtores de �categorización�
y �realización geométrica.� El uso que le daremos nosotros está relacionado con este último
punto.

3.1. Conjuntos simpliciales
Sea ∆ la siguiente categoría: los objetos de ∆ son los conjuntos ordenados [n] = { 0 <

1 < · · · < n } (n ∈ N) y los mor�smos [n] −→ [m] son las funciones no decrecientes. En
particular, se tienen los siguientes mor�smos:
• δin : [n− 1] −→ [n] es la única función inyectiva no decreciente que no toma el valor
i ∈ [n].

• σin : [n + 1] −→ [n] es la única función sobreyectiva no decreciente que toma dos
veces el valor i ∈ [n].

Muchas veces no vamos a escribir el índice n si está claro del contexto. Estos mor�smos
veri�can las siguientes relaciones de conmutación.

δjn+1δ
i
n = δin+1δ

j−1
n i < j

σinσ
i
n+1 = σinσ

i+1
n+1 i ≤ j

σjn−1δ
i
n = δin−1σ

j
n−2 i < j

σjn−1δ
j
n = σjn−1δ

j+1
n = 1[n−1]

σjn−1δ
i
n = δi−1

n−1σ
j
n−2 i > j + 1.

Lema. Todo mor�smo µ : [m] −→ [n] en ∆ se factoriza de forma única como
µ = δisn δ

is−1

n−2 . . . δ
i1
n−t+1σ

jt
m−t . . . σ

j2
m−2σ

j1
m−1

con n ≥ is > · · · > i1 ≥ 0, 0 ≤ jt < · · · < j1 < m y n+ t = m+ s.
Demostración. Sean jt < jt−1 < · · · < j1 los elementos j ∈ [m] tales que µ(j) = µ(j + 1)
y sean i1 < i2 < · · · < is los valores i ∈ [n] que no están en la imagen de µ. Es claro que
vale la factorización del enunciado. Recíprocamente, si µ se escribe como en el enunciado,
los índices ik y jl están caracterizados de esta manera.
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3 Conjuntos simpliciales y revestimientos simpliciales

Vamos a decir que la factorización anterior es la descomposición canónica de µ en ∆.
De�nición. Sea C una categoría. Un objeto simplicial en C es un funtor X : ∆op −→ C.
Un mor�smo entre objetos simpliciales es una transformación natural entre los corres-
pondientes funtores. La categoría de objetos simpliciales en C se denota por C∆op .
Si X ∈ C∆op , escribimos Xq ∈ C para denotar la imagen del objeto [q] ∈ ∆. Además,

escribimos di = dni = X(δin) : Xn −→ Xn−1 (las �caras�) y sj = snj = X(σnj ) : Xn −→ Xn+1

(las �degeneraciones�). Observamos que los mor�smos di, sj satisfacen relaciones �duales�
a las relaciones de conmutación de δi, σj . Por lo tanto, dar un objeto simplicial en C
es lo mismo que dar una sucesión de objetos Xn ∈ C y mor�smos dni : Xn −→ Xn−1,
snj : Xn −→ Xn+1 tales que valen estas relaciones.
Observación. Si F : C −→ D es un funtor, entonces todo objeto simplicial X : ∆op −→ C
da lugar a un objeto simplicial FX : ∆op −→ D.

Homología de un objeto simplicial
Sea R un anillo y consideremos la categoría RMod de R-módulos a izquierda (o, más

generalmente, cualquier categoría abeliana). Si M : ∆op −→ RMod es un R-módulo sim-
plicial, podemos utilizar la estructura aditiva de la categoría para �promediar� sus caras
y de�nir mor�smos d : Mn −→Mn−1 por

d =
n∑
i=0

(−1)idi,

Las identidades simpliciales implican que d2 = 0. De�nimos la homología de M como la
homología del complejo (M·, d):

Hq(M) =
ker(d : Mn −→Mn−1)
im(d : Mn+1 −→Mn)

∈ RMod.

En particular, si X ∈ C∆op es un objeto simplicial y se tiene un funtor F : C −→ RMod
para alguna categoría C, podemos de�nir la homología de X con coe�cientes en F como
la homología del R-módulo simplicial FX.

Hq(X,F ) = Hq(FX) =
ker(FXn −→ FXn−1)
im(FXn+1 −→ FXn)

∈ RMod.

Ejemplo. Sea C una categoría con productos y sea X ∈ C. El complejo de �ech asociado
a X es el conjunto simplicial de�nido por

Xq = X ×X × · · · ×X (q veces)
El mor�smo de borde dni : Xn −→ Xn−1 es la proyección en el producto de n−1 copias de
X, donde se ignora la i-ésima copia. La degeneración sni : Xn −→ Xn+1 es inducida por
la identidad de X y la diagonal ∆ : X −→ X ×X en el i-ésimo lugar.
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3 Conjuntos simpliciales y revestimientos simpliciales

Consideramos el siguiente caso particular. Tomamos X ∈ Top, O como la subcategoría
de Top generada por uniones disjuntas de abiertos de X y sus inclusiones. Sea U =
{Ui }i∈I un cubrimiento abierto de X. Entonces U =

∐
Ui de�ne un objeto de O. Dado

un funtor F : O(X)op −→ Ab (lo que se conoce como un prehaz en X), podemos extenderlo
de manera canónica a un funtor F : Oop −→ Ab. Entonces tiene sentido considerar la
homología del complejo de �ech asociado a U ∈ O con coe�cientes en F . Como F cambia
el sentido de las �echas, notamos a los grupos de homología por Hq(U, F ) y lo llamamos
la cohomología de �ech de X con coe�cientes en el prehaz F subordinada al cubrimiento
U. Tomando un límite sobre todos los cubrimientos U de X se obtiene la cohomología de
�ech de X con coe�cientes en el prehaz F .
Volviendo a la situación general, nos va a interesar estudiar el caso de conjuntos simpli-

ciales, es decir, objetos simpliciales en Set. Denotamos esta categoría por SSet = Set∆
op .

Si X ∈ SSet, decimos que los elementos x ∈ Xq son q-símplices. A veces vamos a escribir
vértices y aristas en vez de 0-símplices y 1-símplices, respectivamente.
Para cada [n] ∈ ∆, denotamos ∆[n] ∈ SSet el representable [k] 7→ ∆ [[k], [n]] y lo

llamamos el n-simplex standard. La identidad 1[n] ∈ ∆[n]n es un n-simplex de ∆[n] y,
por Yoneda, si x ∈ Xn es un n-simplex, existe un único mor�smo simplicial ∆[n] −→ X
que manda este simplex a x. Generalmente, vamos de la abusar la notación e identi�car
x ∈ Xn con el mor�smo asociado x : ∆[n] −→ X.
Ejemplo. Para n ≥ 0, de�nimos el n-simplex topológico standard ∆n ∈ Top como

∆n = { (t0, . . . , tn) | 0 ≤ ti ≤ 1, t0 + · · ·+ tn = 1 } ⊂ Rn+1.

Si X ∈ Top es un espacio topológico, un n-simplex singular de X es una función continua
∆n −→ X. El conjunto graduado S(X) donde Sn(X) = Top[∆n, X] se llama el complejo
singular de X. Le damos estructura de conjunto simplicial de�niendo las degeneraciones
y las caras por

(dif)(t0, . . . , tn−1) = f(t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1),
(sif)(t0, . . . , tn+1) = f(t0, . . . , ti−1, ti + ti+1, ti+2, . . . , tn+1).

La homología singular de un espacio topológico puede de�nirse a partir de este con-
junto simplicial. En efecto, consideramos el funtor �libre� FR : Set −→ RMod, S 7→ R(S),
donde R(S) es el R-módulo libre con base S. Los grupos de homología singular de X con
coe�cientes en R son exactamente los grupos de homología de S(X) con coe�cientes en
el funtor FR:

Hq(X,R) = Hq(S(X), FR).

Volviendo a la situación general, si X es un conjunto simplicial y x ∈ Xm un m-
simplex, decimos que x es degenerado si existe un epimor�smo s : [m] −→ [n] con n < m
y un n-simplex y ∈ Xn tal que X(s)(y) = x. Observar que ∆[n] tiene un único n-simplex
no degenerado dado por 1[n] ∈ ∆[n]n. La siguiente proposición es básica.
Lema de Eilenberg-Zilber. Para cada m-simplex x ∈ Xm existe un epimor�smo s :
[m] −→ [n] y un n-simplex y ∈ Xn no degenerado tal que x = X(s)(y). Además el par
(s, y) es único.

37
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Demostración. [GZ67, p. 26].

Esqueleto de un conjunto simplicial
Consideramos la subcategoría plena ∆≤n ⊂ ∆ generada por objetos [p] con p ≤ n.

Llamamos a la categoría de funtores ∆op
≤n −→ Set la categoría de conjuntos simpliciales

truncados de orden n y la denotamos por SSet≤n. Como SSet es cocompleta, podemos
extender la inclusión ∆≤n −→ ∆ −→ SSet a SSet≤n.

SSet≤n
Ln

$$H
H

H
H

H

∆≤n

OO

// SSet

Además el funtor extendido Ln tiene un adjunto a derecha Rn dado por Rn(X)q =
SSet(∆[q], X), i.e., Rn : SSet −→ SSet≤n es la restricción.
Si q ≤ n se tienen isomor�smos naturales (RnLnY )q = SSet(∆[q], LnY ) ' (LnY )q '

Yq y, por lo tanto, la unidad ψn : 1SSet≤n
−→ RnLn resulta un isomor�smo natural. Luego,

Ln es plenamente �el.
Sea ahora φn : LnRn −→ 1 la counidad de la adjunción. El siguiente lema muestra

que Ln le agrega a un conjunto simplicial truncado la �mínima� cantidad de símplices
necesarios para obtener un conjunto simplicial (esencialmente, las degeneraciones de los
símplices del conjunto truncado).
Lema. φn es un monomor�smo, i.e., (φn,X)q : (LnRnX)q −→ Xq es una función inyectiva
para todo X ∈ SSet y q ≥ 0.
Demostración. Sea Z = LnRnX. La naturalidad de la adjunción Ln a Rn implica que
Rnφn,X es una retracción de ψn,RnX .Como ψn es inversible, Rnφn es inversible y (φn,X)p es una biyección para p ≤ n. Por
otra parte, vimos que Z es el colímite del funtor ΓRnX −→ ∆≤n −→ SSet dado, en los
objetos, por β ∈ (RnX)p 7→ ∆[p]. En particular, Z es un cociente de un coproducto de
símplices standard ∆[p] con p ≤ n. Pero todo q-simplex de ∆[p] es degenerado si q > p
y por lo tanto, lo mismo ocurre con los q-símplices de Z. Luego, es su�ciente probar que
si f : Z −→ X es un mor�smo de complejos tal que fp es inyectiva para p ≤ n y tal que
todos los q-símplices de Z son degenerados para q > n entonces fp es inyectiva para todo
p.
Sea z, z′ dos q-símplices de Z tales que q > n. Por el lema de Eilenberg-Zilber, existen

epimor�smos s : [q] −→ [p], s′ : [q] −→ [p′] y símplices no degenerados x, x′ tales que
z = Z(s)(x) y z′ = S(s′)(x′). Necesariamente p, p′ ≤ n. Como fr es inyectiva si r ≤ n,
fp(x) y fp′(x′) son no degenerados. Luego, (s, fp(x)), (s′, fp′(x′)) son las descomposiciones
dadas por el lema de Eilenberg-Zilber correspondientes a fq(z) y fq(z′). La igualdad
fq(z) = fq(z′) implica que s = s′, x = x′ y por lo tanto z = z′.
Si X e Y son conjuntos simpliciales, vamos a decir que Y es un subcomplejo de X si

Y es un subfuntor de X, i.e., si Yq ⊂ Xq para todo q ∈ N y los mor�smos de Y están
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inducidos por aquellos de X. El n-esqueleto SknX de un conjunto simplicial X es el
subcomplejo Y de X tal que Yp está formado por todos los x ∈ Xp tales que existe un
epimor�smo s : [p] −→ [q], q ≤ n y un q-simplex y de X tal que x = X(s)(y)).
Corolario. Para cada X ∈ SSet, φn,X : LnRnX −→ X induce un isomor�smo entre
LnRnX y el n-esqueleto SknX de X.
Demostración. Vimos arriba que (φn,X)p es inyectiva para todo p. Por otra parte, cada
símplice de LnRnX es una degeneración de un p-simplex con p ≤ n. Lo mismo ocurre
con la imagen de LnRnX y por lo tanto está contenida en SknX. Si s : [p] −→ [q] es
un epimor�smo en ∆ con q ≤ n y si y es un q-simplex de X, y está en la imagen de
algún z ∈ (LnRnX)q pues (φn,X)q es una biyección si q ≤ n. Por lo tanto, X(s)(y) es la
imagen de una degeneración de z, lo que prueba que el mor�smo (LnRnX)p −→ (SknX)p
es suryectivo.
De ahora en más, diremos que un conjunto simplicial X tiene dimensión ≤ n si X =

SknX. En este caso, X es isomorfo a LnRnX y por lo tanto es un cociente de un
coproducto de p-símplices standard ∆[p] con p ≤ n. La a�rmación recíproca es evidente.
Por lo tanto, se tiene el siguiente corolario.
Corolario. Los funtores Ln y Rn inducen una equivalencia entre la categoría SSet≤n de
complejos simpliciales truncados de orden n y la subcategoría plena de SSet generada por
los conjuntos simpliciales de dimensión ≤ n.
Ejemplo. Sea X = ∆[n] el n-simplex standard. Claramente ∆[n] es de dimensión ≤ n.
Como 1[n] ∈ ∆[n]n es un n-simplex no degenerado que �genera� ∆[n], vemos que ∆[n]
tiene dimensión exactamente n y que cualquier subcomplejo de ∆[n] diferente de ∆[n]
está contenido en su (n− 1)-esqueleto Skn−1 ∆[n] que denotaremos por ∆̇[n].
Sea X un conjunto simplicial. Claramente, X es la unión de sus esqueletos:

∅ = Sk−1X ⊂ Sk0X ⊂ Sk1X ⊂ · · · ⊂ SknX ⊂ . . . .

El 0-esqueleto Sk0X tiene los mismos 0-símplices que X y es isomorfo a una suma directa
de símplices ∆[0]. En general, queremos calcular SknX en términos de Skn−1X. Sea Σn

el conjunto de n-símplices no degenerados σ : ∆[n] −→ X.
Proposición. Con la notación anterior, el siguiente cuadrado es un pushout para todo
n ≥ 0. ∐

σ∈Σn ∆̇[n]σ //

inc
��

push

Skn−1X

inc

��∐
σ∈Σn ∆[n]σ // SknX

Demostración. Como todos los conjuntos simpliciales que aparecen en el cuadrado tiene
dimensión ≤ n, basta ver que el siguiente cuadrado es un pushout de conjuntos para
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p ≤ n. ∐
σ∈Σn(∆̇[n]σ)p //

inc
��

push

(Skn−1X)p

inc

��∐
σ∈Σn(∆[n]σ)p // (SknX)p

Esto está claro cuando p < n pues, en este caso, las �echas verticales son biyecciones. Si
p = n, el complemento de ∐

(∆̇[n]σ)n en ∐
(∆[n]σ)n consiste de los símplices (1[n])σ. Aná-

logamente, el complemento de (Skn−1X)n en (SknX)n consiste de todos los n-símplices
no degenerados de X. Por lo tanto, la aplicación (σ)n induce una biyección entre el
complemento de ∐

(∆̇[n]σ)n y el complemento de (Skn−1X)n de donde se sigue lo que
queremos.
Por último, daremos una presentación util de ∆̇[n]. Consideramos el diagrama

∐
0≤i<j≤n ∆[n− 2]i,j

u //
v
//
∐

0≤i≤n ∆[n− 1]i
p //∆[n]

donde ∆[n− 1]i y ∆[n− 2]i,j son copias de ∆[n− 1] y ∆[n− 2], respectivamente, p está
inducido por los bordes ∆(δin) : ∆[n − 1]i −→ ∆[n] y u (resp. v) está inducido por los
mor�smos ∆(δj−1

n−1) : ∆[n− 2]i,j −→ ∆[n− 1]i (resp. ∆(δin−1) : ∆[n− 2]i,j −→ ∆[n− 1]j .
Es claro que, para cada q, la imagen de la aplicación

pq :
∐

(∆[n− 1]i)q −→ ∆[n]q

no es otra cosa que el conjunto de q-símplices de ∆̇[n]. Más aún, esta aplicación es el
coegalizador de uq, vq. Es decir, el siguiente diagrama es un coegalizador en SSet.

∐
0≤i<j≤n ∆[n− 2]i,j

u //
v
//
∐

0≤i≤n ∆[n− 1]i
p //∆̇[n].

3.2. Interludio: pushouts en ∆

Sean i : [s] −→ [n] y j : [s] −→ [m] dos mor�smos de ∆. Vamos a investigar cuando existe
su pushout. Observemos que el pushout existe siempre en la categoría Ord de conjuntos
parcialmente ordenados. En efecto, sea P = [n]

∐
[s][m] la unión disjunta de los conjuntos

[n] y [m] módoulo la relación i(r) ∼ j(r) para todo r ∈ [s]. Introducimos el siguiente
orden en P : r ≤ r′ si y sólo si r ≤ r′ en [n] o r ≤ r′ en [m] o bien si existe t ∈ [s]
tal que r ≤ i(t) en [n], j(t) ≤ r′ en [m]. Una comprobación fácil muestra que P con
las dos proyecciones naturales es el pushout de i y j en Ord (esta categoría no tiene en
general pushouts, pero en este caso existen pues todos los conjuntos involucrados están
totalmente ordenados).
A veces puede ocurrir que el orden anterior sea un buen orden. En este caso P es

(isomorfo a) un objeto de ∆ y por lo tanto, el pushout va a existir en ∆. Por otra
parte, si el orden no es un buen orden, entonces el pushout no existe en ∆. En efecto,
supongamos que el orden en P no es total. Como P es �nito, esto quiere decir que existen
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dos elementos de P que no se pueden comparar. Es decir, existen r ∈ [n], r′ ∈ [m] tales
que no existe ningún t ∈ [s] con r ≤ i(t) en [n] y j(t) ≤ r′ en [m]. Supongamos que el
pushout de i y de j existe en ∆. Entonces podemos completar el siguiente cuadrado de
forma universal.

[s] i //

j

��
push

[n]

µ

���
�
�

[m]
λ
//___ [l]

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que µ(r) < λ(r′) en [l]. Obsevemos que
r (resp. r′) no está en la imagen de i (resp. j) (sino, se podrían comparar). De�nimos
κ : [n] −→ [2], τ : [m] −→ [2] por

κ(k) =

{
0 0 ≤ k < r,

1 r ≤ k ≤ n,
τ(k) =

{
0 0 ≤ k ≤ r′,
1 r′ < k ≤ m.

A�rmamos que τj = κi. En efecto, sea t ∈ [s]. Supongamos que τ(j(s)) = 0, κ(i(s)) = 1.
Mirando las de�niciones anteriores, esto quiere decir que j(s) ≤ r′, r ≤ i(s). Como r, r′ no
se pueden comparar en P , esto es imposible. Luego, τ(j(s)) = 0 implica que κ(i(s)) = 0.
Una contradicción análoga ocurre si κ(i(s)) = 0, τ(j(s)) = 1. Por lo tanto, existe una
única φ : [l] −→ [2] tal que

[s] i //

j

��
push

[n]

µ

��

κ

��
[m]

λ
//

τ

HH
[l]

φ //___ [2]

conmuta. Pero observemos que φ(λ(r′)) = τ(r′) = 0 < 1 = κ(r) = φ(µ(r)). De esta
contradicción concluimos entonces que no puede existir el pushout en la categoría ∆.
Corolario. Sean i : [s] −→ [n], j : [s] −→ [m] dos mor�smos de ∆. Entonces el pushout de
i, j existe si y sólo si P (con la notación de arriba) es un conjunto bien ordenado. En
particular, esto ocurre si i, j son sobreyectivas.

3.3. Nervio y categorización
En esta sección estudiaremos la relación entre categorías y conjuntos simpliciales. Va-

rios de los resultados expuestos aquí pueden encontrarse en [GZ67]. Sin embargo, algunas
demostraciones son más detalladas que las encontradas allí. Además, se demuestra aquí
una caracterización de aquellos conjuntos simpliciales que son isomorfos al nervio de
alguna categoría. La demostración, si bien el resultado es conocido, no puede encontrarse
explícitamente en la literatura usual.
Llamamos i : Ord −→ Cat la inclusión como subcategoría plena. Consideramos la res-

tricción i : ∆ −→ Cat. Como Cat es cocompleta, sabemos que podemos extender i a un
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funtor c : SSet −→ Cat. Además, existe un funtor N : Cat −→ SSet adjunto a derecha de c
de�nido por NC = Cat[i(−),C].

SSet
c

##F
F

F
F

∆
i
//

h∆

OO

Cat

Llamos funtor nervio a N y categorización a c. Queremos estudiarlos un poco más
a fondo. La de�nición de N es explícita. Los q-símplices de NC no son otra cosa que
diagramas en C de la forma

c0 −→ c1 −→ · · · −→ cq.

La i-ésima cara actua componiendo en el lugar i y las degeneraciones actuan insertando
identidades.
Observación. El funtor i : ∆ −→ Cat es plenamente �el. También lo es el funtor Cat[−,C] =
hCatC por Yoneda. Luego,N es plenamente �el. Equivalentemente, la counidad cN −→ 1Cat

es un isomor�smo.
Para describir explícitamente el funtor c : SSet −→ Cat tenemos que trabajar un poco

más.
Lema (Gabriel-Zisman). Si n > 2, la inclusión ∆̇[n] −→ ∆[n] induce un isomor�smo
c∆̇[n] −→ c∆[n] ' i[n]. Si n = 1, c∆̇[n] es una categoría discreta; si n = 2, c∆̇[n]
tiene 3 objetos, denotados 0, 1 y 2; además de las identidades, c∆̇[n] tiene 4 mor�smos:
u : 1 −→ 2, v : 0 −→ 2, w : 0 −→ 1 y u ◦ w.
Demostración. El lema es trivial si n = 1. Supongamos que n > 1. Como c es un adjunto
a izquierda, conmuta con colímites y por lo tanto, c∆̇[n] es el coegalizador de

∐
0≤i<j≤n c∆[n− 2]i,j

cu //
cv
//
∐

0≤i≤n c∆[n− 1]i.

Escribimos [pk] el subconjunto de [p] formado por todos los enteros diferentes de k y
[pk,l] aquel formado por aquellos diferentes de k y de l. Con esta notación, el diagrama
anterior se identi�ca (cambiando [n− 1]i por [ni]) con

∐
0≤i<j≤n i[ni,j ]

u′ //

v′
//
∐

0≤i≤n i[ni],

donde u′ y v′ son los mor�smos inducidos por la inclusión de [ni,j ] en [ni] y [nj ] respecti-
vamente y por lo tanto, c∆̇[n] es el coegalizador C de este diagrama en Cat. Nos re�rimos
a la sección de los preliminares categóricos correspondiente para construirlo. El colímite
de este diagrama en la categoría de grafos es el grafo subyacente a i[n]. Luego, C es el
cociente de la categoría de caminos Pa i[n] de este grafo por unas ciertas relaciones. En
particular, se deduce lo que se a�rma sobre ∆̇[2]. Si n > 2, sea

α = (a, a1) ◦ (a1, a2) ◦ · · · ◦ (ak, b)

42



3 Conjuntos simpliciales y revestimientos simpliciales

un mor�smo de Pa i[n] (donde indicamos por (a, b) el camino determinado por el único
mor�smo a ≤ b de i[n]). Entonces a, a1, a2 pertenecen al mismo [ni] pues n > 2. Por lo
tanto, (a, a2) y (a, a1)◦ (a, a2) tienen la misma imagen en C y por lo tanto lo mismo pasa
con α y (a, a2) ◦ · · · ◦ (ak, b). Por inducción en k, vemos que α y (a, b) tienen la misma
imagen en C, lo que muestra que cualquesquiera dos objetos de C están conectados por
una y sólo una �echa. Como el conjunto de objetos de C es el mismo que aquel de i[n]
(por construcción del colímite), se deduce que c∆̇[n] −→ c∆[n] es un isomor�smo (si
n ≥ 2).
Sea ahora X ∈ SSet. Como c preserva colímites, obtenemos que el siguiente cuadrado

es un pushout de categorías y funtores:∐
σ∈Σn c∆̇[n]σ //

��
push

c Skn−1X

��∐
σ∈Σn c∆[n]σ // c SknX

Pero, para n > 2, la �echa de la izquierda es un isomor�smo por el lema y por lo tanto
lo mismo es cierto de la �echa de la derecha. Como X = colim SknX, tenemos que

cX = colim c SknX = c Sk2X.

Afortunadamente, se puede dar una descripción de c Sk2X fácilmente. Claramente
tener un funtor DisX0 −→ C (donde DisX0 es la categoría discreta que tiene a X0 como
conjunto de objetos) es equivalente a tener un mor�smo simplicial Sk0X −→ NC. Es
decir, c Sk0X = DisX0. Aplicamos el pushout de arriba con n = 1. Los objetos de la
categoría c Sk1X son los elementos de X0. A cada x ∈ X1 le asociamos el mor�smo
x : d1x −→ d0x. El conjunto de mor�smos de c Sk1X está generado por los elementos de
X1, quienes veri�can la relación s0x0 = 1x0 si x0 ∈ X0. Examinando el pushout de arriba
con n = 2 obtenemos la siguiente proposición.
Proposición. Sea X un conjunto simplicial y G el grafo de�nido por d1, d1 : X1 −→ X0.
La categoría cX es el cociente de la categoría PaG de caminos en G por las relaciones

s0x = 1x si x ∈ X0

(d0σ) ◦ (d2σ) = d1σ si σ ∈ X2.

La siguiente observación se encuentra (sin demostración) en [Se68] y se le atribuye a
Grothendieck.
Corolario (A. Grothendieck). Un conjunto simplicial X es isomorfo al nervio de una
categoría si y sólo si la aplicación canónica de conjuntos

πn : Xn −→ X1 ×X0 X1 ×X0 · · · ×X0 X1, x 7→ (π1
nx, π

2
nx, . . . , π

n
nx),

donde πin = di−1
0 ◦ di+1 · · · ◦ dn, es una biyección para todo n ≥ 1. Si observamos que

[n] = [1]
∐

[0][1]
∐

[0] · · ·
∐

[0][1]
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en ∆ (y que las inclusiones son duales a las proyecciones πi de�nidas arriba), se sigue
inmediatamente que X es isomorfo al nervio de una categoría si y sólo si X : ∆op −→ Set
preserva todos los colímites que existen en ∆.
Demostración. Veamos primero que, siX es isomorfo al nervio de una categoría, entonces
preserva colímites. Recordamos que NC = Cat[i(−),C], donde i : Ord −→ Cat es la
inclusión. Como i es adjunto a izquierda del funtor olvido U : Cat −→ Ord, se tiene que
NC ' Ord[−, UC] y, por lo tanto, preserva todos los colímites (que existan).
Veamos ahora que esta condición es su�ciente para que X sea isomorfo al nervio de

una categoría. La idea de la demostración es la siguiente: por adjunción, X será isomorfo
al nervio de alguna categoría si y sólo si la unidad X −→ NcX es un isomor�smo (y, en
este caso, la categoría en cuestión no es otra que cX). Resulta que las aplicaciones de
conjuntos πn de�nidas arriba de�nen un mor�smo simplicial X −→ NcX que es unidad
de la adjunción.
Para demostrar el lema, basta ver que las funciones πn de�nen un mor�smo simplicial.

Veamos primero que conmutan con las caras, i.e., que el cuadrado
Xn+1

πn+1 //

di

��

X1 ×X0 · · · ×X0 X1

compi

��
Xn

πn // X1 ×X0 · · · ×X0 X1

conmuta para todo n ≥ 1, donde compi es la composición de los factores i e (i + 1) en
cX. En efecto, sea σ ∈ Xn+1. La j-ésimo coordenada de πn(diσ) es

dj−1
0 dj+1 · · · dndiσ = dj−1

0 dj+1 · · · dn+1σ,

utilizando que didj = dj−1di si i < j. Por otra parte, si j 6= i, la j-ésima coordenada de
compi(πn+1σ) es

dj−1
0 dj+1 · · · dn+1σ.

Si j = i, entonces la coordenada es la composición en cX de la i-ésima y la (i+ 1)-ésima
coordenada de πn+1σ:

πin+1σ = di−1
0 di+1 · · · dn+1σ = d2d

i−1
0 di+2 · · · dn+1σ,

πi+1
n+1σ = di0di+2 · · · dn+1σ = d0d

i−1
0 di+2 · · · dn+1σ.

Por lo tanto, la i-ésima coordenada de compiπn+1σ es
d1d

i−1
0 di+2 · · · dn+1σ = di−1

0 di+1 · · · dn+1σ,

y de nuevo esto es igual a πin(diσ).
Un razonamiento análogo muestra que π conmuta con las degeneraciones, i.e., que el

cuadrado
Xn

si

��

πn // X1 ×X0 × · · · ×X0 X1

identi
��

Xn+1
πn+1 // X1 ×X0 × · · · ×X0 X1
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conmuta para todo i, donde identi inserta una identidad de cX (= degeneración de un
0-simplex) en el i-ésimo lugar. Esto termina la demostración.
Observar que si bien la categorización de un conjunto simplicial sólo depende de su

2-esqueleto, el nervio de una categoría no tiene, en general, dimensión ≤ 2.

3.4. Revestimientos simpliciales
Sea X un conjunto simplicial. Un mor�smo simplicial p : E −→ X es un revestimiento

simplicial si para todo n-simplex v ∈ Xn y toda elección de 0-símplices u ∈ E0, i ∈ ∆[n]0,
existe un único n-simplex s ∈ En tal que p ◦ s = v, s ◦ i = u.

∆[0] u //

i
��

E

p

��
∆[n] v //

s

==|
|

|
|

X

Denotamos por Cov /X la subcategoría plena de SSet/X generada por los revestimientos
simpliciales.
Sea f : X ′ −→ X un mor�smo en SSet y sea p ∈ Cov/X. Entonces el pullback

X ′ ×X E //

p′

��
pull

E

p

��
X ′ f // X

de�ne un cubrimiento simplicial p′ de X ′. Esta construcción de�ne un funtor Cov/f :
Cov/X −→ Cov/X ′ (el funtor de cambio de base).
Sea X ∈ SSet un conjunto simplicial y C ∈ Cat una categoría (pequeña). En las

secciones anteriores construimos un par de funtores adjuntos N : Cat −→ SSet y c :
SSet −→ Cat, con c a N . Ahora estudiaremos como estos funtores actuan en Cov/X y
Cov/C. Observar que el funtor c induce naturalmente un funtor c/X : SSet/X −→ Cat/cX.
Análogamente, el funtor N induce N/C : Cat/C −→ SSet/NC. El siguiente lema muestran
que estos funtores se restringen a las subcategorías de revestimientos.
Teorema. Los funtores c/X y N/C transforman revestimientos en revestimientos. Por lo
tanto, inducen funtores Cov/X −→ Cov/cX y Cov/C −→ Cov/NC (que seguimos denotando
con el mismo nombre).
Demostración. Sea p : C′ −→ C un revestimiento de categorías y sea

∆[0] //

��

NC′

N(p)

��
∆[n] // NC
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un cuadrado conmutativo. Por adjunción, este diagrama se corresponde con el siguiente
diagrama en Cat.

∗ //

��

C′

p

��
i[n] // C

Este diagrama puede completarse con un único funtor i[n] −→ C′ de forma conmutativa
(inducción en n utilizando levantamiento único de mor�smos). Por lo tanto, nuevamente
por adjunción, el diagrama original puede completarse con un único mor�smo simplicial
∆[n] −→ NC′ de forma conmutativa. Esto muestra que N/C transforma revestimientos de
categorías en revestimientos simpliciales.
Veamos ahora que c/X transforma revestimientos simpliciales en revestimientos de

categorías. Sea p : X ′ −→ X un revestimientos simplicial y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo.

∗ //

��

cX ′

cp

��
I1

f // cX

Recordando la construcción de c, vemos que el funtor f está determinado por una sucesión
�nita de 1-símplices a1, . . . , an ∈ X1 tales que d0ai = d1ai+1 para todo i. Utilizando el
levantamiento único de símplices de p y haciendo inducción en n, obtenemos la existencia
de un levantado g : I1 −→ cX ′ de f que completa conmutativamente el diagrama. Veamos
que este levantado es único.
Sea g′ : I1 −→ cX ′ otro levantado. Queremos ver que g = g′. Por la construcción

del funtor c, basta ver esto en el caso en el que g está dado por un par de 1-símplices
a, a′ ∈ X ′

1 con d0a = d1a
′ y g′ está dado por un 1-simplex a′′ ∈ X ′

1 tales que existe un
2-simplex σ ∈ X2 con d0σ = p(a′), d2σ = p(a) y d1σ = p(a′′). Como p es un revestimiento
simplicial, podemos completar el siguiente diagrama con un 2-simplex τ ∈ X ′

2.
∆[0] //

��

X ′

p

��
∆[2] σ //

τ

=={
{

{
{

X

Por unicidad del levantado de las composiciones ∆[1]
δi
∗−→ ∆[2] σ−→ X, i = 0, 1, 2, se tiene

que d0τ = a′, d2τ = a y d1τ = a′′, i.e., g = g′.
En lo que queda de esta sección, veremos que los funtores c/X y N/C se restringen a

equivalencias de categorías. Veamos primero que c/X es una equivalencia de categorías
Cov/X ' Cov/cX construyendo la cuasi-inversa. Dado un revestimiento de categorías
C′ −→ cX, podemos considerar su nervio NC′ −→ NcX y haciendo pullback a lo largo de la
unidad X −→ NcX obtenemos un revestimiento sobre X. En otras palabras, si la unidad
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de la adjunción c a N es ψ : 1SSet −→ Nc, se tiene el siguiente diagrama de categorías y
funtores.

X

ψX

��

Cov/X
c/X //

OO

Cov/ψX

Cov/cX

N/cXxxqqqqqqqqqq

NcX Cov/NcX

Por los resultados sobre adjuntos del primer capítulo, sabemos que c/X es adjunto a
izquierda de Cov/ψX ◦ N/cX. Más aún, si X ′ ∈ Cov/X, la unidad X 7→ Cov/ψX ◦
N/cX ◦ c/X está de�nida por el mor�smo inducido en el diagrama

X ′

//

//___

ψ′X

��
X ×NcX NcX ′

pull

π //

��

NcX ′

��
X

ψX

// NcX

mientras que, si C′ ∈ Cat/cX, la counidad c/X ◦ Cov/ψX ◦ N/cX −→ C′ está dada por
φX ◦ cπ, donde π : X ×NcX NC′ −→ NC′ es la proyección del pullback.
Como la unidad ψ de la adjunción c a N induce una biyección en el 0-esqueleto, las

anteriores de�niciones implican que la unidad (resp. counidad) de la adjunción c/X a
Cov/ψX ◦N/cX induce una biyección en el 0-esqueleto (resp. los objetos). Luego, nuestro
objetivo es consecuencia de la siguiente proposición.
Proposición. Sea X ∈ SSet un conjunto simplicial (resp. C ∈ Cat una categoría) y sea f
un mor�smo de Cov/X (resp. Cov/C). Si f induce una biyección en el 0-esqueleto (resp.
los objetos) entonces f es un isomor�smo.
Demostración. Hacemos la demostración para el caso de SSet; el caso de Cat es análogo.
Se sigue del hecho de que f es un mor�smo de revestimientos que f mismo es un revesti-
miento. Por lo tanto, basta probar el siguiente hecho: si f : X ′ −→ X es un revestimiento
simplicial que induce una biyección en el 0-esqueleto, entonces f es un isomor�smo.
Claramente f es un epimor�smo. Veamos que también resulta monomor�smo. Supon-

gamos que σ, σ̂ ∈ X ′
n son dos n-símplices tales que f(σ) = f(σ̂) y sea x ∈ X0 un vértice

de este n-simplex común. Por hipótesis, existe un único vértice x′ ∈ X ′
0 tal que f(x′) = x.

Es decir, tanto σ como σ̂ completan conmutativamente el siguiente diagrama.

∆[0] x′ //

x

��

X ′

f

��
∆[n] //

=={
{

{
{

X

Por unicidad del levantado, se sigue que σ = σ̂ y esto termina la demostración.
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Teorema. El par de funtores adjuntos c/X a Cov/ψX ◦N/cX inducen una equivalencia
Cov/X ' Cov/cX. El funtor N/C : Cov/C −→ Cov/NC también es una equivalencia.
Demostración. Sólo la segunda a�rmación necesita demostración. Si φC : cNC −→ C es la
counidad de la adjunción c a N (que resulta un isomor�smo pues N es plenamente �el)
entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo (salvo isomor�smo natural).

cNC

φC '
��

Cov/C
N/C //

Cov/φC

��

Cov/NC

c/NCxxqqqqqqqqqq

C Cov/cNC

Como, por lo que ya sabemos, las dos �echas verticales del triángulo son equivalencias,
se sigue que la tercera lo es, lo que termina la demostración.

3.5. Realización geométrica
Vimos (en un ejemplo al comienzo de este capítulo) que un espacio topológico X ∈ Top

da lugar a un conjunto simplicial, su complejo singular S(X) ∈ SSet. Además, es fácil
ver que la asignación X 7→ S(X) es funtorial. Recíprocamente, a cada conjunto singular
puede asignarsele (también de manera funtorial) un espacio topológico, su realización
geométrica. Estas dos construcciones forman un par de funtores adjuntos. La realización
geométrica se obtiene pegando n-símplices de acuerdo a las �instrucciones� dadas por el
conjunto simplicial.
Más concretamente, de�nimos un funtor j : ∆ −→ Top de la siguiente manera. Para

cada [n] ∈ ∆, ponemos j[n] = ∆n = { (t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 |
∑
ti = 1 }. La acción de j en

los mor�smos está dada por
j(σi)(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , 0, . . . , tn),

j(δi)(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , ti + ti+1, . . . , tn).

Como Top es cocompleta, sabemos que podemos extender j a un funtor | · | : SSet −→ Top
(la realización geométrica) y que este funtor tiene un adjunto a derecha S : Top −→ SSet.

SSet
|·|

""F
F

F
F

∆

h∆

OO

j
// Top

Recordamos que el adjunto a derecha S está de�nido en los objetos por
Sn = Top[∆n,−],

que no es otra cosa que el complejo singular deX. Para entender la realización geométrica,
podemos proceder de forma análoga a lo que hicimos para el funtor categorización c. Más

48



3 Conjuntos simpliciales y revestimientos simpliciales

concretamente, utilizamos el hecho que |∆[n]| ' |h∆[n]| ' ∆n en Top, que se tiene un
pushout ∐

σ∈Σn ∆̇[n] //

��
push

Skn−1X

��∐
σ∈Σn ∆[n] // SknX

en SSet y que la realización geométrica, como cualquier adjunto a izquierda, preserva
pushouts para deducir el siguiente hecho.
Proposición. Dado un conjunto simplicial X ∈ SSet, la realización geométrica |X| es
un CW-complejo con una n-celda por cada n-simplex no degenerado de X. Más aún,
puede construirse de manera explícita como

|X| =
∐
n

Xn ×∆n/ ∼,

donde (di(kn), un−1) ∼ (kn, j(δi)(un−1)), (si(kn), un+1) ∼ (kn, j(σi)(un+1)) para kn ∈
Xn, un−1 ∈ ∆n−1, un+1 ∈ ∆n+1.
Demostración. Una demostración puede encontrarse en [May67] o en [dH05].

Revestimientos topológicos
Recordemos que un mor�smo p : E −→ X en Top es localmente trivial con �bra F si

existe un cubrimiento {Ui } de X y homemor�smos p−1(Ui)
'−→ Ui × F tales que

p−1(Ui)
' //

��

Ui × F

��
Ui Ui

conmuta. Cuando F es un espacio discreto, se obtiene la de�nición de revestimiento.
Denotamos por Cov/X la subcategoría plena de Top/X generada por los revestimientos.
El par adjunto | · | a S induce funtores

| · |/X : SSet/X −→ Top/|X|, S/X : Top/X −→ SSet/S(X).

En [GZ67, p. 145], se muestra que estos funtores se restringen a las categorías de
revestimientos y (si X es conexo y localmente arcoconexo) que inducen equivalencias de
estas subcategorías.
Dada una categoría C, de�nimos el espacio clasi�cante de C como la realización geomé-

trica de NC y lo denotamos BC. El siguiente resultado se encuentra en el artículo [Se68]
de G. Segal. Demostraciones alternativas pueden encontrarse en [Qu73] y [Min02].
Corolario. Sea b ∈ C. Se tiene un isomor�mo natural π1(BC, b) ' π1(C, b).
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Demostración. Sea E −→ C el revestimiento universal categórico de C. Entonces NE −→
NC es el revestimiento universal simplicial de NC y BE −→ BC es el revestimiento uni-
versal topológico de BC. En efecto, esto se sigue del hecho de que un revestimiento es
universal si y sólo si cubre cualquier otro revestimiento. Luego, tenemos los siguientes
isomor�smos naturales.

π1(C, b) ' AutCov/C(E) ' AutCov /NC(NE) ' AutCov/BC(BE) ' π1(BC, b).
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4 Topologías de Grothendieck y revestimientos à
la Grothendieck

Este capítulo tiene por objetivo tratar de reconciliar (de alguna manera) las dos for-
mas de pensar en los revestimientos: globalmente, a través de la propiedad universal de
levantamiento de caminos o localmente, tal cual la de�nición usual de revestimientos
topológicos. Para esto recordamos la de�nición de las topologías de Grothendieck que
sirven para dar una noción de �local� en una categoría cualquiera y proponemos una de-
�nición de revestimiento entre categorías munidas de topologías que generaliza, en cierto
sentido, el caso categórico estudiado en los capítulo anteriores y el caso proveniente de
la topología.

4.1. Motivación histórica
Grothendieck introdujo su noción de topología en una categoría para transportar la no-

ción de haz de la geometría algebraica a otras categorías. Una topología de Grothendieck
busca generalizar el concepto de cubrimiento abierto de un espacio topológico.
La motivación fundamental proviene de la generalización de la teoría de Galois de

Grothendieck [SGA1] alrededor de 1961 y de la analogía de ésta con la clasi�cación de
revestimientos de un espacio topológico. Consideramos una extensión �nita y normal
N/k de un cuerpo k (en característica cero, para no tener problemas de inseparabilidad).
Esta extensión es un monomor�smo m : k −→ N en la categoría de cuerpos (en esta
categoría todo mor�smo es monomor�smo). El grupo de Galois G = GalN/k consiste
de automor�smos de cuerpos σ : N −→ N con σm = m, i.e., tales que dejan �jo a k.
El teorema fundamental de la teoría de Galois a�rma que subgrupos S ⊂ G del grupo
de Galois se corresponden biunívocamente a extensiones intermedias L con k ⊂ L ⊂ N ,
i.e., a factorizaciones k −→ L −→ N del monomor�smos m. Dado un subgrupo H ⊂ G,
el cuerpo intermedio correspondiente consiste precisamente de todos los elementos de N
que quedan �jos por todos los automor�smos de H.
Por otra parte, consideramos espacio topológicos X, Y arcoconexos y localmente arco-

conexos. Un revestimiento es un epimor�smo ρ : Y −→ X en la categoría de estos espacios
tal que todo punto x ∈ X tiene un entorno U tal que cada componente arcoconexa de
ρ−1U se aplica homeomor�camente por ρ sobre U . Más formalmente, el pullback Y ×X U
es un coproducto

Y ×X U = U
∐
U

∐
· · ·

de copias de U . El grupo Deck G = Deck ρ consiste de los homeomor�smos σ : Y −→ Y
tales que ρσ = ρ. Supongamos que Y es simplemente conexo o, más generalmente que
Y es un revestimiento normal (i.e., σ∗π1(Y, y) es un subgrupo normal de π1(X,σy) para
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4 Topologías de Grothendieck y revestimientos à la Grothendieck

todo y ∈ Y ). Entonces, exactamente igual que en el caso algebraico, los subgrupos S
de G corresponden biunívocamente a factorizaciones Y −→ Y ′ −→ X de ρ, donde Y ′ se
de�ne como el cociente de Y que se obtiene identi�cando dos puntos y1 e y2 precisamente
cuando σy1 = y2.
La analogía claramente involucra una dualización: espacios sobre X son epimor�smos

con codominio X, mientras que extensiones de k son monomor�smos con dominio k. En
la categoría de espacios Y −→ X, el producto está dado por el pullback Y ×X Y ′ −→ X,
mientras que la unión disjunta Y ∐

Y ′ −→ X es el coproducto. La categoría de cuerpos
no tiene, en general, productos ni coproductos. Sin embargo, estos (co)límites existen
si consideramos la categoría más grande de k-álgebras conmutativas. Si R y S son dos
k-álgebras, el producto tensorial R⊗k S con los mor�smos

R
i−→ R⊗k S

j←− S, r 7→ r ⊗ 1, s 7→ 1⊗ s,

es el coproducto y el producto cartesiano R× S con las operaciones coordenada a coor-
denada es el producto categórico. Observar que la categoría de k-álgebras no es otra cosa
que la categoría k/Ring de anillos debajo de k.
Pero ahora el paralelo entre la geometría y el álgebra parece romperse. La de�nición

de un revestimientos Y −→ X pide que, para cada x ∈ X, exista un entorno U (=
monomor�smo abierto U −→ X) tal que el pullback Y ×X U −→ U sea un coproducto
de copias de U . Análogamente, una extensión de cuerpos k −→ L tiene un cuerpo de
descomposición k −→ N con N normal. Concretamente, si L está dada como L = k(α),
donde α es una raiz de un polinomio irreducible f ∈ k[x] de grado m, una extensión
normal N de k es un cuerpo de descomposición para L si contiene todas las raices
α1, . . . , αm de f de manera que L⊗kN ' N [x]/(x−α1) . . . (x−αm) ' N⊗kN⊗k · · ·⊗kN
es simplemente el coproducto de m copias de N .
La diferencia esencial es que un revestimiento se �parte� sobre un entorno U que es

un monomor�smo U −→ X mientras que un cuerpo no se parte bajo su dual (un epimor-
�smo), sino sobre un mor�smo más general k −→ N . Esta observación fue lo que llevó a
Grothendieck a pensar que los entornos U de espacios topológicos podrían ser reempla-
zados por mor�smos más generales C −→ X que no sean necesariamente monomor�smos.
Esta de�nición puede hacerse en cualquier categoría.

4.2. Caso topológico
En esta sección investigamos los mor�smos entre posets de la forma O(X) para un

espacio topológico X. En general, si f : X ′ −→ X es una función continua, se tiene
de�nido un mor�smo de posets f∗ : O(X) −→ O(X ′) por U 7→ f−1(U). Si f es un
homeomor�smo, entonces f∗ es una biyección. La recíproca no es cierta, como muestra el
ejemplo X −→ ∗ con X cualquier conjunto no trivial dotado de la topología indiscreta. Sin
embargo, cuando los espacios X, X ′ son minimamente �buenos,� la recíproca es cierta.
Se tiene el siguiente resultado.
Lema. Sea f : X ′ −→ X una función continua y f∗ : O(X) −→ O(X ′) el mor�smo
inducido. Entonces f∗ es sobreyectiva si y sólo si f es inicial. Si además X ′ es T0 entonces
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f∗ es subespacio. Si f∗ es inyectiva entonces f es densa. Si además X ′ es T1 entonces f
es sobreyectiva.
Demostración. Observamos que f∗ es sobreyectiva si y sólo si todo abierto U ⊂ X ′ es
de la forma U = f−1(V ) con V ⊂ X abierto, i.e., f es inicial. Supongamos que X ′ es T0

y veamos que entonces f resulta inyectiva. Sean a, b ∈ X ′ tales que f(a) = f(b) = x y
supongamos que a 6= b. Entonces existe un abiertoW que contiene a exactamente uno de
los puntos a, b. Supongamos que a ∈W . Como f∗ es sobreyectiva, existe V ⊂ X abierto
tal que W = f−1(V ). Pero como a ∈ W se tiene que x ∈ V y por lo tanto b ∈ W . Esta
contradicción muestra lo que queríamos.
Supongamos ahora que f∗ es inyectiva. Esto quiere decir que se tiene la implicación

f−1(V ) = f−1(V ′) =⇒ V = V ′.

Como f−1(V ) = f−1(V ∩ f(X ′)), es inmediato que esto es equivalente a la implicación
V ∩ f(X ′) = V ′ ∩ f(X ′) =⇒ V = V ′.

En particular, tomando V ′ = ∅ y V ′ = X obtenemos
V ∩ f(X ′) = ∅ =⇒ V = ∅,

f(X ′) ⊂ V =⇒ V = X.

La primer implicación muestra que f es densa. Si además, X ′ es T1 y f no es sobreyectiva,
poniendo V = X−{x } con x /∈ f(X ′) se obtiene, utilizando la segunda implicación, una
contradicción que muestra que f debe ser sobreyectiva.
En el resultado anterior, partíamos de una función continua f . Podemos plantearnos

la pregunta inversa. Si ϕ : O(X) −→ O(X ′) es un mor�smo de posets. Existe f : X ′ −→
X continua tal que f∗ = ϕ? Una primera condición necesaria es que ϕ(

⋃
i∈I Ui) =⋃

i∈I ϕ(Ui) y que ϕ(
⋂n
i=1 Ui) =

⋂n
i=1 ϕ(Ui) para todo n. Esto será su�ciente bajo ciertas

hipótesis de �sobriedad� del espacio. Recordamos [SGA4, vol. 1, p. 336] que un conjunto
cerrado F ⊂ X es irreducible si no puede escribirse como unión de dos conjuntos cerrados
de forma no trivial y que un espacio X es sobrio si todo conjunto cerrado irreducible es
de la forma F = {x } para un único punto x ∈ X.
Lema. Sea ϕ : O(X) −→ O(X ′) un mor�smo de posets que preserva uniones arbitrarias
e intersecciones �nitas y que X ′ es sobrio. Entonces existe una única función continua
f : X ′ −→ X ′ tal que f∗ = ϕ.
Demostración. Sea x′ ∈ X ′ y de�nimos Fx′ = X −

⋃
{U ∈ O(X) | x′ /∈ ϕ(U) }. Entonces

Fx′ es un subconjunto cerrado e irreducible de X, de manera que existe un único punto
x = f(x′) tal que Fx′ = {x }. Esto de�ne una función f : X ′ −→ X tal que, para cualquier
U ⊂ X abierto y x′ ∈ X ′, f(x′) ∈ U si y sólo si x′ ∈ ϕ(U). En particular, f−1(U) = ϕ(U)
y f resulta continua.
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4.3. Topologías de Grothendieck
Las topologías de Grothendieck buscan generalizar la noción de entorno abierto de un

espacio topológico a una categoría arbitraria. El punto de partida es la observación que
la noción de cubrimiento de un espacio topológico X puede darse puramente en términos
de la categoría de abiertos O(X). Los axiomas no describen los �abiertos� de la topología,
sino los cubrimientos de un espacio.
De�nición. Sea C una categoría. Una topología de Grothendieck en C es la asignación,
para cada c ∈ C, de una colección K(c) de conjuntos de mor�smos { ci −→ c } (llamados
cubrimientos de c), de forma que se cumplan las siguientes condiciones.
1. Si c′ −→ c es un isomor�smo entonces el conjunto { c′ −→ c } ∈ K(c).
2. (Estabilidad) Si { ci −→ c } ∈ K(c) y c′ −→ c es un mor�smo en C, entonces los

pullbacks { ci ×c c′ } existen y { ci ×c c′ −→ c′ } ∈ K(c′).
3. (Transitividad) Si { ci −→ c } ∈ K(c) y, para cada i, se tiene un cubrimiento { cij −→

ci } ∈ K(ci), entonces { cij −→ ci −→ c } ∈ K(c).
Vamos a decir que una categoría munida de una topología es un sitio.
Observación. La de�nición puede hacerse aún para categorías en las que no existen los
pullbacks del segundo axioma. En este caso, este axioma debe cambiarse por el siguiente:
si { fi : ci −→ c }i∈I ∈ K(c) y h : c′ −→ c es un mor�smo en C entonces existe un
cubrimiento { gj : c′j −→ c′ }j∈J ∈ K(c′) tal que hgj se factoriza por alguna fi para todo
j ∈ J .
A continuación se dan algunos ejemplos usuales de topologías.

Ejemplo. Sea X ∈ Top un espacio topológico y consideremos O(X) la topología de X.
En este caso, el pullback de U y V es la intersección U ∩ V . Una familia Ui ⊂ U es un
cubrimiento de U si U =

⋃
Ui. Esto de�ne una topología de Grothendieck en O(X).

Ejemplo. Sea C una categoría. De�nimos la topología trivial en C de forma tal que los
cubrimientos de c ∈ C son de la forma {α : c′ −→ c } con α un isomor�smo.
Ejemplo. Sea T una categoría pequeña de espacios topológicos que admita límites �nitos y
que sea cerrada por subespacios abiertos (por ejemplo, la categoría de espacios Hausdor�
separables). De�nimos una topología K en T a�rmando que { fi : Yi −→ X }i∈I ∈ K(X) si
y sólo si cada fi es un subespacio abierto (= inyectiva, abierta e inicial) y ⋃

fi(Yi) = X.
Esta ejemplo muestra la versatilidad de la noción de una topología de Grothendeick: entre
sus ejemplos se encuentran tanto el caso de un único espacio topológico como toda una
categoría de espacios topológicos. Además, observemos que sólo necesitamos que existan
pullbacks de la forma

f−1(U) //

��

U

��
Y

f // X
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con U ⊂ X un subespacio abierto. En particular, esta de�nición puede aplicarse a la
categoría de variedades diferenciables (separables) (una categoría en la que no existen
todos los pullbacks).
Ejemplo. Si C es una categoría, siempre puede de�nirse la topología atómica sobre C
a�rmando que S ∈ K(C) si y sólo si S 6= ∅.
Ejemplo (Álgebras de Heyting). Esta es una generalización del primer ejemplo. Un álgebra
de Heyting es un conjunto L parcialmente ordenado tal que todo subconjunto no vacío
{ ai } ⊂ L tiene ín�mo ∧

ai, supremo ∨
ai y vale la ley distributiva

b ∧
∨
ai =

∨
(b ∧ ai)

para todo b ∈ L. Esta estructura modela algebraicamente el poset de abiertos O(X) de
un espacio topológico X.
Dada una álgebra de Heyting L de�nimos una topología en L por

{ ai | i ∈ I } ∈ K(c) ⇐⇒
∨
i∈I

ai = c.

El axioma de estabilidad es exactamente la ley distributiva. Observar que en todo mo-
mento identi�camos una �echa a −→ b con el elemento a.
Ejemplo (El sitio de Zariski). Este ejemplo es la razón por la cual la noción de topología
de Grothendieck es esencial en geometría algebraica. Sea k un anillo conmutativo con
unidad. Denotamos la categoría de k-álgebras conmutativas y con unidad por CAlgk. In-troducimos una topología en la categoría dual CAlgopk . Dada A ∈ CAlgopk , un cubrimiento
es (módulo isomor�smo) el dual de una familia de la forma

{A −→ A[a−1
i ] | i = 1, . . . , n },

donde cada mor�smo A −→ A[a−1
i ] es la localización en ai y 1 ∈ 〈a1, . . . , an〉. El axioma de

estabilidad vale por lo siguiente. Los productos �brados existen en CAlgopk y corresponden
al producto tensorial en CAlgk. Por lo tanto, si a1, . . . , an ∈ A con 1 ∈ 〈a1, . . . , an〉 y
h : A −→ B es un k-mor�smo, entonces 1 ∈ 〈h(a1), . . . , h(an)〉 y B⊗AA[a−1

i ] ' B[h(ai)−1].
Es decir, el cuadrado

A //

h

��

A[a−1
i ]

��
B // B[h(ai)−1]

es un pushout de k-álgebras. Para probar la transitividad, supongamos que tenemos un
cubrimiento A −→ A[a−1

i ] y, para cada i, un cubrimiento A[a−1
i ] −→ A[a−1

i ][c−1
ij ], con j =

1, . . . , ni y cij ∈ A[a−1
i ] tales que 1 ∈ 〈ci1, . . . , cini〉 ⊂ A[a−1

i ]. Se tiene que cij = bij/a
mij

ipara algún entero mij y algún bij ∈ A. Luego, invertir cij en A[a−1
i ] es equivalente a

invertir bij y podemos escribir estos cubrimientos como
A[a−1

i ] −→ A[a−1
i ][b−1

ij ] '−→ A[(aibij)−1],
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donde 1 ∈ 〈bi1, . . . , bini〉 ⊂ A[a−1
i ]. Multiplicando por alguna potencia de ai, obtenemos

un número natural ki tal que
aki
i ∈ 〈aibi1, . . . , aibini〉 ⊂ A.

Como 1 ∈ 〈a1, . . . , an〉 en A, podemos escribir 1 =
∑
diai y, por lo tanto, existe k >

n ·max ki tal que

1 =
[∑

diai

]k
∈ 〈ak1i , . . . , a

kn
n 〉 ⊂ 〈aibij | i, j〉.

Re�namientos y cribas
Dado un objeto c ∈ C y un conjunto de �echas U = { ci −→ c } en C, de�nimos un

subfuntor h(U) ⊂ h(c) tomando h(U)(d) el conjunto de �echas d −→ c con la propiedad
de que exista alguna factorización d −→ ci −→ c. Decimos que h(U) es la criba asociada a
U: si pensamos que los ci son agujeros en c, una �echa d −→ c pertenece a h(U)(d) si y
sólo si �pasa a través de algún agujero.�
Sea C un sitio. Sea c ∈ C y sea { ci −→ c } ∈ K(c) un cubrimiento. Un re�namiento es

un cubrimiento { c′j −→ c } ∈ K(c) tal que, para todo j ∈ J , existe i ∈ I tal que c′j −→ c se
factoriza por ci −→ c.
Observación. Dados dos cubrimientos U,V ∈ K(c), U es un re�namiento de V si y sólo
si h(U) ⊂ h(V).
Claramente un re�namiento de un re�namiento es un re�namiento y es claro que un

cubrimiento es un re�namiento de él mismo. Luego, la relación de �re�nar� de�ne un
orden parcial en el conjunto K(c) de cubrimientos de un objeto c.
Si C es una categoría y sean K, K ′ dos topologías en C. Decimos que K es más �na

que K ′, y escribimos K ′ ≺ K, si todo cubrimiento de K ′ admite algún re�namiento que
pertenece a K. Si K ≺ K ′ y K ′ ≺ K, decimos que K y K ′ son equivalentes y escribimos
K ≡ K ′. Claramente ≡ de�ne una relación de equivalencia en el conjunto de topologías
de C. Esta relación se expresa naturalmente en términos de cribas: dos topologías son
equivalentes si y sólo si tienen las mismas cribas.
Dada una topología K en una categoría C, decimos que K es saturada si, dado un

cubrimiento U ∈ K(c), todo re�namiento de U pertenece a K(c). Si K es una topología
arbitraria, la saturación K de K es el conjunto de sus re�namientos. Claramente se tiene
que K es una topología saturada equivalente a K, K ≺ K y K = K si y sólo si K es
saturada.

4.4. Revestimientos geométricos
El objetivo de esta sección es proponer una de�nición de revestimiento más cercana

a la de�nición topológica de revestimiento, trabajando con la noción de entorno en una
categoría dada por la de�nición de topologías de Grothendieck. Una condición que que-
remos que esta de�nición cumpla es que, si p : X ′ −→ X es un revestimiento, entonces el

56



4 Topologías de Grothendieck y revestimientos à la Grothendieck

funtor p∗ : O(X ′) −→ O(X), U 7→ p(U) (bien de�nido pues p es abierta) veri�que nuestra
de�nición de revestimiento.
Sea C un sitio. Un objeto C ∈ C se dice minimal si todo cubrimiento de C es de la

forma {α : C ′ −→ C}, con α un isomor�smo.
Si p : C′ −→ C es un funtor y c ∈ C, denotamos por p−1(c) la subcategoría de C′ cuyos

objetos son los objetos c′ ∈ C′ tales que p(c′) = c y cuyos mor�smos α : c′ −→ c′′ son
aquellos mor�smos de c′ −→ c′′ en C′ tales que p(α) = 1c.
De�nición. Sea p : C′ −→ C un funtor entre sitios y sea c ∈ C. Decimos que p se trivializa
sobre c si existe un conjunto {ui } ⊂ p−1(c) de objetos minimales tales que
1. p induce isomor�smos C/ui −→ C/c para todo i ∈ I.
2. Todo objeto u′ ∈ p−1(c) admite un mor�smo u′ −→ u′′ con u′′ un objeto cubierto

por los {ui }.
Decimos que p es un revestimiento geométrico si todo objeto c ∈ C tiene un cubrimiento
ci −→ c tal que p se trivializa sobre ci.
Proposición. Sea p : X ′ −→ X un revestimiento en Top. Entonces p∗ : O(X ′) −→ O(X)
es un revestimiento geométrico con las topologías usuales.
Demostración. En efecto, sea U ∈ O(X). Existe un cubrimiento Ui ⊂ U de abiertos
parejamante cubiertos, i.e., p−1(Ui) =

∐
U ′
ij con p : U ′

ij −→ Ui homeomor�smos. Clara-
mente los U ′

ij ∈ O(X ′) son minimales. Si V ∈ p−1
∗ (Ui), entonces p(V ) = Ui y entonces

V =
∐
j V ∩Uij y

∐
Uij está cubierto por minimales. Claramente p induce isomor�smos

O(X ′)/Uij = O(Uij) −→ O(X)/Ui = O(Ui).
Proposición. Sea p : C′ −→ C un funtor. Le damos a ambas categorías la topología trivial
(los únicos cubrimientos son los isomor�smos). Si p es un revestimiento de categorías en
el sentido del capítulo 2, entonces p es un revestimiento geométrico.
Demostración. Supongamos que las categorías tienen la topología trivial. Sea c ∈ C.
Veamos que p se trivializa sobre c. Basta ver que p induce isomor�smos C′/c′ −→ C/c para
todo c′ ∈ p−1(c), lo que es consecuencia del levantamiento único de mor�smos.
La vuelta de este resultado no vale, como lo muestra el siguiente ejemplos.

Ejemplo. Consideramos las categorías C = { a α−→ b } y C′ = { c β−→ d
γ←− e } y p : C′ −→ C

de�nido por p(β) = p(γ) = α. Si le damos a C, C′ la topología trivial, claramente p es
un revestimiento geométrico. Pero no es un revestimiento de categorías pues α no tiene
levantamiento único.
Sin embargo, si p : G′ −→ G es un revestimiento geométrico de grupoides, donde G′ y

G tienen la topología trivial, entonces p es un revestimiento de grupoides en el sentido
del capítulo 2. En efecto, vimos que en el caso de grupoides basta levantar caminos que
�llegan� a un objeto dado para cumplir la de�nición de revestimiento.
Finalmente, el siguiente ejemplo muestra un funtor que es un revestimiento geométrico

respecto a dos topologías distintas.
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Ejemplo. Sea p : X ′ −→ X un revestimiento topológico. Sea U = {Ui } un cubrimiento
trivializante de X. Sea U′ = p−1U = { p−1(Ui) } el cubrimiento de X ′ inducido por p.
Pensamos en U y U′ como posets. Como U es trivializante, se tiene que p : U′ −→ U es
un revestimiento de categorías en el sentido del capítulo 2. Observamos que U ⊂ O(X),
U′ ⊂ O(X ′) y, cómo tales, heredan la topología de Grothendieck de los cubrimientos
abiertos.

U′ inc //
p

��

O(X ′)

p

��
U inc // O(X)

Es fácil ver que p : U′ −→ U es también un revestimiento geométrico con esta topología.

�n
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