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Introduccidn

La teoria de revestimientos es uno de los pilares de la topologia. Mas atn, las ideas
subyacentes a esta teoria fueron fundamentales para el desarollo posterior de gran parte
de la matematica. Junto con la teoria de cuerpos de Galois, ésta representa un ideal de
refinamiento, elegancia y resolucién que sirve de modelo para desarrollos més modernos.

En los anos ’60, J. Milnor [Mil65| introdujo la nocién de espacio clasificante BG de
un grupo topoldgico G. Este es un espacio topolédgico que “clasifica” fibrados con grupo
de estructura G. Esta construcciéon no sélo permite estudiar la topologia de los espacios
fibrados, sino que también otorga un modelo topoldgico del grupo G y, de esta manera,
abre las puertas a la aplicacion de técnicas topoldgicas al estudio de fen6menos algebraicos
de la teoria de grupos.

Posteriormente, G. Segal [Se68] contribuy6 a que estas ideas se extendieran tremenda-
mente a otras areas de la matemaética observando que la construccién de Milnor podia
llevarse a cabo para cualquier categoria. De esta manera, dada una categoria C, se obtiene
un espacio topologico BC (su “espacio clasificante”). Cuando el espacio BC es un espacio
topolégico conocido, puede considerarse que la categoria C es un modelo “discreto,” més
manejable algebraicamente que el espacio original. Esta forma de pensar también sirve
en el sentido opuesto. El espacio BC permite estudiar la categoria C utilizando métodos
topoldgicos. Siguiendo con esta filosofia, se obtiene un lenguaje, herramientas y muchos
resultados interesantes en teoria de categorias a partir de los andlogos topolégicos. Un
ejemplo espectacular de esta manera de pensasr es la definicion de Quillen [Qu73| de los
grupos superiores de K-teoria algebraica.

Con el objetivo de comprender a fondo estas construcciones es natural querer demostrar
y expresar estos resultados algebraicos utilizando métodos y estructuras algebraicas, sin
tener que pasar por la topologia. Esta tesis se orienta en este sentido en lo relativo a la
teoria de revestimientos.

La teoria de revestimientos se presta bien a la generalizacién categorica ya que su esen-
cia es la propiedad universal de levantamiento de caminos. Tomando esta propiedad como
punto de partida, se hace necesario precisar la nocién de “camino” en una categoria. Esta
necesidad lleva inmediatamente a considerar la generalizaciéon de uno de los invariantes
topoldégicos méas importantes al contexto categorico: el grupoide fundamental. Este inva-
riante sera clave, igual que en el caso topoldgico, para clasificar los revestimientos de una
categoria.

Es natural querer comparar las construcciones y resultados obtenidos con los corres-
pondientes en el caso topolégico clasico. El puente que permite pasar de las categorias
a los espacios topologicos es la nocién de conjunto simplicial y los funtores de “cate-
gorizacion” y “realizacion geométrica.” Utilizando éstos y algunos resultados de [GZ67],
se obtienen relaciones precisas entre las nociones de revestimiento en tres contextos: el
categorico, el simplicial y el topolégico.
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Introduccién

Todo el desarollo anterior se hace partiendo de la caracterizacién universal o global
de revestimiento en un espacio topoldgico. Pero la caracterizaciéon usual de revestimien-
to topoldgico no es global, sino local: un revestimiento es una funcién continua que es
localmente una proyeccion con fibra discreta. La nocion de “entorno” (esencial para formu-
lar construcciones “locales”) fue generalizada de muchas maneras al contexto categorico.
Tal vez la generalizaciéon que encontré més aplicaciones fue la definiciéon de Grothen-
dieck [SGA4], que introdujo sus topologias con el objetivo de formular la definicion de
haz de la geometria algebraica en cualquier categoria. Proponemos aqui una definicion
de revestimiento entre categorias munidas de topologias de Grothendieck que busca ge-
neralizar la definicion local de revestimiento topologico y que abarca también la nocion
universal de revestimiento categorico.

Organizacién La tesis estd organizada de la siguiente manera. En el primer capitulo se
recuerdan algunas nociones basicas de la teoria de categorias que se utilizaran a lo largo
de toda la tesis.

En el segundo capitulo, se expone una teoria de revestimientos para categorias. En
este contexto, los espacios topolégicos son reemplazados por categorias y las funciones
continuas por funtores. Entre otras cosas, se lleva a cabo en el contexto categoérico una
secuencia analoga a la que puede encontrarse en los libros de topologia algebraica: se
define el grupoide fundamental de una categoria, se estudia el levantamiento de caminos
y se clasifican los revestimientos en términos del grupoide fundamental de las categorias
involucradas. Este desarollo, en el caso particular de un grupoide, puede encontrarse
en [May99, Br8s].

En el tercer capitulo, se exponen las definiciones y resultados bésicos de la teoria de
conjuntos y revestimientos simpliciales y se utilizan para relacionar el desarollo categérico
anterior con la teorfa topolégica clésica.

Finalmente, en el dltimo capitulo, se recuerda la nocién de topologia de Grothendieck
y se propone una definicién de revestimiento entre categorias munidas de una topologia
més cercana a la definicién topologica. Ademés, se muestra que esta definicién generaliza,
las anteriores.

Agradecimientos Mi comprensién de muchos temas, directa o indirectamente relacio-
nados con los anteriores, se debe en gran parte a conversaciones con varias personas
a lo largo de la escritura de esta tesis. En este aspecto le agradezco especialmente a
L. Guerberoff, M. del Hoyo, E. Dubuc, N. Sirolli, M. Ottina, L. Lombardi y J. Barmak.

Un especial agradecimiento le debo a G. Minian por dirgir esta tesis, por ensefiarme
mucho de lo que aprendi y por mostrarme la diferencia entre “lo particular y lo general.”

Finalmente, queria agradecer a mi mamd, Nora Bir, y a mi papa, Eduardo Ojeda
Ortiz, por haberme dado los medios y la libertad para estudiar matematica.

Nicolds Ojeda Bar
Buenos Aires, Argentina



1 Preliminares categoricos

En este capitulo se recuerdan nociones basicas de la teoria de categorias que se utili-
zaran a lo largo de toda la tesis, con el objetivo adicional de fijar la notacién utilizada.
Remarcamos especialmente los dltimos resultados de la seccién de funtores adjuntos y
de la seccién sobre el lema de Yoneda que no se encuentran habitualmente en los libros
bésicos de categorias y que tendrdn consecuencias importantes en nuestro estudio de
revestimientos.

1.1. Definiciones y ejemplos basicos

Una categoria C consiste en una coleccion Cy de objetos y para cada par de objetos
a,b € Cp, un congunto de morfismos Cla,b] junto con una operaciéon de composicion

o:Cla,b] x Cb,c] — Cla,c], (f,g)gof

tal que (fog)oh = fo(goh) (cuando esta composicion esté definida) y tal que para todo
objeto a € Cy, existe 1, € Cla,a] tal que fol, =1,0 f = f (cuando esta composicion
esté definida).

Muchas veces vamos a escribir f : @ — b para indicar que f € Cla,b] y vamos a decir
que a = dom(f) es el dominio de f y que b = cod(f) es el codominio de f. Escribiremos
indistintamente fg y f o g para indicar la composicién de f con g. Ademas, escribiremos
a € C para indicar que a es un objeto de la categoria C.

En general, no vamos a prestarle mucha atencién a los fundamentos conjuntistas de
la nocién de categoria. Simplemente vamos a decir que una categoria C es pequena si su
coleccion de objetos Cy forma un conjunto.

Si C es una categoria, un morfismo f : a — b en C se llama un isomorfismo si existe un
morfismo g : b — a tal que fog= 1,y go f = 1,. (Esto define a g de forma tunica y se
llama la inversa de f.) En este caso decimos que a y b son isomorfos y escribimos a ~ b.
Decimos que una categoria G es un grupoide si todos sus morfismos son isomorfismos.

Las categorias se relacionan utilizando funtores. Un funtor F : C — D entre dos
categorias C y D es una asignacion de un objeto de F'(¢) € D a cada objeto ¢ € Cy de un
morfismo F(f) : F(a) — F(b) en D a cada morfismo f : a — b en Ctal que F/(1,) = 1p(q)
y F(fog)=F(f)oF(g) (cada vez que esto tenga sentido). Dada cualquier categoria C,
se tiene el funtor identidad 1¢ : C — C y dados funtores F' : C — D, G : D — E puede
considerarse el funtor G o F': C — E definido de la forma obvia.

Si C es una categoria arbitraria, podemos considerar la categoria dual C°P que tiene
los mismos objetos que C pero donde se invierte la direccion de todos los morfismos y del
orden de composicion. Es decir, un morfismo a — b en C°P es lo mismo que un morfismo
b — a en C. Abajo se dan algunos de los ejemplos mas usuales de categorias.



1 Preliminares categéricos

Ejemplos Objetos Morfismos

Set conjuntos funciones de conjuntos

Ord posets® funciones no decrecientes

Top espacios topologicos funciones continuas

[Top] espacios topologicos funciones continuas moédulo homotopia
Grp grupos morfismos de grupos
Ab grupos abelianos morfismos de grupos
Cat categorias pequenas funtores

Grpoid grupoides funtores

Set” G-conjuntos a izquierda G-morfismos

“Un poset es un conjunto munido de un orden parcial. Un orden parcial es una relacion reflexiva y
transitiva.

Ejemplo. Sea F : C — C' un funtor y sea Y € C' un objeto de C’. Definimos la categoria
Y/F de la siguiente manera. Los objetos son pares (X,v) donde v : Y — F(X) es un
morfismo de C'. Un morfismo (X,v) — (X',v’) en Y/F es un morfismo w : X — X’ en
C tal que F(w)v =’

Y4>F X
sy
Y*>F X'

Cuando F' = 1¢/, denotaremos esta categoria por Y/C' (la categoria de objetos debajo
de Y). Analogamente puede definirse F'//X con objetos (X,u) donde u : F(X) — Y
es un morfismo en C' y también la categoria C'/X de objetos sobre X. Normalmente
denotaremos un objeto X’ — X de C'/X simplemente por X’.

Los funtores se relacionan utilizando transformaciones naturales. Dados dos funtores
F,G : C — D, una transformacién natural n : F' — G es una coleccion 7. : F(c¢) — G(c)
de morfismos en D indexados por los objetos de C tal que

c F(e) —£> G(c)
o F(d) > G()

conmuta para cualquier morfismo u : ¢ — ¢ en C. La transformacion natural 7 se dice
un isomorfismo natural si cada 7. es un isomorfismo (en este caso notamos F ~ G).
Para cada funtor F' : C — D se tiene la transformaciéon natural 1p : F' — F dada por
(1F)e = 1p() : F(c) — F(c) para todo ¢ € Cy si F,G,H : C — D son funtores y
n:F — Gyvr:G— H son transformaciones naturales, se puede definir von: FF — H
una transformaciéon natural por (v on). = v, o .. Esto define la categoria D¢ cuyos
objetos son funtores C — D y donde los morfismos F' — G son las transformaciones
naturales.



1 Preliminares categéricos

Dado un funtor F': C — D tenemos para cada par de objetos a,b € C una funciéon
Cla,b] — D[F(a), F(b)], f+ F(f).

Decimos que F' es fiel si estas aplicaciones son inyectivas para todo a,b € C, que es pleno
si son sobreyectivas y que es plenamente fiel si son biyectivas. Los funtores plenamente
fieles cumplen la funcién de “subobjeto” en el contexto categodrico.

Ejemplo. Sea P € Ord un conjunto parcialmente ordenado. Definimos una categoria
pequena ¢P de la siguiente manera. Los objetos de ¢P son los elementos de P y existe
un morfismo p — p’ exactamente cuando p < p’ en P. Esto determina de forma tnica la
composicion. La asignacion P — iP se extiende de manera obvia a un funtor ¢ : Ord —
Cat que resulta plenamente fiel. Luego, no hay peligro en abusar del lenguaje y pensar que
Ord es una subcategoria de Cat (un conjunto parcialmente ordenado “es” una categoria).
Reciprocamente, dada una categoria pequena C, definimos el conjunto ordenado UC
como el conjunto de objetos Cy de C con el siguiente orden: a < b en UC si y sblo
si Cla,b] # 0. Se verifica inmediatamente que esta es una buena definicién y que la
asignacion C — UC se extiende para definir el funtor “olvido” U : Cat — Ord.

Volviendo a la situacién general, decimos que un funtor F' es una equivalencia si es
plenamente fiel y todo objeto de D es isomorfo a un objeto de la forma F'(c) con ¢ € C. Por
ejemplo, si existe G : D — Ctal que F'G ~ 1p y GF =~ 1¢, entonces F es una equivalencia
y decimos que G es una inversa homotdpica o cuasi-inversa de F. Reciprocamente,
si F' es una equivalencia entonces es facil ver que F' admite una inversa homotoépica.
Intuitivamente, dos categorias son equivalentes si comparten todas sus caracteristicas
salvo el “tamano.”

Ejemplo. Sea J € Set un conjunto. Consideramos la categoria Set/.J definida arriba. Un
objeto de esta categorfa es una funciéon h : X — J y un morfismo f : h — h’ en esta
categoria es un cuadrado conmutativo de la forma

‘f /

X—X
h i
J=—==J

Cada objeto h : X — J determina la familia H de sus fibras, H = {h™1(j) c X | j € J },
y cada morfismo f : h — h/ determina una familia de funciones f; : h=1(j) — h'71(j)
( € J). Si pensamos en J como una categoria cuyo conjunto de objetos es J y cuyos
unicos morfismos son las identidades, entonces una familia H de conjuntos indexada por
J es un funtor J — Set y una familia de funciones f; (j € J) es una transformacion
natural F' : H — H'. Es decir, se tiene un funtor

L:Set/J — Set’, h {h7'(j)}jes

Reciprocamente, cada funtor H : J — Set determina un conjunto h : X — J sobre J,
con X = [[H(j) y h la funciéon que vale j en H(j). Esta construccion define un funtor
M : Set” — Set/.J que resulta una equivalencia (no un isomorfismo) inversa de L.
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Grafos

Un grafo dirigido G consiste en un conjunto O de objetos (vértices) y un conjunto A
de flechas (aristas) y un par de funciones s,t : A — O. Un morfismo D : G — G’ de
grafos dirigidos es un par de funciones Do : O — O’y Dy : A — A’ tales que

Dpos=soDy y Dpot=toDy.

Esto define, con la composicion e identidades evidentes, la categoria Grph de grafos di-
rigidos. Como éste serd el tnico tipo de grafos con los que trabajaremos, escribiremos
simplemente “grafo” para denotar un objeto de esta categoria.

Dado un grafo G definido por s,t : A — O, puede “generarse” una categoria Pa G, la
categoria de caminos de G. Definimos el conjunto de objetos de PaG como el conjunto
de objetos de G. Un morfismo de PaG es una tira finita (un “camino”)

fl f2 n
ag ~— ay ——>az — -+ — ay
compuesta de n+1 objetos ag, . . ., a, de G conectados por n flechas de G tales que s(f;) =
a; y t(fi) = ai+1. Consideraremos cada una de estas tiras como un morfismo (f1,..., fn) :

ag — ap en Pa G y definimos la composicién por yuxtaposicion, identificando el extremo
comun. Claramente esta composicion es asociativa y las tiras (ag) de largo n = 0 son sus
identidades. Toda tira de largo n > 0 es composicién de tiras de largo 1:

<f1""7fn>: (fn>oo<f1>

Esta construccion se extiende a un funtor Pa : Grph — Cat de forma obvia.

Reciprocamente, dada una categoria pequena C podemos olvidarnos que sabemos com-
poner y distinguir a las identidades de C y obtener un grafo UC, el grafo subyacente a C.
De esta manera se define el funtor “olvido” U : Cat — Grph.

1.2. Funtores adjuntos

La nocién de adjuncién es una forma débil de la nocién de equivalencia de catego-
rias. Los funtores adjuntos abundan en practicamente cualquier rama de la matematica.
La formulacién de esta nocién puede considerarse un logro importante de la teoria de
categorias.

Consideramos dos categorias A y X y dos funtores entre ellas en direcciones opuestas:

F:X—=A G:A-X

Decimos que G es adjunto a derecha de F (o que F es adjunto a izquierda de G) y
notamos F' - G si se tiene una biyeccién natural entre morfismos

z L G(a)

F(x)ia



1 Preliminares categéricos

Es decir, si cada morfismo f determina un morfismo h de forma tnica y viceversa. Esta
biyeccion tiene que ser natural en el siguiente sentido: dados morfismos o : a — a’ en A
y & : 2’ — x en X y flechas que se corresponden entonces las composiciones también se
corresponden:

PSR G(a) G, G(d)

F(z') X, (x) LN

Si escribimos esta correspondencia biyectiva como
0 : X[z, G(a)] = A[F(x),a],
entonces la condicién de naturalidad se expresa con la ecuacién

0(G(a)o fof) =aol(f)oF(E).

Intuitivamente puede ser tutil pensar los adjuntos a izquierda como funtores de “comple-
tacién” y los adjuntos a derecha como funtores “olvido.”
Dada 6 como arriba y un objeto = € X, si ponemos a = F'(x) obtenemos un morfismo

n="n:c— GF(x)

tal que 0(n;) = 1p(,). Este morfismo se llama la unidad de la adjunciéon (evaluada en
x). Si tomamos € = 1,, a = F(x), f =ny a=h,y a=d, se obtiene, por naturalidad,

que la composicion inferior, h : F(x) — a, se corresponde con la composicién superior,

z 5 GF(x) Ch, G(a). Es decir, n determina la adjuncion ya que h se corresponde con

G(h) o n; por la biyeccion de la adjuncion. Esto quiere decir que cada f determina de
forma tnica una h que hace que el siguiente tridngulo conmute:

r—"> GFl(m) F(la:)
; | Gh | h
Gla) )

Esto se expresa diciendo que 1 = 1, es universal entre las flechas de x a un objeto de la
forma G(a). Esto implica que si G esta dado, el objeto F'(z) es unico salvo isomorfismo.
En otras palabras, dado un funtor G, su adjunto a izquierda F' (si existe) es tnico salvo
isomorfismo natural. Ademaés, si estdn dados G y una flecha universal de cada objeto x
a algiun objeto de la forma G(a), entonces el adjunto a izquierda existe. La condicion de
naturalidad implica que los morfismos 7, : * — GF(x), cuando varia x, constituyen una
transformacion natural 1x — GF. En efecto,

0(nz 0 &) = 0(GF(E) o myr).

Dual a la unidad de la adjuncién, tenemos la counidad. En la biyeccién que define la
adjuncion, tomamos x = G(a) y f = 1g(,)- La correspondiente h se escribe ¢, : FG(a) —
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a. Esto define una transformacion natural F'G — 1. Su propiedad universal es que, para
cada h : F(z) — a, existe una tnica f que hace que el siguiente triangulo conmute:

a F(x)
|
Il Ffi
Y

v
G(a) FG(a) —a

En otras palabras, € es universal entre las flechas desde un objeto a la imagen de F a a.
Analogamente al caso de la de la unidad, esta propiedad implica que, dado F', el adjunto
a derecha G es tnico salvo isomorfismo natural. A continuacién se dan algunos ejemplos
de funtores adjuntos.

Ejemplo. Sea k un cuerpo y sea Vecty la categoria de k-espacios vectoriales. El dual
V +— V* define un funtor D : Vectzp — Vecty. Definimos una funciéon ¢,

¢ = dpy,w : Vecty [V, W] — Vecty, [W, V"]

de la siguiente manera. Si h: V' — W* es un k-morfismo, (¢h)(w)(v) = (hv)(w). Como
dv.wowy es laidentidad, ¢ es una biyeccion (claramente natural). Por lo tanto, se tiene
una adjunciéon D°P? 4 D, donde D°P : Vecty — Vectzp es dual a D. Si V € Vecty, la
unidad ny : V. — DD°PV de esta adjuncién es la aplicacién canodnica al doble dual.
Cuando V es de dimensién finita, D y D°P son equivalencias de categorias. Sin embargo,
en general, s6lo forman un par adjunto.

Ejemplo. El funtor Pa : Grph — Cat que le asigna a cada grafo su categoria de caminos
es adjunto a izquierda del funtor olvido U : Cat — Grph que le asigna a cada categoria
su grafo subyacente.

Ejemplo. Recordamos la definicién del funtor olvido U : Cat — Ord. Si C € Cat, UC
consistia del conjunto Cy de objetos de C con el orden a < b si y solo si Cla,b] # 0. La
inclusion i : Ord — Cat es adjunta a izquierda de este funtor.

Ejemplo. Sea U : Top — Set el funtor olvido. Dado un conjunto S € Set, podemos
considerar dos topologias canoénicas en él. La primera es la topologia discreta (el conjunto
de abiertos es P(S)) y la segunda, la indiscreta (el conjunto de abiertos es {0, S }). La
primera construccién define un adjunto a izquierda de U y la segunda, un adjunto a
derecha de U.

Ejemplo (Ley exponencial). Sea C una categoria con productos y sea X € C. Cuando el
funtor Y — Y x X tiene adjunto a derecha decimos que en la categoria C vale la ley
ezponencial. Si ZX denota el valor del funtor adjunto en el objeto Z, la adjuncion esta
definida por una biyeccién natural

ClY x X,Z] ~C[y,Z¥].

La counidad de esta adjuncion, evaluada en Z, es un morfismo ey : ZX x X — Z,
llamado evaluacion. Algunos ejemplos particulares en los que vale la ley exponencial son
los siguientes.
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e C = Set con Z~ = Set[X, Z]. En este caso la evaluacion es la funcion
ZX x X — Z, (f,z) — f(z).

e C = Cat (donde el producto de dos categorias se construye de la manera obvia), to-
mando Z¥ = Cat[X, Z] la categoria cuyos morfismos son las transformaciones naturales.

e C = Top. En este caso, el funtor — x X no siempre tiene adjunto a derecha, pero
si lo tiene si X es localmente compacto y Hausdorff (por ejemplo, si X = [0,1]). En
este caso, ZX = Top[X, Z] con la topologia compacto-abierta. Si se quiere que valga
la ley exponencial sin restricciones y no se quiere restringir la clase de espacios X, hay
que modificar las topologias involucradas. Esto lleva de manera natural a considerar los
espacios compactamente generados [ML67, pp. 181-184].

Ejemplo. Sea R un anillo. Denotamos por pMod la categoria de R-moédulos a izquierda.
Entonces el funtor “libre” Set — rMod que le asigna a cada conjunto S el R-moddulo
libre R con base S (con la definicion obvia en los morfismos) es adjunto a izquierda,
del funtor olvido pMod — Set.

Ejemplo. Sea k un anillo con unidad. Consideramos la categoria Alg; de k-algebras con
unidad. Si G € Grp es un grupo, podemos construir k[G| € Alg,. la k-algebra de grupo.
Esta construccion se extiende de manera obvia a un funtor Grp — Alg,, que es adjunto
a izquierda del funtor U : Alg; — Grp definido en los objetos por A — A* (el grupo de
unidades).

Ejemplo. Este ejemplo es fundamental para la topologia. Consideramos la categoria Top,
cuyos objetos (X,x) son espacios topolégicos X con un punto base x € X y cuyos
morfismos son funciones continuas que respetan los puntos base. Si I = [0, 1], definimos
St = 1/{0,1} € Top, tomando como punto base la clase [0] = [1] € S!. Para cada
(X, *) € Top,, definimos la suspension (reducida) de X como

X =X xS/« xSTUX x1,

y denotamos la clase de equivalencia de (x,t) por x A t. Este espacio tiene como punto
base natural % A [0]. La asignacion X +— XX se extiende a un funtor 3 : Top, — Top,.
En efecto, si f: X — Y es un morfismo en Top,, definimos

YXX XY, xzAt— f(x)At
Por otra parte, consideramos el espacio de lazos de X definido por
QX = Top,[S!, X]

con la topologia compacto-abierta. Claramente se tiene un funtor 2 : Top, — Top,. No
es dificil verificar que X es adjunto a izquierda de €.

Observacion. Sea F': C — D un funtor adjunto a izquierda de G : D — C. Sea n: 1¢c —
GF la unidad de la adjuncion y sea ¢ € C. Entonces 7. : ¢ — GF(c) es un monomorfismo
(resp. una retraccion) si y solo si la aplicaciéon natural

Cl=, ¢ = DIF(=), F(c)]
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es inyectiva (resp. sobreyectiva). En particular, F' es plenamente fiel si y solo si ) es un
isomorfismo natural. En efecto, esto se sigue de la conmutatividad del diagrama

Cly e — = =GR (o)
x adjifv
DIF(—), F(c)]

Dualizando, se obtiene un resultado analogo para la counidad de la adjuncioén.

El siguiente resultado es parte del “yoga” de los funtores adjuntos y seré imprescindible
mas adelante.

Lema. Sean C, D categorias tal que C admite pullbacks. Sean F : C — D, G: D — C un
par de funtores adjuntos F' 4 G, ¢ : 1c — GF la unidad y ¢ : FG — 1p la counidad de
la adjuncion. Sea ¢ € C y sean F/c: C/c — D/F(c), G/F(c) : D/F(c) — C/GF(c) los
funtores inducidos. Denotamos por C/v. : C/GF(c) — C/c el pullback a lo largo de ..
Se tiene el siguiente diagrama de categorias y funtores:

¢ C/e—L D/F(e)

(&3 CC
wl /wT A)

GF(c) C/GF(c)

Entonces F/c es adjunto a izquierda de C/1v.0G/F(c). Mds ain, la unidad de la adjuncion
lcje — C/Ype 0o G/F(c) o F/c estd dada, si f € C/c, por el morfismo inducido

Yo

d——=c XGF(C) GF(C/) T GF(C/)

\) L pull lGF(f)
f c " GF(c)

(&

y la counidad F/co C/i. o G/F(c) — lp/p() estd dada por d — ¢q o F(mg), donde
T4 ¢ Xgr(e) G(d) — G(d) es la proyeccion del pullback.

Demostracion. Tenemos que ver que existe un isomorfismo natural
C/eld,C/pe 0 G/F(c)(d)] = D/F(c)[F/e(c'), d].

Un morfismo g del primer conjunto es exactamente un diagrama conmutativo como en
el enunciado, pero con F(¢’) cambiado por un objeto d € D. Por la propiedad universal
del pullback, ese diagrama es equivalente a un cuadrado conmutativo

c/ E—— G(d)

|

CTGF(C)
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Por adjuncioén, este cuadrado es naturalmente equivalente al cuadrado

F(¢) _h

]

F(e) F(e)

La asignacién g — h define la biyeccién natural buscada. Las afirmaciones sobre la
unidad y la counidad de la adjuncién se siguen examinando los diagramas anteriores y
recordando las definiciones. O

1.3. Limites y colimites

Los productos, las uniones disjuntas, el pullback, el pushout y otras construcciones que
se llevan a cabo normalmente en la categoria Set de conjuntos y Top de espacios topolo-
gicos son todos ejemplos de limites y colimites en las respectivas categorias. Recordamos
las definiciones bésicas.

Sea, C una categoria fija y J una categoria pequena. Consideramos la categoria de
funtores C’. Un objeto de C? se llamara un diagrama en C de forma J. Por ejemplo, cada
objeto ¢ € C determina el diagrama constante Aj(c) que toma el mismo valor ¢ para
todo j € J. Esto define el funtor diagonal

Ay:C—CL

Una transformacién natural 7 : Aj(c) — A con A € C? consiste de morfismos f; : ¢ —

A(j) (5 € J) tal que el triangulo
c
1 &
Ak

conmuta para cada v : j — k en J. Una tal transformacién natural se llama un cono
f:c— Aen el diagrama A con vértice c¢. Un cono 7 : u — A con vértice u es universal
para A si dado cualquier otro cono f : ¢ — A, existe un tnico morfismo g : ¢ — u en C
tal que 7j o g = f; para todo j € J:

A7)
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El vértice u del cono universal m : v — A se llama el limite del diagrama A. Si
todo diagrama A € C? tiene un limite en este sentido, entonces lo que dijimos recién es
exactamente que el funtor diagonal Aj tiene un adjunto a derecha

lim: ¢! — C.
J
La counidad de esta adjuncién es el cono universal

T AJ(hiﬂA) — A.

Ejemplo. A continuacién se dan los diagramas correspondientes a algunos limites usuales.

Limite Diagrama

producto ° °
pullback o >e< o

egalizador e —=o

objeto final 0

La nocion dual a la de limite es el colimite. Un cocono con vértice ¢ en un diagrama
A :J — Ces un morfismo A — Aj(c) en la categoria de funtores CJ. El vértice del
cocono universal (si existe) se llama colimite del diagrama A y se denota por colimj A.
Si el colimite de cualquier diagrama en C de forma J existe, se tiene un funtor

colJim . C' = C,

adjunto a izquierda de la diagonal Aj: C — C.

Decimos que un funtor G : C — D preserva limites si, para todo diagrama A : J — C
y cono universal w : L — A, se tiene que G(7) : G(L) — GA es un cono universal para
el diagrama GA : J — D.

Ejemplo. Sean C una categoria (pequena) y ¢ € C un objeto. El funtor C[¢, -] : C — Set
preserva todos los limites que existen en C. En efecto, sea A : J — C un diagrama y sea
7 : L — A un cono universal. Aplicando el funtor, obtenemos un cono Cle, 7] : Cle, L] —
Cle, A(—)]. Veamos que es universal. Sea 7 : X — Clc, A(—)] otro cono. Cada z € X
define un cono 7(z) : ¢ — A y por lo tanto existe un tnico morfismo k, : ¢ — L tal que
miky = 7i(x). Es facil ver que la funcion X — Cle, L], z +— k5 es la factorizacion buscada.

Dualizando, se tiene que C[—, ¢] preserva todos los colimites de C (= limites en C°P).

El siguiente resultado es fundamental y de uso constante.

Proposicion. Adjuntos a derecha preservan limites. Dualmente, adjuntos a izquierda
preservan colimites.

Demostracion. [ML67, p. 114]. O

10
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Cuando una categoria tiene todos los limites (resp. colimites), decimos que es completa
(resp. cocompleta).

Ejemplo. En la categoria Set de conjuntos, todos los limites existen y pueden construirse
como un subconjunto del producto cartesiano de los conjuntos del diagrama. También
existen todos los colimites y pueden construirse como cocientes de la unién disjunta de
los conjuntos del diagrama.

Ejemplo. Consideramos la categorfa Set®” de funtores contravariantes C — Set. En esta
categoria existen todos los (co)limites. En la siguiente seccion veremos que este hecho
tiene la consecuencia importante de permitir “completar” C.

En efecto, si A : J — Set®” es un diagrama, entonces el limite de este diagrama
existe en Set®” y se calcula “lugar a lugar.” Concretamente, dado ¢ € C, obtenemos un
diagrama A, : J — Set evaluando en c:

A.(j) = A(j)(e) € Set.

Sabemos que este diagrama tiene un limite L. = lim A, en Set y estos limites se juntan
(utilizando sus propiedades universales) para definir un funtor L : C°P — Set que es el
limite del diagrama A. De manera que, para cada ¢ € C, se tiene que

(liﬁn A)(c) = li§n A

El mismo resultado para colimites se obtiene dualizando.

Para terminar, veremos que en Cat existen todos los colimites y los construiremos
explicitamente. Sea D : J — Cat un diagrama. Para cada j € J, consideramos el grafo
subyacente a la categorfa D(j) definido por s;,t; : Aj — O; (donde A; es el conjunto de
flechas de D(j) y O; el conjunto de objetos). Sea Do : J — Set (resp. D4 : J — Set) el
diagrama que le asocia a cada j € J el conjunto de objetos (resp. flechas) de la categoria
D(j) y definido de forma evidente en los morfismos de J. Pasando al (co)limite, las
aplicaciones s;, t; inducen

s,t : colim A; — colim 0.
j€ed jed
y definen un grafo X de forma natural. Sea Pa X la categoria de caminos en X. Observar
que se tienen morfismos de grafos i; : UD(j) — U Pa X, pero que estos morfismos no son
funtores D(j) — Pa X (por ejemplo, i;(id) no es una identidad en Pa X'). Consideramos
C el cociente de Pa X por las relaciones

z](ﬂ) o ij(a) = Z](ﬂ o a) and ij(la) = 1ij(a)‘

Las composiciones D(7j) Y, Pa X — C claramente son funtores y una comprobacién facil
muestra que C' (junto con estas inclusiones) es el colimite de D.

1.4. Lema de Yoneda

La nocién de categoria permite estudiar un objeto dado viendo cémo se relaciona con
otros objetos de su tipo. En particular, no se estudia su estructura interna (los objetos

11
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“no tienen elementos”). Esta forma de pensar tiene muchas ventajas pero también algunas
desventajas. La imposibilidad de trabajar con elementos hace que muchos argumentos
que son evidentes en categorias concretas (intuitivamente, aquellas en las cuales se dis-
pone de elementos) resulten engorrosos de demostrar en un contexto categorico. El lema
de Yoneda es una observacion trivial que, en cierta medida, soluciona este problema per-
mitiendo reemplazar un objeto en una categoria arbitraria por su conjunto de “elementos
generalizados.” Esta nocién intuitiva se basa en lo siguiente: si X es un conjunto, X
puede reconstuirse (modulo isomorfismo) como el conjunto de funciones * — X, donde *
es algin conjunto de un elemento (el objeto final en Set). En una categoria en general, no
basta considerar el objeto final (que podria no existir), sino que es necesario considerar
todo el conjunto de morfismos que llegan al objeto en cuestién y la manera en que estos
morfismos se relacionan. Esta manera de pensar se origind en geometria algebraica y es
extremadamente 1til pues permite aplicar toda nuestra intuicién conjuntista a cualquier
categoria.

Siguiendo a Grothendieck [SGA4|, denotaremos la categoria de funtores C°P — Set
por C. Dado ¢ € C, definimos h(c) € C como el funtor h(c) = C[—,¢|. Concretamente,
si d € C, se tiene h(c)(d) = C[d,c] y si @ : d — d es un morfismo de C, el morfismo
inducido h(c)(«) : Cld, c] — C[d’, ¢] esta dado por u +— u o a. Los objetos de C isomorfos
a funtores de esta forma se llaman funtores representables.

Ejemplo. Sea [CW] la categoria homotopica de CW-complejos. Si n > 0 es un ntmero
natural, se tiene el funtor H" : [CW]°P — Set que le asigna a cada CW-complejo X su
n-ésimo grupo de (co)homologia H™(X,Z). Es un hecho altamente no trivial (teorema de
representacion de Brown) que este funtor es representable por un CW-complejo denotado
K(Z,n).

Podemos pensar que los elementos de h(c)(¢') son los elementos generalizados de ¢ de
tipo ¢'. Si f : ¢ — ¢ esun morfismo en C, se tiene una transformacion natural h(c) — h(c)
componiendo con f. Esto define un funtor (la inclusion de Yoneda)

h:C—>C, ¢ Cl-,d.

El funtor h es plenamente fiel y por lo tanto podemos “reemplazar” un objeto ¢ por el
funtor h(c). Este hecho es un caso particular del Lema de Yoneda. La demostracion es
sencilla y la omitimos.

Lema de Yoneda. Sea F € C. Se tiene una correspondencia biunivoca
hic) L F
x € F(c)

definida por x = n.(1.), ne(f) = F(f)(x) para todo f : ¢ — ¢ morfismo de C. Ademds,
la correspondencia es natural en ¢ y F.

Observacion. Tomamos F = h(c') en el lema. Sea f € h(c')(c¢) = Cl¢, ] y sean : h(c) —
h(c’) la transformacion natural correspondiente. Para cada d € C, se tiene una funcion

12



1 Preliminares categéricos

na : h(c)(d) = C[d,¢] — C[d, ] = h()(d) esta dada por ng(g) = h()(g)(f) = fg, i-e.,
1n = h(f). La asignacion f +— n = h(f) es una biyeccion y por lo tanto h es plenamente
fiel.

Sea P : C°? — Set un funtor. Construimos la categoria de elementos de P, denotada
por I'p de la siguiente manera. Sus objetos son pares (¢, p) donde ¢ es un objeto de C y
p € P(c¢). Un morfismo (¢,p') — (¢, p) es un morfismo u : ¢ — ¢ de C tal que P(u)(p) =
p’. Estos morfismos se componen de una manera evidente usando la composicion de C.
Esta categoria viene con una proyeccién natural

mp:I'p—C, (c,p)—c

Observar que si C es pequenia entonces I'p es pequena para todo P.

Observacion. La categoria I'p tiene un objeto final si y s6lo si P es representable. En
efecto, si P es representado por ¢ entonces (1., ¢) es un objeto final de I'p y, reciproca-
mente, si (§,c¢) es un objeto final de I'p, se tiene por Yoneda un morfismo & : h(c) — P.
Este morfismo es un isomorfismo natural: dado x € P(d), existe un tnico morfismo
n:(z,d) — (§,¢)en I'p,ie., nesun morfismo d — c tal que P(n)(§) = x. La aplicacion
x +— 1 es inversa al morfismo & : h(c) — P.

No toda categoria admite limites y colimites. Sin embargo, siempre podemos “com-
pletar” una categoria de forma universal. Sabemos que la categoria C es completa y
cocompleta. El siguiente resultado muestra, entre otras cosas, que la inclusiéon de Yoneda
es “densa.”

Proposicion. Sea F' : C — D un funtor de una categoria pequena C a_una categoria
cocompleta D. Entonces existe un unico funtor (salvo isomorfismo) L : C — D tal que
Loht ~F.

N
he

aO——=00)

<L
AN
N
—>D
El funtor L estd definido en los objetos por L(P) = colimI'p . c L p. Ademds, L
tiene un adjunto a derecha R : D — C dado por (Rd)(—) = D[F(—),d]. La unidad de

la adjuncion P — RL(P) asigna a cada £ € P(c) la inclusion en el colimite Fr(c,&) —
L(P).

Demostracion. El enunciado de la proposicion da una definicién para un funtor L : C—D
en los objetos. Si P — @ es un morfismo en 6, éste induce de forma natural un funtor
I'p — I'g y por lo tanto se tiene un morfismo entre los colimites L(P) — L(Q). Esto
define el funtor L en los morfismos.

Veamos ahora que el funtor L definido de esta manera es adjunto a izquierda del funtor
R definido como arriba. Una transformacion natural 7 : P — R(d) es una familia {7.}

13
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indexada por objectos ¢ de C tales que

Te

c P(c) ——DIF(c),d]
uT P(u)i \LD[F(U)ad}

¢ P(¢) - DIF().d]

conmuta para cada morfismo u : ¢ — ¢ de C. Pero una tal 7 también puede verse como
una coleccién

{Tc(p) : F(C) - d}(c,p)er

de flechas de D indexadas por objetos (c,p) de la categoria de elementos de P. La con-
dicion de naturalidad es 7.(p)F(u) = 7« (P(u)p) si p € P(c) y u es un morfismo ¢ — c.
Es decir,

FT‘-P(C,ap/) AW FWP(QP)
TC/(N\ Te(p)
d

conmuta para todo morfismo u : ¢ — c. Esto quiere decir que las flechas 7.(p) forman
un cocono del funtor Frp al objeto d. Por la propiedad universal del colimite, se tiene
una biyeccién natural R
C[P, R(d)] ~ D[L(P),d].
Finalmente, observemos que si P ~ h(c) es representable, la categoria I'p tiene objeto
final (1, ¢). Por lo tanto, el colimite que define a L es simplemente la evaluacion del funtor
Frp en este objeto, i.e., F(c). Es claro que esto da un isomorfismo natural Lh ~ F. [

Corolario. En una categoria de funtores E, todo objeto P es el colimite de un diagrama
de funtores representables de una forma candnica.

Demostracion. En la proposiciéon anterior, tomamos D = C yEF=h:C— C la inclusién
de Yoneda, h(c) = C[—, ¢]. El adjunto a derecha para cualquier d = P es

donde el ultimo isomorfismo es Yoneda. Es decir, R es el isomorfo al funtor identidad en
C. Por la unicidad salvo isomorfismo de funtores adjuntos, el adjunto a izquierda L debe
ser isomorfo al funtor identidad, por lo que la definicién de L nos da, para cada funtor
P, un isomorfismo natural

P:colimf‘plcga ]

Corolario. Sean C una categoria pequenia, G un grupoide pequeno y sea F : C — G un
funtor. Consideramos F* : G—Cel funtor inducido. Entonces F' es una equivalencia si
y sélo si F* lo es. Dualizando, F es una equivalencia si y sélo si F* : Set® — Set® es
una equivalencia.

14
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Demostracion. Esté claro que si I’ es una equivalencia entonces F™* es una equivalencia.
Supongamos entonces que F* es una equivalencia. Usamos la proposicién anterior con
A =hC8F, donde h® : G — G es la inclusién de Yoneda para G. En este caso, el adjunto
a derecha R esta dado por (usando Yoneda),

R(E) = G[h°F(-), E] ~ EF = F*(E).

Es decir, R ~ F*. Luego, R es una equivalencia y por lo tanto también lo es L, el
adjunto a izquierda. En particular, L es planamente fiel. Se tiene el siguiente diagrama
conmutativo (mo6dulo isomorfismo natural).

C
hCT
C
Como la inclusién de Yoneda es plenamente fiel, F' es plenamente fiel. Luego, F' es una
equivalencia entre C y el subgrupoide pleno G’ C G que consiste de todas las componentes

de G que intersecan la imagen de F'. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo (salvo
isomorfismo):

G

Th

G

donde la fila superior es (isomorfa) a L. Como la correstriccion de F' es una equivalencia,
L; es una equivalencia (pues su adjunto a derecha es la correstriccion de F'). Como
ademés L es una equivalencia, se sigue que Lg es una equivalencia. Es decir, la inclusion
G’ C G induce una equivalencia. Luego, si d € G, existe P € G’ tal que Ly(P) ~ h®(d).
Sabemos que P es colimite de representables. En particular, como P # (), existe d' € G
tal que se tiene algiin morfismo hG/(d’ ) — P. Entonces, por Yoneda, se tiene un morfismo
d — d en G, necesariamente un isomorfismo (pues G es un grupoide). Esto termina la
demostracion. O

L1 ~ Lo
!/

G ——
Th
F G/ inc
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

En este capitulo se desarolla una teoria de revestimientos para categorias anédloga a
la teoria de revestimientos topoldgicos. Si bien algunos resultados de este capitulo son
conocidos y utilizados, el desarollo que se ofrece aqui es, hasta donde sabe el autor,
original.

En las primeras dos secciones se define la nocién de camino y homotopia en categorias
y se definen invariantes basicos como el grupoide fundamental de una categoria partiendo
de ideas del trabajo [Min(2].

En las secciones restantes, se define la nocién de revestimiento en este contexto y se
utilizan los invariantes introducidos anteriormente para clasificarlos.

2.1. Caminos en una categoria

En esta seccion comenzamos nuestro desarollo de la teoria de revestimientos para
categorias. Como ya se indicé en la introduccion, la generalizacion a este contexto se
lleva a cabo utilizando la propiedad universal de levantamiento de caminos. Un camino
en X € Top es un morfismo I — X, donde I = [0,1] es el intervalo unitario. Nuestra
primera tarea es encontrar un sustituto de este objeto.

Para cada n > 0, consideramos el conjunto {0,1,2,...,n } ordenado de forma tal que

0<I>2<---

Este conjunto parcialmente ordenado tiene asociada una categoria, via la inclusion i :
Ord — Cat, que notamos I, y llamamos cilindro de largo n. Esquematicamente, esta
categoria puede representarse de la siguiente manera:

0 1 2

Un morfismo de cilindros ¢ : I,, — I, es una funcién de conjuntos que preserva el orden
y los extremos, i.e., tal que ¢(0) = 0y ¢(n) = m (también vamos a llamar a una tal ¢
una eztension). Esto define una subcategoria de Cat, que denotamos |.

Lema. Toda extension ¢ : I, — I, es sobreyectiva. Eziste una extension ¢ : I, — I,

si y solo si n > m. En particular, si n = m, la unica extension posible es ¢ = 1y,. Si
n=m+ 1, la inica extension posible estd dada por

E 0<k<n
k) = - =
9 () {n k=n+1.
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Demostracion. Supongamos que ¢ : I, — I, es una extensiéon no sobreyectiva y sea i €
I, el minimo (en Z) tal que ¢ ¢ ¢(I,,). Observar que i > 0. Sea j € I, tal que ¢(j) = i—1.
El orden de I,,, implica que ¢(j+1) =i—10 ¢(j+1) = i—2. Por induccion, ¢(n) <i—1
(en Z). Esta contradiccién muestra que ¢ tenia que ser sobreyectiva. Reciprocamente, si
n > m, podemos definir ¢ : I,, — I, por

M@Z{k 0<k<m,

m m<k<n.

Supongamos ahora que tenemos ¢ : I,.1 — I, una extension. El resultado es inmediato
si n = 0,1,2. Supongamos que n > 2. Sabemos que ¢(0) = 0. Hay dos posibilidades:
#(1) =00 ¢(1) = 1. Si ¢(1) = 0, entonces ¢(2) = 0 por el orden de I,,4;. Pero entonces
es imposible que ¢ sea sobreyectiva. Esta contradiccion muestra que ¢(1) = 1 y por

lo tanto obtenemos una extension por restriccion al conjunto {2,...,n+ 1} ~ I, 1y
correstriccion a {2,...,n} ~ I,_o. Por induccién, ¢(k) = k para todo k = 2,...,ny
esto termina la demostracion. O

El siguiente lema es fundamental para la (buena) definicion de la nociéon que daremos
de homotopia de caminos en una categoria.

Proposicién. Dos extensiones cualesquiera ¢ : I,, — Ip, ¢ : I, — I, se egalizan, i.e.
existen r > n,m y extensiones ¢ : I, — I, £ : I, — I, tales que ¢ = YE.

Ir7£>-[n

|
g l¢>
y
I, 0 I,
Demostracion. Sean ¢, ¥ como en el enunciado. La demostracion es por induccién en n.
Si n = p, entonces el resultado es verdad para todo m pues necesariamente ¢ = 1, y
podemos tomar r =m, ( =, £ = 15, . Supongamos que ya lo demostramos para n > p
y veamos que lo podemos demostrar para n + 1 y cualquier m > p.
Hacemos induccién en m. Si m = p, de nuevo el resultado es trivial. Supongamos
entonces que m > p y que se pueden egalizar dos extensiones I} — I,,, Iy — I, para todo
tsil=mnoparat<msil=n+ 1y para cualquier p. Hay tres posibilidades.

1. Si¢(m—1) = p, larestriccion ¢’ : I,—1 C I, — I, es una extension. Por induccion,
existen extensiones & : Iy — Ip,—1, (' : Iy — I, tales que ¢¢' = ¢'¢. Sim # g
(mod 2), tomamos r = g + 1 y definimos { y & por

_Jdk) 0<k<y, _)E(k) 0<k<y,
C(k)_{n k=g+1, 5(k)_{m k=g+1.

En cambio, si m = g (mod 2), tomamos r = g + 2 y definimos ( y £ por

"(k 0<k<g,

(k) 0<k<g, S 0sksg
iy =0 DR e = {me1 k=g,
=g+1,9+2, . kg2
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

2. SiY(m—1) =p—1 pero ¢(n) = p, se tiene (cambiando ¢ por ) una conclusion
anéloga.

3. Supongamos, finalmente, que ¥(m — 1) = p —1 = ¢(n). En este caso,n =p =m
(mod 2). Consideramos las restricciones ¢’ : I,—1 C Iy, — Ip—1 C Ip, ¢' : I, C
In41 — Ip—1 C I,. Por induccion, existen extensiones (' : Iy — I,—1, & : Iy — L1
tales que ¢'¢' ='¢’. Si g = p (mod 2), tomamos r = g + 2 y definimos ¢, £ por

('(k) 0<k<y, (k) 0<k<y,
Cky=q¢n—-1 k=g+1, Ek)y=<m—-1 k=g+1,
n k=g, m k=g.

En cambio, si g # p (mod 2), tomamos r = g + 1 y definimos (, £ por

_Jdk) 0<k<y, _JEk) 0<k<y,
C(k)_{n k=g+1, g(k)_{m k=g+1.

Una verificacion facil muestra que estas definiciones satisfacen lo buscado. Esto termina
la demostraciéon del paso inductivo. O

Sea C una categoria. Un camino en C es un funtor w : I, — C. Si w un camino,
decimos que a = w(0) es su objeto inicial y que b = w(n) es su objeto final. Muchas veces
escribiremos w : @ — b para indicar que el objeto inicial de w es a y el final, b. Denotamos
la coleccion de todos los caminos con objeto inicial a y objeto final b por PCla, b].

Dado un funtor f: C — D, tenemos aplicaciones naturales (por composicion)

fe = P(f) : PCla,b] — PD[f(a), f(b)].

Claramente (f o g)« = fx 0 g« ¥ (1c)+ = lpclay-

Los caminos se componen por yuxtaposicion. Mas concretamente, dados los cilindros
I, y I, definimos el cilindro I, * I, = I, 4y, si n =0 (mod 2) o bien I, * I, = Inim—1
sin =1 (mod 2). Dados caminos w : I, — C, o’ : I, — C en C tales que el objeto
final de w es el objeto inicial de w’ (i.e., tales que w(n) = w'(0), definimos un camino
wxw' I x I, — C “pegando” el diagrama de w’ a la derecha del de w, componiendo
la flecha comiun si hace falta. Mas concretamente, definimos w * ' en el cilindro I, * I,
de la siguiente manera. Notamos (k,k + 1) la tnica flecha de k en k£ + 1. Si n es par,
simplemente definimos

w(k,k+1) 0<k<n,

wkw (kb k+1)=
Jk—nk—-—n+1) n<k<n+m.

En cambio, si n es impar, ponemos

w(k,k+1) 0<k<n-1,
wxw (k,k+1) =< w'(0,1) ow(n —1,n) k=n-—1,
JEk=n+1k-n+2) n<k<n+m-—1.
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Como el valor de w*w’ en los objetos estd determinado por las definiciones anteriores, ésto
define un camino I,,*I,, — C. La asociatividad de la composicion implica inmediatamente
que tenemos una operacién asociativa

* : PCla, b] x PC[b,c] — PCla,c|, (w,w)— w*uw'

que nos permite definir la categoria de caminos PC de C. Los objetos de PC son exacta-
mente los mismo objetos de C. El conjunto de morfismos a — b esta dado por PC|a, b].
La composiciéon es la anterior y las identidades estan dadas por los caminos constantes
lg : Ip = C, 0 — a. Sea w : I, — C un camino. Si n es par, definimos un camino
w: I, — Cdado por @(i,i+ 1) =w(n—i,n—i—1) parai=0,...,n—1 (donde (4, 7) es
el tinico morfismo de I, entre 7 y j). En cambio, si n es impar, definimos @ : I,,11 — C
por @(0,1) = 1y, W(4,i+1) = w(n—i,n—i—1) parai = 1,...,n. Esta correspondencia
define una aplicacién
PCla,b] — PClb,a], w+— w.

Observamos que un camino de largo 1 no es otra cosa que un morfismo de C y que
cualquier camino es composiciéon de caminos de largo 1 y de largo 2 con una identidad
como primer morfismo tal como lo indica el siguiente diagrama.

a—-=} * hb=——ph~<~—=cC = a—-s>ph<~——=cC

Sea f : C — D un funtor. La acciéon de f en los conjuntos PCla, b] es compatible con
la composicién de caminos:

frlwxw') = fu(w) * fulw).

Esto es inmediato pues f respeta la composicion. Como ademas f.(1,) = 1¢(a) (donde
14 : Ip — C es la identidad de a en PC), se tiene definido un funtor

P : Cat — Cat.

Podemos pensar a cualquier categoria dentro de su categoria de caminos pensando sus
morfismos como caminos Iy — C. Es decir, se tiene

ic: C— PC.

Estas inclusiones son funtoriales en C por lo que se tiene un subfuntor i : 1cy — P.

Componentes conexas

Sea C una categoria (pequena). Definimos una relacion de equivalencia en el conjunto
de objetos de C de la siguiente manera. Dados ¢, ¢’ € C, se define

c~c < PCle,d]#0.

A las subcategorias plenas C;, i € I, generadas por las clases de equivalencia las llamamos
componentes conexas de C. Se tiene la siguiente descomposicion en Cat:

C=1ILe G-
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Denotamos el conjunto de componentes conexas de C por
mo(C) = { componentes conexas de C }.

Decimos que una categoria es coneza si mo(C) es un conjunto con un so6lo elemento.
Es decir, si se tiene que PCle, ] # () para todo ¢, ¢ € C. Claramente las componentes
conexas de una categoria son (sub)categorias conexas. Ademés, estas subcategorias son
maximales respecto a esta propiedad.

Podemos extender esta definicién a un funtor my : Cat — Set, ya que es inmediato que
si f: D — Cesun funtor y D es una categoria conexa, entonces la subcategoria generada
por { f(c) | ¢ € C} es conexa (un funtor “manda componentes conexas en componentes
conexas”).

2.2. El grupoide fundamental de una categoria

La categoria de caminos de una categoria es por lo menos tan complicada como la
categoria original (la contiene como subcategoria plena). Sin embargo, si identificamos
dos caminos que puedan “deformarse algebraicamente,” la estructura que se obtiene se
simplifica drasticamente. En esta secciéon definimos una nocién de homotopia entre ca-
minos que comparten el objeto inicial y el objeto final y la utilizamos para construir un
invariante importante de una categoria (pequena): su grupoide fundamental.

Sean w,w’ : I, — C dos caminos en C con objeto inicial a y objeto final b. Decimos
que son *-homotdpicos y notamos w =~ ' si existe un funtor H : I, x I, — C tal que
H0,-)=w, Hm,—) =Wy tal que H(i,i +1,0) = 1, y H(i,i + 1,n) = 1, para todo
i (es decir, es constante en los extremos).

Observacion. Usando la ley exponencial en Cat, notamos que tener una homotopia
H:I, xI,— C, wmW,

equivale a tener un funtor I,,, — C» (un camino en C#) con objeto inicial w, objeto final
w’ y cuyo valor en los extremos permanece constante.

El siguiente resultado es evidente.
Lema. La relacion de equivalencia ~ es compatible con el producto de caminos . Mads

precisamente, si w ~ W' yn ~ 1, w y n pueden componerse entonces W' y n' también
pueden componerse y wxn~w xn~w xn.

Siw: I, — Cesun camino, y ¢ : I, — I, es una extension (= morfismo de ),
podemos definir un camino ¢*(w) : I,, — C con los mismos extremos via la composicion:

P (w)=wo¢: I, — I, — C.

Observar que el diagrama que define a ¢*(w) se obtiene del diagrama que define a w
insertando identidades. Si f : C — D es un funtor, w : I, — C es un camino y ¢ :
I, — I, una extension, es claro que ¢*(fi(w)) = fi(¢*(w)) (pues f manda identidades
en identidades).
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Definicién. Decimos que dos caminos w : I, — C y ' : I, — C son homotdpicos, y
notamos w ~ &', si existen extensiones ¢ : I, — I, v : I, — I, tales que ¢*(w) = ™ (w').

Lema. Sea w : I;, — C un camino en C tales que todos los morfismos de C que aparecen
en el diagrama que determina w son isomorfismos. Entonces w es homotdpico al morfismo
(= camino de largo 1) de C que se obtiene componiendo los morfismos que aparecen en
el diagrama, invirtiendo aquellos que “apuntan hacia la izquierda.”

Demostracion. Sin = 0,1, no hay nada que demostrar. Cuando n = 2, la demostracion
del resultado es el siguiente diagrama conmutativo.

p'h
El caso general se sigue por induccién en n. O

Proposicién. ~ es una relacion de equivalencia compatible con .

Demostracion. La reflexividad y la simetria son obvias. Veamos la transitividad. Supon-
gamos que tenemos w : I, - C,w' : [, = C, " : [, - Cy quew ~u, ' ~d" ie.,
se tienen extensiones pu : I, — I,, ¢ : I, — I, ¥ : Iy — I, y n: Is — I} tales que
wi = woy Wi xwn.

Sabemos que existen ¢ : [y — Is y & : I; — I, extensiones tales que o ( = ¢ o &. Es
inmediato que (no¢)*(w") = ¢*(n*(W")) = ¢*(¥*(W')) = (¥o)*(w'). Como (Corp)*(w') =
(€0 ¢)*(w'), tenemos que (¢ on)*(w") = (£ o u)*(w), i.e., que W’ ~ w.

Supongamos ahora que w ~ ©, W' ~ o' y que w, w' pueden componerse. Entonces
es claro que W y @' también pueden componerse. Sea ¢, ¢, 1, 1)’ extensiones tales
que wo ~ W, W' ~ (;’W . Entonces ¢, ¢’ y 1, ¢/ inducen naturalmente extensiones
b3+ Iyxly — Iyx Ly, st : Tyxy — Lo, tales que (¢xd) (wsa!) ~ (s i) (@),
Esto es lo que queriamos ver. ]
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Definicion. Sea C una categoria. Definimos el grupoide fundamental de C como la ca-
tegoria cociente:

Es decir, los objetos de II;C son los objetos de C y si a,b € C, una flecha a — b en II;C
es una clase de homotopia de caminos [w] : @ — b, con la composiciéon definida por la
formula [w] o [w'] = [w * W] (observar el orden de la composicion).

El siguiente resultado muestra que la elecciéon de nombres es correcta.
Proposicion. I1;C es un grupoide.

Demostracion. Basta ver que toda flecha es un isomorfismo. Como todo camino es com-
posicién de caminos de largo 1 o de un camino de largo 2 que contiene a la identidad
como primer morfismo, basta ver que todo camino de largo 1 (= morfismo de C) es un
isomorfismo en II;C. Sea h : a — b un morfismo de C. El diagrama conmutativo

h R
a—ph~<~——a
h

|

a

a a

muestra que h * h ~ 1,. Analogamente, h * h ~ 1;. Esto termina la demostracion. 0

Consideramos el funtor natural ¢ : C — 1I;C definido por

c—21-11,C

q 7

PC
Observamos trivialmente que ¢(h) es un isomorfismo para todo morfismo h de C.
Proposicion. g es universal respecto a esta propiedad.

Demostracion. Sea f: C — D un funtor tal que f(h) es un isomorfismo en D para todo
morfismo h de C. Queremos definir f : II;C — D tal que

f

c—-p
7
l L
o f
I1,C

conmute. Veamos primero que f induce f1 : PC — D tal que f1 oic = f. Definimos f;
en los objetos de tnica manera posible: fi(c) = f(c) para todo ¢ € C. Sea ahora

h1 ha
W:IT=a) — Al <— Qg — -~ Qp =Y
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un camino en C. Definimos fi(w) = ---0 f(ha)~to f(h1) : f(z) — f(y). Es claro que f;
es un funtor y que f oic = f. Observemos que f1(@) = fi(w)~! para todo camino w en
C. En particular, f1(h) = f(h)~! para todo morfismo h de C.

Si vemos que f1 estd bien definido en las clases de homotopia de caminos, pasando al
cociente obtendremos un funtor ]?: IT;C — D que cumple lo que queremos. Basta ver que
siw: I, - Cyn:I, — Cson dos caminos homotdpicos con los mismos extremos en-
tonces fi(w) = fi1(n). Ahora bien, aplicando f; vemos que f.(w) y f«(n) son dos caminos
x-homotdpicos en D. Sabemos que un camino tal que todos sus morfismos son inversibles
es homotopicos a la composicion de ellos (inviertiendo los que van hacia la izquierda).
Luego, f«(w) es homotopico a f1(w) y f«(n) es homotopico a fi(n). Por transitividad
tenemos que fi(w) y fi(n) son homotodpicos. Pero dos morfismos son homotopicos si y
solo si son iguales. Esto es lo que queriamos ver. La unicidad de f; (y por lo tanto de f)
esté clara. O

Hemos demostrado el siguiente corolario (comparar con [GZ67]| y [Qu73|).
Corolario. ¢ : C — II;C es la localizaciéon de C respecto a todas sus flechas.

Ejemplo. Sea G un grupo (= grupoide con un s6lo objeto). Entonces II1G = G.

Notar que tenemos un funtor
IT; : Cat — Grpoid

que no es otra cosa que la composicion 1c,y — P — II;. Si f : C — D es un funtor,
seguimos llamando f, = II;(f) : II;C — II; D al funtor inducido.

Definicion. Sea C una categoria y ¢ € C. Definimos el grupo fundamental de C con punto
base c al grupo de automorfismos de ¢ en II;C:

m1(C, ¢) = Autyy, c(c) = 11 Cle, ¢].

Observacion. Sean f,g: C — C dos funtores y sea H : f — ¢ una homotopia (i.e., un
camino en la categoria de funtores C — D que comienza en f y termina en g). Entonces
H induce un isomorfismo de funtores H, : f, = g«. En efecto, como los isomorfismo se
componen, basta considerar el caso cuando H es un camino de largo 1 (= transformacion
natural f — g). Sean ¢, € Cy sea [w] : ¢ — ¢ un morfismo de II;C. Por induccion,
podemos suponer que w es de largo 1. Pero entonces el mismo diagrama asociado a los
datos ¢, ¢, w que define a H sirve para definir una transformacién natural H, asociada a
las datos ¢, ¢, [w]. Esto es suficiente pues II1D es un grupoide.

2.3. Revestimientos de categorias

En esta seccion definimos la nocién de revestimiento de categorias y demostramos
que valen muchas de las propiedades que valen para revestimientos topolégicos. Con-
cretamente, veremos que esta nocion de revestimiento es “compatible” con la nocién de
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

homotopia dada anteriormente. La clasificacién de los revestimientos de una categoria
dada se llevara a cabo en las secciones posteriores.

Sea C una categoria, ¢ € C. Definimos la estrella de ¢ como el conjunto de flechas que
parten o que llegan a c:

Stc:{aib€C|a:cob:c}.
Observar que, si F': C — D es un funtor, se tiene una aplicacién natural de conjuntos
Stec — St F(c).
Definicién. Un funtor p : C' — C es un revestimiento si la aplicacion inducida
Ste — Stp(e)
es una biyeccion para todo e € C'.

Definimos la categoria de revestimientos de una categoria pequena C como la subca-
tegoria plena de Cat/C generada por los revestimientos. Denotaremos esta categoria por
Cov/C. Con esta definicion, un morfismo de revestimientos g : p — ¢ es un diagrama en
Cat de la forma

CI 9 > C/I

pl lq

C=——==C
donde p, g son revestimientos. Normalmente haremos un abuso de notacién y denotaremos
a g simplemente por g : C' — C”. Observar que si g : C' — C” es un morfismo de

revestimientos, entonces g es un revestimiento. Esto se sigue inmediatamente aplicando
el funtor St.

Observacion. Si p: G' — G es un funtor entre grupoides, p es un revestimiento si y soélo
si para todo morfismo h : x — p(e) en G existe un Gnico morfismo h : 2’ — e en G’ tal

~

que p(h) = h (es decir, basta probar sélo con morfismos que llegan a un punto dado).
Comparar con [Br88, May99].

Proposicion. Sea p : C' — C un revestimiento y e € C'. Entonces, para todo camino
w:y — ple) en C (resp. w : p(e) — y en C), existe un tnico camino & : x — e en C'
(resp. ©: e — x en C') tal que p(©) = w:

€ /
—_—
5 7
of 27 |p

- %

/w
HC

&

Observacion. Con las definiciones anteriores, la proposiciéon dice que la funcién
Stpcr e — Stpc p(e)

inducida por p es biyectiva. Es decir, p es revestimiento si y solo si P(p) es revestimiento.
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Demostracion de la proposicion. Observemos primero que basta considerar el caso donde
el camino w termina en p(e), i.e., w : y — p(e) (si no consideramos el camino @). Sea
ee€ C',w:y— p(e) un camino en C.

Primero observemos que la unicidad es inmediata pues la k-ésima flecha de un levantado
tiene que levantar la k-ésima flecha de w y por lo tanto es tnica. Luego, sélo resta ver la
existencia. Como todo camino es composicion de caminos de largo 1 y de largo 2, basta
ver la proposicion cuando n = 2. En efecto, si w = wy * we, y wy es un levantado de
w9 que termina en e y wi es un levantado de w; que termina en el objeto inicial de wy
entonces wy * wy es un levantado de w que termina en e. Veamos entonces el caso n = 2.
Sea w : I3 — C el camino

a4T>b-ép(e)

Sabemos que existe § : e — V' tal que p(5) = s. También existe ¥ : ' — V' tal que
p(7) = r. Entonces el camino

o —=p<"—e

levanta al camino w. Esto termina la demostracion. O

Proposicion (Levantamiento de x-homotopias). Sea p : C' — C un revestimiento.
Supongamos que se tienen caminos w : I, — C, o' : I, — C tales que w ~ W' y sea
H : I, x I, — C la homotopia. Supongamos que cod(w) = p(e) para algin e € C’ (resp.
dom(w) = p(e)). Entonces existe una tinica x-homotopia H:lLyxI,—C, 0~ ta
que pH = H y tal que H(0,0) = e (resp. H(m,n) =e¢).

*
(ool f{ g ip
X

Demostracion. Por adjuncion, el diagrama anterior se corresponde con el diagrama

—_— In
I, - C

donde la flecha de arriba esta dada por el camino constante e. Ahora bien, p : C'fn — Cl»
es un revestimiento por la observacion anterior (p revestimiento = P(p) revestimiento).
Luego, este cuadrado puede completarse conmutativamente de forma tinica con o I, —
C'» y por adjunciéon podemos completar el siguiente cuadrado de forma tnica.

*—>C’
.7
H Ve

l )
7

x I,

n

25
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Finalmente, observemos que pH (0, —) = pl"l/'f’(()) = H'(0) = w (idem, pH(m,—) =
W') y que H(0,0) = H'(0)(0) = e, con lo que se termina la demostracion. O

Proposicion (Levantamiento de homotopias). Sea p : C' — C un revestimiento,
e € C, b= ple). Sean w,w' : b — b dos caminos homotdpicos en C. Entonces, si
w,w' e — € son dos caminos en C' que levantan a w,w’ respectivamente, éstos también
resultan homotdpicos.

Demostracion. Sean ¢, 1) extensiones tales que ¢*w = 1p*w’. Ahora bien, como

tenemos que ¢*@w levanta a ¢*w y que i/’*‘;, levanta a 1*w’. Por el levantamiento de
x-homotopias, tenemos que ¢* (W) ~ Y™ ('), i.e., W ~ . O

Corolario. Sea p: C' — C un revestimiento. Entonces
ps : 11;C" — 11, C
es un funtor fiel.

Lema del levantamiento. Sea p : C' — C un revestimiento, D una categoria conexa,
f:D — Cun funtor, e € C', b e C y x € D tal que conmuta el siguiente diagrama

€ /
—_—

*
7
xl / D
7/
D

*>fC

N )

Entonces existe un funtor f: D — C' tal que f(z) =ey pf: f siy sdlo si fom(D,x) C
psm1(C',e). Ademds, en este caso, f es inico.

Demostracion. Primero definimos f en los objetos de D. Sea 2’ € Dy w : x — 2/ un
camino en D. Levantamos fi(w) a un camino @ : e — ¢’ en C'. Definimos

fa')=¢.

Veamos que esta definicion no depende del camino elegido. Sean w,n : * — 2’ dos
caminos en D. Sabemos que fi.[w * 7] € p,m1(C’,e). Por lo tanto,

fe(@) % fu(n)~! ~ p,(8) para algan [0] € m1(C,e).

Es decir, f.(w) ~ p«(J) * fi(n). Ahora bien, sea 7 el levantado de f.(n) que comienza en
ey w el levantado de fi(w) que comienza en e. Es claro que 0 * 1) levanta a p.(9) * fi(n)
y que comienza en e. Como p.(0) * fu(n) =~ fi(w) y p« es fiel, 6 * 7§ ~ ©. En particular, 1
y @ terminan en el mismo objeto.
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Veamos ahora que podemos definir fen las flechas. Sea h : 2’ — 2" un morfismo en
D. Levantamos f(h) a una flecha h en C' que comience en f(z'). Ponemos

f(h) = .

Hay que ver dos cosas. Primero, que h termina en f(a:”). En efecto, si w : # — 2/
es un camino en D, entonces w * h es un camino x — z” y por la primer parte de la
demostracion, el levantado de f«(w = h) que comienza en e puede utilizarse para definir
f(z"). Por unicidad, este levantado coincide con @+ h (donde & es un levantado de f.(w)
que comienza en f(z) y termina en f(z')). Luego, h termina en f(z"). Por dltimo, hay
que ver que f definido asi es un funtor. Como la identidad se levanta a la identidad,

tenemos que f(1g) = 1]?((1) para todo d € D. La unicidad de los levantados muestra que

f preserva la composiciéon. La unicidad de f es clara. O

Corolario. Sean C’ una categoria coneza, p' : C' — C, p” : C" — C revestimientos,
' e, 2" € C" tales que p/(2') = p"(2"). Entonces existe un morfismo de revestimientos
g:C — C" tal que g(x') = 2" si y solo si plm (C',2’) C pllm (C", 2").

o
* > C//

k4
,l o \L”
T Y p
s

¢——C

Mds atin, en este caso, g es Unico.

Corolario. Sean C' — C y C" — C revestimientos y g,h : C' — C" morfismos de
revestimientos tales que g(x) = h(x) para algin x € C'. Entonces g = h.

2.4. (G-conjuntos

El objetivo de esta seccién es fijar la notacién y hacer algunas observaciones en lo que
respecta a acciones de grupos en conjuntos que serdn utilizadas para clasificar revesti-
mientos de categorias en las secciones subsiguientes.

Sea G un grupo con neutro e € G. Notamos la multiplicaciéon de dos elementos g, h € G
por gh € G. Una accidn a izquierda de G en un conjunto S es una funcion

GxS—S, (¢g,8)—g-s

tal que (gh)-s=g-(h-s), e-s=s paratodo g,h € G, s € S. Un morfismo de acciones
entre G xS — Sy GxT — T en una funcion f: S — T tal que f(g-s) =g f(s). Esto
define de forma obvia la categoria Set® de acciones de G (o de G-conjuntos). Escribimos
S € Set® para denotar a un conjunto S munido de una acciéon de G.

Observacion. Si pensamos a G como un grupoide entonces una accién no es otra cosa
que un funtor G — Set. Generalizando, vamos a decir que un funtor G — Set, con G un
grupoide cualquiera, es una accion de grupoide.
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Sea ahora G x S — S una accion fija. Dado s € .S, definimos el estabilizador de s como
el subgrupo
G={geGlg-s=s}CG.

Decimos que la accién es libre si g - s = s para algin s € S implica que g = e, i.e., si
G* = {e} para todo s € S. También definimos la drbita de s como el conjunto

Gs={g-s|geG}CS.

Decimos que la accion es transitiva si para todo s,s’ € S existe g € G tal que g-s = ¢/,
i.e., si Gs = S para todo s € S.

Ahora bien, G es un G-conjunto con la acciéon natural de G dada por su operacion de
grupo. Elegir s € S es equivalente a dar un morfismo de G-conjuntos G — S (Yonedal).
Concretamente, dado s € S, tenemos el morfismo de G-conjuntos

s :G— S, gr—g-s.

Claramente ¢4(g) = ¢s(h) si y sélo si g~'h € G°. Es decir, ¢, desciende al cociente G'//G*
(conjunto de coclases a izquierda) y la funcion inducida queda inyectiva:

G- .5
/7
\L ~ /@,iny
GG

Maés ann, si la accién es transitiva entonces ¢4 es sobreyectiva y por lo tanto se obtiene
un isomorfismo de acciones

b5 :G/GE — S.

Dado el grupo G, los cocientes G/H (= conjuntos de coclases) son G-conjuntos transiti-
vos. Un morfismo de G-conjuntos G/H — G /K admite la siguiente descripcion explicita.

Lema. Un morfismo de G-conjuntos o : G/H — G /K tiene la forma a(gH) = gyK
para algin v € G que satisface que v ' Hy C K.

Demostracion. Sea v € G tal que a(eH) = vK. Entonces
YK = a(eH) = a(hH) = ha(eH) = hyK.

Es decir, v 'Hy C K. Reciprocamente, si Y 'Hvy C K, entonces gH — gyK es clara-
mente un G-morfismo y estd bien definido: si gH = ¢'H entonces g~ '¢’ € H y, por lo
tanto,

v lgldy e K.
Es decir, gyK = ¢'vK. O

Denotamos por O(G) la categoria de drbitas de G, es decir, la subcategoria plena de la
Set” generada por los G-conjuntos transitivos de la forma G /H para H algin subgrupo
de G. Del resultado anterior se sigue inmediatamente la siguiente caracterizacion de O(G).
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Corolario. La categoria O(G) es isomorfa a la categoria cuyos objetos son los subgrupos
de G y cuyos morfismos son las distintas relaciones de conjugacion v 'H~y C K para
v eG.

Denotaremos por tSet® la subcategoria plena de Set® generada por los G-conjuntos
transitivos. El siguiente resultado es inmediato a partir de las observaciones hechas arriba.

Corolario. La categoria tSet® de G-conguntos transitivos y la categoria O(G) son equi-
valentes.

2.5. Clasificacién de revestimientos |

En esta seccién y en la siguiente mostramos que en el contexto categérico vale un
teorema de clasificacion de revestimientos andlogo al que vale en topologia. Este desarollo
sigue el orden del desarollo que se hace en [May99| para el caso de grupoides.

Dado cualquier revestimento p : C' — C, definimos una acciéon de grupoide (= un
funtor) F(p) : II;C — Set de la siguiente manera. Para cada b € II;C (i.e., para cada
objeto b de C), escribimos

Fy(p) = {ee [ ple) =0},

y lo llamamos la fibra de p sobre b. Cuando s6lo un revestimiento esté en discusién o
no haya riesgo de confusion vamos a escribir simplemente F' = F(p) y F, = Fy(p). Si
[w] : b — b es un morfismo en II1C y e € Fp, levantamos w a & : e — € con €' € Fy y
definimos

Flw](e) = €.

Esta definicién no depende de la clase de homotopia de w pues dos caminos homotdpicos
terminan en el mismo punto. Como la identidad se levanta a la identidad, vemos que
F[13] = 1p,. La unicidad de los levantados implica que Flw * 7] = Fw] o F[n] (siempre
que esto tenga sentido).

Corolario. Si C es conexa, todas las fibras Fy, b € C, tienen la misma cardinalidad.

Por restricciéon, obtenemos para cada b € C una acciéon de m1(C, b) en el conjunto Fy.
Calculamos su estabilizador: sea e € Fy. Escribimos & para denotar el levantado de un
lazo w con punto base b a un camino que comienza en e:

m1(C,0)° = {[w] € m(C,b) | cod(W) = e}
= p.m1(Ce).
Aplicando la teoria general, sabemos que existe un monomorfismo de 71(C, b)-conjuntos
m1(C,0)/psm1(C' e) — Fp.

Si ademas la accion es transitiva (i.e. si C' es conexa) entonces este morfismo resulta un
isomorfismo. Si elegimos otro € € F}, entonces p,m1(C',e) y psm(C',€’) son conjugados
en 71 (C,b) y el isomorfismo anterior es compatible con la conjugacion.
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Ejemplo. Consideramos la categoria C definida como la categoria definida por el diagrama
o C .
y la categoria C’ dada por el diagrama

o

N

.1;).2;).3

y definimos un funtor p : C' — C por p(8) = p(6) = p(y) = a. Claramente p es un
revestimiento. Claramente II,C = Za, m(C',01) = Z y py : m(C',01) — 71(C, @) se
corresponde con la multiplicacion por 3. Luego, Fo = {®1,e2,03} es isomorfo a Z/3
como Z-conjunto.

Una categoria C se dice simplemente conexa (o 1-coneza) si su grupoide fundamental
es trivial. Es decir, si existe exactamente un morfismo entre dos objetos cualesquiera.

Definicién. Un revestimiento C' — C se dice universal si C' es simplemente conexa.

Luego, si p: C' — C es universal entonces
m1(C,b) ~ F

como 71(C, b)-conjuntos. El lema del levantamiento y el hecho de que un morfismo de
revestimientos es autométicamente un revestimiento implica que p es Gnico salvo isomor-
fismo de revestimientos y que cubre cualquier otro revestimiento.

Resulta que p esta caracterizado por la accion F' = F(p) : II;C — Set. Esto es la
esencia de la teoria de Galois en este contexto.

Extendemos la correspondencia p — F'(p) a los morfismos de revestimientos. Sip : C' —
C, ¢: C" — C son dos revestimientos y g : ' — C” es un morfismo de revestimientos, se
tiene una transformacion natural g : F(p) — F(q) dada por g, : Fy(p) — Fy(q), e — g(e).
Si [w] : b — b es un morfismo en II; C se tiene que

Fy(p) — Fi(q)

A

Fy(p) — Fy(q) W] -er—=>g([w] - ¢) =[] - g(e)

conmuta. En efecto, g([w] - €) = [w] - g(e) pues si & es un levantado de w en e, g, es un
camino en C” que comienza en g(e) y levanta a w (pues ¢.g.&0 = p«& = w) y entonces
[w] - g(e) = cod(g:&) = g(cod(@)) = g([w] - ).

Ahora vamos a ir en la direcciéon opuesta. Nuestro objetivo es construir, al igual que
en el caso clasico de espacios topologicos, un funtor G : Set™¢ — Cov/C, equivalencia
inversa de F'. Concretamente, queremos un revestimientos a partir de una accién de
grupoides I1;C — Set.
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Esta construcciéon es andloga a la construccién de un revestimiento topologico a par-
tir de un subgrupo del grupo fundamental de un espacio topolégico que se encuentra
en cualquier libro de topologia, o a la construccién del revestimiento universal de un
grupoide (que puede encontrarse en [Br88, May99|). Sin embargo, ninguna de las cons-
trucciones es directamente aplicable a este caso, pues en ambos casos se esté trabajando
con grupoides, i.e., todas los morfismos son isomorfismos. Luego, las direcciones de las
flechas no juegan ningun papel y la condicién de revestimiento se simplifica. El problema,
de la distincién de la direccién de un morfismo es esencialmente la tnica caracteristica
nueva de nuestra situacion. La siguiente construccién estd basada en la construcciéon que
se encuentra en [GZ67| del revestimiento universal de un grupoide, modificada para que
sirva en nuestro contexto general.

Sea L : II;C — Set una accion de grupoides. Definimos un revestimiento pr, : L — C
de la siguiente manera. El conjunto de objetos de L esta dados por los pares (e, b), donde
be Cyee L(b). Los morfismos (e, b) — (¢/,b') estan dado por los morfismos h : b — b’
en C tales que L[h](e) = €'. Las identidades y la composicion estan dadas por las de C.
Claramente se tiene una proyecciéon canénica pr, : L — C, dada por (e,b) — b en los
objetos, que actia idénticamente en los morfismos. Observar que el conjunto de objetos
que se proyectan sobre b es L(b).

Veamos que py, es un revestimiento. Sea h : b — b’ una flecha de C, e € F,(pr) = L(b).
Claramente podemos levantar i de forma tinica a una flecha de L que comience en e. Sea
ahora ¢ € L(b') = Fy(pr) y veamos que existe un tinico morfismo en L que levanta a h y
que termina en €. Como II; C es un grupoide, L[h] : L(b) — L(b') es una biyeccion y por
lo tanto, existe e € L(b) tal que L[h](e) = €¢/. Claramente el morfismo h : (e,b) — (¢/,b)
en L levanta a h y es el tiinico con esta propiedad.

Por dltimo, veamos que L — py, es funtorial. Supongamos que se tiene ¢ : L — L’ una
transformacion natural. Queremos definir un morfismo de revestimientos g : L — L.

Definimos ¢ es los objetos: dado (e,b) € L, ponemos g(e) = pp(e) € L(V'). Ahora
definimos g en las flechas. Si h : (e,b) — (€/,b') es un morfismo en L, definimos g(h)
como el morfismo h : (gp(e),b) — (¢} (€'),b') en L. Es claro que esto esta definicion es
funtorial. Esto termina la construccion del funtor G : Set™¢ — Cov/C.

De la construccion se sigue que si L : m1(C) — Set es una accion entonces Fj, = L(b)
y, mas aun, Fpy = L como funtores. En efecto, basta ver que L[w] = Fpr[w] donde
[w] : b — b es una flecha de IT; C. Por funtorialidad, basta ver el caso donde w = h : b — b’
es una flecha de C. Recordamos la construccion de Fpr, y la definicion de Fpr|w] dada
por la accion de IT1;C en las fibras de pyr:

Fpr[w](e) = cod [h: (e,b) — (L[h](e),V')] = L[h](e) = L{w](e).

Como corolario, vemos que F'G = 1¢,t. Luego, para deducir que F' es una equivalencia
categobrica, basta ver que F' es plenamente fiel, i.e., que

F : Cov/Clp, q] — Set™C[Fp, Fq]

es una biyeccion para todo p,q € Cov/C.
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

Vamos a utilizar el lema del levantamiento. Necesitamos reducirnos al caso conexo para
utilizarlo. Sean p: ¢’ — Cy g : C” — C revestimientos. Descomponemos C' y C” en sus
componentes conexas:

!/ !/ !/ .
N:CG—=C (iel)
"o, ~n " .
Sea g : C' — C” un morfismo de revestimientos. Como g manda componentes conexas en

componentes conexas, existe una unica 7 : I — J tal que g\, se factoriza por A/,. Ahora
bien, p; = p|c; y g = q|C;_/ son revestimientos pues es muy facil ver que las inclusiones

A; y Aj son revestimientos. Esto define aplicaciones ¢; : Cov/Clp,q] — Cov/C[p;, ¢ri].

Abreviamos los conjuntos de morfismos por [-,:] y construimos el siguiente diagrama
conmutativo:
F
[p, 4] [F'p, Fq]
| b |
| \ / !
| F; |
Pl [p’iaQTi}*)[Fpi,FQTi] >l
| |
! / \ !
Y Y
[Lpisgril ——————— = qrm ~ T > [L;[Fpi, Fari

Ahora bien, ¢ y ¥ son biyectivas. Por lo tanto, la flecha de arriba es biyectiva si y so6lo si
lo es la de abajo. Y esta lo serd si y solo si lo es en cada componente, i.e., basta ver que
F; : Cov/Clpi, gri] — Set™C[Fp;, Fgri]
en biyectiva para todo ¢ € I. Recapitulando: F' es plenamente fiel si y s6lo si lo es en la

subcategoria de revestimientos conexos.

Lema. Sean p : C' — C, q : C" — C revestimientos con C' conexa. El funtor fibra
F : Cov/C — Set™C induce una biyeccion

F : Cov[p,q] — SetHlC[Fp, Fq|.
Demostracion. Sea o € SetC[Fp, Fq], e € C'. Ponemos b = p(€¢'), ¢’ = a(e). Si
[w] € m1(C,b)¢" = pami(C',€') entonces [w]-€’ = €' y por lo tanto ¢” = a(e') = a([w]-€') =
[w] - a(e) = [w]- €’ Es decir, p.mi(C,e’) C pem1(C”,€”). Como C' es conexa, existe un
tinico morfismo de revestimientos g : C' — C” tal que g(¢/) = €”. Veamos que Fg = a.
Sea b € C, e € Fy(p). Entonces

(Fg)u(e) = g(e) = g(['] - €') = [w] - g(€') = [w] - " = a(e)
donde la tercer igualdad vale pues Fg es un II; C-morfismo y la ultima igualdad vale pues
a lo es. O

Corolario. Sea C una categoria. Entonces el funtor F determina una equivalencia de
categorias

Cov/C ~ Set'li€

con cuasi-inversa G.
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2 Homotopia en categorias y revestimientos

2.6. Clasificacién de revestimientos Il

En esta seccion hacemos variar la categoria base C y estudiamos como se comporta la
clasificacion anterior al hacer estos cambios.
Seanp : ' — Cy f: D — C funtores. Tomando pullback obtenemos un funtor
f*(p) : D xcC' —D.
DxcC——C

f"(p)l pull ip

D———C

f

La propiedad universal del pullback implica inmediatamente el siguiente resultado.
Lema. Si C' — C es un revestimiento entonces D xc C' — D también lo es.

Como f* es claramente funtorial (modulo detalles 2-categoricos), por restriccion te-
nemos definido un funtor Cov/f : Cov/C — Cov/D. Por otra parte, f induce el funtor
II; f : II1D — II;C y por lo tanto se tiene un funtor

Set™1/ . St C _ GetthiD,

Estos funtores encajan en un cuadrado conmutativo (salvo isomorfismo natural):

D Cov/C —> getliC
f i Cov/f l o~ iSetnlf
C COV/D T SetHlD

Demostracion. Veamos la conmutatividad del diagrama. Sea p € Cov/C.

p— £ Fp
f*l If*
F*p) = F(f*(p) = Fpo f

Tenemos que ver que los funtores Fpo f y F(f*(p)) son naturalmente isomorfos. Sea
d € C. Entonces

F(f*(p))(d) = {d} x {e €D | ple) = f(d) }
~ Fp(f(d)) = (Fpe f)(d) H

Corolario. Sean C, D categorias (pequenas). Entonces Cov/f : Cov/C — Cov/D es una
equivelancia de categorias si y sélo silly f : TI1D — 11, C es una equivalencia de grupoides.

Demostracion. Ver el tltimo resultado del primer capitulo. O
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Caso de la categoria base conexa

Queremos ver qué podemos decir si la categoria base C es conexa.

Recordamos la siguiente definicion general: si X es una categoria y X’ C X es una
subcategoria tal que todo objeto de X es isomorfo a exactamente un objeto de X', decimos
que X' es un esqueleto de X. En este caso, la inclusion X’ — X es una equivalencia de
categorias.

Ahora bien, C es conexa si y solo si IT;C lo es. En este caso, eligiendo b € C, 71(C,b) —
11, C es un esqueleto. Luego, la restriccion

Set!C _, Getm(CH)

es una equivalencia. Componiendo con la equivalencia anterior F' : Cov/C — Set!l€

obtenemos una equivalencia

Cov/C ~ Set™(Cb),

Caso de revestimientos conexos

Ahora nos restringimos ain mas: sélo queremos considerar revestimientos conexos.
Observar que p : C' — C es un revestimiento conexo si y s6lo si la accion de II;C en las
fibras es transitiva (i.e., cada m(C, b) actua transitivamente).

En este caso, la equivalencia anterior se restringe a una equivalencia:

Cov/C —— getmi(Ch)

incT Tinc

cCov C —— Set™(CH)
Ahora bien, por la teoria general, sabemos que se tiene una equivalencia de categorias
O(m1(C, b)) ~ tSet™(C0),
Por lo tanto, obtenemos la siguiente equivalencia
Cov/C ~ O(m1(C,b)).

Observar que esta es la equivalencia de categorias andloga a la que normalmente se
demuestra en los cursos de topologia para el caso clasico.
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3 Conjuntos simpliciales y revestimientos
simpliciales

En este capitulo introducimos la nocién de conjunto simplicial y estudiamos en detalle
sus propiedades basicas. Un conjunto simplicial busca capturar la esencia combinatoria de
los CW-complejos. Esta nocion tiene innumerables usos y se presta particularmente bien
para servir de puente entre las categorias Cat y Top via ciertos funtores de “categorizacion”
y “realizacion geométrica.” El uso que le daremos nosotros esta relacionado con este iltimo
punto.

3.1. Conjuntos simpliciales

Sea A la siguiente categoria: los objetos de A son los conjuntos ordenados [n] = {0 <
1<:--<n} (ne€N)y los morfismos [n] — [m] son las funciones no decrecientes. En
particular, se tienen los siguientes morfismos:

e 5! :[n—1] — [n] es la tnica funcién inyectiva no decreciente que no toma el valor
i € [n].
e ol : [n+ 1] — [n] es la tnica funcién sobreyectiva no decreciente que toma dos

veces el valor i € [n].

Muchas veces no vamos a escribir el indice n si esté claro del contexto. Estos morfismos
verifican las siguientes relaciones de conmutacion.

B0 = a0l i<
ohol = ohotth 1<J
0 zan ol i< j
_15] =0l (57+ = 1p—y
6 =5l i>j+1.

Lema. Todo morfismo u: [m] — [n] en A se factoriza de forma unica como

is sls—1 11 J2 J1
p=0;06,"5...0, t+1‘7m t Om—20m—1

conn>ig>-->112>20,0< < <j1<myn+t=m+s.

Demostracion. Sean jy < ji—1 < --- < j1 los elementos j € [m] tales que u(j) = u(j +1)
y sean i1 < i < --- < is los valores i € [n] que no estén en la imagen de p. Es claro que
vale la factorizacion del enunciado. Reciprocamente, si i se escribe como en el enunciado,
los indices ix y j; estan caracterizados de esta manera. ]
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3 Conjuntos simpliciales y revestimientos simpliciales

Vamos a decir que la factorizacién anterior es la descomposicion candnica de i en A.

Definicion. Sea C una categoria. Un objeto simplicial en C es un funtor X : A°? — C.
Un morfismo entre objetos simpliciales es una transformacién natural entre los corres-
pondientes funtores. La categoria de objetos simpliciales en C se denota por CA*”.

Si X e CA”, escribimos X, € C para denotar la imagen del objeto [¢] € A. Ademés,
escribimos d; = d}' = X(60) : X, — X1 (las “caras”) y sj =8 = X(U;-‘) X — X
(las “degeneraciones”). Observamos que los morfismos d;, s; satisfacen relaciones “duales”
a las relaciones de conmutacion de &°, o7. Por lo tanto, dar un objeto simplicial en C
es lo mismo que dar una sucesiéon de objetos X,, € C y morfismos d : X,, — X,_1,
5;? : Xn — X1 tales que valen estas relaciones.

Observacion. Si F : C — D es un funtor, entonces todo objeto simplicial X : A°? — C
da lugar a un objeto simplicial F.X : A°’? — D.

Homologia de un objeto simplicial

Sea R un anillo y consideremos la categoria pMod de R-moédulos a izquierda (o, més
generalmente, cualquier categoria abeliana). Si M : A°® — pMod es un R-mddulo sim-
plicial, podemos utilizar la estructura aditiva de la categoria para “promediar” sus caras
y definir morfismos d : M,, — M,,_1 por

d= Zn:(—wd,-,
=0

Las identidades simpliciales implican que d? = 0. Definimos la homologia de M como la
homologia del complejo (M., d):

_ ker(d: M, — My,_1)
~im(d s Myg1 — M,,)

Hq (M) € rMod.
En particular, si X € C2”” es un objeto simplicial y se tiene un funtor F : C — zMod

para alguna categoria C, podemos definir la homologia de X con coeficientes en F como
la homologia del R-mdédulo simplicial F'X.

ker(FX, — FX,_1)
im(FX,+1 — FX,)

Hy(X,F) = H,(FX) = € gkMod.

Ejemplo. Sea C una categoria con productos y sea X € C. El complejo de Cech asociado
a X es el conjunto simplicial definido por

Xg=XxXx---xX (qveces)

El morfismo de borde d} : X;, — X,,_1 es la proyeccion en el producto de n —1 copias de
X, donde se ignora la i-ésima copia. La degeneracion s} : X, — X,41 es inducida por
la identidad de X y la diagonal A : X — X X X en el i-ésimo lugar.
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3 Conjuntos simpliciales y revestimientos simpliciales

Consideramos el siguiente caso particular. Tomamos X € Top, O como la subcategoria
de Top generada por uniones disjuntas de abiertos de X y sus inclusiones. Sea U =
{U; }ier un cubrimiento abierto de X. Entonces U = [[ U; define un objeto de O. Dado
un funtor F' : O(X)°P — Ab (lo que se conoce como un prehaz en X ), podemos extenderlo
de manera canénica a un funtor F : O°° — Ab. Entonces tiene sentido considerar la
homologia del complejo de Cech asociado a U € O con coeficientes en F. Como F cambia
el sentido de las flechas, notamos a los grupos de homologia por H4(U, F') y lo llamamos
la cohomologia de Cech de X con coeficientes en el prehaz F subordinada al cubrimiento
U. Tomando un limite sobre todos los cubrimientos U de X se obtiene la cohomologia de
Cech de X con coeficientes en el prehaz F.

Volviendo a la situacién general, nos va a interesar estudiar el caso de conjuntos simpli-
ciales, es decir, objetos simpliciales en Set. Denotamos esta categorfa por SSet = Set®”".
Si X € SSet, decimos que los elementos € X, son g-simplices. A veces vamos a escribir
vértices y aristas en vez de 0-simplices y 1-simplices, respectivamente.

Para cada [n] € A, denotamos A[n] € SSet el representable [k] — AJ[[k],[n]] y lo
llamamos el n-simplez standard. La identidad 1j,) € Aln], es un n-simplex de Aln] y,
por Yoneda, si z € X,, es un n-simplex, existe un tnico morfismo simplicial A[n] — X
que manda este simplex a z. Generalmente, vamos de la abusar la notacién e identificar
x € X, con el morfismo asociado z : A[n] — X.

Ejemplo. Para n > 0, definimos el n-simplex topoldgico standard A™ € Top como
A" = {(to,...,tn) |0<t; <1 tog+---+t, =1} Cc R"

Si X € Top es un espacio topolégico, un n-simplezr singular de X es una funcién continua
A" — X. El conjunto graduado S(X) donde S,,(X) = Top[A", X] se llama el complejo
singular de X. Le damos estructura de conjunto simplicial definiendo las degeneraciones
y las caras por

(dzf)(tO, « e ,tnfl) = f(to, .« e 7tl'71’ 0’ t’L? oo ,tn71)7
(sif)(to, .- tny1) = f(to, .- tici, ti +tipr, tivo, oo s tng1)-

La homologia singular de un espacio topologico puede definirse a partir de este con-
junto simplicial. En efecto, consideramos el funtor “libre” Fg : Set — zpMod, S — R,
donde R®) es el R-modulo libre con base S. Los grupos de homologia singular de X con
coeficientes en R son exactamente los grupos de homologia de S(X) con coeficientes en
el funtor F:

H,(X, R) = H,(S(X), F).

Volviendo a la situaciéon general, si X es un conjunto simplicial y z € X,, un m-
simplex, decimos que x es degenerado si existe un epimorfismo s : [m| — [n] con n < m
y un n-simplex y € X, tal que X (s)(y) = z. Observar que A[n] tiene un tnico n-simplex
no degenerado dado por 1p,,) € A[n],. La siguiente proposicion es basica.

Lema de Eilenberg-Zilber. Para cada m-simplex © € X,, existe un epimorfismo s :
[m] — [n] y un n-simplex y € X,, no degenerado tal que x = X(s)(y). Ademds el par
(s,y) es unico.
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Demostracion. |GZ67, p. 26]. O

Esqueleto de un conjunto simplicial

Consideramos la subcategoria plena A<, C A generada por objetos [p] con p < n.
Llamamos a la categoria de funtores Aipn — Set la categoria de conjuntos simpliciales
truncados de orden n y la denotamos por SSet<,. Como SSet es cocompleta, podemos
extender la inclusion A<, — A — SSet a SSet<,,.

SSetSn

AN
N
N
A<y — SSet

Ademas el funtor extendido L,, tiene un adjunto a derecha R, dado por R,(X), =
SSet(A[g], X), i.e., Ry, : SSet — SSet<,, es la restriccion.

Si ¢ < n se tienen isomorfismos naturales (R, L,Y ), = SSet(Alq], L,Y) ~ (L,Y )4 =~
Y, v, por lo tanto, la unidad v, : 1sset., — Ry Ly resulta un isomorfismo natural. Luego,
L,, es plenamente fiel. -

Sea ahora ¢, : L,R, — 1 la counidad de la adjuncion. El siguiente lema muestra
que L, le agrega a un conjunto simplicial truncado la “minima” cantidad de simplices
necesarios para obtener un conjunto simplicial (esencialmente, las degeneraciones de los
simplices del conjunto truncado).

Lema. ¢, es un monomorfismo, i.e., (pn x)q : (LnRnX)q — Xq es una funcion inyectiva
para todo X € SSet y g > 0.

Demostracion. Sea Z = L,R,X. La naturalidad de la adjuncion L,, 4 R, implica que
R, ¢n x es una retraccion de ¢, g, x-

Como 1, es inversible, R, ¢y, es inversible y (¢p, x)p €s una biyeccion para p < n. Por
otra parte, vimos que Z es el colimite del funtor I'r, x — A<, — SSet dado, en los
objetos, por 3 € (R,X), — Al[p]. En particular, Z es un cociente de un coproducto de
simplices standard A[p] con p < n. Pero todo g-simplex de A[p] es degenerado si ¢ > p
y por lo tanto, lo mismo ocurre con los ¢-simplices de Z. Luego, es suficiente probar que
st f:Z — X es un morfismo de complejos tal que f, es inyectiva para p < n y tal que
todos los g-simplices de Z son degenerados para q > n entonces f, es inyectiva para todo
.

Sea z, 2’ dos g-simplices de Z tales que ¢ > n. Por el lema de Eilenberg-Zilber, existen
epimorfismos s : [¢] — [p], s’ : [q] — [p/] y simplices no degenerados x, z’ tales que
z = Z(s)(x) y 2/ = S(s')(2'). Necesariamente p,p’ < n. Como f, es inyectiva si r < n,
fp(x)y fr(2') son no degenerados. Luego, (s, fp(2)), (s, f(2')) son las descomposiciones
dadas por el lema de Eilenberg-Zilber correspondientes a fq,(z) y fq(2'). La igualdad
fq(2) = fq(2') implica que s = ¢/, = 2’ y por lo tanto z = 2. O

Si X e Y son conjuntos simpliciales, vamos a decir que Y es un subcomplejo de X si
Y es un subfuntor de X, i.e., si ¥; C X, para todo ¢ € N y los morfismos de Y estan
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inducidos por aquellos de X. El n-esqueleto Sk™ X de un conjunto simplicial X es el
subcomplejo Y de X tal que Y}, estd formado por todos los x € X, tales que existe un
epimorfismo s : [p] — [¢], ¢ < n y un ¢-simplex y de X tal que z = X(s)(y)).

Corolario. Para cada X € SSet, ¢, x : L,R, X — X induce un isomorfismo entre
L,R, X y el n-esqueleto Sk X de X.

Demostracion. Vimos arriba que (¢, x ), es inyectiva para todo p. Por otra parte, cada
simplice de L, R, X es una degeneracién de un p-simplex con p < n. Lo mismo ocurre
con la imagen de L,R,X y por lo tanto esta contenida en Sk X. Si s : [p] — [q] es
un epimorfismo en A con ¢ < n y si y es un g-simplex de X, y estd en la imagen de
algin z € (L, R, X )q pues (¢, x)q €s una biyeccion si ¢ < n. Por lo tanto, X (s)(y) es la
imagen de una degeneracion de z, lo que prueba que el morfismo (L, R, X ), — (Sk" X),
es suryectivo. O

De ahora en més, diremos que un conjunto simplicial X tiene dimension < n si X =
Sk X. En este caso, X es isomorfo a L,R,X y por lo tanto es un cociente de un
coproducto de p-simplices standard A[p] con p < n. La afirmacion reciproca es evidente.
Por lo tanto, se tiene el siguiente corolario.

Corolario. Los funtores Ly, y Ry, inducen una equivalencia entre la categoria SSet<,, de
complejos simpliciales truncados de orden n y la subcategoria plena de SSet generada por
los conjuntos simpliciales de dimension < n.

Ejemplo. Sea X = A[n] el n-simplex standard. Claramente A[n| es de dimensién < n.
Como 1p,; € A[n], es un n-simplex no degenerado que “genera” A[n], vemos que A[n]
tiene dimension exactamente n y que cualquier subcomplejo de A[n] diferente de Aln]
est4 contenido en su (n — 1)-esqueleto Sk™ ' A[n] que denotaremos por Aln].

Sea X un conjunto simplicial. Claramente, X es la union de sus esqueletos:
=Sk 'XcSk’XcSk'Xc---cSk"X C....

El 0-esqueleto Sk X tiene los mismos 0-simplices que X y es isomorfo a una suma directa
de simplices A[0]. En general, queremos calcular Sk X en términos de Sk ! X. Sea 1"
el conjunto de n-simplices no degenerados o : A[n] — X.

Proposicion. Con la notacidn anterior, el siguiente cuadrado es un pushout para todo
n > 0.

[Lese Alnly —= Skt x

inc l push l inc

[oesn Aln]e —— Sk X

Demostracion. Como todos los conjuntos simpliciales que aparecen en el cuadrado tiene
dimensiéon < n, basta ver que el siguiente cuadrado es un pushout de conjuntos para
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[oesn (A[n]a)p - (Skn_l X)p

incl push linc

[yesn (Aln]o)p —— (SK™ X)),

Esto esta claro cuando p < n pues, en este caso, las flechas verticales son biyecciones. Si
p = n, el complemento de [[(A[n]y)n en [[(A[n],)n consiste de los simplices (1)) Ané-
logamente, el complemento de (Sk" ™! X),, en (Sk™ X),, consiste de todos los n-simplices
no degenerados de X. Por lo tanto, la aplicacion (o), induce una biyeccion entre el
complemento de [[(A[n]y)n y €l complemento de (Sk" ! X),, de donde se sigue lo que
queremos. ]

Por ultimo, daremos una presentacion util de A[n]. Consideramos el diagrama

Ho<icj<n Aln = 2]ij—— [Ho<icn Aln — 1];i—">A[n]

donde A[n —1]; y Aln —2]; ; son copias de A[n — 1] y A[n — 2|, respectivamente, p esta

inducido por los bordes A(6%) : Aln — 1]; — A[n] y u (resp. v) esta inducido por los

morfismos A(8271) : Aln — 2);; — Aln —1]; (resp. A(8_1) : Aln—2];; — Aln —1];.
Es claro que, para cada g, la imagen de la aplicaciéon

pg : [I(A[n —1];)q — Aln]q

no es otra cosa que el conjunto de g-simplices de A[n]. Méas aun, esta aplicacion es el
coegalizador de ug, v4. Es decir, el siguiente diagrama es un coegalizador en SSet.

Ho<icj<n Aln = 2]ij——= o<i<n Aln — 1]14p>A[n]

3.2. Interludio: pushouts en A

Sean i : [s] — [n]y j: [s] — [m] dos morfismos de A. Vamos a investigar cuando existe
su pushout. Observemos que el pushout existe siempre en la categoria Ord de conjuntos
parcialmente ordenados. En efecto, sea P = [n][[[m] la uni6n disjunta de los conjuntos
[n] y [m] modoulo la relacion i(r) ~ j(r) para todo r € [s]. Introducimos el siguiente
orden en P: r < ¢/ si y sélosir <7 en [n] or <1 en [m] o bien si existe t € [s]
tal que r < i(t) en [n], j(t) < 7’ en [m]. Una comprobacion facil muestra que P con
las dos proyecciones naturales es el pushout de i y j en Ord (esta categoria no tiene en
general pushouts, pero en este caso existen pues todos los conjuntos involucrados estan
totalmente ordenados).

A veces puede ocurrir que el orden anterior sea un buen orden. En este caso P es
(isomorfo a) un objeto de A y por lo tanto, el pushout va a existir en A. Por otra
parte, si el orden no es un buen orden, entonces el pushout no existe en A. En efecto,
supongamos que el orden en P no es total. Como P es finito, esto quiere decir que existen
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dos elementos de P que no se pueden comparar. Es decir, existen r € [n], 7’ € [m] tales
que no existe ningin ¢ € [s] con 7 < i(t) en [n] y j(¢t) < 7’ en [m]. Supongamos que el
pushout de 7 y de j existe en A. Entonces podemos completar el siguiente cuadrado de
forma universal.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u(r) < A(r’) en [I]. Obsevemos que
r (resp. ') no estd en la imagen de i (resp. j) (sino, se podrian comparar). Definimos
k2 [n] — (2], 72 [m] — [2] por

0 05k 0 0<k<7
LOEE SRS AOES SR
1 r<k<n, 1 " <k<m.

Afirmamos que 75 = ki. En efecto, sea t € [s]. Supongamos que 7(j(s)) = 0, x(i(s)) = 1.
Mirando las definiciones anteriores, esto quiere decir que j(s) < 7/, r < i(s). Como 7, 7’ no
se pueden comparar en P, esto es imposible. Luego, 7(j(s)) = 0 implica que x(i(s)) = 0.
Una contradicciéon andloga ocurre si k(i(s)) = 0, 7(j(s)) = 1. Por lo tanto, existe una
tnica ¢ : [[] — [2] tal que

conmuta. Pero observemos que ¢(A(r')) = 7(r') = 0 < 1 = k(r) = ¢(u(r)). De esta
contradicciéon concluimos entonces que no puede existir el pushout en la categoria A.

Corolario. Sean i : [s] — [n], j : [s] = [m] dos morfismos de A. Entonces el pushout de
i, j existe si y solo si P (con la notacion de arriba) es un conjunto bien ordenado. En
particular, esto ocurre si i, j son sobreyectivas.

3.3. Nervio y categorizacién

En esta seccion estudiaremos la relaciéon entre categorias y conjuntos simpliciales. Va-
rios de los resultados expuestos aqui pueden encontrarse en [GZ67]. Sin embargo, algunas
demostraciones son maéas detalladas que las encontradas alli. Ademaés, se demuestra aqui
una caracterizacién de aquellos conjuntos simpliciales que son isomorfos al nervio de
alguna categorfa. La demostracion, si bien el resultado es conocido, no puede encontrarse
explicitamente en la literatura usual.

Llamamos i : Ord — Cat la inclusiéon como subcategoria plena. Consideramos la res-
triccion ¢ : A — Cat. Como Cat es cocompleta, sabemos que podemos extender ¢ a un
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funtor c : SSet — Cat. Ademas, existe un funtor N : Cat — SSet adjunto a derecha de c
definido por NC = Cat[i(—), C].

SSet

N
A NN
hT ¢
N

A?Cat

Llamos funtor nervio a N y categorizacion a c. Queremos estudiarlos un poco maés
a fondo. La definicion de N es explicita. Los ¢-simplices de NC no son otra cosa que
diagramas en C de la forma
cg —C — - — Cqg.

La i-ésima cara actua componiendo en el lugar ¢ y las degeneraciones actuan insertando
identidades.

Observacion. El funtor i : A — Cat es plenamente fiel. También lo es el funtor Cat[—, C] =
h®tC por Yoneda. Luego, N es plenamente fiel. Equivalentemente, la counidad cN — 1cat
es un isomorfismo.

Para describir explicitamente el funtor c : SSet — Cat tenemos que trabajar un poco
mas.

Lema (Gabriel-Zisman). Sin > 2, la inclusion Aln] — Aln] induce un isomorfismo
cAln] — cAln] ~ i[n]. Sin = 1, cAln] es una categoria discreta; si n = 2, cAln]
tiene 3 objetos, denotados 0, 1 y 2; ademds de las identidades, cA[n] tiene 4 morfismos:
u:1l—2,v:0-2, w:0—-1yuow.

Demostracion. El lema es trivial si n = 1. Supongamos que n > 1. Como c es un adjunto
a izquierda, conmuta con colimites y por lo tanto, cA[n] es el coegalizador de

cu
H0§i<j§n cAln —2];; i Ho<i<n cAln — 1.

Escribimos [pg] el subconjunto de [p] formado por todos los enteros diferentes de k y
[pk,] aquel formado por aquellos diferentes de k y de [. Con esta notacion, el diagrama
anterior se identifica (cambiando [n — 1]; por [n;]) con

/

u
H0§i<j§n i[ni ;] I Hogign i[nil,

donde v’ y v’ son los morfismos inducidos por la inclusion de [n; ;] en [n;] y [n;] respecti-
vamente y por lo tanto, cA[n] es el coegalizador C de este diagrama en Cat. Nos refirimos
a la secciéon de los preliminares categéricos correspondiente para construirlo. El colimite
de este diagrama en la categoria de grafos es el grafo subyacente a i[n]. Luego, C es el
cociente de la categoria de caminos Pai[n] de este grafo por unas ciertas relaciones. En
particular, se deduce lo que se afirma sobre A[Q] Sin > 2, sea

a=(a,a1)o (ar,a2)o---o (ag,b)
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un morfismo de Pai[n] (donde indicamos por (a,b) el camino determinado por el inico
morfismo a < b de i[n]). Entonces a, a1, az pertenecen al mismo [n;] pues n > 2. Por lo
tanto, (a,a2) y (a,a1)o (a,az) tienen la misma imagen en C y por lo tanto lo mismo pasa
con ay (a,az)o---o (ak,b). Por induccién en k, vemos que o y (a,b) tienen la misma
imagen en C, lo que muestra que cualquesquiera dos objetos de C estdan conectados por
una y solo una flecha. Como el conjunto de objetos de C es el mismo que aquel de i[n]
(por construccion del colimite), se deduce que cA[n] — cA[n] es un isomorfismo (si
n > 2). O

Sea ahora X € SSet. Como c preserva colimites, obtenemos que el siguiente cuadrado
es un pushout de categorias y funtores:

Haezn CA[”]U > cSk" T X

| l

Her" cAln]y —cSk" X

Pero, para n > 2, la flecha de la izquierda es un isomorfismo por el lema y por lo tanto
lo mismo es cierto de la flecha de la derecha. Como X = colim Sk™ X, tenemos que

cX = colimcSk™ X = cSk? X.

Afortunadamente, se puede dar una descripcion de cSk® X facilmente. Claramente
tener un funtor Dis Xy — C (donde Dis X es la categoria discreta que tiene a Xy como
conjunto de objetos) es equivalente a tener un morfismo simplicial Sk X — NC. Es
decir, ¢Sk X = Dis Xy. Aplicamos el pushout de arriba con n = 1. Los objetos de la
categoria cSk' X son los elementos de Xy. A cada z € X; le asociamos el morfismo
z : dyx — doz. El conjunto de morfismos de ¢ Sk! X esta generado por los elementos de
X1, quienes verifican la relacién sopzg = 14, si 29 € Xo. Examinando el pushout de arriba
con n = 2 obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion. Sea X un conjunto simplicial y G el grafo definido por di,d; : X1 — Xp.
La categoria cX es el cociente de la categoria PaG de caminos en G por las relaciones

sopx =1, si x € Xy
(doo) o (deo) =dio st o€ Xo.

La siguiente observacion se encuentra (sin demostracion) en [Se68| y se le atribuye a
Grothendieck.

Corolario (A. Grothendieck). Un conjunto simplicial X es isomorfo al nervio de una
categoria st y solo si la aplicacion candnica de conjuntos

. 1 2 n
Tp - Xn — X1 X Xo X1 XXy " XX Xl, T = (an,ﬂ'nl',...,ﬂ'nl'),
donde m', = dé_l odijy1---0ody, es una biyeccion para todo n > 1. Si observamos que

[n] = [1] gy (1] Loy - - - Ty [1]
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en A (y que las inclusiones son duales a las proyecciones 7 definidas arriba), se sigue
inmediatamente que X es isomorfo al nervio de una categoria si y sélo si X : A°P — Set
preserva todos los colimites que existen en A.

Demostracion. Veamos primero que, si X es isomorfo al nervio de una categoria, entonces
preserva colimites. Recordamos que NC = Cat[i(—),C], donde i : Ord — Cat es la
inclusion. Como ¢ es adjunto a izquierda del funtor olvido U : Cat — Ord, se tiene que
NC ~ Ord[—,U(] y, por lo tanto, preserva todos los colimites (que existan).

Veamos ahora que esta condicién es suficiente para que X sea isomorfo al nervio de
una categoria. La idea de la demostracion es la siguiente: por adjuncion, X serd isomorfo
al nervio de alguna categoria si y solo si la unidad X — NcX es un isomorfismo (y, en
este caso, la categoria en cuestion no es otra que cX). Resulta que las aplicaciones de
conjuntos m, definidas arriba definen un morfismo simplicial X — NcX que es unidad
de la adjuncién.

Para demostrar el lema, basta ver que las funciones 7,, definen un morfismo simplicial.
Veamos primero que conmutan con las caras, i.e., que el cuadrado

Tn+1
Xn+1 —>X1 XXy " XX X1

dii Jeom.

T
Xn*n>X1 XXO"‘XXoXl

conmuta para todo n > 1, donde comp; es la composicion de los factores i e (i + 1) en
cX. En efecto, sea 0 € X,,41. La j-ésimo coordenada de 7, (d;o) es

&) iy - dndio = &) iy - dyro,

utilizando que d;d; = dj_1d; si i < j. Por otra parte, si j # 1, la j-ésima coordenada de
comp, (7 4+10) es

By dyyo
Si j = i, entonces la coordenada es la composicion en cX de la i-ésima y la (i + 1)-ésima
coordenada de 7,10

oo =dy iy dns10 = dodly Mdiys - dyyao,
mitho = dydivo - dppro = dody 'digo -+ dnyr0
Por lo tanto, la i-ésima coordenada de comp,m,1+10 es
didy M digo - dpgro = df Mdig1 - dnyao,

y de nuevo esto es igual a 7' (d;o).
Un razonamiento andlogo muestra que 7 conmuta con las degeneraciones, i.e., que el
cuadrado
X, — > X Xxy X Xx X1

sil lidenti

Tn+1
Xn—i—l*)Xl X Xy X"'XXOXl
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conmuta para todo i, donde ident; inserta una identidad de cX (= degeneracion de un
0-simplex) en el i-ésimo lugar. Esto termina la demostracion. O

Observar que si bien la categorizacion de un conjunto simplicial s6lo depende de su
2-esqueleto, el nervio de una categoria no tiene, en general, dimensiéon < 2.
3.4. Revestimientos simpliciales

Sea X un conjunto simplicial. Un morfismo simplicial p : £ — X es un revestimiento
simplicial si para todo n-simplex v € X, y toda eleccion de O-simplices u € Ey, i € Aln]o,
existe un unico n-simplex s € E,, tal que pos=wv, soi = u.

A[0] u—: lf
Aln] 4= x

Denotamos por Cov /X la subcategoria plena de SSet/X generada por los revestimientos
simpliciales.
Sea f: X’ — X un morfismo en SSet y sea p € Cov/X. Entonces el pullback

X'xx E—E

p’l pull \LP
f

X' X

define un cubrimiento simplicial p’ de X’. Esta construccion define un funtor Cov/f :
Cov/X — Cov/X’ (el funtor de cambio de base).

Sea X € SSet un conjunto simplicial y C € Cat una categoria (pequena). En las
secciones anteriores construimos un par de funtores adjuntos N : Cat — SSet y c :
SSet — Cat, con ¢ 4 N. Ahora estudiaremos como estos funtores actuan en Cov/X y
Cov/C. Observar que el funtor ¢ induce naturalmente un funtor ¢/ X : SSet/X — Cat/cX.
Analogamente, el funtor N induce N/C: Cat/C — SSet/NC. El siguiente lema muestran
que estos funtores se restringen a las subcategorias de revestimientos.

Teorema. Los funtores c/X y N/C transforman revestimientos en revestimientos. Por lo
tanto, inducen funtores Cov/X — Cov/cX y Cov/C — Cov/NC (que seguimos denotando
con el mismo nombre).

Demostracion. Sea p : C' — C un revestimiento de categorfas y sea

AJ0] —= NC’
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un cuadrado conmutativo. Por adjuncion, este diagrama se corresponde con el siguiente
diagrama en Cat.

* — (/!

b

iln] —=C

Este diagrama puede completarse con un tnico funtor i[n] — C’ de forma conmutativa
(inducci6n en n utilizando levantamiento unico de morfismos). Por lo tanto, nuevamente
por adjuncién, el diagrama original puede completarse con un tnico morfismo simplicial
A[n] — NC' de forma conmutativa. Esto muestra que N/C transforma revestimientos de
categorias en revestimientos simpliciales.

Veamos ahora que c¢/X transforma revestimientos simpliciales en revestimientos de
categorias. Sea p : X’ — X un revestimientos simplicial y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo.

* —>c X/

lflcp

I ——cX

Recordando la construccion de c, vemos que el funtor f esta determinado por una sucesion
finita de l-simplices aq,...,a, € X; tales que dypa; = dia;1+1 para todo i. Utilizando el
levantamiento tnico de simplices de p y haciendo induccién en n, obtenemos la existencia
de un levantado g : I; — cX’ de f que completa conmutativamente el diagrama. Veamos
que este levantado es tnico.

Sea ¢ : I} — cX’ otro levantado. Queremos ver que g = ¢'. Por la construcciéon
del funtor c, basta ver esto en el caso en el que g estd dado por un par de 1-simplices
a,a’ € X{ con dpa = dya’ y ¢’ estda dado por un 1-simplex a” € X] tales que existe un
2-simplex o € X5 con dyo = p(d’), doo = p(a) y dyo = p(a”). Como p es un revestimiento
simplicial, podemos completar el siguiente diagrama con un 2-simplex 7 € X}.

8t o . .
Por unicidad del levantado de las composiciones A[l] — A[2] — X, i = 0,1, 2, se tiene
que dor = d', det =ay diTt=d",ie,g=¢. O

En lo que queda de esta seccion, veremos que los funtores ¢/ X y N/C se restringen a
equivalencias de categorias. Veamos primero que ¢/X es una equivalencia de categorias
Cov/X ~ Cov/cX construyendo la cuasi-inversa. Dado un revestimiento de categorias
C' — cX, podemos considerar su nervio NC' — NcX y haciendo pullback a lo largo de la
unidad X — NcX obtenemos un revestimiento sobre X. En otras palabras, si la unidad
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3 Conjuntos simpliciales y revestimientos simpliciales

de la adjuncién ¢ 4 N es 9 : 1sser — N, se tiene el siguiente diagrama de categorias y
funtores.

X Cov/X X Cov/cX
¥x i Cov/x T A
NcX Cov/NcX

Por los resultados sobre adjuntos del primer capitulo, sabemos que ¢/X es adjunto a
izquierda de Cov/1x o N/cX. Mas atn, si X’ € Cov/X, la unidad X — Cov/¢x o
N/cX oc/X esta definida por el morfismo inducido en el diagrama

U

N

X' — > X Xnex NeX' —"= NcX!

T
X " NcX

X

mientras que, si C' € Cat/cX, la counidad ¢/X o Cov/1hx o N/cX — (' esta dada por
¢x ocm, donde 7 : X X yex NC' — NC' es la proyeccion del pullback.

Como la unidad v de la adjuncién ¢ 4 N induce una biyecciéon en el 0-esqueleto, las
anteriores definiciones implican que la unidad (resp. counidad) de la adjuncion c¢/X
Cov/1x o N/cX induce una biyeccion en el 0-esqueleto (resp. los objetos). Luego, nuestro
objetivo es consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposicion. Sea X € SSet un conjunto simplicial (resp. C € Cat una categoria) y sea f
un morfismo de Cov/X (resp. Cov/C). Si f induce una biyeccion en el 0-esqueleto (resp.
los objetos) entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. Hacemos la demostracion para el caso de SSet; el caso de Cat es analogo.
Se sigue del hecho de que f es un morfismo de revestimientos que f mismo es un revesti-
miento. Por lo tanto, basta probar el siguiente hecho: si f : X’ — X es un revestimiento
simplicial que induce una biyeccion en el 0-esqueleto, entonces f es un isomorfismo.

Claramente f es un epimorfismo. Veamos que también resulta monomorfismo. Supon-
gamos que 0,0 € X/ son dos n-simplices tales que f(0) = f(7) y sea x € X un vértice
de este n-simplex comin. Por hipdtesis, existe un tnico vértice 2’ € X, tal que f(z2') = z.
Es decir, tanto o como ¢ completan conmutativamente el siguiente diagrama.

Por unicidad del levantado, se sigue que o = ¢ y esto termina la demostracion. O
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Teorema. FEl par de funtores adjuntos c/X 4 Cov/¢x o N/cX inducen una equivalencia
Cov/X ~ Cov/cX. El funtor N/C: Cov/C — Cov/NC también es una equivalencia.

Demostracion. Solo la segunda afirmacion necesita demostracion. Si ¢c : cNC — Ces la
counidad de la adjuncion ¢ 4 N (que resulta un isomorfismo pues N es plenamente fiel)
entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo (salvo isomorfismo natural).

eNC Cov/C —S Cov/NC
¢cl’—“ COV/¢>ci JNe
C Cov/cNC

Como, por lo que ya sabemos, las dos flechas verticales del tridngulo son equivalencias,
se sigue que la tercera lo es, lo que termina la demostracion. O

3.5. Realizacién geométrica

Vimos (en un ejemplo al comienzo de este capitulo) que un espacio topologico X € Top
da lugar a un conjunto simplicial, su complejo singular S(X) € SSet. Ademés, es facil
ver que la asignacion X — S(X) es funtorial. Reciprocamente, a cada conjunto singular
puede asignarsele (también de manera funtorial) un espacio topolégico, su realizacion
geométrica. Estas dos construcciones forman un par de funtores adjuntos. La realizacién
geométrica se obtiene pegando n-simplices de acuerdo a las “instrucciones” dadas por el
conjunto simplicial.

Mas concretamente, definimos un funtor j : A — Top de la siguiente manera. Para
cada [n] € A, ponemos j[n] = A" = { (tg,...,t,) € R"™ | > t; = 1}. La accién de j en
los morfismos esta dada por

G0 (tos -+ stn) = (Lo, 0, ),
GO (tos - - otn) = (tos - - s ti +tivt, .. tn).

Como Top es cocompleta, sabemos que podemos extender j a un funtor |-| : SSet — Top
(la realizacion geométrica) y que este funtor tiene un adjunto a derecha S : Top — SSet.

SSet

S
N
hAT N
2\

A Top

Recordamos que el adjunto a derecha S esté definido en los objetos por
Sn = TOp[An, _]7

que no es otra cosa que el complejo singular de X. Para entender la realizaciéon geométrica,
podemos proceder de forma anéloga a lo que hicimos para el funtor categorizacion c. Més
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concretamente, utilizamos el hecho que |A[n]| ~ |h®[n]| ~ A™ en Top, que se tiene un
pushout

ngzn A[n] > Sk X
\L push l
[yesn Aln] ——SKk™ X

en SSet y que la realizacion geométrica, como cualquier adjunto a izquierda, preserva
pushouts para deducir el siguiente hecho.

Proposicion. Dado un conjunto simplicial X € SSet, la realizacion geométrica |X| es
un CW-complejo con una n-celda por cada n-simpler no degenerado de X. Mds ain,
puede construirse de manera explicita como

|X| = ]_[Xn x A"/) ~,
donde (di(kn), un—1) ~ (kn,j(6")(tun-1)), (si(kn),tns1) ~ (kn,j(0")(uns1)) para k, €
X, Upn_1 € A" 1w, g € AL

Demostracion. Una demostracion puede encontrarse en [May67| o en [dHO5]. O

Revestimientos topolégicos

Recordemos que un morfismo p : E — X en Top es localmente trivial con fibra F si
existe un cubrimiento { U; } de X y homemorfismos p~!(U;) — U; x F tales que

pfl(Ui) = U, x F

L

U; =——=Uj;

conmuta. Cuando F es un espacio discreto, se obtiene la definicion de revestimiento.
Denotamos por Cov/X la subcategoria plena de Top/X generada por los revestimientos.
El par adjunto |- | 4 S induce funtores

|-|/X :SSet/X — Top/|X|, S/X :Top/X — SSet/S(X).

En [GZ67, p. 145], se muestra que estos funtores se restringen a las categorias de
revestimientos y (si X es conexo y localmente arcoconexo) que inducen equivalencias de
estas subcategorias.

Dada una categoria C, definimos el espacio clasificante de C como la realizacion geomé-
trica de NC y lo denotamos BC. El siguiente resultado se encuentra en el articulo [Se68]
de G. Segal. Demostraciones alternativas pueden encontrarse en [Qu73| y [Min02].

Corolario. Sea b € C. Se tiene un isomorfimo natural 71 (BC,b) ~ 71(C,b).
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Demostracion. Sea E — C el revestimiento universal categérico de C. Entonces NE —
NC es el revestimiento universal simplicial de NC y BE — BC es el revestimiento uni-
versal topologico de BC. En efecto, esto se sigue del hecho de que un revestimiento es
universal si y so6lo si cubre cualquier otro revestimiento. Luego, tenemos los siguientes
isomorfismos naturales.

m1(C, b) =~ Autcoyc(E) ~ Autcoy ync(IVE) = Autcoy/pc(BE) ~ m1(BC,b). O
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4 Topologias de Grothendieck y revestimientos a
la Grothendieck

Este capitulo tiene por objetivo tratar de reconciliar (de alguna manera) las dos for-
mas de pensar en los revestimientos: globalmente, a través de la propiedad universal de
levantamiento de caminos o localmente, tal cual la definicion usual de revestimientos
topoldgicos. Para esto recordamos la definicién de las topologias de Grothendieck que
sirven para dar una nocién de “local” en una categoria cualquiera y proponemos una de-
finicion de revestimiento entre categorias munidas de topologias que generaliza, en cierto
sentido, el caso categoérico estudiado en los capitulo anteriores y el caso proveniente de
la topologia.

4.1. Motivacién histérica

Grothendieck introdujo su nocién de topologia en una categoria para transportar la no-
ciéon de haz de la geometria algebraica a otras categorias. Una topologia de Grothendieck
busca generalizar el concepto de cubrimiento abierto de un espacio topolégico.

La motivacion fundamental proviene de la generalizacidon de la teoria de Galois de
Grothendieck [SGA1] alrededor de 1961 y de la analogia de ésta con la clasificacion de
revestimientos de un espacio topolégico. Consideramos una extensién finita y normal
N/k de un cuerpo k (en caracteristica cero, para no tener problemas de inseparabilidad).
Esta extension es un monomorfismo m : & — N en la categoria de cuerpos (en esta
categoria todo morfismo es monomorfismo). El grupo de Galois G = Gal N/k consiste
de automorfismos de cuerpos ¢ : N — N con om = m, i.e., tales que dejan fijo a k.
El teorema fundamental de la teoria de Galois afirma que subgrupos S C G del grupo
de Galois se corresponden biunivocamente a extensiones intermedias L con k C L C N,
i.e., a factorizaciones k — L — N del monomorfismos m. Dado un subgrupo H C G,
el cuerpo intermedio correspondiente consiste precisamente de todos los elementos de NV
que quedan fijos por todos los automorfismos de H.

Por otra parte, consideramos espacio topolégicos X, Y arcoconexos y localmente arco-
conexos. Un revestimiento es un epimorfismo p : Y — X en la categoria de estos espacios
tal que todo punto z € X tiene un entorno U tal que cada componente arcoconexa de
p~ U se aplica homeomorficamente por p sobre U. Méas formalmente, el pullback Y x x U
es un coproducto

YxxU=UIJU]]---

de copias de U. El grupo Deck G = Deck p consiste de los homeomorfismos ¢ : ¥ — Y
tales que po = p. Supongamos que Y es simplemente conexo o, mas generalmente que
Y es un revestimiento normal (i.e., o,m1 (Y, y) es un subgrupo normal de m (X, oy) para
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todo y € Y). Entonces, exactamente igual que en el caso algebraico, los subgrupos S
de G corresponden biunivocamente a factorizaciones Y — Y’ — X de p, donde Y’ se
define como el cociente de Y que se obtiene identificando dos puntos y; e ys precisamente
cuando oy, = yo.

La analogia claramente involucra una dualizacion: espacios sobre X son epimorfismos
con codominio X, mientras que extensiones de k£ son monomorfismos con dominio k. En
la categoria de espacios Y — X, el producto estd dado por el pullback ¥ xx Y — X,
mientras que la union disjunta Y [[Y’ — X es el coproducto. La categoria de cuerpos
no tiene, en general, productos ni coproductos. Sin embargo, estos (co)limites existen
si consideramos la categoria méas grande de k-algebras conmutativas. Si R y S son dos
k-algebras, el producto tensorial R ®p S con los morfismos

RLR®/§S<£S, r—rel, s—1®s,

es el coproducto y el producto cartesiano R x .S con las operaciones coordenada a coor-
denada es el producto categorico. Observar que la categoria de k-algebras no es otra cosa
que la categoria k/Ring de anillos debajo de k.

Pero ahora el paralelo entre la geometria y el dlgebra parece romperse. La definicion
de un revestimientos ¥ — X pide que, para cada x € X, exista un entorno U (=
monomorfismo abierto U — X) tal que el pullback Y xx U — U sea un coproducto
de copias de U. Analogamente, una extension de cuerpos k — L tiene un cuerpo de
descomposicion k& — N con N normal. Concretamente, si L estd dada como L = k(«),
donde « es una raiz de un polinomio irreducible f € k[z] de grado m, una extensi6n
normal N de k es un cuerpo de descomposicién para L si contiene todas las raices
a1, ...,y de f de manera que L&y N ~ N[z]/(z—a1) ... (x—am) ~ N NQy- - Q@ N
es simplemente el coproducto de m copias de .

La diferencia esencial es que un revestimiento se “parte”’ sobre un entorno U que es
un monomorfismo U — X mientras que un cuerpo no se parte bajo su dual (un epimor-
fismo), sino sobre un morfismo més general £k — N. Esta observacion fue lo que llevo a
Grothendieck a pensar que los entornos U de espacios topologicos podrian ser reempla-
zados por morfismos mas generales C' — X que no sean necesariamente monomorfismos.
Esta definicién puede hacerse en cualquier categoria.

4.2. Caso topoldgico

En esta seccion investigamos los morfismos entre posets de la forma O(X) para un
espacio topologico X. En general, si f : X’ — X es una funcién continua, se tiene
definido un morfismo de posets f* : O(X) — O(X’) por U — f~YU). Si f es un
homeomorfismo, entonces f* es una biyecciéon. La reciproca no es cierta, como muestra el
ejemplo X — * con X cualquier conjunto no trivial dotado de la topologia indiscreta. Sin
embargo, cuando los espacios X, X’ son minimamente “buenos,” la reciproca es cierta.
Se tiene el siguiente resultado.

Lema. Sea f : X' — X wna funcion continua y f* : O(X) — O(X’) el morfismo
inducido. Entonces f* es sobreyectiva si y solo si f es inicial. St ademds X' es Ty entonces
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f* es subespacio. Si f* es inyectiva entonces f es densa. Si ademds X' es Ty entonces f
es sobreyectiva.

Demostracion. Observamos que f* es sobreyectiva si y solo si todo abierto U C X' es
de la forma U = f~1(V) con V C X abierto, i.e., f es inicial. Supongamos que X' es T
y veamos que entonces f resulta inyectiva. Sean a,b € X' tales que f(a) = f(b) = x y
supongamos que a # b. Entonces existe un abierto W que contiene a exactamente uno de
los puntos a, b. Supongamos que a € W. Como f* es sobreyectiva, existe V C X abierto
tal que W = f~1(V). Pero como a € W se tiene que = € V y por lo tanto b € W. Esta
contradiccién muestra lo que queriamos.
Supongamos ahora que f* es inyectiva. Esto quiere decir que se tiene la implicaciéon

V) =1(v) = v=Vv
Como f~1(V) = f~1(V N f(X")), es inmediato que esto es equivalente a la implicacién
VAHX) =V N X)) = V=V
En particular, tomando V' = y V/ = X obtenemos

VAfX) =0 = V=0,
FX)CV = V=X

La primer implicacion muestra que f es densa. Si ademas, X’ es T} y f no es sobreyectiva,
poniendo V =X —{z } con z ¢ f(X’) se obtiene, utilizando la segunda implicacién, una
contradiccién que muestra que f debe ser sobreyectiva. O

En el resultado anterior, partiamos de una funcién continua f. Podemos plantearnos
la pregunta inversa. Si ¢ : O(X) — O(X’) es un morfismo de posets. Existe f : X' —
X continua tal que f* = ¢? Una primera condicion necesaria es que p(J;c; Ui) =
User ©(Ui) v que o((i—; Ui) = i, ©(U;) para todo n. Esto sera suficiente bajo ciertas
hipotesis de “sobriedad” del espacio. Recordamos [SGA4, vol. 1, p. 336] que un conjunto
cerrado F' C X es irreducible si no puede escribirse como unién de dos conjuntos cerrados
de forma no trivial y que un espacio X es sobrio si todo conjunto cerrado irreducible es
de la forma F = {x } para un tinico punto = € X.

Lema. Sea ¢ : O(X) — O(X') un morfismo de posets que preserva uniones arbitrarias
e intersecciones finitas y que X' es sobrio. Entonces existe una tnica funcion continua
f: X' — X' tal que f* = .

Demostracion. Sea x’' € X'y definimos F,y = X —|J{U € O(X) | 2’ ¢ ©(U) }. Entonces
F,s es un subconjunto cerrado e irreducible de X, de manera que existe un tnico punto
x = f(a') tal que Fy = {x }. Esto define una funciéon f : X’ — X tal que, para cualquier
U C X abiertoy 2’ € X', f(2') € U siysolosiz’ € o(U). En particular, f~1(U) = o(U)
y [ resulta continua. O
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4.3. Topologias de Grothendieck

Las topologias de Grothendieck buscan generalizar la nocion de entorno abierto de un
espacio topolégico a una categoria arbitraria. El punto de partida es la observacién que
la nocién de cubrimiento de un espacio topolégico X puede darse puramente en términos
de la categoria de abiertos O(X). Los axiomas no describen los “abiertos” de la topologia,
sino los cubrimientos de un espacio.

Definicion. Sea C una categoria. Una topologia de Grothendieck en C es la asignacion,
para cada ¢ € C, de una coleccion K(c) de conjuntos de morfismos {¢; — ¢} (llamados
cubrimientos de c), de forma que se cumplan las siguientes condiciones.

1. Sid — ¢ es un isomorfismo entonces el conjunto { ¢ — ¢} € K(c).

2. (Estabilidad) Si {¢; — ¢} € K(¢) y ¢ — ¢ es un morfismo en C, entonces los
pullbacks {¢; X, } existen y {¢; x.d — ¢ } € K().

3. (Transitividad) Si {¢; — ¢} € K(c) y, para cada 1, se tiene un cubrimiento { ¢;; —
¢; } € K(¢;), entonces {¢;; — ¢; — c} € K(c).

Vamos a decir que una categoria munida de una topologia es un sitio.

Observacion. La definicion puede hacerse ain para categorias en las que no existen los
pullbacks del segundo axioma. En este caso, este axioma debe cambiarse por el siguiente:
si{fi ¢ — cliecr € K(¢) y h:d — ¢ es un morfismo en C entonces eriste un
cubrimiento { g; : ¢; — ¢ }jes € K(c) tal que hg; se factoriza por alguna f; para todo
jed.

A continuacién se dan algunos ejemplos usuales de topologias.

Ejemplo. Sea X € Top un espacio topologico y consideremos O(X) la topologia de X.
En este caso, el pullback de U y V es la interseccion U N V. Una familia U; C U es un
cubrimiento de U si U = |JUj;. Esto define una topologia de Grothendieck en O(X).

Ejemplo. Sea C una categoria. Definimos la topologia trivial en C de forma tal que los
cubrimientos de ¢ € C son de la forma {a : ¢ — ¢} con «a un isomorfismo.

Ejemplo. Sea T una categoria pequena de espacios topolégicos que admita limites finitos y
que sea cerrada por subespacios abiertos (por ejemplo, la categoria de espacios Hausdorff
separables). Definimos una topologia K en T afirmando que { f; : ¥; — X }ier € K(X) si
y solo si cada f; es un subespacio abierto (= inyectiva, abierta e inicial) y | fi(¥;) = X.
Esta ejemplo muestra la versatilidad de la nocién de una topologia de Grothendeick: entre
sus ejemplos se encuentran tanto el caso de un Ginico espacio topoldgico como toda una
categoria de espacios topologicos. Ademés, observemos que sélo necesitamos que existan
pullbacks de la forma

fHU) —

Il
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con U C X un subespacio abierto. En particular, esta definicion puede aplicarse a la
categoria de variedades diferenciables (separables) (una categoria en la que no existen
todos los pullbacks).

Ejemplo. Si C es una categoria, siempre puede definirse la topologia atdmica sobre C
afirmando que S € K(C) si y solo si S # (.

Ejemplo (Algebras de Heyting). Esta es una generalizacion del primer ejemplo. Un dlgebra
de Heyting es un conjunto L parcialmente ordenado tal que todo subconjunto no vacio
{a; } C L tiene infimo A a;, supremo \/ a; y vale la ley distributiva

b/\\/ai:\/(b/\ai)

para todo b € L. Esta estructura modela algebraicamente el poset de abiertos O(X) de
un espacio topolégico X.
Dada una algebra de Heyting L definimos una topologia en L por

{a;|iel} e K(c) < \/ai:c.
i€l
El axioma de estabilidad es exactamente la ley distributiva. Observar que en todo mo-
mento identificamos una flecha a — b con el elemento a.

Ejemplo (El sitio de Zariski). Este ejemplo es la razén por la cual la nocion de topologia
de Grothendieck es esencial en geometria algebraica. Sea k un anillo conmutativo con
unidad. Denotamos la categoria de k-dlgebras conmutativas y con unidad por CAlg,,. In-
troducimos una topologia en la categorfa dual CAlg;”. Dada A € CAlg;?, un cubrimiento
es (modulo isomorfismo) el dual de una familia de la forma

{A—>A[a;1] li=1,...,n},

donde cada morfismo A — Ala; '] es la localizacion en a; y 1 € (ay, ... ,a,). El axioma de
estabilidad vale por lo siguiente. Los productos fibrados existen en CAlg;” y corresponden
al producto tensorial en CAlg,. Por lo tanto, si a1,...,a, € Acon 1 € (ay,...,an) y
h: A — Besun k-morfismo, entonces 1 € (h(a1),...,h(a,)) y BRaAla; ] ~ Blh(a;)™"].
Es decir, el cuadrado

A Ala; "]

|

B —— Blh(a;)™"]

es un pushout de k-algebras. Para probar la transitividad, supongamos que tenemos un
cubrimiento A — Alfa; '] y, para cada i, un cubrimiento Afa; '] — A[a;l][c;jl], con j =
L,...,n; y cij € Ala; '] tales que 1 € (cj1, ..., cin;) C Ala; '], Se tiene que ¢;; = b;j/a;
para algun entero my; y algun b;; € A. Luego, invertir ¢;; en Ala; 1] es equivalente a
invertir b;; y podemos escribir estos cubrimientos como

Ala; "] — Ala; b1 = Al(aibi) 1,

7 (%
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donde 1 € (b1, ...,bin,) C A[a;l]. Multiplicando por alguna potencia de a;, obtenemos
un numero natural k; tal que

ki
a;* € {abi1, ..., abpn,) C A.

Como 1 € (ay,...,a,) en A, podemos escribir 1 = > d;a; y, por lo tanto, existe k >
n - max k; tal que

k
1= [Zdla@} S (afl,.. . ,aﬁ") C <aibij ’ 2,])

Refinamientos y cribas

Dado un objeto ¢ € C y un conjunto de flechas U = {¢; — ¢} en C, definimos un
subfuntor A(U) C h(c) tomando h(U)(d) el conjunto de flechas d — ¢ con la propiedad
de que exista alguna factorizacion d — ¢; — ¢. Decimos que h(U) es la criba asociada a
U: si pensamos que los ¢; son agujeros en ¢, una flecha d — ¢ pertenece a h(U)(d) si y
s6lo si “pasa a través de algtn agujero.”

Sea C un sitio. Sea ¢ € C y sea {¢; — ¢} € K(c) un cubrimiento. Un refinamiento es
un cubrimiento { ¢ — ¢} € K(c) tal que, para todo j € J, existe i € I tal que ¢j; — c se

J
factoriza por ¢; — c.

Observacion. Dados dos cubrimientos U,V € K(c), U es un refinamiento de V si y solo
si h(U) C h(V).

Claramente un refinamiento de un refinamiento es un refinamiento y es claro que un
cubrimiento es un refinamiento de él mismo. Luego, la relacién de “refinar” define un
orden parcial en el conjunto K(c) de cubrimientos de un objeto c.

Si C es una categoria y sean K, K’ dos topologias en C. Decimos que K es mds fina
que K’ y escribimos K’ < K, si todo cubrimiento de K’ admite algtin refinamiento que
pertenece a K. Si K < K' y K/ < K, decimos que K y K’ son equivalentes y escribimos
K = K'. Claramente = define una relacion de equivalencia en el conjunto de topologias
de C. Esta relacion se expresa naturalmente en términos de cribas: dos topologias son
equivalentes si y sélo si tienen las mismas cribas.

Dada una topologia K en una categoria C, decimos que K es saturada si, dado un
cubrimiento U € K (c), todo refinamiento de U pertenece a K (c). Si K es una topologia
arbitraria, la saturacion K de K es el conjunto de sus refinamientos. Claramente se tiene
que K es una topologia saturada equivalente a K, K < K y K = K si y solo si K es
saturada.

4.4. Revestimientos geométricos

El objetivo de esta seccién es proponer una definicién de revestimiento mas cercana
a la definicion topoldgica de revestimiento, trabajando con la nocién de entorno en una
categoria dada por la definicién de topologias de Grothendieck. Una condicién que que-
remos que esta definicion cumpla es que, si p : X’ — X es un revestimiento, entonces el
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funtor p, : O(X') — O(X), U — p(U) (bien definido pues p es abierta) verifique nuestra
definicién de revestimiento.

Sea C un sitio. Un objeto C' € C se dice minimal si todo cubrimiento de C es de la
forma {a : C" — C}, con « un isomorfismo.

Sip:C — Cesun funtor y ¢ € C, denotamos por p~!(c) la subcategoria de C' cuyos
objetos son los objetos ¢ € C’ tales que p(¢’) = ¢ y cuyos morfismos « : ¢ — ¢’ son
aquellos morfismos de ¢ — ¢ en C' tales que p(a) = 1.

Definicién. Sea p : C' — C un funtor entre sitios y sea ¢ € C. Decimos que p se trivializa
sobre c si existe un conjunto {u; } C p~!(c) de objetos minimales tales que

1. p induce isomorfismos C/u; — C/c para todo i € I.

2. Todo objeto u' € p~!(c) admite un morfismo u — u” con u” un objeto cubierto
por los {w; }.

Decimos que p es un revestimiento geométrico si todo objeto ¢ € C tiene un cubrimiento
¢; — c tal que p se trivializa sobre ¢;.

Proposicion. Sea p: X' — X un revestimiento en Top. Entonces p, : O(X') — O(X)
es un revestimiento geométrico con las topologias usuales.

Demostracion. En efecto, sea U € O(X). Existe un cubrimiento U; C U de abiertos
parejamante cubiertos, i.e., p~1(U;) = ]_[U,L»’j con p : Ui’j — U; homeomorfismos. Clara-
mente los Uj; € O(X') son minimales. Si V' € py 1(U;), entonces p(V) = U; y entonces
V= ]_[j V' NUs;j y [[Uij esta cubierto por minimales. Claramente p induce isomorfismos

O(X')/Ui; = O(Uij) — O(X)/U; = O(U)y). O

Proposicion. Sea p: C' — C un funtor. Le damos a ambas categorias la topologia trivial
(los iinicos cubrimientos son los isomorfismos). Si p es un revestimiento de categorias en
el sentido del capitulo 2, entonces p es un revestimiento geométrico.

Demostracion. Supongamos que las categorias tienen la topologia trivial. Sea ¢ € C.
Veamos que p se trivializa sobre ¢. Basta ver que p induce isomorfismos C'/¢/ — C/c¢ para
todo ¢ € p~1(c), lo que es consecuencia del levantamiento tinico de morfismos. O

La vuelta de este resultado no vale, como lo muestra el siguiente ejemplos.

Ejemplo. Consideramos las categorias C = {a b}y C' = {¢c L4l etyp:C—=C
definido por p(8) = p(v) = a. Si le damos a C, C' la topologia trivial, claramente p es
un revestimiento geométrico. Pero no es un revestimiento de categorias pues a no tiene
levantamiento tnico.

Sin embargo, si p : G — G es un revestimiento geomeétrico de grupoides, donde G’y
G tienen la topologia trivial, entonces p es un revestimiento de grupoides en el sentido
del capitulo 2. En efecto, vimos que en el caso de grupoides basta levantar caminos que
“llegan” a un objeto dado para cumplir la definicién de revestimiento.

Finalmente, el siguiente ejemplo muestra un funtor que es un revestimiento geomeétrico
respecto a dos topologias distintas.
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Ejemplo. Sea p : X’ — X un revestimiento topologico. Sea U = {U; } un cubrimiento
trivializante de X. Sea W = p~'U = {p~1(U;) } el cubrimiento de X’ inducido por p.
Pensamos en U y U como posets. Como U es trivializante, se tiene que p : W — U es
un revestimiento de categorias en el sentido del capitulo 2. Observamos que U C O(X),
W C O(X’) y, como tales, heredan la topologia de Grothendieck de los cubrimientos
abiertos.

W ="~ 0(X")

[P

C

Es facil ver que p : W — U es también un revestimiento geomeétrico con esta topologia.

fin
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