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1. INTRODUCCION

El concepto de Wavelet aparecié a mediados de 1980 influenciado por
ideas de matematica pura (principalmente: Andlisis Arménico y Anélisis
Funcional) como asf también de matemética aplicada (principalmente: Proce-
samiento de Senales, Fisica-Matemaética, etc.). Para ser mds precisos, en ésta
breve discusién del tema, daremos una definicién lo suficientemente general
de lo que es una wavelet y que para el proposito de éste trabajo alcanzara:

Definicién 1. Una familia {¢*}y € L*(R?) se dice que es una familia de
wavelets bdsicas si

{250 @2 -} H(A) =27 — 1 (1)

JEZ, ke, AeN
es una base ortonormal de L?(R?).

El primer ejemplo conocido de lo que hoy llamamos wavelet que se cono-
ci6 se debe a Alfred Haar (1910, para d = 1), aunque Haar lo estudiaba en
otro contexto. Como veremos mas adelante la base de Haar sigue propocio-
nando una buena fuente de ejemplos (y contraejemplos...).

Cuando hablamos de una base de un espacio de funciones, empiezan a surgir
varias preguntas:

i) Dada una funcion si la desarrollamos en dicha base (en nuestro caso la
expansion de f en serie de wavelets): hay convergencia puntual?

ii) Segquird siendo una base (de Schauder) si cambiamos el espacio origi-
nal subyacente por otro: en nuestro caso, lo que nos interesa es encontrar

condiciones suficientes para las cuales si (1) es una base de L?(R?) entonces
es una base de LP(R?), con p # 2.

iii) Si (1) es una base ortonormal entonces es trivialmente una base incondi-
cional, sequird siendo cierto ésto en LP(R?) con p # 27

En este trabajo trataremos de responder algunas de éstas preguntas. En
un principio la pregunta i) es mas o menos independiente de las otras dos
para una base arbitraria; de hecho, en 1923 Menchoff prob6 un resultado que
se suele utilizar en Teorfa Ergédica: existe una base ortonormal de L?[0,1]
digamos {f, nen, vy una fo € L?[0, 1] tales que: La sucesién de proyecciones
{Pxfo}r , donde Py es el operador de proyeccién sobre span{ fi, ..., fx}, di-
verge en casi todo punto.

La pregunta ii) no es tan “antinatural”, pues es relativamente facil verficar



que el sistema de Haar es una base de LP(R) con 1 < p < oo ([8] y [16]) y
por lo tanto cabe preguntarse si sigue valiendo en otro caso de wavelets mas
generales.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2 se expo-
nen varios resultados de Analisis Armonico, Anélisis Funcional y de la Teoria
de Wavelets de indole general. En el capitulo 3 se estudia el comportamiento
de las wavelets en LP(R?): convergencia de series en norma y puntualmente.
Finalmente, en el capitulo 4 se estudian condiciones suficientes para que las
wavelets formen una base incondicional de LP(R?).

Los resultados generales de Anéalisis Armonico del capitulo 2 siguen en gen-
eral los lineamientos de [3], [10] y [14], algunos resultados fueron adaptados
para el propésito de éste trabajo. En cuanto al tema de bases incondicioanles
en espacios de Banach arbitrarios, los resultados son de [8].

Los resultados del Capitulo 3 fueron en gran parte extraidos de [7], de los
cuales, algunos resultados sobre convergencia en norma de series de Wavelets
fueron corregidos.

Por 1ltimo, el Capitulo 4 sobre la convergencia incondicional de las expan-
siones Wavelet sigue las ideas de [15].



NOTACION

Repasaremos algunos aspectos de notacién:

El espacio en que trabajaremos es, en general, R%, su norma euclidea la
representaremos por |.|. Siz € Ry r > 0, B(x,r) = {y e R : |z —y| <r}
es la bola de centro x y radio r. La medida de Lebesgue en R? es dx y
en la esfera d). Si E C R? su medida de Lebesgue serd |E| y su funcién
caracteristica: 1gp(x) = 1sixz € E'y 1g(x) = 0 si z pertenece al complemento
de E. La expresion En casi todo punto se abreviard “c.t.p.”.

La clausura de un conjunto la denotaremos A, y a su interior 4°. Dada una
funcién f : RY — R su soporte es

Supp(f) ={z € R?: f(z) # 0} .

Sea (X, p) (o (X, F,p) si queremos explicitar la sigma dlgebra considerada)
un espacio de medida, para 1 < p < oo definimos los espacios de Banach
LP(X,F, ) como el espacio de funciones con dominio en X y valores en C
de potencia p integrable con la identificacion usual. Si f € L” entonces su
norma es

1/p

191 = | [ 1@l
X

Asi también, podemos definir L>(X,F, u) como el espacio de Banach de
funciones f esencialmente acotadas de X en C, o sea tales que para algin
C >0, pu{r e X:|f(x)]>C}=0ysunorma | f|;~ es el infimo de las
constantes que satisfacen dicha propiedad.

Por otra parte, en algunas ocasiones haremos uso de la Tranformada de
Fourier f de una funcién f : R? — R, f € L'(R%) N L*(R%), para la
cual tomaremos la siguiente definicion:

~

1 w.T
fw) = o / fw)eds

Las propiedades elementales de dicha transformada se daran por conocidas.
Aunque no seran muy usadas: AC denotara el conjunto de las funciones abso-
lutamentes continuas y V' A el conjunto de las funciones de variacién acotada.

Por tltimo: una funcién f : RY — R es radial si solo depende de |z].
Es radial decreciente si f(x) < f(y) siempre que |z| > |y|. Una funcién f
pertenece a la clase RB si estd absolutamente acotada por n € L*(R?) con n
radial decreciente (necesariamente acotada).



2. PRELIMINARES

En esta seccién se describiran algunas herramientas necesarias para demostrar
ciertos resultados relacionados con la convergencia en c.t.p. y en norma de
sucesiones de operadores, como asi también algunos resultados necesarios
sobre interpolacion de operadores.

2.1. Algunos Resultados Generales

Mas adelante nos sera de utilidad el siguiente resultado:

Teorema 1. (Descomposicién de Calderén-Zygmund) Sea f € L'(R?) y
A > 0. entonces existe una familia de cubos {Q;}; que estd formada por
cubos diddicos que satisfacen:

DQINQP =0 siiA).

2) X < Wl‘le |f] < 24N,

3) | f(x)] <X ctp. en (U;Q;)°.
4) |UiQi| < %

Demostracion. Expondremos, como se construye tal familia de cubos. Evi-
dentemente se puede encontrar algin cubo () diadico tal que

[in1= [ir1=xal.
@ Rd

Ahora, a @ se lo puede dividir en 2¢ cubos diddicos, digamos @', tales que
Q| = 2¢|Q'|, para estos @’ se d4 alguna de las siguientes situaciones:

1 1
— Ao — <A

Si @' verifica la primera desigualdad entonces lo agregamos a la lista de los
cubos deseados, que en efecto, verifica la propiedad 2):

1 1 24
A = — ).
<1 L1 ‘Q,|Q/|f| ‘Q|Q/|f|§2

En caso, de darse la segunda desigualdad se repite el proceso, es decir se
subdivide a @’ en 2¢ cubos diddicos y se vé cuales de estos cubos se agrega
a la lista. Por otra parte, notemos que los cubos que vamos descartando van




formando una subsucesién decreciente (por inclusién) de cubos diddicos que
verifican la propiedad:
; /
[fl<A
Q' Jo

Luego, por el teorema de diferenciacién de Lebesgue, tenemos que | f(z)| < A
para casi todo z € (U;Q;)° ; de donde se sigue 3). 4) es inmediato, pues

@i < Y1 < iz/m _ Hfﬂy
' o)

]

Como veremos el teorema de descomposicion de Calderén -Zygmund nos
permitird, dada una funcién integrable, descomponerla en una funcién buena
para la cual sera relativamente facil probar los resultados deseados, y otra
mala, pero donde ésta funciéon mala esta soportada en un conjunto particular
y ademas tiene valor medio nulo.

Ahora, recordemos dos definiciones que nos seran de utilidad:

Definicién 2. Dadas f y g € L'(RY) definimos la convolucién de f y g
como:

fgla) = / f(x—y)g(y)dy

Definicién 3. Dada f € L} (R?) se define la funcién Mazimal de Hardy-
Littlewood:

M) = Sup e [ 1wl

B(z,r)

También serd de utilidad el siguiente resultado, que da una cota para
operadores de convolucion:

Teorema 2. Sea ¢ no negativa, radial, decreciente como funcion de |z| en
[0,00) y p € LY(R?) entonces

é’géU i x f ()] < HSOHLl(Rd) Mf(x) (2)

donde o (z) = 3¢ ().



Demostracién. El conjunto E = {(y,s), y € R, s >0 : ¢ (y) > s} es med-
ible y ademas

et (y)
/ Lo(y, s)ds — / ds = ou(y).
R4 0

Luego

oo x ()] = / F(@ — )euly)dy| < / @ —y)| / 15(y, 5)dsdy

o0

7/|f($_y)|1E(y78)dde:/ / (2 — y)|dyds

0 {y:pt(y)>s}

Sea Ey = {y: ¢i(y) > s}, t > 0, la cual resulta ser una bola centrada en 0.
Por lo tanto,

o f ()] < / mﬁ / f(x — y)ldyds < Mf(z) / Blds = Mf() ol
0 Ey 0

]

Si (2, F, p) es un espacio de medida arbitrario, se puede dar la siguiente
definicién que usaremos posteriormente:

Definicién 4. Sea T un operador definido de un espacio vectorial de fun-
ciones medibles en funciones medibles, se dice que T es sublineal si

T(fr + L) (@) < [T fi(2)] + |Tfa()]

[T ()] = AT f(x)], YAeC.

Ahora, en adelante supondremos que todos los operadores involucrados
son sublineales.

Definicién 5. Sean (X, F,u), (Y,G,v) dos espacios de medida y T un op-
erador definido sobre LP(X,F, ). se dice que T es (p,q)-débil (¢ < 00) si

syey i) >3 < (SR

y (p, 00)-débil si es acotado de LP(X,F,pn) en L=(Y,G,v)



Por ejemplo la funcién maximal de Hardy-Littlewood, visto como oper-
ador es sublineal, es més se tiene en siguiente resultado conocido de Analisis
Real:

Proposicién 1. El operador mazimal de Hardy-Littlewood es (1,1)-débil.
Por otra parte también tenemos la siguiente definicion:

Definicién 6. Sean (X, F,u), (Y,G,v) dos espacios de medida y T un oper-
ador definido sobre LP(X,F, u). se dice que T es (p,q)-fuerte, si existe una
constante Cp,y > 0 independiente de f tal que:

HTfHL’J(Y,V) < CPQ HfHLP(X”u) )
o sea T' es un operador acotado en el sentido usual.

Ahora, (Q,F, ) serd un espacio de medida arbitrario. El siguiente re-
sultado habla de operadores sublineales, definidos sobre LP(2, F, u): a veces,
vamos a querer establecer resultados sobre la acotabilidad de operadores que
actian en LP(X, F, u) (LP para simplificar), y para éste propdsito nos sera til
el siguiente resultado de interpolacion debido a Marcinkiewicz.

Teorema 3. Sea T un operador sublineal (p, p)-débil y (¢q,q)-débil* , 1 < p <
q < 00, definido en LP + L9 entonces T es (r,r)-fuerte para todo r € (p,q).

Demostracion. Sea f € LP entonces para cada A > 0 descomponemos

=@z + @<y = fr + fo

con ¢ una constante que elegiremos después. Entonces f, € L y f, € L9,
adems |T'f(x)| < |Tf,(z)| + |T f,(x)| de modo que

A

o @) >0 < s (0] > 5 |+ n{os TR 5}

'En general basta probarlo para un denso pues: supongamos que tenemos un operador

sublineal T definido en un denso S C LP y que se cumple que 3C > 0 tal que p{z :

|Tf(z)] > A} < C‘/I\J;”‘Z; vV f € S, ahora dada f € LP arbitraria, existe una sucesién { fy, }, C

S tal que f,, — f en LP, cuando n — oo entonces {1 f,,(z)}, es de Cauchy en medida y
por lo tanto existe una g medible tal que T'f,, — g en medida, mas ain, 3 {f,, }x tal que
T fn,, — g en c.t.p, podemos definir T'f = g y luego |T'f(x)| < |T(f — fn)(@)| + T fr(z)],
de donde se obtiene p{z : [Tf(z)| > A} < p{z : [T(f — fo)(@)| > 5} + pl{z : |Tfa(2)] >

c2
3 — % cuando n — 0.




Caso q = 00.

Tomemos ¢ = ﬁ donde A; es tal que ||Tg|, < Aillgll,, resulta que
1 {x T fy ()| > %} = 0. Luego por la desigualdad (p, p)-débil

A A '
wfosima@= 5 < (S in,)

y por lo tanto

e}

\TA = / X124,

|£(&) Py
0 {lf(z)|>cA}
|f(@)]
rea) [1ar [ a i
X 0
)

r—p

24, 2A) | fIE, .
Caso q < o0.

Ahora, tenemos 2 desigualdades:

A A '
wfesmnei> 31 < (2 s,)

y
A 2A 4
wdosmnwi> 5} < (3001,
por lo que
1Tl =7 / NTIP(24,) / |f(2)[Pdpd) + ..
0 {lf(z)|>cA}
+r / ATT1m9(24,) / |f (2)[PdpdA
0 {If(@)[<cA}

A AT
r—pcP  q—rci" p



Cabe destacar que el resultado sigue valiendo para el caso no diagonal.
Veamos una primera aplicacion de éste teorema:

Proposicién 2. El operador mazimal de Hardy-Littlewood es (1,1)-débil y
(p,p)-fuerte para p € (1,00).

Demostracion. Es evidente que dada f € L™ entonces ||[Mf|. < ||fll-
Luego en resultado sigue de la proposicion 1 y el teorema 3. O]

Con ésto podemos enunciar el siguiente resultado que se obtiene del teo-
rema 2 y la proposicion 2:
Corolario 1. Si |p| < 1 donde ¢ es radial, decreciente e integrable entonces
Sup | x f(x)| es de tipo (1,1)-débil y del tipo (p,p)-fuerte, 1 < p < oc.
>0

Demostracion.

o f ()] < [ * [f |(2) < e [ f](2)

y por lo tanto

Sup [y * f(x)] < é’ggﬂ e [ fl(2) < Mf(z) el -

t>0

y el resultado buscado sigue de aplicar la proposicién 2. O

Veamos una tultima aplicacion del teorema 3, nuevamente sobre oper-
adores de convolucién, que nos serd de utilidad mas adelante:

Proposicién 3. Sea H € L'(R?) fija. Para f medible definimos
Tf(z)=H=x f(z),
entonces T es de tipo (p, p)-fuerte para 1 < p < oco.
Demostracion. Primero: Sea f € L, entonces:
Tf(@)] = [ H * f(2)] < [[flloo 1H | 1 ey
entonces |Tfl, < IIfllo [H ]l 1ga) - Ahora, sea f € L'(R?):

Jsaiae= [|[ - prwa|de< [ [176 - gty

R R4 Re R

Por Fubini, esto ultimo es igual a:

[ [ 16 = )l )y = 110y 1] e -

Ré RY
Luego T es de tipo (1, 1) -fuerte y (00, 00)-débil, entonces el resultado buscado
sale de aplicar el teorema 3. ]
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La proposicion 3 serd usada profusamente, por lo tanto, a veces quedara claro
del contexto cuando se la estd invocando. Una clase de operadores que nos
interesa es la de los operadores integrales, es decir operadores definidos sobre
espacios de funciones medibles (en nuestro caso funciones de RY) mediante
formulas del tipo (siempre que tenga sentido):

Tf(z) = / K (2. 9)f (y)dy .

donde la funcién K : R** — R se la suele llamar el nicleo del operador
integral T'. Un ejemplo de éstos operadores son los operadores de convolucion
ya vistos antes, en este caso el nucleo del operador es la funcién K(z,y) =
H(x—y). También, utilizaremos aproximaciones de la identidad que de alguna
manera se relacionan con el teorema de diferenciacion de Lebesgue, por eso,
recordemos la siguiente:

Definicién 7. Sea f € L} _(R?) el conjunto de puntos de Lebesgue de f es

loc

] 1
Leb(f) = Sa e R lim e [ 17 = F@ldy =0

B(z,r)

O seasixz € Leb(f) se dd la convergencia a f(z) del teorema de Lebesgue.
El siguiente resultado es una version ligeramente mas general de un resultado
de [10], el cual usaremos mas adelante:

Teorema 4. Sea K, (x,y) una familia de micleos tales que: [ K, (x,y)dy —
C cuando n — oo, donde C es una constante; |K,(x,y)| < c2H(c, |z —y|)
, Cn — 00 cuando n — oo, H(|z|) € LY(R?) y es una funcion decreciente
y acotada radialmente. Entonces, para toda f € LP(R?) 1 < p < oo:

/ Ko, 9)f (9)dy — Cf(x)

cuando n — oo para todo x € Leb(f) y por lo tanto c.t.p. Y ademds la
convergencia hacia f es en LP(R?) 1 < p < c0.

Demostracién. (conv. c.t.p.) Sin perdida de generalidad, supongamos C' = 1,
entonces

/ Kola,y) f)dy — f(2)
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< [ 1w ) = £@ldy + 5@ | [ Kulwg)dy = 1| = 13 + 2

Definamos
o) = [ 1fe=) - fa)ldy
B(0,r)

y veamos que 3K < 0 tal que ®(r) < Kr¢ Vr > 0, en efecto si é + % =1,

B(r) = /rﬂx—w—f@wws /'uw—wuy+uwnﬁL%
B(0,r) B(0,r)

< BO,M)|* £l + [f@)]BO,7)] = |Sals 73 | £l + |f(2)]1Sal 72,

y por lo tanto

O (r) 11 1 _d
< Sl G f e+ 1F@N1Sal = 1Sals 775 £l + 1@ 1S4l
Dado que si z € Leb(f) entonces 3 Ry > 0 tal que % < 1sir < Ry (que

x sea punto de Lebesgue implica que % — 0 cuando r — 0) y por otra

parte

P(r 1 _ 4
) < Sult Bl + @IS = Ko Ve > Ry,
entonces @( )
T
< Mar{LK,} ¥r>0. (3)

Ahora, usando coordenadas esféricas,

msg/ﬂH@umnﬂx—w—f@n@

Rd

— [ [ cttrtcun) 15— p0) — s dp = 1

0 Sq—1

$(p)dp, donde

ahora, notemos que ®(r) =

o 4

¢mw:/Wﬂm—mn—fummw4,

Sa—
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por lo tanto,

o0 o0 o0

1= [etttewoln)do = [ i) =~ [ i) den),
0 0 0
Observamos que basta que exista alguna de las integrales de alguna de las
igualdades para que exista la otra (Zygmund), esto se debe a que H(r) € VA

y que ®(r) € AC;y ademsds vale la formula de integracién por partes en su
forma para integrales de Riemmann-Stieltjes. La tltima integral la podemos

escribir como: .
/ ptdH (p),
J p/ cn)"

observemos que u((a, b)) = — fpddH fpd 'H(p)dp= [ H(z)dx,
{a<|z|<b}
define una medida (finita) sobre toda la semlrecta y que por (ec. 3) tenemos
@(p/cn)

ooy < K = ctte. € L*(pn) para todo n. Luego por el teorema de

convergencia mayorada se tiene que:

que

Il <1’ —o,

sin — ooy como I? — 0 cuando n — oo queda demostrada la conver-
gencia c.t.p..

(conv. en LP) sea T, f(z) = [ K,(z,y)f(y)dy, entonces
R4
I Taf = flls
S| o (50) = s + f@) | [ Koy = 1) | do
d [Rd Rd

< (m/ / Ko(,9) () — f@)ldy| dz| + / Kz, g)dy — 1|1l -

El segundo término de la suma tiende a cero por hipdtesis, por lo que bas-
tara estudiar el primer término, llamemoslo I!. Por otra parte

[ 1) (50) = F@Dldy < [ cttien] s = o) 1£w) - Fo)ldy

R4
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- / H(ly ) If (2 — y/en) — f(@)ldy.

Luego

1< //H<|y|>|f<x—y/cn>—f<x>|dy da

d [Rd

< / H(l) £ = y/en) — Fllpody = 12,
Rd

dado que por continuidad en norma: ||f(.—y/c,) — fll;» — 0 cuando
n — ooy que |[f(.—y/ch) = fllp < 2] f|l» Vn. Usando como funcién
mayorante H(x)2 || f||,,, por el teorema de convergencia mayorada tenemos
I? — 0 cuando n — oo y por lo tanto I! — 0, de donde sigue el
resultado buscado.

[l

2.2. El Principio de Banach y Convergencia en casi
todo punto (c.t.p.)

En ésta seccion describiremos algunos resultados generales que se suelen
utilizar para establecer la convergencia en casi todo punto. En lo que sigue
(Q,F, p) serda un espacio de medida arbitrario. Mds precisamente: hablare-
mos de operadores lineales T', definidos sobre LP(Q, F, i) tales que:

1) Para toda f € LP, |Tf(x)| < oo c.t.p.

2) T es continuo en medida, es decir dadas, f, f, € LP y || f — full;p — O
cuando n — oo, entonces, para todo € > 0, pu{z : |T,,f(z) =T f(z)| > e} — 0
cuando n — o0.

Ahora, dada una sucesién de operadores {T, },, se define, para toda f € L? :

T*(f)(x) = sup [T, f(x)|

n>1

Veremos como se relaciona 7™ f con la convergencia en c.t.p., el primer
resultado que damos sin demostracion es consecuencia del teorema de Cate-
goria de Baire:

Teorema 5. (Principio de Banach) Sea {T,}, una sucesién de operadores
sobre LP(Q, F, ) que verifican T* f(x) < oo c.t.p.-|u| para toda f € LP(Q, F, u),
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entonces existe una funcion positiva y decreciente C(\) definida para todo
A > 0 y que tiende a 0 cuando N\ — oo tal que, para toda f € LP(Q, F, )
se tiene:

ple: T°f(2) > M fllp} < C(A); VA>0 (4)

En muchos casos de interés es posible establecer con relativa facilidad la
convergencia c.t.p. para un conjunto denso en LP(Q, F, 1), y de éste hecho se
puede establecer la convergencia en c.t.p. para toda f € LP(2, F, i) usando
el siguiente resultado:

Teorema 6. Cuando la sucesion {T,,}, satisface la desigualdad (4), entonces
el conjunto de las f € LP(Q, F, ) para las cuales T, f(x) es convergente en
c.t.p. es cerrado en LP(Q, F, ).

Demostracion. Denotaremos éste conjunto de funciones como C. Probaremos
que dada una f € LP(Q, F,pu) que verifica que Ve > 0 se tiene una g € C
tales que: || f — gl|;» < € entonces f € C.
Para toda f € L? definamos la funcion:

R(x, f)= lim |T,f(x) =T, f(x)| .

7,Mm—00

Como R(z, f) < 2T*(f)(x) c.t.p., tenemos:

ulo: R f) > Ml < (3) 6

Por otra parte, para toda f € LP y cualquier g € C tenemos:

Por lo tanto, de 5 tenemos:

o R 1) > Mf =gl <€ (3)

tomando A = 1/ey || f — g, < €%
1
p{z: R(x, f) > e} < 0(2—€> :

Como € era arbitrariamente chico se tiene que R(z, f) = 0 c.t.p. de donde se
deduce la convergencia en c.t.p. de T, f(z). O
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2.3. Bases Incondicionales

Una nocién de la que haremos uso, es la de base incondicional. Antes
de estudiar bases incondicionales, se hara la presentacién de un resultado
general sobre convergencia incondicional en un espacio de Banach [§]:

Teorema 7. Sea {x, }n,en una sucesion de vectores en un espacio de Banach
X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(0]
i) La serie ) Xy converge para cada permutacion m de los enteros.
n=1

o

ii) La serie Y x,, converge para cada eleccion de enteros ny < ns....
n=1

o0
iii) La serie Y O,x, converge para cada eleccion de signos de 6, = F1.
n=1

>

1€0

iv) Para todo € > 0 existe unn € N tal que < € para todo subconjunto

de 0 C N que verifica min {i € o} > n.
o0

Una serie Y x, que verifica una, y por lo tanto todas las condiciones, se le
n=1
dice incondicionalmente convergente.

Demostracion. La equivalencia de (ii) y (iii) es inmediata. Si (iv) es cierta
entonces las sumas parciales que aparecen en (i) y (ii) satisfacen la condicién
de Cauchy y por lo tanto (iv)=-(i) y (iv)= (ii). Ahora, supongamos que (iv)
no se statisface. Entonces, existe un € > 0 y una familia de conguntos finitos
de enteros {0, }nen tales que:

Gn =max {i, i € 0} < ppy1 =min {i, 1 € 0,41}

v ||> ;|| > € para todo n. Luego o = US° 0, es una subsucesién de enteros
i€o
para los cuales ) x,, no converge, y por lo tanto (ii)=-(iv).

n=o

Ahora, si 7 es una permutacién, tal que para todo n: m mapea el conjunto
{i,pn <1 < @} en si mismo de manera que: 7 1(0,,) = {pn, Pu+1, Pn+knlt,

donde k;,, = fo,,, entonces ) &, no converge, luego (i)= (iv). O
n=1

Ahora, estamos en condiciones de definir que es una base incondicional:
Definicién 8. Una base {z, }nen (de Schauder) de X (un espacio de Banach)
se dice que es incondicional st para todo v € X, su desarrollo en serie en

o0
términos de dicha base x = Y a,x, converge incondicionalmente.
n=1
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Mas adelante nos sera de utlilidad la siguiente proposiciéon que es conse-
cuencia directa del teorema 7:

Proposicién 4. Una sucesion bdsica {x,}nen €s incondicional si y sélo si
cualquiera de las siguientes afirmaciones se cumple:
i) Para toda permutacion w de los enteros la sucesion {x n}nen €s una suce-

sion bdsica (es base de span{,}nen).
o0

ii) Para cualquier subconjunto o de enteros la convergencia de », a,x, im-
n=1
plica la convergencia de Y anz,.
neo

o (0.9}
iii) La convergencia de Y a,x, implica la convergencia de _ b,x,, donde
n=1 n=1

O] < |an].

(0.9] o0

iv) La convergencia de »_, a,x, implica la convergencia de »_ 0,a,x, donde
n=1 n=1

0,, = F1 arbitrariamente.

2.4. Wavelets y Analisis Multirresolucién

Recordemos que un andlisis multirresolucién (AMR) de L?(R?Y) es una
descomposicién de L?(R?) en una sucesién de subespacios cerrados V;, de
manera que,

LVecVicVWyC V.
con la propiedad de que si f(2z) € V41 <= f(zx) € V; para todo j.
También se cumple que:
NjezV; = {0} (6)
UjezV; = L*(R?) (7)

Se asume que existe una funcién ¢ € L*(R?) que verifica:

{o(z — k)}kezd

es una base ortonormal de Vj. A esta funcién ¢ se la llama funcion de escala.
Se define W; = Vj1 © V;. De la existencia de ¢ se deduce que existe una
familia de wavelets bdsicas {@/))‘(x)}/\ de manera que ¥ () = P27z —k) fijo
j es una base ortonormal de W, y una base para todo L*(R?). Observamos
que A es un indice en un conjunto de 2¢ — 1 elementos 2, o sea es finito.

2Que la cantidad de elementos sea 2% — 1 no es caprichoso, pues una de las maneras
de obtener bases de wavelets L?(R?%) es por medio del producto tensorial apropiado de
funciones de escala y wavelets de L?(R), en ésta construccién se consigue un conjunto de
wavelets basicas de 2% — 1 elementos [16]. Otra manera de obtener bases de Wavelets es por
medio de matrices de dilatacion, en el caso de utilizar la matriz 2.1d se llega a la misma
conclusién [16].
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Antes de seguir, enunciemos algunas propiedades conocidas de las funciones
de escala que nos seran de utilidad.

Proposicién 5. El sistema {¢(x — k) }peza es ortonormal si y sélo si

1
(2m)4

> Iz + 2mk)|* =

kezd

c.t.p.

Ahora, con ésto, probemos un par de propiedades bastante utiles sobre
las funciones de escala:

Proposicion 6. Sea ¢ una funcidn de escala asociada a un AMR y supong-
amos que ¢(w) es continua en cero, entonces: |$(0)| = —, en particular,
?

si ¢ € LY(RY) entonces
[ otaria| -
Rd

Demostracion. Sea P; = Py, la proyeccion ortogonal sobre el subespacio Vj,
y sea g € L*(R?) tal que Supp(g) C [—1,1]¢ entonces,

9“ Z | < ga%k > | Z / gqg(Q—jw)eika—%dw 7

d d
keZ keZ [7171]d

ahora tomemos j € Z de manera que 2/7 > 1, entonces por la identidad de
Parseval para series de Fourier, la ultima sumatoria es igual a:

(2m) / §(@)d(27w)Pdw — (2m)*$(0) [ [lgI*

[_171]d

cuando j — 00, pues |¢(27w)| — |$(0)| uniformemente cuando j — oco.
Pero por otra parte

2
1Pigl* — gl

cuando j — 00, de donde sigue el resultado buscado. O]

Proposicién 7. Sea ¢ € L'(R?) N L*(R?) la funcion de escala de un AMR,
entonces:

1) [6(0)] = G v 6(2mk) =0 Yk € 2 - {0}
2) > ¢z +k)=1 ctp.

kezd
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2 1
= @n?

Demostracién. Por la proposicién 5 sabemos que S |¢(w + 27k)]
kezd

en c.t.p., por otra parte, como ¢ es continua, por la proposiciéon 6 tenemos

que |p(0)] = W y por lo tanto, como ) |¢2(27rk:)|2 = 1 tenemos que

(2m)d
) kezd
¢(2mk) = 0 para todo k # 0, pero éstos son los coeficientes de Fourier de

W > ¢(x + k), de donde se obtiene la afirmacién 2). O
kezd
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3. WAVELETS COMO BASES DE L*(R?)

Las propiedades de las bases de wavelets en L*(R?) son conocidas, y fueron
usadas con éxito en distintas aplicaciones. En este trabajo se estudia las
propiedades de convergencia de las expansiones de wavelets y de las expan-
siones de escala para funciones en LP(R?) con p no necesariamente igual a 2.
Dada f € LP(R?), veremos que bajo ciertas condiciones de decaimiento las
expansiones wavelets y de escala convergen puntualmente y en norma a f.
La mayor parte de los resultados son de [7].

3.1. Algunas Definiciones e Introduccién

Llamaremos P; a la proyeccién ortogonal sobre V; y ), a la proyeccién
sobre W;.
Para f € L*(R?) definimos:
i) Su aproximacion multirresolucion esta dada por la sucesion {P,f},
ii) Su ezpansion wavelet es

Yoo D a~f?

J (EN)EZIXA

iii) Su expansion escala es

ZWHZ > @~ f

3>0 (k,\)eZIxA

En un principio estas series convergen en la norma L%(R¢) por la teorfa
conocida de espacios de Hilbert, quisieramos saber si ésto sigue valiendo
para f € LP(RY), mas atn: saber cuando hay convergencia en norma y en
c.t.p.

La idea utilizada es escribir a la proyecciones P; (();) como operadores inte-
grales, siempre que sea posible, con nicleo

J<m (k\)eZdxA

3En adelante, salvo que se indique lo contrario, en los indices de las sumatorias: j € Z
y k € Z% lo cual quedara claro del contexto, y recordemos que A € A donde )\ = 2¢ — 1.
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extenderlos a LP(R?) y utilizar resultados sobre aproximacién de la identidad.

Por lo visto anteriormente, es evidente que aunque la funcién (o familia de
funciones) que genera un AMR no puede ser cualquier funcién de L*(R%) lo
mismo, en un principio no estd sujeta a grandes restrcciones, mas atn si sélo
se quiere generar una base de wavelets de L?(IR%) no necesariamente asociada
a un AMR, por lo tanto la dificultad de probar resultados sobre convergencia
dependera en gran parte sobre las hipotesis adicionales que se hagan sobre
¥ (y/o ¢). Una caracteristica de 1 (¢) que puede llegar a ser determinante
en éste aspecto es su velocidad de decaimiento para valores grandes de |z].
La contrapartida de éste punto de vista es imponer restricciones en el de-
caimiento de 1& (gzg), pero en este trabajo no analizaremos ese caso. En efecto,
cuanto mas rapido sea el decaimiento, méas facil es de probar que hay con-
vergencia puntual. A manera de ejemplo y de introduccién, probemos un
resultado para wavelets de soporte compacto, asociadas a un AMR: primero
probaremos que hay convergencia puntual para una f suficientemente buena
en un denso de LP(R?) y después probaremos que ciertas funciones maximales
asociadas a las proyecciones son (1,1)-débil y (p, p)-fuerte para p € (1, 00).
Luego el resultado buscado saldrd por aplicacion del teorema 6.

Teorema 8. Sea f € LP(R) entonces, para casi todo x € R:

im0 () = f(2) |
j<m,keZ

Demostracién. Primero: Sea f € C(R) N L*(R) planteamos la diferencia,

f@) = Prya (@) = f(2) = > (fr bmir k) bmir (7)) =

k
= 5(@) = [ F2 Y 62y~ B e~ by
2 keZ
Si definimos P(z,y) = > ¢(y — k)¢(x — k), y ademés notemos que por las
k

proposiciones 6 y 7:

[ Py = [ 3ot =0~ kay =3 [ oy~ Rdyoto 1) =1.

R

y por lo tanto,

f(a) - / F(g)2m D P 2y dy
R
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- / (f(2) — F(y)2m D P@™1a, 27y dy

R

- / (f(2) = fla+27 D) P, 27+ t)dy
R
Veamos que pasa cuando m — oco. Observemos que

[P(z,2+0)] <D [6(z = K)oz +t — k)]

Notemos que en la sumatoria sélo debemos considerar aquellos k para los
cuales |z — k| < R para cierto R > 0 (El soporte de ¢ estd contenido en una
bola) y |z 4+t — k| < R. Por lo tanto ¢ queda acotado para |t| < 2R, luego
|P(2,2 +t)| < Cly<ar. Luego la integral queda acotada por

/lf flx 427D P2 e, 27 e 4 1) dy

<C/|f .I—|—2 (m+1 )t)|1‘t|<2Rdy

Pero, por la continuidad de f y por el teorema de convergencia mayorada
ésta integral tiende a cero cuando m — oc.

Por otra parte, notemos que la cota sobre el nicleo P(x,y) la podemos ree-
scribir como: |P(z,y)| < Clpe2r)(|z —y|). y por lo tanto,

Pof(2)] < 27C / F)ldy < C'Mf()

B(z,21-™R)

donde M f(z) es la funcién maximal de de Hardy Littlewood, luego la funcién

maximal sup | P, f(x)| asociada a la sucesién de proyecciones P, f(x) queda
meZ
acotada por

sup | B f ()] < C"M f()

meEZ
pero el operador M es (1,1)-débil y (p,p) fuerte para p € (1,00). Luego el
resultado buscado sale de que el enunciado del resultado es cierto para un

denso y por aplicacién del teorema 6.
]
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Es interesante ver la simpleza de éste resultado comparado con su analogo
para series de Fourier (R. Hunt y L. Carleson). Se podria haber acortado ain
mas la demostracién, invocando el teorema 4. Aunque como veremos , si no
asumimos ésta hipotesis sobre el soporte de ¢ la situcion se volvera mas
complicada.

Necesitaremos la siguiente definicién, que es un poco mas débil que la no-
cién de continuidad para una funcién: Una funcién f es parcialmente continua
si existe un subconjunto A C R¢ de medida positiva tal que é@l?(’)b f(x +ta) =

f(z) para todo a € A. Sobre las funciones parcialmente continuas se puede
afirmar lo siguiente, que usaremos en varias ocasiones:

Proposicién 8. Sean f y g parcialmente continuas, f(x) = g(x) c.t.p. en-
tonces f(x) = g(x) en todo punto.

Demostracion. Sea z tal que f(x) > 0, f parcialmente continua en x, veamos
que 39 A medible |A| > 0 tales que f(z +ta) >0Va € Ay |t| <d,en
efecto, supongamos que no, entonces para casi todo a € R? y para todo
d >0 3 |t|] <dtal que f(x +ta) <0, por lo tanto como IA > 0 tal que
|f(z)] > A > 0luego|f(x+ta) — f(x)] > X entonces f no es parcialmente
continua, lo cual es un absurdo.

Como consecuencia de lo anterior: Si f(z) > 0y f es parcialmente continua
en x entonces 3 |B| > 0 tal que z € By f(y) > 0 Vy € B: Definamos
B={yeR!:y=ux+at,ac A, |t| <d} donde A es el conjunto anterior,
por lo tanto |B| > 0.

Ahora si existiera x tal que f(z) # g(x) entonces h(z) = |f(z) — g(z)] >0
y como h es parcialmente continua debe existir A medible |A| > 0 tal que
|f(z) — g(x)] > 0: Absurdo. O

3.2. Resultados Auxiliares

En esta seccion daremos algunos resultados de indole técnica, necesarios
para establecer nuestro resultado buscado sobre convergencia puntual y en
norma de las expansiones Wavelet y Multirresolucion.

Proposicién 9. Sea {1} una sucesion de funciones parcialmente continuas
y A, el conjunto de direcciones para i,. Si A = (| A, tiene medida positiva y

si Y n =1 uniformemente, entonces v es también parcialmente continua.
n

Demostracion. seay € A = [)A,.Por la convergencia uniforme vale inter-

n
cambiar el limite con la sumatoria:
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lim oz +ey) = lIm Y oo +ey) =Y limun(e+ey) =) tn(a).

Teorema 9. Sea f(x,y) definida sobre R™", 0 sea x € R?, y € R?; entonces
si f(x,y) es parcialmente continua en x para casi todoy, y si Vo € RY 346 >
0 tal que:

/ sup 1f(zy)ldy < oo,

|z—=z|<6
Rd

entonces
/ flz,y)dy
Rv

es parcialmente continua.

Demostracion. Sea a € A |a| <1, donde A es el conjunto de direcciones de
f(z,y) en la variable x. Entonces,

e—0

ing | [ (7o -+ ca.) = Fla)iy| <ty [ 17+ eag) = S}l dy =0,
RU

v

pues sabemos que lir% f(z+ea,y) = f(x,y) porser f parcialmente continua en

la variable x, ademés |f(z + ea,y) — f(x,y)| <sup |f(x + ea,y)| € L}(RY)
e<d
pues por hipétesis;

[ swfetcapldy < oo,

|x+ea—z|<S
R4

luego por convergencia mayorada y por la continuidad parcial de f:

e—0

iy [ |+ ca.y) — fla)ldy = [ g (o +cary) = f(o )] dy = 0.
J

R’U
De donde sigue el resultado buscado. O

Teorema 10. Supongamos que el nicleo Py(x,y) del operador de proyec-
cion Py verifica la cota de convolucion: |Py(x,y)| < H(|x —y|) donde H €
RBN LY RY) (sin asumir la existencia de una funcion de escala), entonces:
i) P, — Id fuertemente en LP(R?), para 1 < p < oo. Ademds para
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f € LP(RY), la aprozimacion P, f converge a f en LP(R?).
i) Para f € LP(R?) (1 < p < o0), Puf(x) — f(z) c.tp. .

ii1) Py (x,y) puede ser redefinido sobre un conjunto de Lebesgue de medida
cero de manera de que (i) vale YV € Leb(f) (1 < p < 00).

i) Si ademas Py, (z,y) es parcialmente continua en x, entonces la conver-
gencia en (i) vale ¥ x € Leb(f)

Observacion. La existencia de una funcion de escala simplificaria bastante
parte de la demostracion utilizando las proposiciones 6 y 7.

Demostracion. i)y ii) La idea es usar el teorema 4, para eso probaremos que
lim [ P,(x,y)dy =1 c.t.p. en x.
Rd

Por propiedades de escalas de los espacios V,, se tiene que V.1 = JiV,,
donde f € LP(RY) y J;f(x) = 24/2f(2z) (La constante 24/2 hace que J; :
L*(RY) — L?(R?) sea unitario).

Ahora veamos que P,, = J,P,,_1J~': Tomemos {9gn}n una base ortonormal
de V,,_1, entonces dado que es inmediato que (f, Jig)= (J_1f,g) , luego
{J19n}n es una base ortonormal de V,,, con esto dltimo tenemos que

JiPpaJa f=J Z<gn7 J—1f>gn = Z <Jlgn7 f>J19n =DPnf.

n n

De donde se deduce que el ntcleo se escribe como:
Po(z,y) = 2P, _1(27,2y) = 2™ Py(2™x,2™y) (8)

en efecto, si P, f(z) = [ Pn(x,y)f(y)dy y por otra parte,
Rd

Posd 1 f(a) = / Prs(, y) s f (y)dy = / P (2, 9)2 V2 (2 y)dy

R4 R4

N /Pml(x, 2y)2- 227 f (y)dy.

Rd
Entonces,
TPoes (D) =2 [ Pos(20,20) )y
Rd

de donde se sigue 8.
En virtud del teorema 4 para demostrar i) y ii) bastard probar que:

/Po(x,y)dy =1ctp. (9)

R4
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Pues, en este caso, tendriamos que:
|Po(z, )| < H(|z—yl)

donde H(|z|) es una funcién decreciente en L'(R?) y por la igualdad 8 se
tiene que |P,(x,y)| = 2™ |Py(2™x, 2™y)| < 2™IH (2™ |x —y|) y ademaés:

/Pm(x,y)dy =1ctp.

Rd

de donde se obtendria el resultado buscado. Para probar 10, primero, observe-
mos que el nicleo Py es invariante por traslaciones, o sea Py(x + k,y + k) =
Po(z,y) . Si Tpf(x) = f(xz — k), entonces

To P T f () = T Pof (z + k)

=Ti{g € Vo :min||f(z + k) — g(x)]l}
=Te{g(-+ k) € Vo :man | f(z+ k) — glz+F)ll,}
=Ti{g(. + k) € Vo :min||f(x) — g(z)|,}
={geVo :min|lf—gl,} = Rof

Entonces T, Py}, ' f = Pof, para toda f € L*(R?).
Luego

TPI 7 f =T / Po(,y) f(y + K)dy = Ty / Por.y — K)f(y)dy

Pof(z) = / Py — by — k) f(y)dy

Luego Py(z — k,y — k) = Po(z, y).
Veamos ahora que

/Po(x,y)dy =1ctp.
R4

Supongamos que es falso, o sea que existe Fy C R tal que |Ey| > 0,y para

x € Eo: | [ Po(z,y)dy — 1‘ > ¢ para algtin € > 0. O sea
Rd

Ey=<¢x:3e>0: /Po(x,y)dy—l > €

Rd
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Notemos que Ej es invariante por traslaciones enteras ya que Py es invariante
por traslaciones enteras. Definiendo

E,=<z:3e>0: /Pm(x,y)dy—l > €

Rd

Veamos que por la invarianza de escalas de los nicleos P, que los conjuntos
(médulo un conjunto de medida cero) se pueden escribir,

Em = RmEO = {27milj' T e Eo}
donde del lado derecho definimos el operador escala R,,.

En efecto, si € E,, tenemos | [ Py,(z,y)dy — 1| > € para algin € > 0, y

Rd

[ 2miPy(2mx, 2my)dy — 1
RdA

ésto es si y sélo si > € para algin € > 0 <

[ 2md2=md py(2mg y)dy — 1
Rd

Como los conjuntos E,, son invariantes bajo traslaciones por 2™k .k € Z¢
y cada F,, es una reescala de Ey, y Ey es invariante por traslaciones enteras
y es de medida positiva (entonces infinita) luego se sigue que para cualquier

B, = B(0,r):

> € para algin € > 0 <= x € 27"Fk,.

— C),
m—0o0

)EmﬂBr

donde C;, > 0. Ahora, consideremos la funcién caracteristica 15 (x) de B,
entonces:

[ Pateidy = [ Patentn @iy = [ Pty — 0

m—0o0
R4 Rd ly| >r

para x € B, pues:

/ (e, y)dy| < 27 / HE™ o — y])| dy

ly| >r ly| >r

—2mtyd [ (Dl dy = 0. (1)

|—y+2mz| >2mr
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y el dltimo miembro de la igualdad tiende a cero cuando m —— oo pues
H € L*(RY).
Por otro lado,

[ Putew)in Wiy — 1s

R4

en L?(R?) y también en medida (Tchevicheff), o sea dado ¢ > 0

o 1PL(x) = 15, (2)| > )] — 0. (12)

De éste hecho, fijo € > 0 si consideramos el conjunto de los x € B, para los

{ P (z,y)1p, (y)dy — 1

cero cuando m — oo por ec. 10y que 1p,(x) =1six € B,. O sea

cuales > ¢, la medida de dicho conjunto tiende a

r € B, : /Pm(x,y)IBT(y)dy—l >ep| — 0,

Rd
ahora de ésto, del hecho de que |B,| < ooy de las ecuaciones 11 y 12 se
sigue que:

m—00

x € B, : /Pm(:n,y)dy—l >epl — 0,
[Rd

lo cual es un absurdo. Ahora por el teorema 4 tenemos que

m—00

/ Pl 9) f(9)dy — f(x)

Ra

para todo punto de Lebesgue (por lo tanto c.t.p) y en LP(R9).

iii) La afirmacién iii) valdria por el teorema 4 si [ Py(z,y)dy = 1 para todo
R4

x. Sabemos que dicha igualdad vale para casi todo x y por una redefiniciéon

de P,,(x,y) sobre un conjunto de medida cero, entonces vale para todo .

iv) En particular, Si P, (x,y) es parcialmente continua, del teorema 9 ten-

emos que [ P, (z,y)dy es parcialmente continua, en efecto,
Rv

max | P, (z,y)|dy < max 2de(2m |z —y|)dy
|z—z|<é |z—x| <6
Rv Rv
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si llamamos G(z) = 2™¢H (2™x) tenemos,

mix Gz~ yl)dy - |Mﬁ;%VUMw</Gum—ku<uu
Rv Rv Rv

entonces, por el teorema 9 f P,.(z,y)dy es parcialmente continua, como
RU

| Py(z,y)dy es parcialmente continua e igual a 1 en c.t.p. se sigue que la

Rv

igualdad vale en todo punto. Luego por el teorema 4 se sigue que:

/&mww@%ﬂm

m—0o0

R4
para todo punto de Lebesgue. O]

Proposicién 10. Sobre R, sea f(x)Iln(2 + |x|) absolutamente acotada por
una funcion radial decreciente e integrable n( |x|) , sea F' un conjunto cerrado
que no contiene al 0 entonces

2/23d|f2] )| do < oo (13)
JOF

Demostracion. Sin perdida de generalidad: F' = R¥\B(p,0) donde p > 0.
Ademas denotaremos las variables angulares como Q2 y wg = Hx e RY/|z| < 1}|

2/2]d|f23 )| da < Z/dﬁ/dlzﬂ (277) /In(2 + 207)dr

JOF

de/rd L93dp(277) / In(2 + 27r)dr

J=0

:de/Td 1 /ln 2—{—2] wd/ZI[Qgpoo]r )/IH(Q—F’I”)d
J= 0

Jj=0

[e.9]

< C/rdl In(2+r)n(r)/In(2 + r)dr < oo

La tltima cota sale de que Y Ly, = Maz{j € Ny : 2/p <r}. ]
j=0
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Teorema 11. i) Si ¢ € RB entonces el nicleo Py(z,y) = Y. ¢(z — k)p(y — k)
kezd
satisface

[Po(z, )| < Hol |z —yl) (14)

dondee Hy es una funcién decreciente radialmente acotada en L'(R?).

Ademas la convergencia de esta suma es uniforme sobre R??.

i) Si v Mx) € RB entonces Qo(x,y) = >, Mo — k)Y My — k) converge
keZd

uniformemente y absolutamente sobre R* y estd acotada. Ademas si*(x) In(2+

i S entonces o\x,Yy Tolo LTy onae 1 €S una juncion aecre-
RB ent Q < sbe ) Donde H on d

ciente, radial y acotada de L'(R?). Esta suma Qo(x,y) es el nicleo de la
proyeccion ortogonal Qg sobre Wj.

Demostracion. Como ¢ € RB entonces ¢ esta acotada absolutamente por

n € L'(RY) una funcién radial decreciente. Sea M = sup |¢(x)|, entonces,
r€R4

podemos escribir,

D da—k)ply—k)| <D |ox—k)oly — k)|

kezd kezd
> ez — k)| sup oy — k)| <MD |p(z — k)]
kezd weR kezd
<MD |n(z— k)| <CM/77<oo
keZd

pues 1 € LY(R?), y esta suma es uniforme en x e y .
para demostrar 14, se observa primero que Py(z,y) es invariante bajo trasla-
ciones enteras, entonces, podemos asumir que

re€FEy={r:0<z<1,1<i<d}.

Tomemos = € Ey e y tal que % > diam Ey = d'/?

Po(z,y)l <D Ioe —k)ly—k) < > n(lz—kn(ly — k)

kea CHEH

£ 3 alle—knly— k) =

k> |4
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Dado que n( |y — k|) < n(|%])si |y — k| > |¥| lo cual se verifica facilmente;

y que n( |z —k|) < n( 4| — diam Ey) si |x—l<;] > |4| — diam Ey, entonces,
) .
1< > e =knC|5h+ 32 n(|5| - diam Bon(ly - k)
k< || Ik > | 4]
< S a(le— kD[S + > n(|§| — diam Boyn(ly - k1)
kezd |k|>‘%]

Sn(’%‘)C/nJrCzn(‘g‘ — diam Ey)

2D+ can([5] - a2y,

Ahora n(|4]) < n(|4]) v n(|4] —d"*) < n(|4]). Luego

<a([3])c [ n+ Cant|3] - diam £ < cu( Y]
2

di/2

y—x ¥ z _ _
como | 5 ’ < |5’ + }5’ | ’ ‘20’ + |5’ | ’ ‘20’ 5

Entonces,

SHE

4]
Mostraremos que esta suma es efectivamente el nicleo asociado a la proyec-
cién Py. O sea que Pyf(x f Po(z,y) f(y)dy c.t.p..

(252 =ty =D,

Si definimos POM(x, y) = Z gb(x — k)p(y — k), se puede ver facilmente que
k| <M

si Py f(x f PM(z,y)f(y)dy, entonces PM f — Pyf en L*(R?) cuando
M — oo. Ademas sabemos que PM (z, y) — Po(a: y) c.t.p. y que estd bi-

en definido T' : L*(R?) — L2(RY) dado por Tf(z) = [ Po(z,y)f(y)dy
puntualmente y en L*(R?) (y es acotado pues |Tf(z)| § H | f|(z)). De todo
esto bastara ver que PM f — T'f en c.t.p y en L*(R?):

|P0Mf( ) Tf ‘ HPM ) PO HL2 (R%) HfHL2 R4)

pero |7472.) = Pl g
de convergencia mayorada pues |PM(z,y) — Po(z,y)| < 2Ho(lz —y|) €
L*(RY) . Ahora,

[Py f(z) = Tf(2)| < 2Ho * |f|(x) € L*(RY)

— 0 cuando M — oo por el teorema
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y por lo tanto,
[P f - TfHL2(Rd) — 0

cuando M — oo, nuevamente por convergencia Mayorada.

ii) Para demostrar la convegencia uniforme, se demuestra igual que en i). La
demostracién de la cota es también idéntica salvo que se reemplaza n(|z|)
por 7(|z])/In(2 + [z]) 0

Teorema 12. Si Y*(z)In(2 + |z|) € RB para cada \ entonces: En todo
conjunto F C R x R? con FN D = ©, el nicleo de escala positiva

= > > Un@vn®

0<j<m (k,\)EZIx A

Satisface M, (x,y) — M(x,y) donde M(x,y) estd acotado absolutamente

por Hy(|r —y|), donde Hy es una funcién radial decreciente en L'(R?)
(puede valer oo en 0). Ademds, la convergencia de M,, a M es uniforme y ab-
soluta si F' estd a una distancia positiva de la diagonal D = {(x,y) : x =y}
y si se cumple la siqguiente cota:

S W@ < Hs(lz—yl)

0<j<m (k,\)EZ4XA
donde Hjs tiene las mismas propiedades que Hs.

Demostracion. Tenemos

S @) = Y 29Q(2,27y)

0<j<m (k,\)eZdx A 0<j<m

Por el teorema 11 se tiene que:

L H (Y |x—y
M) < 3 2 BRI gy

Usando la proposicién 10, veamos que Hy( |z|) |r€ L'(R?) si F tiene distan-
cia positiva del origen, pues:

[ el o= |

H1 2] |ZZ'|
In(2+2 |z|)

q (2 |z])
274 :
2 2+ 2|

0<j<o0

=X [

0<]<oo

/z

0<j<o0

ey,

1n2+2J 2+ 2 |2])
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donde la ultima igualdad es por Fubini, considerando la medida producto. El

hecho de que la funcién sea radial y decreciente es claro por las propiedades
de la funcién Hy(|x])/In(2 + |z|).
Veamos que existe lim M,,(z,y) = M(x,y) para todo x # y . Probemos

que M (z,y) converge absolutamente , en efecto:

[ ety - / S 20Qy (21, 27y) | dy
e 0<j<o0
/ S g Bl )
05 In(2+27 |z —y|)
2 |z —yl)
dr < oo
/o<32< ln2—|—2ﬂ|x—y|)

por la proposicién 10. Entonces, existe y es finita la suma (nuevamente Fu-

bini): Y. 2/9Qy(2/x,2y) para casi todo y. Por tltimo, la convergencia
0<j<00

uniforme de M, se seguird si podemos ver que la convergencia de

Z oid H\(2 |z —yl)

05 In(2+2 |z —vyl)

es uniforme, y ésto se sigue de que la funciones 2/¢H (27 |x|) son decre-

. s Hy (29 |z—
cientes con |z| . Sea x # y, Sabemos que M,,(z,y) < 0<]Z;oo QJdM

= Y ®(jr—y|) <oo,si z=1x—y, entonces para cualquier |z;| > |z|
0<j<00

tenemos D;(|z1]) < ®;(|z|) v ademds Y. P;(|z]) < oo entonces la con-
0<j<o0

vergencia uniforme para |r| < |z| se sigue por el test M de Weierstrass.

Que >, > W;\k(l") J’\k(y)‘ < Hj(|z —y|) sale usando argumentos
0<5<m (k,\)€Z4x A

idénticos a los de los teoremas: 11ii) y 12i). O

Teorema 13. Bajo la suposicion de que: V*(z) € RB, la parte negativa

del miicleo N(z,y) = > > }(x)Y34(y) converge uniformemente y
J<0 (k,A\)€ZixA

absolutamente sobre R? x RY y es un nicleo acotado. N(z,y) resulta ser el
nicleo de Py, la proyeccion sobre V.

Demostracion. Por un argumento usado anteriormente para acotar el nicleo
Py(x,y) tenemos:

Z W}\k(l’) ?k(y)‘ < Hy(|lz —yl)

(k,A)EZIXA
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donde H; € RB, ademas:

Y [h@wiy)| < 2Ho(2 | —y|)

(kA)EZAXA

ésto es consecuencia de la demostracion del teorema 11i). Entonces

Z Z W?k(l’) ;\k(y)‘ < ZdeHo(Qj |z —y|) < Zde [H]|,, < oo

J<O0 (k,\)eZdx A J<0 J<0

Entonces hay convergencia absoluta y uniforme por el test M de Weierstrass.
Veamos que N(z,y) es el nicleo de Py la proyeccién sobre Vj: Para eso se

usa que Yo > N (2)YN(y) = X Q;(z,y) converge uniformemente a
J<O0 (k\)€ZIXA Jj<0

su limite N(z,y) que el operador repesentado por la suma parcial converge
fuertemente al operador Py € £(L?(R?)) y un argumento similar al usado en
el teorema 11i) se sigue Py(x,y) = N(z,y) c.t.p. O

Teorema 14. Asumamos que Y (x)In(2+ |z|) € RB para todo \. La suma:

Polwy) = S Qo)

—oco<j< 00

converge uniformemente y absolutamente sobre un conjunto F' con distancia
positiva de la diagonal y es iqual a cero en c.t.p. en F fuera de la diagonal.
Si el nicleo es parcialmente continuo, entonces Py (x,y) = 0 en todo punto.

Demostracion. Escribamos Py (z,y) = Y Qi(z,y) + > Q,(x,y) = S1 + S
j<0 70

donde S; converge uniformemente por el teorema 13 y S5 por el teorema 12,
la convergencia absoluta y uniforme de Py (z,y) se sigue de los teoremas 12
y 13: Definiendo

My (z,y) = Y Qjx,y) (15)

0<j<m

N—m(l‘ay) = Z Qj(xvy) (16)
m<j<0
Sea Bi, By C R dos bolas cerradas con BN By = @y |BiNByNA| >
0, sean fi, fo dos funciones medibles no negativas soportadas en By y By
respectivamente.
Escribamos

Po(x,y) = My (z,y) + N(x,y) (17)
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si denotamos P,, € L(L?*(R%)) al operador con nicleo P, (x,y), tenemos
Pnfs — foen L?(R%). Entonces,

| [ r@npaeasie = [ [ £i@£) lim oty

Rd R Rd R4

= tim [ [ 5i@) )Pl g)dyds

m—oo
R4 Rd

por el teorema 12 y convergencia mayorada, ésto a su vez es igual a
lim (fr, Pnfo)= (f1, 2)=0,

pues By N By = @ entonces Py (x,y) = 0 c.t.p. (x,y) € By X By entonces
vale P, (x,y) = 0 para casi todo & # y, pues By y Bs son bolas cerradas y
vale para cualquiera; y ademds L*(RY) @ L*(R?) es denso en L(R??).

ii) La suma Py (z,y) es una suma uniformemente convergente de funciones
parcialmente continuas (en z) en un conjunto comun A, entonces por la
proposicién 9 es parcialmente continua fuera de D y como Py (z,y) = 0
c.t.p fuera de la diagonal, luego es igual a cero para todo punto fuera de la
diagonal. O

3.3. Resultado Principal

Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar el resultado principal:

Teorema 15. i) Supongamos que la funcion de escala ¢ de un andlisis mul-
tirresolucion estd en RB entonces, para cualquier f € LP(R?) 1 < p < oo su
aprorimacion de multirresolucion converge a f en casi todo punto.

ii) Si ¢, € RB para todo \ entonces la expansion escala y al expansion
wavelet de cualquier f € LP(RY) converge a f en casi todo punto. Si ademds,
&, son parcialmente continuas entonces ambas expansiones convergen a f
sobre su conjunto de Lebesque.

i) Si suponemos que Y (x) In(2+ |z|) € RB para todo X\ entonces la expan-
sion wavelet (1 < p < o) de cualquier f € LP(R?) converge a f en casi todo
punto; si ademds Y™ son parcialmente continua entonces la expansion wavelet

y la aproximacion de multirresolucion converge a f sobre todo el conjunto de
Lebesgue de f.

También se puede dar el siguiente resultado con respecto a la convergencia
en LP(R?):
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Teorema 16. Bajo las mismas hipdtesis de los casos i) , i) y i) del teorema
anterior, la expansion multirresolucién de una f € LP(R?) convergen a f en
la norma de LP(R?), (1 < p < 00), ysi f € LP(RY) (1 < p < 00) su expansion
wavelet converge en la norma de LP(R?).

Observacion 1. En [7] se d4 una demostracién que incluye el caso p = 1
para la expansion wavelet pero contiene un error. La cota p > 1 es “6ptima”
en el siguiente sentido: Sea d = 1 y consideremos la base de Haar, veamos
brevemente que la expansion Wavelet de f = 11} no converge en la norma
de L'(R) [9]: Primero observemos que facilmente se verifica que (f, )= 0

para todo j > 0y k # 0 y ademas <f, Yjo >: 2% para los otros valores de j.
Analicemos que sucede cuando N — oo en

/I Z 21p(2x) — |dg;—/| Z 2ip(2z) — f(x)|dx =

donde ¢ = 1[07%] — 1(%,1], ahora estas integrales son iguales a

N
1 , .
o(=N+1) 4 5 +§ :(3 9-(+1) 4 9~ N-2)9i-1
7=2

1
— =N+ 4 gt (N=2)3 272 42— 9~ (N+D

que es una sucesion divergente, luego obtenemos el resultado buscado, aunque
es importante observar que si consideramos la aproximacion multirresolucion
de f tenemos trivialmente que P;f = f Vj > 0, luego P;f — f en la norma
de L' cuando j — oo.

Observacion 2. El teorema 15 a diferencia de otros resultados sobre con-
vergencia en c.t.p. (por ejemplo, el teorema 8) prueba que el conjunto so-
bre el que hay convergencia incluye el conjunto de puntos de Lebesgue de

f e L(RY).

Demostracion. (Demostraremos simultaneamente los teoremas 15 y 16).
Sea ¢ € RB. Sabemos que Py = Py, v Vo = span {¢(z — k)},, luego:

Pof =Y (o, f Yok

kezd

para toda f € L?(R%), la idea es, primero, extender P : LQ(Rd) — LQ(Rd) a
Py : LP(RY) — LP(IRY), lo cual se podré hacer puessi Py f(z) = [ Py(z,y) f(y)dy
Rd
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donde Py(x,y) = > dor(x)por(y), por el teorema 11 la funcién definida por
k
Po(x,y) = dor(x)dor(y) es el nicleo integral del operador proyeccién Py y
F

como ademés |Py(z,y)| < Ho( |z —y|), donde Hy es una funcién decreciente
radialmente acotada en L!'(R?), luego del teorema 10 tenemos

Pnf — f

m—00

para toda f € LP(R?) en casi todo punto.
ii) Para expansiones escala: consideramos la expansién escala:

Z brox + Z Z j\k%/\k (18)

0<j<m (k,\)€Z4X A
Si ¢, Y* € RB entonces los coeficientes by, = f o(x — k) f(x)dz estdn acota-

dos uniformememente, en efecto por Holder: bk <ol o I fNl o st f € LP(RY),
ademas ¢ € L*(RY) N L>*(R?). Usando esto, ahora veamos que la serie que
define f,, converge uniformemente y absolutamente para toda f € LP(R?).
La primera suma estda acotada por una constante,

S bed(e = k)| < [0l 1F 10 D oz — k
k k

<@l 110 D Il = k)] < (1]l 4 HfHLpC/n < o0,
k B

la segunda suma converge absolutamente, usando que a;j; estdn acotados
para un conjunto finito de valores de j, en efecto,

o< | [ 2F0 @ - p@)ds| <28 [ 11
Rd
< 2P 92| 11

para algun jy si los j son finitos, por lo tanto los a?k estan acotados uni-
formemente sobre un conjunto finito de valores de j. entonces

Z Z ]k‘l/}]k‘ < ko ||1/1)\ 2] ||Lq HfHLp Z Z W}\k@)‘

0<j<m (k,\)€ZIx A 0<j<m (k,\)eZx A
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:C||¢/\HLL1 [ Z Z ‘2%1//\(2jx—k‘)’ <C Z Zn(\%—k\)

0<j<m (k,\)eZIxA 0<j<m kezd
SC’Z Zn(?j‘x—k:Q_jDSCZ Zn(‘x—kQ‘j|)<oo
0<j<m kezd 0<j<m kezd

donde la antetiltima desigualdad se debe a que 27 |z — k277 > v — k27| y
la ultima a que 7 es radial, decreciente, acotada e integrable. Notemos que
P,, tiene asociado un nucleo P, (z,y) el cual estd acotado por un nicleo
de convolucién H(|x —y|) en RB (por la parte i) de éste teorema), esto
permite ver que P,, es un operador (p,p)-fuerte para todo 1 < p < oo: En
efecto, | Py, f(z)| < H*|f|(z) luego el resultado sale de aplicar la proposicién
3.

Tambien es facil ver que la representacién

Z%k o)+ Y Y @) (19)

0<j<m (k,\)€Zdx A

converge absolutamente (teorema 11).

Afirmamos que para 1 < p < oo P, (z,y) define un proyector; es decir con un

pequeno abuso de notacién: P,, es un operador integral con nicleo P(z,y)

que Veriﬁca P2 = P,,. En efecto, de la demostracién del teorema 11 se tiene:
P.f(z f Po.(x,y) f(y)dy, de ésto y de que sobre L?(R?) es efectivamente

un proyector, usando que L%(R?) N LP(R?) es denso en LP(RY) se tiene el
resultado para 1 < p < oo, para p = oo se lo deduce de que es cierto para
LY(RY) y que LI(RY) C (L*(RY))".

Usando la ec. 19 que converge uniforme y absolutamente y el teorema de

convergencia mayorada se prueba que f,, = P, f c.t.p.: en efecto, sabemos
que P, f(x f P(x,y)f(y)dy, luego, es facil ver que estd bien definido
puntualmente:

Pof( |</|P £.9) £ (4)] dy

/\H (lz =y fW)ldy < |2l o [[f]l L < 00

Por otra parte, sabemos que

D bdor(@)+ Y D) al(a)

0<j<m (k,\)€ZIxA
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converge a f,,(z) en casi todo punto. Ahora queremos ver que P, f(z) =
fm(x) c.t.p. Si reescribimos esto

Z/f )box(y)dy dox(z)+ Z Z /f(y) ?k(y)dy%/\k(x)

0<5<m (k,\) €24 X Apa

bastard ver que podemos intercambiar la suma con la integral. Por el teorema

11:
> dor@bor)+ > Y. > (@)

|k| <M 0<j<m |k|<M X

converge absolutamente y

Z Por(z)Pok(y) + Z Z Z%)‘k OOP (@, y)f(y)

k| <M 0<j<m |k| <M A

puntualmente y esto estd acotado por |H,,(|z —y|)f(y)| € LY(R?) , por
lo tanto el resultado sigue por una aplicacion del teorema de convergencia
mayorada. O sea,

fm(2) = Ppf ().
Por la parte i) del teorema la suma parcial f,, = P,f — f ct.p.si f €

LP(RY), con lo que queda probada la primera parte del punto ii) del teorema
para expansiones escalas y la correspondiente asersiéon para la convergencia
LP(RY) en el teorema 16.

Si ¢ v ¢ son parcialmente continuas, entonces por el teorema 10 iv) y la
convergencia uniforme de la suma P,,(z,y), concluimos que P, (z,y) es par-
cialmente continua en x pues: por el teorema 11 i)

o —koly—k)+>. Y Uh@)vl®)
k

0<m (k,\)eZax A

converge uniformemente, entonces estd suma es parcialmente continua
entonces P, (x,y)) es parcialmente continua entonces P, f(x ) f(z) en
—00

todo punto de Lebesgue.

Por el teorema 9 [ P, (x,y)f(y)dy es parcialmente continua como funcién
Rd
en x, en efecto P, (z,y) estd acotado por 2™ H (2™ |z —y|) , si m = 0:

B, < = H* _
maz | B(w,y)] < maz |H(z,y) (lz —y[)

Ahora tenemos que H(|.|) y H*(|.|]) € RB, ademas en este caso , f,, es
también parcialmente continua, en el mismo conjunto de direcciones por ser
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limite uniforme de parcialmente continuas (¢ y ¢* lo son), por otra parte
sabemos que P, f(z) = f(z) c.t.p., luego en todo punto, por lo anterior y
por lo tanto

fm(x) = P f(z) — f(z))

m——00

en todo punto de Lebesgue.

ii) (expansion Wavelet) Veamos que con las hipétesis ii) la expansion wavelet
convege en casi todo punto si f € LP(R?). Notemos que usando el teorema
13 se puede probar convergencia absoluta y uniforme de

A A
Z Z a; i)
J<m (k\)EZIx A

y se puede concluir ademas por argumentos del teorema 13 de que

:Z Z J)\k() ZQJ"B:U

3<0 (k,\)EZIXA §<0

es el niicleo de la proyeccién Py sobre Vy en LP(RY).
Para f € LP(R?) la suma parcial dada por:

=Y > ah)
J<m (k\)eZIxA

converge uniformemente e independientemente del orden de la suma, para
un m finito fijo, en efecto, usando un argumento similar al usado en 11 ii),
con m = 0 por conveniencia, se vé que:

a3 = [{Fm i )] <2202y 1N

2 2 ]d 177 H,@DAHDJ ”f”Lp

y por lo tanto ‘aj‘k| < C|fllz» 2jd(5_5), ahora veamos que f,, converge
uniformemente:

supd Y Jaf@] <spd- Y |CIlL 26 )]

5<0 (kA)eZdx A 5<0 (k,\)EZAXA
A1 _1 . .
s> SOl 2G| <D0 2 Y sup > [l
T j<0 (kA)EZdxA §<0 P

<CZQWZ/W < o0

7<0
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Por lo tanto la serie converge absoluta y uniformemente y la suma parcial es

automaticamente indpendiente del orden con respecto a todos los indices de

sumacion.

Veamos que f,, = P, f en c.t.p para toda f € LP(R?), sabemos que Py(x,y)

es el niicleo asociado a la proyeccién Py (ahora definida sobre LP(RY)) y

sabemos que Py(z,y) = > Q;(x,y) donde Q; es la proyeccién (L*(R?)) or-
<0

togonal a W;. La convergencia absoluta de la suma ) Q;(x,y) se sigue de

j<0
la convergencia absoluta de Y 1%, ()Y (y) con la representacion
7<0
Qj(z,y) = V(@)Y (y)
(kN EZEXA
ahora, tenemos que
D [Un@)(y)] < oo
5<0
pues
DIQiyl => 1 >, @i <Y D> [h@vh(y)] < oo
J<0 J<0 [(kA)EZIXA J<0 (k,\)eZexA
por el teorema 13. Para mostrar que f,, = P,,f es suficiente ver que fy = Fyf
escribimos:
. . A A .
fole) = (@) = tim 3 aid(o) -~ [ gim 3 Qyfew)
—M<j<0 —M<j<0

Rd
Ahora veamos que para j < ooy si f € LP(Rd);
> ahilele) = [ Qs
(k\)EZIXA B

De hecho, fijo x, podemos hacer la siguiente cota, usando la representacion
de Qj (l‘, y)

Qi )W)l < Y @) W) < H(lx—yl) 1£(y)]

(kA)EZIXA

donde H es acotada radialmente en L!(R?) (también en L>°) entonces H € L4
para todo 1 < ¢ < oo, luego por Holder:

t/HHx—M)V@WMSHHMAUMp<w
Rd
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por lo tanto H( |z —y|) |f(y)| estd en L'(R?) en la variable .
entonces podemos usar el teorema de convergencia mayorada :

[ ¥ wanwima= Y [urma o

(k,\)€ZExA (k,A\)€Zex A

Este resultado se puede extender para sumas finitas:

> Y aduie-[ ¥ Qeaswi

—M<j<0 (k,\)eZIx A Rl —M<j5<0

y por lo tanto

/ZQM’”&J dy—/ZQ]xy dy+/ZQJwy

7<0 j<—M —-M<j5<0

/Z Q;(z,y)f(y)dy + Z Z a;\k ?k(@

Jj<—M —M<j<0 (k,\)eZIxA

/ > Qi y)flydy|| = /PM(x,y)f(y)dy

j<—-M Ip Ip

pero
[ Pula,y)f(y)dy < f 2MAH (2M |z — y)) | f(y)| dy

S H2MdH 2M HLq Hf”Lp
Con %%— % = 1. Ahora

Md

|24 (2M )], =27 |H|p, — 0

si M — —oo. Por otra parte
/ PMAE (M o y1) £ ()| dy = Hr % |f](x) < MIfI(@) | ]l
Rd

donde M|f| € LP(R?), p > 1 es la funcién maximal de Hardy Littlewood
(por el teorema 2 y la proposicién 2) luego como

/P—M<*T7 y)f(y)dy — 0
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cuando M — oo por el teorema de convergencia mayorada de Lebesgue:

/Rmmwv@m/ 0

Lp

de donde sale la igualdad puntual y en norma:

/ZQJ‘(%Z/ dy—z Z j\k ])\k(x)

Jj<0 J<0 (k,\)EZIxA

entonces Pyf = fy y por lo tanto P,,f = f,,. Para ver que f,, tiende a f c.t.p
bastara ver que P,,f — f cuando m — o0, y esto vale por el teorema 10 y
el teorema 11 mas afirmaciones del item ii):

[Po(z,y)| < H(lx—yl)

y por lo tanto P, f — f.
Si ¢ y ¢ son parcialmente continuas se sigue que P,,(x,y) es parcialmente
continuo, se debe a que la suma

y) =Y Qjz.y)

3<0

converge uniformemente (teorema 13), por otra parte por el teorema 10
P,.f — [ sobre su conjunto de Lebesgue. Se sabe que [ P, (z,y)f(y)dy es
parcialmente continua en x por el teorema 9, como asi tambien la suma que
define f,, y como estas coinciden en casi todo punto deben ser iguales en
todo punto entonces f,, — f sobre su conjunto de Lebesgue.

iii) Supongamos que ¥*(z)In(2 + |z|) € RB para todo A, entonces como
en ii) el nicleo

=Y. D @iy

J<m (kN )eZIxA

converge uniformemente para m finito por el teorema 13, pues que () In(2+
lz| ) € RBy por lo tanto ¥*(x) € RB como asi tambien la expansién parcial
= > Y () deuna f € LP(R?). Usando que ¢*(z) € RB
3<m (k,\)EZIx A
no es dificil mostrar que para f € LP(R?):

fwwzfavaw@

R4
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ct.p. con Pn(z,y) = > Y ¥N(2)¥;},(y) Notar que de acuerdo con
J<m (k,\)€ZIxA
el teorema 13 y las propledades de escalas de sumas wavelets, tenemos para
m > 0:
B, y) = N(z,y) + Mu(2,y)
entonces, M (z,y) = 3 3 ¢}(@)vi()y

0<j<m (k,\)EZ4x A

J<0 (k,\)eZIx A 0<j<m (k\)EZIxA

, ahora sabemos que P,,(z,y) — 0 (teorema 14) en culaquier conjunto F' a
distancia positiva de la diagonal. Como M,,(z,y) — M(x,y) por el teorema

13 se deduce que N(z,y) = —M (z,y) siempre que x # y y por el teorema 13
M (z,y) esté acotado radialmente por un nicleo de convolucion Hy, lo mismo
es cierto para N(z,y) fuera de la diagonal. Notar que Hy(z,y) = 0 pues la
suma es vacia, entonces

[Po(x,y)| < Hi(lz —yl),

luego por el teorema 9 se sigue que la aproximacién de multirresolucion de f
converge a f c.t.p y en LP(R?Y), tambien sabemos que P, — f c.t.p. y que
P, f = fn c.t.p entonces f,, — f c.t.p.

Si las 1* son parcialmente continuas f,, (es una serie unif. convergente) y
P,.f (usando su expresion como integral) son parcialmente continuas luego,
nuevamente P, f(z) = f,(x) en todo x y como P, (z,y) es parcialmente
continuo f,,(x) = P, f — f(x) en todo punto de Lebesgue. La convergencia
en norma de ii) y iii) sale de que P, f(z) = fi.(z) c.t.p. y de que P, — I
fuertemente en LP(RY). O
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4. WAVELETS COMO BASES
INCONDICIONALES DE L*(R%)

En el capitulo anterior vimos que las wavelets forman una base de LP(R?),
en éste capitulo probaremos que bajo ciertas condiciones de decaimiento im-
puestas, similares a las del capitulo anterior, sobre la wavelets bésicas 1)*,
resulta que {2, }; & es una base incondicional de LP(R?) con p > 1. Ob-
servemos, que el caso p = 1 no tiene sentido pues es sabido que L*(R?) no
admite bases incondicionales [8]. La idea principal es usar la proposicion 4,
o sea: si definimos el operador U, de la siguiente manera

Uef = D> el [)05 » [ e L'(RY,
(5,k,\)EZXZEX A

donde ¢ es cualquier elemento de {1, —1}ZXZdXA, bastaria probar que U, es
acotado de LP(R?) en LP(R?), luego el resultado buscado serfa consecuencia
inmediata de la proposicién 4. La demostracion se puede dividir en los sigu-
ientes pasos: primero, observemos que U, es trivialmente acotado en L?(R%),
luego si se pudiera probar que U, es (1, 1)-débil, por el teorema 3, tendriamos
que U; es (p,p)-fuerte para p € (1,2], y para p > 2, lo obtendriamos por du-
alidad. Con lo cual concluiria la demostracién. En [2] se d4 una demostracién
mas corta siguiendo en lineas generales estos pasos, y usando propiedades de
los operadores de Calderén-Zygmund, pero éste resultado es més restrictivo;
por una parte se asume un decaimiento mayor de la wavelet y por otra se
asume que ésta estd asociada a un AMR, en nuestro caso nunca se hara tal
suposicién. En lineas generales se seguira la demostracién de [15] para el caso
d-dimensional.

En ésta primera secciéon daremos algunos resultados auxiliares, que nece-
sitaremos para probar la cota (1, 1)-débil para los U..

Observacion. En Adelante se hard la siguiente suposicién sobre las wavelets
basicas: 1*(x) € RB, mas atin, existe una funcién radial decreciente n(z) tal
que n(z)in(2 + |z]) € LYR?) y [¢p*(x)] < n(z) para todo z € RY. Seguiremos
asumiendo que A € A, donde A es un conjunto tal que f(A) = 2¢ — 1.

4.1. Resultados Auxiliares

En ésta seccion se enunciaran algunos resultados auxiliares.
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Proposicién 11. Sea f € LY(R?) tal que Supp(f) C [0,1]¢, si % > Vd
entonces

UQof (@) < C Il D2 (27" |al) (20)
Jj=0
Demostracidn. Si U.Qof (z) = > > > el (f, ¥} )} (2) para un € RY
720 kezd A

fijo, podemos desarmar la sumatoria en dos partes:

U.Qof (2) =) Y > e (fud(x) (21)

J20 kezd A
Z Z +> 0D Do anlfviii@ =)+ (22)
J=0 x|20~ 720 |k|>|z|2i-1 A I Ir

Por otra parte, para cada j € Z, A € A y € R? tenemos lo siguiente:

Z WMz — k)| < Z n(2xr —k) < K/n(u)du <C< oo (23)

kezd kezd

Donde C' es una constante independiente de x, de ésto se tiene

> (2 —k <D n@z-k) <C  (24)
kezd Lo (R9) kezd Lo (R4)
y si |k| < |z| 277! tenemos |27z — k| > |27 |z| — |k|| = 277! |z|, entonces:
|¢’\ (ij — k)| <n2r—k)<n (Qj_l |:1c|) (25)

de todo lo anterior, se obtiene la siguiente cota:

<> ¥ Zzﬂd/rf 192 21y = )| dy [0 (22— )

J20 |k|<|z|2i-1 A

I
<> ¥ de/u 19 (2 = )] dy (2 = B)
520 [k|<[z[2i-1 X

de ésto tltimo y de (25) tenemos:

<Y ¥ szd/u ()] [ (2 — )| dy n (27 [z

720 |k|<|z27-1 A
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= 332y (2 ) /|f 0 (2 — k)| dy

J20 A |k\<\:c|2ﬂ 1

de (24) se deduce que

<2 =1) || > 0@z - k) 171l D27 (27 [a)
kezd Loo(R4) 720
<SCONfllp Y 2% (277 ) (26)
j=20

El segundo término de la suma se puede acotar de la siguiente manera:

YI<Y ¥ X [ 1wl @y-pldyle (e - b)

11 320 |k|>|z|25-1 A 01]4

<DL D D / y)| Sup n(2y — k)dy | (2x — k)|

<
IO k[Zlal2-1 A lyl<vd

Y S 2 [ 1 Sw - b
320 k2|21 ly|<Vd
pero |2y — k| 4+ |27y| > |k| > [277'2| y Izl ~ /d entonces 2y — k| >

27 ('”:' ]y|> > 27 <‘“‘ \/c_l>, de ésto se obtlene:

<cy > 2]d/|f ( ('%'—J&))dyn(m—k)

720 |k|>|x|29-1 0.1]4

X X 2 (2 (G- va) -

320 |k >|z|20 -1

v |
<l 2 (2 (Y5 - V) )| S aee -0 @
Jj=0 kezd Loo(R4)
Ahora, como % —Vd > % - % = % y de: (26) y (27), tenemos:
IS <Ol S 2 (257 o) (28)
1] >0
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Proposicién 12. En RY, Sea f(x) absolutamente acotada por una funcién
radial decreciente n(|x]) tal que n(|z|)in(2 + |z|) € LY(R?) . Si F es un
conjunto cerrado que no contiene al 0 entonces:

2/2]‘1}]”2] |dx<oo

]OF

Demostracién. Sin perdida de generalidad, sea F' = R?\ B(p, 0) donde p > 0.

Denotemos con €2 a las variables angulares y sea wq = }{x eRY/|z| < 1}’
Entonces:

Z/ 21| f(2z)| dar < Z/dQ/ 1oty (i) de/Td12jd77(2jr)dr
i=0 % =0

0] (T e
]:0 0

j=0

C’/rd (2 + 7)n(r)dr < oo
0

]

Observacion. Dado un cubo diadico, lo indexamos, de la siguiente manera:
L =127k, 279 (k. + 1) con j € Z y k = (ki, ..., ka) € Z°.

Lema 1. Sea f € L'(RY) N L*(R?) tal que Supp(f) C I;} (cubo diadico)
entonces existe una funcion radial decreciente e integrable ®1(|x|) para | L >

Vd y una constante C' independiente de f, j € Z, k € Z% y ¢ de manera que:
U.Q;f(2)] < C||fll 2@ (|22 —k]) VzeR? |2z —k|>4Vd (29)

Demostracion. Es consecuencia del teorema 11 y la proposicion 12 y un cam-
bio de variables siendo mas precisos por un argumento similar a uno utilizado
en el teorema 10:

Q; = J;QoJ-; (30)
Es fécil verificar que (J;)* = 2799J_; . Por otra parte, sea f € L*(R?),

entonces
UsTif (2) = > ) Y e (Tif ) () (31)

JEZ kezZd A
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=D > 2 T (e (32)

JEL kezZd A

Como J_;j, = —2% @/)] .. entonces (32) es igual a

Z Z Zg?kQ_% <f7 wj)'\fik>¢])‘\—i+ik<l’>

JEZ kezd A
=3 3N S f ) a(@)
JEZ kezd A
=S SN () T (@) = U () (33)
JEZL kezd A
donde ¢ 5 53\ i, entonces U J; = J;Uz, de éste hecho y de (30) tenemos

Uer = U6JjQ0J—j = JjUEQOJ—j

Ahora, sin perdida de generalidad, sea f € L*(R?) tal que Supp(f) C I,
entonces f = J;g con Supp(g) C Iy, de ésto

JiUsQoJ_; [ = J;UQuJ_;J;9 = J;UeQog

entonces (29) se obtiene de aplicar la proposicién 11 y una traslacion.
m

Proposicién 13. Eziste ®; € L'Y(R?) decreciente, constante en cada con-
junto A, = qrxeR*:n< lrga<><51|xz| n+1py Vn € Ny, de manera que
X

Vf e L? (RY) con Supp(f) C I; se verifica:
[P f(2)] < C [ fll 2 2790, (22 — k) (34)

Demostracion. Por medio de un cambio de variables, alcanza con verificar
(34) para j = 0 y k = 0. Primero, hagamos notar que para cada z € R? se
tiene:

U Pof (z ZZZW/If )] [ 2y — k)| dy |9 (27 — k)| (35)

J<0 kezd X

< ll oy (2= 1) 204 3 / () n(2y — R)dy

Jj<0 keZd pa

< [1r Y n@y - by

7<0 R4 kezd
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<C

> 0@y —k)

kezZd

£l Y 2" < C (36)

Loo(Rd) 7<0

Por otro lado, de la proposicién 12 es facil verificar que existe una funcion ra-
dial decreciente e integrable @ (|z|) tal que |Qo f(2)] < C||fll;: @1 (Jz|) V€
R? : |x| > 4v/d. Entonces podemos encontrar una constante apropiada K de
manera que podemos definir una nueva funcién radial decreciente:

= si 2l
Bile) = { Cllfll st 5 <V o)

| KO (J2]) s B> Va

Es claro que @5 € L'(R%) y como Supp(f) C Iy entonces | Py f (z)| = |Qof ()]
v % > v/d. con un poco de abuso de notacién podemos asumir que Zﬁ; = Gor
donde r = |z| y G : (0,00) — R es una funcién en L™ y decreciente. Ahora,
se puede definir :

Oy(x) =G(n) si €A,
Para probar que ®, € L' construimos la siguiente funcién auxiliar: ®3(z) =

5; <ﬁ> Ahora, para cada z € R? existe un n € Ny tal que z € A,.
Si = verifica max |z < n + 1 entonces |z| < V/d(n+ 1). De éste hecho:

1<i<d
1&% < ("fol) <n—1< nsin > 2, entonces, como GG es decreciente,
O3(x) =G (%) > G(n) = ®5(x). Entonces @3 € L' mayora ®,. O

El siguiente resultado, mas adelante nos permitira utilizar el clasico teore-
ma de descomposiciéon de Calderon-Zygmund para probar que los operadores
Ue son de tipo (1,1)-débil.

Teorema 17. Si los I; 1, son cubos diadicos y las f; 1 son funciones tales que
Supp(fjr) C 1 para las cuales vale la siguiente desigualdad:

1
A<—/\fjky < 29\
m
]jk

entonces

S Pifal| <ox Y lful (38)

(4,k)eZx74 12 (j,k)ezZxz4
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Demostracion. Como los P; son proyecciones ortogonales entonces son au-
toadjuntos:

Z F)Jf]k - Z Z <P]fjk:7pmfmn>

(4,k)EZXZ? 12 (4,k)EZXZA (m,n)ELXZ2

= Z Z <Pijfjkafmn>

(4,k)EZXZA (m,n)ELXZ2

— Z Z <Pm1n{m j}f]k> fmn S Z Z /ijjkm

(4,k)EZXZA (m,n)ELXZ2 (4,k)EZXZE m>j neZ? R

De la ecuacién (34) y por la proposicién 13 tenemos:

2 ) > / P; fi1(2) frnn () da

(4,k)EZXZE m>j neZ? Rd

2 3 N [l 20— ) ()]

(4,k)EZXZE m=j nEZdI .
=2 3 a2 Y[ @l ) (e do =1
(G.k)ELXZA mzjnezd

Como ®5(2’x — k) es constante sobre cada cubo I, ,, entonces:

Iy — x ;15:L x)|dx Ix — k)dw
/ B2 b)) dr = 7 /|fmn< )|d / B2z — k)d

mn mn mn

de ésto, tenemos:

<2 > a2t Y 2d)\/<1>2 (2z —k

(j,k)eZxZ4 m>=j n€zd

Imn

<2 Y (el a2 / o2z — k)dr <ANP2llpn D [l

(4,k)ezxz U Tmn (4,k)ezxz?

]
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4.2. Resultado Principal

Antes de probar el tdltimo teorema (sobre bases incondicionales), se nece-
sita el siguiente resultado, que es fundamental para su demostracion:

Lema 2. Sea ¢*(z) € RB, mas ain, existe una funcion radial decreciente
n(z) de manera que n(x)in(2 + |z|) € LYRY) y [ z)] < n(x) para todo
x € R? entonces Los operadores U, son del tipo (1,1)-débil: 3 C' > 0 tal que
para toda f € L*(RY) N L*(RY), y cada A > 0:

Uniformemente en €.

Demostracion. Por el teorema de descomposicion de Calderén-Zygmund,
para cada \ > 0 existe una familia de indices F C Z x Z< tales que para cada

(7,k) € F:
< / /1< (39)

v |f(z)| < Aparacadaz € RY— |J I y de la ecuacién (39) se sigue que:
(ke

U L < Hfl\’Ll (40)

G,k)eF

Como de costumbre P; denota la proyeccion ortogonal sobre
_ A
V}' = Span {wm i<jAeAkeZd
asf que podemos escribir P; como P;(.) = > > > (., 4, )4)), v la proyeccién

1<j kezZd A
al complemento ortogonal como (); = I — P;. Ahora, descomopongamos a

f en una funcién buena y otra mala * mas precisamente, si f; = S5,

tenemos:
g(z) = f1 @)+ Y. Pifulx)
(Rd— U Ijk) G.k)eF
G.meF

ba)=(f—g) (@)= > (I-P)filx)= > Qifu()
(k) eF G.k)eF

4Notemos que ésta descomposicién es ligeramente diferente a la que se suele hacer, por
ejemplo, para probar que ciertos operadores integrales singulares son de tipo (1, 1)-débil
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Luego

+1 Y Pifa 7

Ri— U Ijk-) G.k)eF L2(R4)
L2(R9)

(4.k)e

||g||L2(Rd) < f—l(

ademas
2

f-1(d - [ @Pa<x [ e

— U [j k) c c
wrek L2(RY) U_ Lk U_ Lk
GeyeF GeyeF

por otra parte de la ecuacién (38):

2

> Pifn < CM | fll gy

(j,k)GF LQ(Rd)
luego se obtiene ||g||2 < Cy/A||f]l;1- De ésto obtenemos:
{z e R": |U.f(z)| > A}

< :

2

A
{x e R : |U.g(2)] > 5}
y de la desigualdad de Tchevicheff sale que:

A4 4 flgs
{oert: gl > 5| < s 1wl < ol < 1

+ Hx e R : |U.b(2)| > 5}

Ahora si K > 0 es una constante, que eventualmente depende de d de manera

que K [}, contenga una esfera, para la cual valga la proposicién 11, entonces
siQ=K |J I, de (40) tenemos:
G.k)eF

K
1< S0 (42)

Si escribimos

Jlwa< 3 [wan< X [ v

Qe G.keF g (jvk)eF(KIjk)c
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De (29) obtenemos:

/ U< S ikl <ClIAlL (43)
Qe G.k)eF

y por Tchevicheff, la ec. (42) y la ec. (43):

Hx e R : [ULb(z)] > %H <19+ Hx € Q1 |Unb(x)] > %}’

K 2C
< Sl + 5 1
[

Teorema 18. Sea ¢*(z) € RB, mas ain, existe una funcién radial decre-
ciente n(x) tal que n(z)in(2 + |z|) € L'(RY) y [v*(z)| < n(x) para cada
r € R? entonces el sistema {wz);g}zq NeAkezd €5 una base incondicional en
LP(RY) con 1 < p < oo.

Demostracién. Del lema 2, los U, son acotados en L?(R%), y por el teorema
de interpolacién de Marcinkewiczs se tiene que los U, son acotados (y por
lo tanto continuos) en LP(R?) con 1 < p < 2, mas atin existe una constante
C, > 0 independiente de ¢ tal que: [|U-f| ., < Cp |/ fl.» (Vf € LP(R?)), por
dualidad el mismo resultado vale para 2 < p < co: Dada f € L?(R%) N LP(RY)
y g € LY(R?) con i + % = 1, entonces por la desigualdad de Holder y que los
U. son acotados para 1 < p < 2

[ vz @ty = [ @)Uz

<Al 10egll e < M NLe Cllgll o

tomando supremo

WUefll = Sup / U.f(@)g(x)dz < |l C

llgll e <1
Rd

entonces los U, son continuos en LP(R%), 1 < p < oo, y sus normas son
uniformenente acotados. O
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5. COMENTARIOS VARIOS

5.1. Sobre la Convergencia Puntual

Nada se dijo sobre la convergencia puntual considerando algiin otro méto-
do de sumacion en la expansion Wavelet, por ejemplo, se puede probar lo
siguiente [12]:

Teorema 19. Sea ¢ acotada y rapidamente decreciente a cero tal que f v =
R
0, si para f € LP(R), 1 < p < oo definimos:

Tf= > ajdie,

|aj k|>>\

entonces para casi todo x vale:

T f(z) — f(z)
cuando A\ — 0.

Otros resultados de éste tipo se encuentran en [13]

5.2. Sobre la Convergencia Incondicional en otros Es-
pacios Funcionales

Existen resultados andlogos a los expuestos para el caso de espacios L
pesados, por ejemplo en [1] se prueba que bajo ciertas condiciones sobre la
funcién de peso w y suponiendo que la funcién de escala ¢ € RB entonces
las wavelets asociadas son una base incondicional de LP(RY w(z)dz) con
1 <p<oo.

Otros resultados sobre wavelets en espacios de Hardy se pueden encontrar en
[16] vy [5].
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