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0. Introduccion

Cuando uno se acerca a la teoria de deformaciones observa que en principio, hay por
lo menos tres tipos distintos. Para hacer una primera aproximacién, podriamos decir que
estas deformaciones aparecen en andlisis, algebra y geometria algebraica. Describamoslas
brevemente para tener una idea bien béasica del tema.

0.1. Estructuras analiticas

La teoria de deformaciones de estructuras complejas de variedades Riemannianas es una
idea que se remonta hasta el mismo Riemann donde en un trabajo de 1857 [20] calculf el
numero de parametros independientes del cual depende las variaciones de una superficie
de Riemann compleja compacta (dimensién compleja igual a uno). Llamé a estos pardmet-
ros “moduli”. La férmula de Riemann declara que el nimero de moduli de una superficie
de Riemann compacta de género g > 2 es igual a 3g — 3. Esta férmula fue generalizada
por Klein para superficies de Riemann con borde. Desde esa publicacién el interés en las
deformaciones de estas estructuras nunca se ha perdido.

Con respecto a variedades de dimensiones mayores, las deformaciones de superficies al-
gebraicas fueron tratadas por primera vez en 1888 por Max Noether [19]. Sin embargo
las teorias de deformacién de variedades complejas de dimensiones superiores no han sido
tratadas sino 100 anos después.

En 1957 (100 anos después del trabajo de Riemann) Frolicher y Nijenhuis publicaron un
trabajo en el que estudian deformaciones de variedades complejas de dimensiones superi-
ores mediante métodos de geometria diferencial obteniendo importantes resultados.
Inspirados por este trabajo Kodaira y Spencer concibieron una teoria de deformaciones de
variedades complejas compactas. Veamos su teorfa un poco mas de cerca [13]:
Intuitivamente una deformacién de una variedad compleja compacta X viene dada por
una familia {X;};ep. En caso de que X sea una variedad algebraica compleja suave y

proyectiva definida por polinomios homogéneos X = {Py(zo,...,x,) = 0}, viene dada
por variaciones de los polinomios Py(zo, . . ., Zn,t), con Py(z,...,Zn,0) = P\(x0,...,2p).
Luego tomando X; = {P\(zo,...,Zn,t) = 0} se tiene que X; tiene dimensién constante

para |t| < € (en ese caso serd suave).

Més formalmente, una deformacién de X viene dada por X — B donde X y B son
variedades complejas y m un morfismo (holomorfo) propio y suave (el diferencial 7, tiene
rango méaximo). Luego las fibras X; = 7~ !(¢) son variedades complejas compactas. Asum-
imos que X3, = X para algun ¢y € B fijo.

La teoria de Kodaira-Spencer es local, luego podemos pensar a B como un entorno del
cero en C™. Tomemos el caso m = 1 ya que a modo explicativo es el ejemplo testigo de la
teoria. Entonces tendremos que B tiene dimensiéon compleja igual a uno.

Algunas preguntas que trata la teoria de Kodaira-Spencer pueden ser jexisten deforma-
ciones de X7, jqué propiedades de X son estables bajo deformacién? ;cémo se comporta
el grupo cohomolégico H?( Xy, J;) en la familia?

El primer invariante en ser estudiado es la aplicacién de Kodaira-Spencer T, B 2% H* (Ox,)-
Veamos como se define y qué datos aporta: intuitivamente mide las variaciones de primer
orden de la estructura compleja.

La proyeccion 7 tiene rango maximo, luego achicando B si es necesario, podemos tomar
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un cubrimiento de X’ por entornos coordenados U, con coordenadas locales (zq,t) tal que
7(zq,t) = t; por lo tanto cercanos a X3, la deformacion es trivial (biholomorfa a X x B),
luego podria esperarse que la no-trivialidad global sea medida cohomoldgicamente. En las
intersecciones de los entornos tenemos

(Z) Ra = faﬂ(zﬂvt)
(i) faﬁ(fﬂw(z'yat)at) = fa’y(z’yat)
Si pensamos a la variedad compleja dada por los datos de pegado (i), el campo vectorial

af& (257 t) 0

describe la variacién de los datos de pegado y por consiguiente de la estructura de variedad
compleja.

Ahora, 0,5(t) € CH({Ua(t)},Ox,) una 1-cocadena de Cech para el haz tangente O, rel-
ativo al cubrimiento U, (t) := U, () Xy de Xj.

Diferenciar (i) con respecto a t muestra que el coborde 6{f,5(t)} = 0 y por lo tanto se
tiene definida una clase cohomoldgica {0,5(t)} € H'(Ox,).

Esta es la aplicacién Kodaira-Spencer.

Un resultado de la teorfa dice que la familia X —— B es localmente trivial si y sélo si
todos los p; = 0.

Otro resultado muy importante concerniente a p; es que da (en sentido préctico) la ob-
struccién a levantar % sobre la base de un campo vectorial holomorfo definido sobre X.
Si % se levanta a un campo vectorial holomorfo v con 7. (v) = %, entonces el flujo holo-
morfo de v da un isomorfismo (holomorfo) X;, = X; y por lo tanto una trivializacién
X=Xy, xB.

Ahora, como puede ser visto usando particiones de la unidad, no hay obstruccion a levan-
tar % como campo vectorial C*°, luego el difeomorfismo resultante (X, = X;), puede ser
usado para transportar la estructura compleja de X; de vuelta a Xy,.

Un andlisis minucioso de esto, afirma que se puede expresar el operador de Cauchy-
Riemann d; para X; como J; = 0 + 6(t) donde 6(t) es una (0-1)-forma a valores en
Ox tal que O(t) = 01t + 62> + ... es una serie convergente en t.

La condicién de integrabilidad 5? = 0 da una serie de relaciones:
= 06, =0
= 0y + %[91,91] =0

La primera afirma que 0; define una clase cohomoldgica de Dolbeault {6} € Hg’l((a X)s

la segunda que la clase cohomolégica de Dolbeault {[0:,61]} € Hg’2(@ x) definida por el
corchete [0, 0;] debe ser cero. B
En conjunto, las relaciones son equivalentes a 9;6(t) = 0, o sea, {0(t)} € Hg’l(@x).

t

Luego usando el isomorfismo de Dolbeault H(Oy,) = Hg’l(@ x) se tiene que
t

p(0) = {00}
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Esto muestra cémo las clases de Kodaira-Spencer dan la variacién de variedades comple-
jas.

El teorema probado por Frolicher-Nijenhuis (de manera independiente) afirma que si
H'(©x) =0 la familia 7 es localmente trivial.

Un teorema fundamental en la teorfa de Kodaira-Spencer afirma que si H2(Ox) = 0 existe

una familia 7 tal que T}, B 2o 7 1(©x) es un isomorfismo.

Este teorema fue extendido por Kuranishi para probar la existencia de familias localmente
universales donde B es una subvariedad analitica en un entorno del cero en H'(Ox) con
dim B > dim H'(©x) — H*(Oy).

Como ejemplo sobre estabilidad, existe un teorema (de Kodaira-Spencer) que dice que si
X es una variedad de Kéhler entonces X; también lo serd para t cercanos a tg.

Para terminar cabe aclarar que esta teoria fue asimilada es diversas teorias de deforma-
ciones incluyendo subgrupos discretos de grupos de Lie semisimples (Calabi, Weil, Mat-
sushima, entre otros) y dlgebras (Gerstenhaber), a lo largo de los afos estas teorias fueron
extendidas, expandidas y aplicadas.

En el drea de geometria algebraica, la teoria de Kodaira-Spencer fue rdpidamente absorbi-
da, adaptada y muy extendida por Grothendieck y su escuela. Junto al estudio comple-
mentario de moduli global, especialmente de curvas algebraicas iniciadas por Mumford,
uno ve que casi 50 anos luego, la teoria de deformacién (local y global) es absolutamente
central en la geometria algebraica moderna. Inclusive en otras areas como teoria de cuerdas
(cohomologia cudntica) y los trabajos en variedades de Calabi-Yau.

0.2. Esquemas

En algiin sentido, la teoria de deformaciones en el contexto de geometria algebraica es
tan vieja como la disciplina misma: esto es debido a que los objetos dlgebro-geométricos
pueden ser “deformados” con una variacién de los coeficientes de sus ecuaciones de defini-
cién, y esto ha sido siempre, por supuesto, conocido por los geémetras clasicos.

Sin embargo, un entendimiento correcto de lo que significa “deformar” lleva a una de las
partes técnicamente mas dificiles de la geometria algebraica.

Es justo decir que estos obstaculos técnicos han tenido un fuerte impacto en el lenguaje
clasico generando una crisis y llevandolo hacia el desarrollo moderno, basado en la teoria
de esquemas y de métodos cohomoldgicos.

El enfoque moderno se originé gracias al trabajo de Kodaira-Spencer [13] sobre deforma-
ciones infinitesimales de variedades analiticas complejas y a la formalizacién y traduccion
al lenguaje de esquemas gracias a Grothendieck [I0],[11]. La teoria para variedades alge-
braicas fue construida por Artin [2] y Schlessinger [21].

Una deformacién de una variedad algebraica es la inclusién de la variedad en una fa-
milia de variedades algebraicas. La teoria de deformaciones de variedades algebraicas (o
mas generalmente, de esquemas) es el andlogo algebraico de la teoria de deformaciones
de estructuras analiticas previamente introducidas. Algunos problemas que trata son los
siguientes: sea Xy un esquema sobre un cuerpo k. S un esquema y sy € S un punto con
cuerpo residual k. Una pregunta que puede hacerse es si existird un S-esquema X playo
cuya fibra sobre sg sea isomorfa a Xy. En caso afirmativo el S-esquema X se dice defor-
macion del esquema X sobre S.

Otra pregunta pertinente es si existe una deformacién M sobre el esquema X, tal que
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para cualquier otra deformacion X — S es posible encontrar un morfismo S — M tal
que X es pullback sobre M.

Existe también lo que se conoce como deformaciones formales: dada una deformacién
X — § de un esquema Xy, la completaciéon formal sobre la fibra Xg, define una de-
formacién formal sobre la completacién del anillo local Og,,. Claramente se tienen los
mismos problemas descritos previamente. Por ejemplo, la deformacion formal universal de
una variedad suave es el analogo algebraico del espacio de moduli local en la teoria de
deformaciones de estructuras analiticas.

Cuando S = Spec(R) con R anillo local de Artin (resp. completo) con cuerpo residual k
las deformaciones de X sobre S se dicen infinitesimales (resp. formales).

Si Xo es un k-esquema suave y H?(Xo,Tx,) = 0 se tiene un teorema [J] que afirma la
existencia de una deformacién infinitesimal andloga al caso analitico. También se tiene un
teorema [9] que afirma que si H'(Xg, Tx,) = 0 la deformacién es trivial. Andlogos al caso
analitico.

El problema de la existencia de deformaciones formales se estudia mediante el funtor de
deformaciéon Defx, de la categoria de anillos locales de Artin con cuerpo residual k a la
categoria de conjuntos, que a cada anillo le asocia el conjunto de las clases de isomorfismo
de deformaciones infinitesimales de X [2]. Existird una deformacién formal universal si y
solo si el funtor es pro-representable (representable mediante un objeto fuera de la cate-
goria) [21I]. Las propiedades de la deformacién se traducen en en propiedades del funtor
[21].

0.3. Estructuras algebraicas

Todas las posibles operaciones bilineales que sean productos de &dlgebras sobre un k-
espacio vectorial de dimensién finita V' forman una variedad algebraica A(V'). Notar que
esta variedad esta dentro del espacio vectorial homg(V ® V, V). El hecho de que A(V)
es una variedad algebraica se deduce de que fijada una base de V', cada multiplicacién
tiene asociada sus constantes estructurales definidas por ecuaciones polinomiales. Notar
que si dimg (V) = n, se tendra que A(V) es una variedad algebraica dentro de un espacio
vectorial de dimensién n3.

Dos elementos de esta variedad representan dlgebras isomorfas si y solo si pertenecen a la
misma orbita del grupo GL(V') que actiia naturalmente en A(V'). La teoria de deforma-
ciones de algebras hace posible un estudio local del conjunto cociente A(V')/GL(V), o sea
del conjunto de clases de isomorfismos de dlgebras en el espacio V. Si se consideran ciertas
clases de algebras T C A(V'), uno puede considerar las deformaciones de estas élgebras
que caen dentro de T'. En particular uno puede considerar deformaciones de algebras aso-
ciativas, asociativas-conmutativas, de Lie. Notar también que son clases invariantes bajo
la accién de GL(V).

La teoria de deformaciones de algebras sobre un espacio vectorial de dimensién n sobre R
o C recrea en varios aspectos la teoria de deformaciones de estructuras analiticas. Veremos
en este trabajo que cada algebra de dimensién finita A sobre R o C tiene una deformacién
completa parametrizada por un ”germen”de subespacio analitico (que contiene al 0) de
H?(A,V) donde H*(A, —) denota una teorfa cohomoldgica adecuada. En el caso en que
H3(A,V) = 0, este subespacio coincide con H?(A,V). El teorema de rigidez , surge
del siguiente resultado: si H2(A, V) = 0 el dlgebra A en la clase T es rigida, o sea, significa
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que la orbita de A por GL(V') es un abierto (Zariski) de T'. Luego, por ejemplo las dlgebras
de Lie semisimples, son rigidas como algebras de Lie.

También se desarrollard en este trabajo la teoria de deformacién de morfismos de alge-
bras de dimensién finita, de médulos, de morfismos dejando el dominio fijo y el codominio
variable, complejos, codlgebras, etc. De hecho todas estas deformaciones entran dentro de
una teorfa englobadora que se modelan via un &dlgebra de Lie diferencial graduada que
estudiaremos en esta tesis . Para este enfoque/modelo un ingrediente muy importante
es la ecuacion de Maurer-Cartan; Las soluciones a esta ecuacién seran las deformaciones
de una estructura dada (ver

Otro punto que la teoria de deformaciones algebraicas abarca es el de las deformaciones for-
males. Por ejemplo, una deformacién formal de un algebra definida en un espacio vectorial
V' (sobre un cuerpo k) y multiplicacién p, es un dlgebra con espacio vectorial subyacente
V ® k[[t]] de series formales con la nueva operacién ¢; definida por

qbt(“? b) = M(a’ b) + Z ‘;Di(aa b)ti
1

donde a,b € V' y p; € homy(V ® V, V). Si se requiere que el algebra resultante pertenezca
a cierta clase, uno habla de deformaciones formales de algebras asociativas, de Lie, etc.
Dos deformaciones ¢; y ¢} de un algebra se dicen equivalentes si existe un automorfismo
W, del espacio V @ k[[t]] de la forma Wi(a) = a + > 7" ¢;(a)t* con ¢; : V. — V lineal, tal
que ¢y (a,b) = \I’t_l(¢t(‘1’t(a)7 (b))

Las deformaciones equivalentes al producto usual del algebra se denominan triviales, un
algebra sin deformaciones no-triviales dentro de cierta clase T' se dice rigida formal en 7.
Un resultado clasico ([6],[18]), dice que en las clases de dlgebras asociativas, conmutativas-
asociativas y de Lie, la ecuacion H?(A,V) = 0 es suficiente para la rigidez. En esta tesis
no soélo lo probaremos para estos casos, sino que lo veremos para muchos ejemplos mas.
Incluso en su generalidad.

0.4. Conclusion

En esta tesis introduciremos al lector a la teoria de deformaciones via DGLA (élgebra
de Lie diferencial graduada). El acercamiento a los problemas de deformaciones infinitesi-
males, cldsicamente (Grothendieck-Schlessinger-Mumford) se hacia via funtores de defor-
macién [2]. Si bien este procedimiento es bastante abarcativo para la mayoria de los casos,
tiene la desventaja de ser poco general (con respecto a las varias teorias de deformacién
existentes). El término teoria de deformacion se refiere, en realidad, a un amplio conjunto
de teorias de deformaciones como hemos detallado previamente: pequenas perturbaciones
de una estructura matematica especifica; por ejemplo, teoria de deformacién de variedades
complejas, de dlgebras asociativas, de esquemas, de representaciones, y muchas mas.

La cuestiéon radica en que los resultados de cada una de estas teorias son probados usando
herramientas completamente distintas, desde familias de operadores diferenciales elipticos
para las deformaciones de estructura de variedad compleja ([I3]) hasta topos anillados
([2]).

Pero, sin embargo, todas tienen cosas en comun: por ejemplo poseen un espacio vectorial
de deformaciones de primer orden (en general H' de algiin complejo) y un espacio de
obstrucciones (usualmente un H?). Otro punto unificante de las teorfas es la frase “bajo
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un cuerpo de caracteristica cero todo problema de deformacién esta gobernado por una
DGLA”, acunada por las ideas de Quillen, Deligne, Drinfeld (y otros) de hace 25 anos
[3]. Hoy en dia, gracias a Kontsevich, estas ideas fueron rescatadas y utilizadas [14],[15],
mostrando gran utilidad y posibilidad de desarrollo, haciendo que la teoria de deformacion
general sea un area de investigacién muy activa.

0.5. Objetivo

Esta humilde tesis, se va a concentrar en las deformaciones formales de estructuras alge-
braicas, llevandolas al enfoque actual y viendo como la teoria de deformaciones formales
algebraicas encaja en la de DGLA.

Para esto deberé introducir al lector en muchos ejemplos de deformaciones formales, pre-
sentar la teoria de DGLA para asi hablar de la teoria de deformaciones via DGLA desde
el enfoque clésico y el moderno, y luego, por ultimo, traducir los ejemplos iniciales en la

teoria de DGLA.

0.6. Organizacién

En las primeras nueve secciones se dan ejemplos detallados de diversas deformaciones
formales de estructuras algebraicas.
La seccién diez esta dedicada a explicar qué es una DGLA (desde el principio), para
as{ meternos de lleno en la seccién once que detalla cémo son utilizadas las DGLA y
qué es la ecuacion de Maurer-Cartan, asi mismo, veremos aqui la relacion de esta teoria
con la teoria de deformaciones formales de las secciones previas. De hecho, esta relacién
se ve explotada en la seccién doce donde se habla (sin demostraciones) del enfoque actual
de la teoria.
Finalmente, en la udltima seccién, daré ejemplos de DGLA demostrando que lo son y
aplicaré la teoria desarrollada sobre estas, haciendo un par de comentarios.
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1. Preliminares

Resumen

Antes de comenzar con el trabajo quisiera hacer un pequefio comentario sobre la
notacién que utilizaré. También sobre algunos datos que supondré conocidos.

Notaciéon 1.0.1. Dado un k-espacio vectorial V', a la funcién lineal identidad V' Ly
tal que a cada v € V le asigna v € V la denotaré idy o 1y, o simplemente, si el contexto
lo sugiere, ¢d o 1.

Notacién 1.0.2. Una funcién V x V - V bilineal se dice asociativa si para todo
a,b,c € V se tiene h(h(a,b),c) = h(a,h(b,c)), o lo que es equivalente, viéndola como
morfismo lineal V@V -5 V que cumpla h(h(a ® b) ® ¢) = h(a ® h(b® ¢)) y ésto pasa

k
<= h(h ®idy) = h(idy ® h).
Notar que h(h ® idy)(a ®@b® ¢) = h(h(a ® b) ® ¢), luego se deduce la afirmacion.

Notacién 1.0.3. Del mismo modo, un morfismo k-lineal C e ®C' se dice coasociativo
si se tiene (idc ® h)h = (h ®idc)h. Veamos lo 1til de esta notacién al querer ver qué pasa
con los elementos: sea ¢ € C' = h(c) = ) b; ® a; = la coasociatividad queda

Observacion 1.0.4. En general no utilizaré los indices de las sumatorias cuando sean
claros (como en el caso anterior).

Observacién 1.0.5. Tampoco nombraré (en general) al anillo por el cual se estd ten-
sorizando, o sea, ® significard ®.
k

Notacion 1.0.6. A los automorfismos de un k-espacio vectorial L los denotaré por
auty(L). Cuando el espacio vectorial tenga una estructura adicional, por ejemplo dlgebra
de Lie, a los automorfismos lineales los seguiré denotando auti(L) y a los automorfismos
de k-algebras de Lie los denotaré por auty_r;.(L).

Observacién 1.0.7. Siempre trabajaremos con cuerpos de caracteristica cero, en realidad
maés concretamente con R o C. A pesar de que gran parte de los resultados de este trabajo
se adaptan a cuerpos de caracteristica arbitraria no los trataré.

Notacion 1.0.8. Para denotar que se estd definiendo una funcién se utilizara la expresién

13

:=". Por ejemplo f(x) := x+ 2 significa que se estd definiendo f como z NN x+ 2. Notar
la diferencia con la expresién f(z) = x + 2 que afirma la igualdad entre los dos miembros.

Observacién 1.0.9. Para las secciones de deformaciones formales (las ocho siguientes)
utilizaré mucho el funtor exacto (—)" := (—) ® k((t)) donde k((t)) es el cuerpo de fracciones
k

del anillo de series formales k[[t]]. Notar que (—)" es exacto ya que k((t)) es playo sobre

el cuerpo k [25].

Dado un k-espacio vectorial V', se puede considerar el kV- espacio vectorial VV. Mas atn,

dados V, W dos k-espacios vectoriales, se tiene que (V(%) wyr =vv k(((@)) WY pues k((t))
t

es k-playo. Por otro lado, cualquier morfismo V' 2w puede ser extendido de manera
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Gnica a V" 7, W mediante g" := g ® idj())-

Se tiene que ¢¥(>_t'v;) = Y t'g(v;). O sea, que g es la misma g salvo que en vez de ser
k-lineal también es k((t))-lineal. En algunas ocasiones, por simplicidad, notaré a ¢g¥ por g,
sabiendo que es k((t))-lineal.

Observacién 1.0.10. Notar que ¢g¥ = 0 <= g = 0. Sale por construccion de g¥ ya que
por un lado g%y = g y por otro 0¥ = 0.

Observacién 1.0.11. Dado que (—)” es un funtor, se tiene que si V' es un k-espacio
vectorial, entonces (idy )" = idywv.

Observacién 1.0.12. Esta observacién es simplemente para recordar un hecho muy sim-
ple y que utilizaré muy seguido. Dada una serie s := 14ta; +t2as+. .. uno puede construir
su inversa recursivamente, obteniendo s! =1 — ta; mod t%:
Se plantea
1= (1+tar+..)(bo+thi+...)=> " Y  ab
n i+j=n
Luego se tiene para n = 0, agby = 1, o sea, by = 1.

Para n > 0, Eiﬂ-:n a;b; = 0. En particular para n =1, 0 = by + a1, o sea, by = —aj.
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2. Algebras Asociativas

Resumen

En esta seccién seguiremos el articulo [0]. Trataremos la teoria de deformaciones
formales de algebras asociativas. Basicamente lo que se hace es: dada una k-algebra
asociativa A, se considera sobre A® k((t)) un nuevo producto. Este producto serd una
serie de potencias formal y sobre él, se verdn condiciones necesarias para que defi-
na una estructura de algebra asociativa. Se definirdn las obstrucciones y cudles son
las estructuras de dlgebras equivalentes. Esta construccién, por ser la primera, la de-
tallaré un poco mds que las siguientes. Se utilizard el complejo de Hochschild ([25]

pp.301).

2.1. Deformaciones infinitesimales

Sea A una k-dlgebra, no necesariamente de dimension finita con multiplicacién Fy y

V' su espacio vectorial subyacente. Cualquier funcién lineal V @ V IEIN (en particu-
k

lar la multiplicacién de A) puede ser extendida de manera tnica a una funcién lineal
v e ve LS v (1.0.9).
k((t))

Definiciéon 2.1.1. Llamaremos familia de deformaciones a un pardmetro de Fy o defor-

macion formal o solo deformacion de Fy a un morfismo VY ® VV ey expresable de

. B((1)
la siguiente forma

fo=>Y tFY (2.1.1)
=0

donde F; € homg(V ®@V, V) tal que f; es asociativa, o sea,
k

[t(ft @ idyv) = fe(idye @ fi) (2.1.2)

En otras palabras, una deformacién de Fy como algebra asociativa es una serie formal de

tipo (2.1.1]) tal que cumpla asociatividad (2.1.2)), o sea,
fi(a,b) = Fy(a,b) + tFi(a,b) + t*Fa(a,b) + . ..

y vale

ft(aa ft(b7 C)) = ft(ft(av b)? C)

Observacién 2.1.2. Puede considerarse al dlgebra A; := (VY| f;) cuyo espacio vecto-
rial subyacente es V'V y multiplicacion f; como un elemento genérico de una familia de
deformaciones a un parametro del algebra A.

Observacion 2.1.3. Si A tiene dimensién infinita, puede que f; no tenga especializaciones
sobre C distinta a la trivial ¢ = 0 (la multiplicacién original), sin embargo,

si dimg A < oo existen necesariamente especializaciones no-triviales ([I] pp.39). Luego el
espacio de especializaciones tiene dimensién mayor que uno.
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Ejemplo 2.1.4. Sea A = C algebra sobre R de dimgr A = 2. En este caso, V = R2. La

multiplicacién Fjy de C viene dadapor 1®l — 1 1®i —14¢ i®1 —i i®i— —1. Notemos

primero que dimg(homg(C® C,C)) = 8 y sea {Gy}$ los generadores de homg(C ® C, C).
R R

Supongamos dada C¥ @ C" F, C" expresable de la siguiente manera

RY

fi=>¢ t'F? donde F; € homg(C % C,C). Luego, cada F; serda combinacién R-lineal de

{Gy}. Entonces, f; = 3} Py(t)G}, con P, € R((t)). Luego los t admisibles serdn mas que
simplemente ¢t = 0. Este ejemplo es vélido para cualquier algebra de dimension finita,
afirmando que en estos casos, hay especializaciones no triviales.

Definicion 2.1.5. A Fj se la llama deformacidon infinitesimal de Fy. También puede
llamarse la primera derivada de la familia f;.

Observacion 2.1.6. La condicion (2.1.2)) de asociatividad para f; es equivalente a tener,

> F(Fj®idy) - F(idy ® F;) =0 Vne€N (2.1.3)
i+j=n
1,520

Esto es, pues,

0= fi(idye @ fi) — fi(fr @ idyv) = ZtiFf(idvv ® fi) = 'FY (fe @ idyv) =

i i J J
DD tH(E(idy @ Fy) - Fi(F;@idy))” = Y t"( Y Fiidy @ F) - F(F; @ idy))’
=4 =0 ik
1]z

Entonces, para que sea cero (ver [1.0.10)), debe serlo en cada grado, obteniendo ([2.1.3)).

Observacion 2.1.7. Para n = 0 se recupera la asociatividad de Fy.
Para n =1 se obtiene

aFi(b®c)— Fi(ab®c)+ Fi(a®bc) — Fi(a®b)e=0 Va,b,ce A

que en términos de la teoria de Hochschild, afirma que F; es un elemento del grupo
Z%(A, A). En otras palabras, las deformaciones infinitesimales de Fy [ver [2.1.5] son todas
2-cociclos de A con coeficientes en A.

2.2. Obstrucciones

Definicién 2.2.1. Dada una k-dlgebra asociativa A, un elemento arbitrario Fy € Z2?(A, A)
no tiene por qué ser la derivada de una familia f;. Cuando ese sea el caso, diremos que F}
es integrable.
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Observacion 2.2.2. La integrabilidad de F; implica una secuencia infinita de relaciones
que pueden interpretarse como la anulacién de la obstruccién a la integrabilidad de Fj.
Estas obstrucciones pueden deducirse facilmente de ([2.1.3):

Y F(Fj@idy) - Fidy @ F)= > + > + > =

i+j=n i+j=n 1=0,j=n  it=n,j=0
1,520 1,5>0
Y+ {~(Blidy ® F) — Fo(Fy @ idy) + Fy(idy ® Fy) — Fo(Fy ® idy))}
1+j=n
1,7>0
El primer término lo utilizo para definir la n-ésima obstruccion d F,, el segundo término es
exactamente la condicién de 3-coborde en F), (es d(F,), con d? el diferencial del complejo
de Hochschild).

0F, = >  F(F;®idy) - F(idy ® F;) € hom;(V®?,V) (2.2.1)
i+j=n
i,7>0
Observacién 2.2.3. f; es asociativa<= 0F,, = d*(F,) (n >2)
Por otro lado, si f; es asociativa y §F,, = 0 se tendra que F}, es un 2-cociclo, pues queda
0=6F, — (Fylidy ® F,) — Fo(F, ®@idy) + F,(idy @ Fy) — Fy(Fy @ idy)) = 0 — d*(F},)

Observacion 2.2.4. Si f; es asociativay Fi =...=F,_ 1 =0=
por construccién de §F,, queda §F, = 0. Luego por (2.2.3), F,, € Z?(A, A).

Definicion 2.2.5. Diremos que f; es asociativa hasta grado n si se cumple la condicion
de asociatividad (2.1.3) hasta n. En ese caso, notar que dF, = d*(Fy) 2 < k < ny
FL e Z%(A A).

Proposicién 2.2.6. d*(Fy) = 0Fy — d*(F2) = ... = 0F,—1 — d*(F—1) = 0 =

§F, € Z3(A, A)

Demostracion. Esta demostracién (al igual que todas las demostraciones de las proposi-
ciones similares a esta) se hard luego en un contexto mds general en [11.4]

Se le puede asignar una estructura de dlgebra de Lie graduada diferencial al complejo de
Hochschild, definiendo lo que se llama el corchete de Gerstenhaber:

Sea A un &lgebra asociativa sobre un cuerpo k de caracteristica 0, considero el complejo
de Hochschild (corrido en uno)

C*(A, A) := @) homy,(A®™H, A)[-n]
n>=0

con el diferencial D que es el usual corrido en uno, o sea, si

feC™A,A) = D"(f) =d""\(f)

Le construimos un corchete: si f, g homogéneos, se define [f, g] :== fog— (—1)?§go f donde
o es un producto no asociativo definido por

!
(fog)(ao®...®az, ) =Y (-1)7f(a0®...Qa; 109(a;®...®aiy3) @51 ©. . .Qag, )
1=0
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Con esta estructura se tiene un algebra de Lie diferencial graduada ([5] o [16]).

Notar que si f tiene grado dos, o sea, A®3 N A, se tiene que
[f, Fo] = Fo(ida ® f) — f(Fo ®ida ® ida) + f(ida ® Fo ®ida) — f(ida ®ida ® Fo)+

+Fo(f ®@ida) = D*(f) = d°(f)
Por otro lado,

[fis filn= Y [FiFj]= Y FioFj+FjoF =

i+j=n i+j=n
=2 Y FoF;=2 Y F(F®idy—ids®Fj)=20F,-d*(F,))
i+j=n i+j=n

Luego la condicién de asociatividad se traduce en [fy, fi]l, =0 Vn € N.
Dado que f; es un elemento homogéneo de grado uno, por Jacobi graduado se tiene:

[Lfes fils fi) = 0= 0 = [[fu, fil, filn = D [[fes filis Fj] = Y [2(0Fi — d*(Fy)), Fy] =

i+j=n i+j=n
= (hip6tesis) = 2[6F,, — d*(F},), Fy) = 2d*(6F,, — d*(F,)) = 2d*(0F},)
O

Observacién 2.2.7. Si se tienen definidos Fi, ..., F,,_1, como en la proposicién anterior,
se puede construir 6F,, € Z3(A, A). En caso de que JF}, sea un coborde (0F,, = d*F), por
la condicién de asociatividad , debe definirse F,, := F.

Con lo cual §F), es la obstruccién a continuar una familia definida hasta F,_q.

Definicién 2.2.8. Llamaremos la primera obstruccion a la integraciéon de Fy a [0F»] la
clase cohomoldgica de 0 Fs.

Corolario 2.2.9. Si H3(A, A) = 0 cualquier Fy € Z?(A, A) serd integrable

Demostracion. Sale del hecho de que todas las obstrucciones son nulas, luego, dado

Fy € Z?(A, A) se tiene que 6F, = d?F, ya que su clase cohomoldgica es cero. Defino
F5 := F. Luego dados, Fi,...,F,_1 se tiene que 6F,, = d*>G. Defino F, := G.

De esta manera se construye f; := > t'F asociativa.

Notar que todos los F; construidos quedan unicos salvo cobordes. O

2.3. Deformaciones Triviales

Definicion 2.3.1. Una familia de deformaciones a un pardametro g; de un algebra aso-
ciativa se dice trivial si existe ®; € auty(V?) de la forma ®; = idyv + > ;" t'¢Y con
@i € endy,(V) tales que g; = ;1 (FY(®; @ ®;)). Recordar que FY es el producto original
de A extendido a A, o sea, es el producto trivial del algebra A” = (VV, Fy).

Observacién 2.3.2. (A, g¢) 24, A es un isomorfismo de algebras ya que la condicién
O, = Fyj (P ® ®;) afirma que es un morfismo de dlgebras y al ser isomorfismo lineal,
queda de algebras.
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Observacién 2.3.3. Si g; := &, ' (FY(®; ® ®;)) = g¢(a,b) = FY(a,b) + tG¥(a,b) + ...
con G1 = d!(¢1). Esto sale del siguiente hecho:

Si ®; =id +tp; mod (t2) = (®;)~! =id — tyo1 mod (t?). Por otro lado

i (a)®:(b) = (a +t1(a))(b+toi(b) = ab+ t(ap1(b) + p1(a)b) mod (12) =

O (EY)(Qr © @1)))(a ®b) = ;' (ab + t(aps (b) + p1(a)h)) =

(id — tp1)(ab + t(ap1(b) + ¢1(a)b)) = ab + t(ap1(b) + p1(a)b) — te1(ab) =

ab + t(ap1(b) — p1(ab) + p1(a)b) = ab + td*(¢1)(a ®b) mod (t?) = Gy = d*(¢1)

Observacioén 2.3.4. Mas generalmente, dada una familia de deformaciones a un pardmetro
fi(a,b) = ab + tF(a,b) ... Definiendo g; := ®; ' (f;(®; @ ®;)), se tiene que

gi(a,b) = ab+tGY(a,b) ... con Gy = Fy + d*(¢1)

Nuevamente, fi(®(a) @ ®(b)) = ®(a)P(b) + tF1(P(a) @ (b)) = ab+ t(ap1(b) + p1(a)b)
tFl((a + tp1 (a)) &® (b +tp1 (b)) =ab+ t(agol (b) + gol(a)b) +tF (CL (%9 b) + tF1(a & ttpl(b))
tFi(ter(a) ®b) + tF1(te1(a) ® tp1(b)) = ab + t(ap1(b) + p1(a)b) + tF1(a @ b) +

£2F1(a ® p1(b)) + 2 F(p1(a) © b) + B Fi(1(a) © 1 (b)) =

ab + t(ap1(b) + 1(a)b) + tFi(a ®b) = ab+ t(ap1(b) + ¢1(a)b+ Fi(a ®b)) mod (t?) =
O, (fi(Pr @ ) (a®b) = (id — tr)(ab + t(ap1 (b) + p1(a)b + Fi(a @ b))) =

ab + t(ap1(b) + p1(a)b + Fi(a ® b)) — toi(ab) = ab + t(d' (p1) + F1)(a ® b) =

Gy = Fy +d'(¢1)

Luego se deduce que la integrabilidad de un elemento F; € Z2(A, A) depende sélo de su
clase cohomolégica. Por otro lado, si un elemento es integrable, cualquier otro perteneciente
a su clase también lo serd mediante este proceso dando lugar a algebras isomorfas.

Por este hecho, se puede interpretar H?(A, A) como deformaciones infinitesimales del alge-
bra A.

Notar que si la deformacién infinitesimal en una familia f; es cero, no quiere decir que la
familia sea trivial. Puede empezar trivialmente y después cambiar.

+
+

Definicion 2.3.5. Dos familias de deformaciones a un pardametro f; y g; se dicen
equivalentes si existe ®; € autg(V?) de la forma ®; = id + Y ;° t'p? con ¢; € end(V)
tales que ®;g; = f1(Pr @ Dy).

Cuando f; es equivalente a la deformacion identidad, f; ~ F{j, se dice trivial.

Observacion 2.3.6. Recordar la observacién : dada f; familia a un pardmetro de
deformaciones de un 4lgebra A tal que Fy = ... = F, | = 0= F, € Z%(A, A).

Si a parte se tiene que F,, € B%(A, A), o sea, I € C1(A, A) tal que F,, = d' (1)), deﬁniend(ﬂ
®y(a) := a—t"y(a) se tiene que ®; ' f,(®4(a) @ P (b)) = ab+t"TIE! L (a,b)+F2E) o+
Ya que fi(®P(a), (b)) = fi(a,b) — t" fi(a, (b)) — t" fr(¢(a),b) =

ab+ t"F,(a,b) — t"a(b) — t"p(a)b mod (t"1) =

(id + ") (ab + t(Fy(a,b) — av(b) — ¥()h)) =

(ab+ t"(Fy,(a,b) — ay(b) — 1(a)b)) + t"p(ab) = ab mod (t"+1)

Luego, usando nuevamente se obtiene que F), 41 € Z%(A, A) pero ahora, no nece-
sariamente, es un coborde. En resumen se tiene:

Proposicion 2.3.7. Sea f; una familia de deformaciones a un pardmetro de un dlgebra
A. Entonces, f; es equivalente a una familia gi(a,b) = ab+t"GY(a,b)+. .. donde el primer
término no-nulo G, es un 2-cociclo no cohomdlogo a cero.

'En el paper original estd mal hecho. Define 1 + "
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Corolario 2.3.8. Si H%(A, A) = 0 = A es rigida.

Ejemplo 2.3.9. Las k-dlgebras separables de dimensién finita tienen H" (A, A) = 0Vn > 0
([25] pp.310), luego son rigidas. En particular ([25] pp.310) A = M,,(k) es rigida.
Cuando veamos el espacio de Maurer-Cartan (o espacio de pardmetros) para &lgebras
asociativas de dimensién finita (que es la variedad algebraica de todas ellas), veremos que
cada algebra rigida, representa una componente conexa de esta variedad algebraica.
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3. Algebras de Lie

Resumen

En esta seccién ampliaremos el articulo [I8]. Trataremos la teorfa de deforma-
ciones formales de algebras de Lie, hablando de deformaciones triviales, obstrucciones
y rigidez. Como en el caso asociativo, que se utiliza el complejo de Hochschild, aqui se
utilizard el de Chevalley-Eilenberg ([25] pp.240).

3.1. Deformaciones infinitesimales

Las deformaciones formales de dlgebras de Lie, como veremos, son esencialmente iguales
a las de algebras asociativas.

Considero L un algebra de Lie sobre un cuerpo k cuyo espacio vectorial subyacente es V

y corchete Fp. Consideremos V' ® V" LN V¥ expresable de la siguiente forma:

KV

e .
f= Y
=0

donde F; € homy(V @V, V) y Fy el corchete del dlgebra de Lie L.
k

Para que f; sea un corchete, se necesita que sea antisimétrica y que cumpla Jacobi:
fila®@b) = —fi(b® a)
fi(fela®b) @c) + fe(fr(b®c) ®a) + fi(filc®a) ®b) =0
O en funcién de los F; estas condiciones son andlogas a:
Fi(a®b)=—-Fi(b®a) VieN

Y F(Fja®b)®c)+ F(Fjboc)®a)+ F(Fi(c®a)®b) =0 VneN

i+j=n
1,520

La demostracién de este hecho es como en el caso asociativo ([2.1.3]).
Para n = 0 afirma que L es un algebra de Lie.

Para n =1 se tiene que
Fi(a®b)=—-Fi(b®a)

Fl([aa b],C) + Fl([b7 CL (1) - Fl([a¢ C]a b) - [CL, Fl(bv C)] + [b? Fl(av C)] - [Ca Fl(av b)] =0
En otras palabras que Fj sea un 2-cociclo del complejo de Chevalley-FEilenberg.

Definiciéon 3.1.1. A la serie f; que cumple Jacobi y antisimetria se la llama familia de
deformaciones a un pardmetro de Fy, o simplemente deformacion formal o deformacion.

Definicion 3.1.2. A Fj se la llama deformacion infinitesimal Fy, o también primera
derivada de f;.
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3.2. Obstrucciones

Analicemos la condicién de Jacobi en funcién de los F; para el corchete f;. Notar que la
antisimetria indica que los F; deben ser antisimétricos:

o=+ > + Y =Y ) +RF(a@b)@c)+ F(F(b®c) @ a)+
i+j=n i+j=n i=0,j=n i=n,j=0 i+j=n
ij>0  ij>0 i,j>0

+Fy(Fr(c®a) ®@b) + F,(Fo(a®b) @ c) + Fp(Fo(b®c) ® a) + F(Fy(c®a) @ b)+

= (}Z )+ [Fn(a,b), ¢+ [Fu(b, ¢), a] + [Fu(c, a), b] + Fu([a, b], ¢) + Fu([b, ¢, a) + Fu([c, a], b)
50
= (Z ) - [C’ Fn(av b)] - [av Fn(bv C)} + [b’ Fn(av C)} +Fn([av b]’ C) +Fn([b7 CL a’) _Fn([av C]? b)
s
= (X)) - (F)
i+j=n
i,7>0
Definicion 3.2.1.

(F)(a®b®c)= Y Fi(Fia®b) ®c)+F(F;(b®c)®a)+ Fi(F(c®a)@b)
i+j=n
1,7>0
Observacion 3.2.2. En caso de que se cumpla la condiciéon de Jacobi para algun n, se
tendra que §F, = d?(F,). Y si se cumple Vn > 2 se tendra que f; es un corchete de Lie.
(Recordar que los F; deben ser antisimétricos y d?(Fy) = 0).

Proposicién 3.2.3. d*(F}) = 6F, — d*(Fy) = ... =0F, 1 — d*(F,_1) = 0 =
§F, € Z3(L, L)

Demostracion. Nuevamente, aclaro que esta demostracion, al igual que todas las proposi-
ciones analogas a ésta, son un caso particular de

Se le puede asignar una estructura de algebra de Lie graduada diferencial al complejo de
Chevalley-Eilenberg.

Sea L un algebra de Lie sobre un cuerpo k de caracteristica 0. Considero

n+1

C*(L,L) := P homy( \\ L, L)[-n]

n=0

El diferencial es el de Chevalley-Eilenberg corrido en uno (D" = d"1) y el corchete:
dados f, g homogéneos, se define [f,g] :== f A g — (=1)/9g A f donde A esta definido po

(fAg)aoN... Nag, ;) = ngn(n)f(g(an(o) Ao Nagg) Ay A A an(?+§))
"

2En el paper original estd mal. Evalta deg(f) datos en g
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Donde la suma se toma sobre todas las permutaciones 7 tales que

n0)<...<n@ yn@+1)<...<n(f+7). O sea, (g, f)-shuffles.
Con esta estructura se tiene un algebra de Lie diferencial graduada [17].

Veamos que si f tiene grado dos, o sea, \* L RNy (alternada), resulta [f, Fo] = —d>(f).
Recordar primero que Fy tiene grado uno, luego,

[f?FO]:f/\FO_FO/\f:>(f/\FO)(avbvcad):

= f([aab]acv d) - f([a> C]aba d) + f([(%d}ab? C) + f([bv C]aa7d) - f([b7d]aaa C) + f([c,d},a, b)

Las permutaciones 7 posibles (y usadas) para este célculo fueron aquellas (2,2)-shuffles
que tienen como imagen:

+(0,1,2,3),-(0,2,1,3),+(0,3,1,2),+(1,2,0,3), —(1,3,0,2), +(2,3,0,1)
Por otro lado,

(Fo A f)(a,b,¢,d) = =[f(b,¢,d),a] + [f(a,¢c,d),0] — [f(a,b,d),c] + [f(a,b,c),d]

En este caso las permutaciones fueron los (3 — 1)-shuffles:
—(1,2,3,0),4(0,2,3,1),—(0,1,3,2),+(0,1,2,3)

Juntando todo, se obtiene [f, Fy] = —d3(f).
Por otro lado,

[ftaft]n = Z [FI,FJ] = Z Fi/\Fj—l—Fj/\Fi =2 Z FZ‘/\FJ' =
i+j=n i+j=n i+j=n
=2 3" Fi(Fj(a,b),¢) + Fi(Fj(b,0),a) + Fi(Fj(c,),b) = 2(0F, — d*(F,))
i+j=n
Luego la condicién de Lie se traduce en [f, fi]l, =0 Vn e N.
Dado que f; es un elemento homogéneo de grado uno, por Jacobi graduado se tiene

[fi i, fi] = 0= 0= [[f1, i, filn = D> [[fss Filis Fy) =

i+j=n
= Y [2(6F; — d*(F,)), Fj] = (hip6tesis) =
i+j=n
= 2[0F, — d*(F,), Fy] = —2d3(6F,, — d*(F,)) = —2d°(6 F},)
O
Observacion 3.2.4. Si se tienen definidos Fi, ..., F,,_1, como en la proposicién anterior,
se puede construir 6F, € Z3(L, L). En caso de que §F),, sea un coborde (§F,, = d*F), por

la condicién de Lie, debe definirse F, := F.
Con lo cual 0 F), es la obstruccién a continuar una familia definida hasta F,_q.

Definicién 3.2.5. Llamaremos la primera obstruccion a la integracién de Fy a [0F»] la
clase cohomoldgica de § F5.
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Corolario 3.2.6. Si H3(L, L) = 0 cualquier Fy € Z*(L, L) serd integrable

Demostracion. Sale del hecho de que todas las obstrucciones son nulas, luego, dado

Fy € Z%(L,L) se tiene que 6F, = d?F ya que su clase cohomolégica es cero. Defino
Fy := F. Luego dados, Fi,...,F,_1 se tiene que 0F, = d’G. Defino F,, := G. De esta
manera se construye f; := > t'F corchete.

Notar que todos los F; construidos quedan unicos salvo cobordes. O

3.3. Deformaciones Triviales

Definicion 3.3.1. Una familia de deformaciones a un parametro g; de un algebra de Lie
se dice trivial si existe ®; € auty(V?) de la forma ®; = id + > t'¢?¥ con p; € endy(V)
tales que g; = &, (FY(®y @ By)).

Observacién 3.3.2. Notar que en caso de que g; sea trivial se tiene que

(L, g¢) 2o = (VV,F§) es un isomorfismo de élgebras de Lie ya que la condicién
Q19 = FJ (P @ ®4) afirma que es un morfismo de algebras de Lie y al ser isomorfismo
lineal, queda también de algebras.

Observaciéon 3.3.3. Dada una familia de deformaciones a un parametro
fi(a,b) = [a,b] + tFP(a,b) + ... Definiendo g; := ®; ' (f;(®; @ ®;)), se tiene que
gi(a,b) = [a,b] + tGY(a,b) + ... con Gy = Fy + d*(¢1)
Esto es pues

fi(®(a) @ ®(b)) = [(a), 2(0)] + tF1(P(a) @ D(b)) =

[a,b] + t([a, p1(b)] + [p1(a),b]) + tFi((a + tei(a)), (b+ te1 (D) =
[a,b] +t([a, p1(0)] + [p1(a), b]) + tF1(a,b) + tFi(a, tp1(b))+
+F1(tp1(a),b) + tE1 (L1 (a), te1(b)) = [a,b] + t([a, ¢1(0)] + [p1(a), b]) + tFi(a,b)+
+t2Fi(a, ¢1(b)) + t*Fi(p1(a), b) + 2 Fi(p1(a), ¢1(b)) = [a,b] + t([a, 01(b)] + [¢1(a), b))+
+tFy(a,b) = [a,b] + t([a, p1(D)] + [¢1(a),b] + Fi(a,b)) mod (t*) =
(@@ @) (a®b) = (id — t1)([a, b] + t([a, p1(b)] + [p1(a), b] + Fi(a, b)) =
[a,b] + t([a, ©1(b)] + [¢1(a), b] + Fi(a, b)) — te1([a, b]) = [a,b] + t(d" (1) + F1)(a @ b)
= Gy =F +d' ()

Luego se deduce que la integrabilidad de un elemento Fy € Z2(L, L) depende sélo de su
clase cohomolégica. Por otro lado, si un elemento es integrable, cualquier otro perteneciente
a su clase también lo serd dando lugar, mediante este proceso, a dlgebras isomorfas.

Por este hecho, se puede interpretar H?(L, L) como deformaciones infinitesimales del alge-
bra L.

Notar que si la deformacién infinitesimal en una familia f; es cero, no quiere decir que la
familia sea trivial. Puede empezar trivialmente y después cambiar.

Definicion 3.3.4. Dos familias de deformaciones a un pardametro f; y g; se dicen
equivalentes si existe ®; € autg(V?) de la forma ®; = id + Y .;° t'p? con ¢; € end(V)
tales que @1y = fr(Py @ Dy).

Cuando f; es equivalente a la deformacién identidad, f; ~ F{, se dice trivial como ya lo
hemos definido antes en [3.3.1}
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Observacion 3.3.5. Recordar que si se tiene f; familia a un pardmetro de deformaciones
de un 4lgebra L tal que F} = ... =F, 1 =0= F, € Z*(L, L).

Si a parte se tiene que F,, € B%(L, L), o sea, 3 € C*(L, L) tal que F;, = d' (%), definiendo
®y(a) := a—1"P(a) se tiene que &, (P (a) @By (b)) = ab+t"TLF!_ (a,b)+t"2F)  o+. . ..
Ya que fi(®i(a), P¢(b)) = fila,b) — t" fi(a, (b)) — " fi((a),b) =

[a,b] +t"Fy,(a,b) — t"[a,(b)] — t"[(a),b] mod (t"*!) =

(id + ") ([a, b] + " (Fu(a, b) — [a, 9 (b)] — [¢(a),b])) =

([a, 0] + t"(F(a,b) — [a,(b)] — [¢(a), b])) + t"¢([a, b]) = [a,b] mod (t"*)

Con lo cual, dado que en esta deformacién equivalente los primeros n términos son nulos,
se obtiene que F), 1 €7 2(L, L) pero ahora, no necesariamente, es un coborde. En resumen
se tiene:

Proposicion 3.3.6. Sea f; una familia de deformaciones a un parametro de un dlgebra
L. Entonces, f; es equivalente a una familia gi(a,b) = [a,b] + t"GE(a,b) + ... donde el
primer término no-nulo G,, es un 2-cociclo no cohomdlogo a cero.

Corolario 3.3.7. Si H?(L,L) = 0= L es rigida.

Ejemplo 3.3.8. Las algebras de Lie semisimples de dimension finita sobre un cuerpo de
caracteristica cero son rigidas ([25] pp.246).
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4. Morfismos de algebras asociativas

Resumen

En esta seccién trataré la teoria de deformaciones formales de morfismos de alge-
bras asociativas. Esta seccién la hice generalizando el articulo [26]. Lo que se hard es
extender los escalares de las dos élgebras (del dominio y del codominio) dejando lib-
ertad para poder definir un morfismo “formal” entre éstas, o sea, se define una serie
formal de potencias bajo la condiciéon de que sea morfismo: que mande productos en
productos. Con esta simple condicién se obtiene informacién suficiente para poder
definir obstrucciones, deformaciones triviales y luego, el teorema de rigidez. Utilizare-
mos nuevamente el complejo de Hochschild ([25] pp.301)

4.1. Deformaciones infinitesimales

Sean A y B dos k-dlgebras asociativas, y sea A o, B un morfismo de algebras. Notar
que puede verse a B como un A-bimddulo via el morfismo fp, definamos a - b := fy(a)by

b-a:=bfy(a).

Veamos que se tienen dos estructuras de médulos (a izquierda y a derecha) compatibles,
o sea, a(ba’) = (ab)d’.

Empecemos por la izquierda, (a derecha es igual):

s 1-b=fo(1)b=1b=0b.

v (ad’) - b= fo(ad')b = fola)fold')b=a-(a - b).

s (a+d) b= fola+a)b= fola)b+ fold)b=a -b+d -b.
s a-(b+0) = fola)b+b) = fola)b+ fola)t =a-b+a-b.

Por 1ltimo corroboremos que las dos estructuras son compatibles, lo cual es bastante
sencillo ya que el producto de B es asociativo:

a(ba) = fo(a)(bfo(a’)) = (fo(a)b) fo(a') = (ab)d’.

Definicion 4.1.1. Una deformacién formal de fj es una serie de potencias formal, definida
por

fe=f8+ )t f
1

con f; € homy(A,B) tal que f;(u%) = pi(ft ® fi) donde pa y pp son los respectivos
productos de A y de B.

Observacion 4.1.2. Notar que los productos de A y de B quedan fijos, o dicho en el
contexto de deformaciones, sélo se estd deformando el morfismo fjy. Si uno desea deformar
también A 6 B, la condicién a analizar debe ser fi(pa+) = ppt(fi ® fi).

Observacion 4.1.3. La propiedad multiplicativa puede expresarse en funcion de los f;
de la siguiente manera:

fulad) = 37 fil@)fi(a)

i+j=n
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ya que

0= fi(aad") — fi(a)fi(a') = Zt"fn (aa’) Z:t’fz Zt]fj

= Zt"fn (aa’) ZZtlﬂfl Ztn Z fn(ad") (a)fi(a a'))
n i+j=n

Observacion 4.1.4. Cuando n = 0 queda exactamente que f es un morfismo de dlgebras.
Para n = 1 se obtiene fi(aa’) = fo(a)fi(a') + fi(a)fo(a’) o equivalentemente que

d*(f1) = 0, un 1-cociclo del complejo de Hochschild homy(A®®, B) viendo a B como un
A-bimddulo via fy.

Recordar que fi(ad’) = fo(a)fi(a’) + fi(a)fo(a’') es equivalente a escribir fi(ad’) = a -
fi(a’) + fi(a) - @', o sino, mas simplemente d'(f;) = 0.

Definicion 4.1.5. Llamaremos deformacion infinitesimal de fy a fi, o también primera
derivada de la familia f;.

4.2. Obstrucciones

Observacion 4.2.1. Analicemos la propiedad multiplicativa:

0= > fila)fi(@) — falaad) = (3 )+ 3 )+ (X )~ falad)

i+j=n i+j=n 1=0,7=n i=n,j=0
4,7 >0
= (Y ) +afa(d) + fala)d = faaa’) = (Y ) +d"(fa)(a®a))
itj=n itj=n
4,7 >0 4,7>0

Definicion 4.2.2. Definamos el primer término de la igualdad como:

5fn = Z fz

i+j=n

4,7>0
Observacion 4.2.3. Notar que en caso de que la propiedad multiplicativa valga Vn € N,
se tendra que

d'(fi) =0y d'(fa)=—0fn (n>2)

Proposicién 4.2.4. d'(f1) =0fo+d' (f2) = ... =6 fn1 +d* (fno1) =0 =
5, € Z2(A, B)

Demostracion.
@fa)(abe)=a Y [iBfie)= Y filab)fi@+ D fia)fibe)= Y fila
i+j=n i+j=n i+j=n i+j=n
4,7>0 1,7>0 1,7>0 1,7>0

=a Y fi0fi(0) = Y (D] fila)fm®)fi(e)

i+j=n i+j=n l4+m=i
1,7>0 1,7>0
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+ X S D i) () = D fila)fib)e
= b=

Analicemos primero el renglén del medio: notar que para [ = 0, m = i se simplifica,
dejando sélo

= > (Y @) fm®)fi(e) == Y fila)fm(b)f;(c)
i+j=n l+m=i J,lm=n
i,j>0 >0 7,0,m>0

Con el tercer renglén pasa lo mismo; para [ = j, m = 0 se simplifica dejando:

Yo fi@ Y i fm@) = Y fil@)filb)fm(c)

i+j=n l+m=j i,l,m=n

4,5>0 m>0 i,l,m>0
Luego, d?(3f,,) = 0. O
Observacion 4.2.5. Si se tiene f... f,—1 como en la proposicion anterior uno puede
construir d f,,. Si es un coborde (§f,, = d*(g)), tomando f,, := —g se tiene una deformacién
de orden n.

De esta manera, 0 f,, es la obstruccién a definir una familia de orden n dado que se tiene
una de orden n — 1.

Corolario 4.2.6. Si H?(A, B) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.

4.3. Deformaciones Triviales

En esta seccion hablaremos de rigidez de fy, para esto necesitaremos definir una nocién
de equivalencia entre deformaciones. Si bien la definicién que daré no es la més natural (al
menos para mi), la elegi para que sea acorde con la teoria de Hochschild, en otras palabras
asi se tendrd H! =0 [ﬂ implica rigidez.

Definicion 4.3.1. Un automorfismo formal de f; es un elemento en BY de la forma:
0 .
bi=1p+ Yy t'b;
1

Definicién 4.3.2. Dos deformaciones f;, g; se dirdn equivalentes (f; ~ ¢;) si existe un
automorfismo formal b; tal que bigi(a) = fi(a)b; Ya € A. En otras palabras que g:(a) y
fi(a) sean conjugados.

Cuando g; ~ f§ se dice que g; es trivial.

Observacién 4.3.3. Si f; es una deformacién de fy y b; un automorfismo formal, entonces
gi(a) :==b; 1 fi(a)bs define una deformacion de fy, o sea, tiene la propiedad multiplicativa,
pues gi(aa’) = by filaa' )by = byt fi(a) fi(a' )by = byt fi(a)beb t fi(a' )by = g¢(a)gs(a’)

3La filosoffa general [22] dice que cuando se trata de morfismos, H' = 0 implica rigidez, pero cuando
se trata de estructuras es H> = 0
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Observacion 4.3.4. Dada una deformacién f; ya vimos que f; es un 1-cociclo (4.1.4)).
Mas atun, dada g; ~ f; se tiene que g; — f1 es un 1-coborde.

Sale del siguiente hecho: (1 — tb1)(fo + tf1)(1 + tb1) = (1 — th1)(fo + tf1 + tfob1) =
fo+tfi +tfobr —thifo = fo+t(f1 + fob1 — b1fo) mod (tQ).

Recordar que hom(A®%, B) se define como B en la teorfa de Hochschild, luego

g1 — f1 = fob1 — bifo = d°(b1) un 1-coborde.

Observacion 4.3.5. Dada una familia f; = fo+t"f, +... se tiene que f, es un 1-cociclo
. Si también es un 1-coborde, existe una deformacién equivalente de grado n + 1:
Sea by = 1 — t"b donde d’(b) = f,, entonces, b; * fiby = (1 4 t"b)(fo + t"fn)(1 — t"b)
(1 +1"0)(fo +t" frn — t" fob) = fo + 1" fr — t" fob + t"bfo = fo + t"(fn — (fob — bfo))
Jo+t"(fu = d°(b)) = fo mod (¢")

Luego se tiene lo siguiente:

Proposicion 4.3.6. Dada f: deformacion de fy, existe gz ~ f; tal que el primer término
no nulo es no-cohomdlogo a cero.

Corolario 4.3.7. HY(A,B)=0= A 0, B es rigido.
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5. Mobdulos

Resumen

En esta seccién trataré la teoria de deformaciones formales de mddulos. Lo que
se hace es deformar (formalmente) el morfismo estructural del médulo. Basicamente
es una aplicacion de la seccién anterior, pero a pesar de eso, tiene importancia por
s{ misma. Esta seccién sigue el articulo [26].

5.1. Deformaciones infinitesimales

Sea A un algebra sobre un cuerpo k, no necesariamente de dimensién finita y sea M
un A-médulo a izquierda. Definir una deformaciéon formal de la estructura de moédulo

.. &o Cq .
sobre M va a significar deformar el morfismo estructural de M, A — endy(M). Si bien
esta construccion es un caso particular de las deformaciones de morfismos de k-dlgebras
asociativas, sigue siendo un caso importante para analizar.

Definicidon 5.1.1. Una deformaciéon formal de M es una serie de potencias formal, definida
por

=8+ tig
1
donde &; € homy (A, endg(M)) morfismos k-lineales y tal que
§i(ab) = &(a)é(b) Va,be A

Observaciéon 5.1.2. La propiedad multiplicativa puede expresarse en funciéon de los &;
de la siguiente manera:

Enlab) = 3 &(a); ()

i+j=n

Observacién 5.1.3. Cuando n = 0 queda exactamente que &y es multiplicativa
Para n = 1 se obtiene &;(ab) = &(a)é1(b) + £1(a)éo(b) o equivalentemente que d' (&) = 0,
un 1-cociclo del complejo de Hochschild homy (A®®, end(M)).

Definicion 5.1.4. Llamaremos deformacion infinitesimal del médulo M
(o del morfismo &) a &;.

5.2. Obstrucciones

Observacion 5.2.1. Analicemos la propiedad multiplicativa:

0= &(@)&b) —&alab) = (D )+ D )+( D ) —&ilad)

i+j=n i+j=n 1=0,j=n i=n,j=0
1,7>0
= (D)) +aku(d) + &b —&alab) = ( Y ) +d" (&) (@@ b)
itj=n i+j=n

i,7>0 i,7>0
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Definicion 5.2.2. Definamos el primer término de la igualdad como:

0n =Y &a)g(b)
i+j=n
4,7>0

Observacion 5.2.3. Notar que en caso de que la propiedad multiplicativa valga Vn € N,
se tendra que d* (1) =0y d'(&,) = =66, (n > 2)

Proposicién 5.2.4. d' (&) =66 +dY (&) = ... =061 +d (&) =0 =
660 € Z2(A, endy(M))
Demostracion.
d*(06)(a,b,c) =a Y &)= Y &Glab)gi(o)+ Y &Gla)gbe)— > &i(a)é;(b
1+j=n i+j=n i+j=n i+ji=n
1,7>0 1,7>0 1,>0 1,7>0
=a Y &&= D (D &(a)im®)g(o)
i+j=n i+j=n l+m=i
i,5>0 i,j>0
+ Y Gl Y adém(e) = D &la)g ()
i+j=n l+m=j i+j=n
i,5>0 i,5>0

Analicemos primero el segundo renglén: notar que para [ = 0, m = ¢ se simplifica, dejando

sélo
= > (D Ga)ém®)ge) =~ > &la)émd)(c)

i+j=n l+m=i Jlym=n
i,j>0 1>0 3,0,m>0

Con el tercer renglén pasa lo mismo; para [ = j, m = 0 se simplifica dejando:

D G@ )] abm(e) = Y &G(@)&bd)ém(o)
i+j=n l+m=j i,l,m=n
1,7>0 m>0 i,l,m>0

Luego, d?(6¢,,) = 0. O

Observacion 5.2.5. Si se tiene & ...&,—1 como en la proposicién anterior, uno puede
construir 6&,. Si es un coborde (0¢, = d*(—()), tomando &, := ( se tiene una deformacién
de orden n.

De esta manera, 0§, es la obstruccién a definir una familia de orden n dado que se tiene
una de orden n — 1.

Corolario 5.2.6. Si H?(A, endy(M)) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.
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5.3. Deformaciones Triviales

Definicion 5.3.1. Un automorfismo formal de M es una serie formal de potencias
oo
(I)t = 1w —|—Ztl¢§}
1

donde cada ¢; € endy(M).

Definicién 5.3.2. Dos deformaciones &, (; se dirdn equivalentes (£ ~ (;) si existe un
automorfismo formal ®; tal que ®.(;(a) = &(a)®Py, Ya € A. En otras palabras que los
modulos obtenidos deformando sean isomorfos.

Cuando (; ~ & se dice que (; es trivial.

Observacion 5.3.3. Si & es una deformacion formal de M y @, un automorfismo formal,
entonces (¢(a) == @, L¢,(a)®; define una deformacién formal de M, o sea, tiene la propiedad
multiplicativa, pues

(elab) = ;& (ab) @y = ;& ()& (b) Ry = D7 & (a) By @) & () Dy = (i(a)Ce(D)

Observacién 5.3.4. Dada & una deformacién formal de M, ya vimos que

&1 es un 1-cociclo.

Mas atun, dada (; ~ & se tiene que (; — &1 es un 1-coborde.

Sale del siguiente hecho: (id —t¢1) (& +t&1)(id+td1) = o + (&1 + o1 — p1&) mod (t2)

Observacion 5.3.5. Dada una familia & = £y +t"&, + . . . se tiene que &, es un 1-cociclo
. Si también es un 1-coborde, existe una deformacién equivalente de grado n + 1:
Sea ®; = id — t™1p con &, = d°(v), entonces, ®; &P, = (id + t") (& + t7E,) (id — t")) =
o+ t"(&n — (S0t — ¥&0)) = &0 +1"(n — d(¥)) = & mod ()

Luego se tiene lo siguiente:

Proposiciéon 5.3.6. Dada & deformacion de M, entonces existe (¢ ~ & tal que el primer
termino no nulo es no-cohomdlogo a cero.

Corolario 5.3.7. H(A, endy(M)) =0 = M es rigido.

Observaciéon 5.3.8. Si bien los grupos cohomoldgicos para el caso de deformaciones
formales de médulos parecen un poco extranos, un resultado ([25] pp.306) afirma que
H™(A,endi(M)) = emtﬁl/k(M, M).
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6. Morfismos de algebras de Lie

Resumen

En esta seccién trataré la teoria de deformaciones formales de morfismos de alge-
bras Lie. A pesar de que el tratamiento es similar al de dlgebras asociativas me fue bas-
tante complicado realizarlo, més ain llegar al teorema de rigidez. Aunque no seré trata-
do explicitamente, notar que de esta seccién se desprenden las deformaciones formales
de representaciones de algebras de Lie.

6.1. Deformaciones infinitesimales

Sean A y B dos k-dlgebras de Lie y sea A J°, B un morfismo de algebras. Notar que
puede verse a B como un A-bimédulo via el morfismo fy, definiendo a - b := [fy(a), b].

Definicion 6.1.1. Una deformacion formal de fjy es una serie de potencias formal, definida
por

fe=Jfo+ Ztlfzv
1

con f; € homy(A, B) tal que fi([—,—]%) = [ft, ft]}3 donde los corchetes son, respectiva-
mente, los extendidos de A y de B.

Observaciéon 6.1.2. Notar que los corchetes de A y de B quedan fijos, o dicho en el
contexto de deformaciones, sélo se esta deformando el morfismo fjy. Si uno desea deformar
también A 6 B, la condicién a analizar debe ser fi([—, —]a+) = [ft, felBst-

Observacién 6.1.3. La propiedad de morfismo de Lie puede expresarse en funcion de los
fi de la siguiente manera:

falla,a') = Y [fila), f5(d)]
i+j=n
ya que 0 = fy([a, a']) — [fila), fi(a")] = 32, " fu(la, a']) = [32;# fila), 30, ¥ f(a)] =
>, " falla, a)) = 3230 679 fila), fi(a)] = 22, 8" Xiy oy Fullas @) = [fila), £i(a))].

Observacion 6.1.4. Cuando n = 0 queda exactamente que fy es un morfismo de algebras
de Lie.

Para n = 1 se obtiene fi([a,a']) = [fo(a), fi(a')] + [fi(a), fo(a)] = a - fi(a’) —d" - fi(a),
o equivalentemente que d'(f;) = 0, un l-cociclo del complejo de Chevalley-Eilenberg
homy(A°® A, B) viendo a B como un A-bimédulo via fo.

Definicion 6.1.5. Llamaremos deformacion infinitesimal de fy a f1, o también primera
derivada de la familia f;.
6.2. Obstrucciones

Observacion 6.2.1. Analicemos la propiedad de morfismo de Lie:

0= [fila), f(a)) = fulle,d) = (D) +( D )+ ( D )~ falla,a])

i+j=n i+j=n 1=0,j=n i=n,j=0
1,7>0
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= (Y ) +afald) = dfula) = fullad]) = (Y ) +d" (fu)a® )
s Py

Definicion 6.2.2. Definamos el primer término de la igualdad como:
dfala@a) =) [fia), f;(a)]
i+j=n
3,5>0

Observacién 6.2.3. Notar que en caso de que la propiedad de morfismo de Lie valga
Vn € N, se tendra que

d'(f1) =0y d'(fa) = =0fn (n>2)

Proposicién 6.2.4. d'(f1) =6fo +d*(f2) = ... = 6fu1 + d*(fn1) =0 =
5fn € Z%(A, B)

Demostracion. Recordar que (d?g)(a,b,c) = ag(b,c) — bg(a,c) + cg(a,b) — g([a,b],c) +
g([CL, C], b) - g([b7 C]v a)'

También notar que gracias a Jacobi se tiene que a - [b,c] = [a-b,c] + [b,a - c].

(S fa)(abe) = Y alfid). fi(e)] = Y blfila), fi(e)] + Y clfila), f;(D)]

i+j=n i+j=n i+j=n
1,7>0 4,7>0 4,7>0
= > Ufilla, b)), £ @)+ > [fillas o), £;0)] = > [fullbs o)), fi(a)] =
i+j=n i+j=n i+j=n
4,7 >0 4,7>0 4,7>0
= Y [afih), [(O)+[fi(b), afi(e)]=[bfi(a), fi(e)=[fi(a), bfi()]+cfila), £5(B)]+[fi(a), cf; (b))
i+j=n
1,7>0

+ > il b)), £5(0)] + [fillas ), £50)] = Lo, e]). fi(a)] =

i+j=n
3,5>0

Por hipétesis, se tiene que fi([z,y]) = >_,, 11— [fi(z), fm(y)], luego

= Y [afid), f(O+1fi(b), afj(e)]=[bfi(a), fi(e)]=[fi(a), b ()] +lefi(a), fi(B)+fila), cfi(b)]

i+j=n

1,7>0
+ > =Y @) fm®D) S+ Y [fil@) fn () £iOI=1 Y 1), fn(e)], fi(a)] =
z;rjj>0n m-l=i m-+l=1i m+l=1i

Notar que podemos separar la igualdad anterior en dos casos, el primero cuando [ =0 y
m = 0y el otro cuando I, m, j > 0, dejando:

= > [afi®), @1+ [fi(0), afi(Q)]-[bfila), £i(e)]~[fila), bf;(c)|+[cfi(a), f;(b)]+[fi(a), cf;(b)]
i+j=n
4,7>0
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Y @b, i+ fi(@)e, fO1=1fib)e, fi(@)]=lafi(b), f;(e)]+afi(e), f;()]-[bfi(), f;(a)]

i+j=n
4,7>0
+ > =[lfi@), fm D) £5(0] + ([fila), £ ()], £5(B)] = [£1(B), fm(0)], fi(a)] =
l+m+j=n
l,m,j7>0

Cambiemos los indices de las sumatorias y usemos la antisimetria del corchete en algunos
términos:

= > [afi®), £ (@1+[fi(d), afi(Q)]-[bfila), £i(e)]—[fila), bf; ()] +[cfi(a), £;(b)]+[fi(a), cf;(b)]
i+j=n
4,7>0

+[bfia), fi(c)]=lcfi(a), f;(b)] =[fi(a), cf3(b)]=[afi(b), £i(c)]=[fi(b), afj(c)|+[fi(a), bf;(c)]
+ Z _Hfl(a)afm(b)]afj(c)] - Hfl(c)7fm(a)]a f](b)] - Hfl(b)a fm(c)]vf](a)]

l+m+j=n
l7m7j>0
Ahora, notar que los dos primeros renglones se simplifican, y el tercer término se anula
por Jacobi, ya que los indices recorren todas las posibilidades indistintamente.
Finalmente se obtiene d?(df,) = 0. O

Observacién 6.2.5. Si se tiene fi... f,_1 como en la proposicién anterior, uno puede
construir d f,,. Si es un coborde (§f,, = d*(g)), tomando f, := —g se tiene una deformacién
de orden n.

De esta manera, J f,, es la obstruccion a definir una familia de orden n dado que se tiene
una de orden n — 1.

Corolario 6.2.6. Si H?(A, B) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.

6.3. Deformaciones Triviales

Definicion 6.3.1. Un automorfismo formal de f; es lo siguiente: dada una serie formal
sin término independiente: Y {° t'b; € B|[t]] definimos

b = id + adpe (Y ') = idp + tby, —] + t*[by, =] + ...
1

Definicién 6.3.2. Dos deformaciones f;, g; se dirdn equivalentes (f; ~ g¢;) si existe un
automorfismo formal b; tal que bigi(a) = fi(a), Va € A.
Cuando g; ~ f§ se dice que g; es trivial.

Observaciéon 6.3.3. Dada una deformacién f; ya vimos que f1 es un 1-cociclo.

Mas aun, dada g; ~ f; se tiene que g1 — f1 es un 1-coborde.

Sale del siguiente hecho: (id + t[b1, —])(fo(a) + tfi(a)) = fo(a) + tfi(a) + tlb, fo(a)] =
fo(@) + t(f1(a) + [b, fo(a)]) mod (£2).

Recordar que hom( /\0 A, B) se define como B en la teorfa de Chevalley-Eilenberg, luego
fi(a) — g1(a) = [fo(a),b1] = d°(b1)(a) = g1 — f1 = d°(b1) un 1-coborde.
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Observacion 6.3.4. Dada una familia f; = fj +¢"f5 4 ... se tiene que f,, es un 1-cociclo
. Si también es un 1-coborde, existe una deformacién equivalente de grado n + 1:
Sea by = id+t"[b, —] donde d°(b) = f,, entonces, by fi(a) = (id+t"[b, —])(fo(a)+t" fn(a)) =
Jol@)+ " fula) +t7[b, fo(a)) = fola)+#(fa(@) = Lfo(a), b)) = fo(a) +E"(fu(a) —d°(b)(a))
fo(a) mod (")

Luego se tiene lo siguiente:

Proposicion 6.3.5. Dada f; deformacion de fy, existe gz ~ f; tal que el primer término
no nulo es no-cohomdlogo a cero.

Corolario 6.3.6. H'(A,B)=0=—= A 0, B es rigido.
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7. Coalgebras Coasociativas

Resumen

En esta seccién trataré la teoria de deformaciones formales de codlgebras coaso-
ciativas. Lo que hice fue basicamente lo mismo que con las otras estructuras: definir
una nueva comultiplicacién. Si bien mi contacto con las coalgebras fue reciente, me
parecié una estructura interesante por deformar. Un trabajo futuro podria ser de-
formar comddulos, morfismo de codlgebras, codlgebras de co-Lie, morfismos de ellas,
representaciones, etc. Para definiciones, teoria homolégica de coalgebras y un analisis
més profundo sobre este tema referirse a [23]

7.1. Deformaciones infinitesimales

Sea C una k-codlgebra coasociativa (no necesariamente coconmutativa) con comultipli-
cacion A\g.

Definicion 7.1.1. Una deformacion de la codlgebra C es una serie formal de potencias

Ny = i tAY
=0

donde A; € homy(C,C%?) y tal que es coasociativa, (idce @ Ay = (A @ idev) Ay

Observacién 7.1.2. La condicion de coasociatividad puede reformularse en términos de
los A\; de la siguiente manera:

Ot AL @iden) DAY = (O Hider © A (Y HAY) =
j % J i

Y (A @iden) AY =Y 17 (idge ® AY)AY =
2 2
Z (Aj@idc—idc@ﬁj)ﬁi =0 VneN
i+j=n
Para n = 0 se recupera la coasociatividad de Ag

Para n = 1 se obtiene A\ € Z2(C, C) 2-cociclo del complejo de Hochschild de la codlgebra
C con coeficientes en C' visto como bicomdédulo.

7.2. Obstrucciones

Observacién 7.2.1. Reescribamos la condicién de coasociatividad (n > 2)

(L @ide —ide ® D) =
i+j=n

(Y )+ (Do ®ide —ide ® Do) Ap + (An @ ide — ide @ D)o = (1Y) — d*(An)
i+j=n itj=n
i,5>0 i,j>0

Definicién 7.2.2. Defino 04, := ) i1 j—n(Aj ®idc — idc @ Nj)A;
4,7>0
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Observacién 7.2.3. En caso de que /\; sea coasociativa, se tendra
d*(N) =0y 5N, = d?(A,)  (n > 2). Inversamente si se cumple
d*>(N1) =0y 00, = d*(A,) (n>2), A\ es coasociativa.

Proposicién 7.2.4. d*(A\1) =00y — (Do) = ... =60 1 —d*(Np1) =0 =
SN, € Z3(C,C)

Demostracion. Se le puede asignar una estructura de dlgebra de Lie graduada diferencial
al complejo de Hochschild €, 5, homy(C, C®"1)[—n] con diferencial

Dt = n, -

Se define un corchete de tal manera que la diferencial sea d = [—, A].
[f,9]:=fog—(~1)/9go f con

? —
fog:= Z(—1)’?(z‘dc ®...idc ®g®idc...®idc)f € homy(C, C®IH9)
=0

hay (f) idc y la g varia de posicién con i. En la seccién demostraré que es un algebra
de Lie graduada diferencial.
Se tiene,

(A, Dl = D (D D] = D DioDj+Djol =

i+j=n i+j=n
=2 ) Aol =2 ) (4 @ide —ido ® D) =2(60, — d*(Ay))
i+j=n i+j=n

Luego la condicién de coasociatividad se traduce en [A, Ay, =0 Vn € N.
Dado que /\; es un elemento homogéneo de grado uno, se tiene [[Ay, A, N] =0 =

0= [[A O], Al = Z [[AtaAt]iaAj] = Z [2(64; — d2(ﬁi))vﬁj] =
i+j=n it+j=n

= (hipétesis) = 2[6A, — d*(An), No] = 2d3 (0N, — d*(D\,)) = 2d3(6F,)

Corolario 7.2.5. Si H3(C,C) = 0 cualquier 2-cociclo es integrable.

Demostracion. Se empieza con A 2-cociclo. Luego, por hipétesis, se tiene que [0/As] = 0,
entonces §A\s = d?(a). Defino Ay := a.

Dados, A1,...,/\,_1 como en la proposicién anterior, por hipdtesis se tiene que 64, =
d*(B3), defino A,, := 3. O

7.3. Deformaciones Triviales

Definicion 7.3.1. Un automorfismo formal es una serie de potencias formal
Dy i=id + Y [ t'p? con ¢; € end(C).

Definicion 7.3.2. Diremos que dos familias de deformaciones a un pardametro son equiv-
alentes Ay ~ A} <= 3P, | (1 @ §p)A\y = A} Dy
En otras palabras que las estructuras obtenidas sean isomorfas como codlgebras.
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Observacién 7.3.3. Si A\; = A\g + t"AY + ... coasociativa = A, € Z%(C,C).
Esto es pues 0/, = 0 luego por la condicién de coasociatividad, resulta d?(A,) = 0.
Si también A\, es un coborde, A, = d!(v)), definiendo ®; := id — t™)" se tiene que
N} = (D @ D) A\y(Py) ! es de grado n + 1. Esto es pues:

(B @ B) A (P) 7L = ((id — t™) @ (id — t™)) (Do + 1" Ay (id + t")) =
= (id @ id — t"(id ® § — ¥ ® id)) (Do + "(Doth + D)) =
= Do — 1 (id @ % — 9 @ id) Do + (Do) + L) =
= Do — t"((id @ ) Do — (1 @id) Do + Lot +d' (¥)) = Ao mod (£"H)
Luego resulta lo siguiente:

Proposicién 7.3.4. Sea /Ay una familia de deformaciones a un pardmetro de una codlge-
bra C. Entonces, /\; es equivalente a una familia /), donde el primer término no-nulo es
un 2-cociclo no cohomdlogo a cero.

Corolario 7.3.5. Si H?(C,C) =0 = C es rigida.



Massri, César 39

8. Mobdulos graduados diferenciales

Resumen

En esta seccion trataré la teoria de deformaciones formales de mdédulos diferenciales
graduados (o sea, complejos). Lo que se hard es deformar el diferencial dejando fijo al
modulo. Con esta simple condicién se obtiene informacion suficiente para poder definir
obstrucciones, deformaciones triviales y luego, el teorema de rigidez. Esta seccion la
hice siguiendo [7]. Si bien todavia no se ha explicado qué es una estructura graduada
(ver [L0]), esta seccién puede leerse sin muchos inconvenientes.

8.1. Deformaciones infinitesimales

Sea M = @, M' un A-médulo graduado diferencial con diferencial dy tal que dj = 0
y de grado uno, donde A es una k-algebra graduada con k cuerpo de caracteristica cero.
Definimos su grupo cohomoldgico graduado como H(M,d) := kerd/im d. Para mayor
informacién ver la seccién [10] sobre estructuras graduados.

Definicion 8.1.1. Una familia de deformaciones a un pardmetro o simplemente una
deformacion formal de la estructura diferencial del médulo graduado M es una serie formal

de potencias:
oo
dp =Y tdy
0

donde d; € end) (M) y tal que d? = 0.
Luego d; es un diferencial definido sobre el A[[t]]-médulo M[t]].

Definicién 8.1.2. Diremos que d; = Y (' t'dY es una deformacion aproxvimada de orden
m si d? =0 mod ™!, En este caso, d; es un diferencial sobre M|[t]/t™+1.

Observacion 8.1.3. Reescribiendo la condicion de diferencial se obtiene:

47 = (O _td)(> tdy) => tHdid; = it” > did; =0.

j i.j 0 itj=n

Luego d? = 0 <= Zi-‘rj:n did; =0 VneN.

Notar que d; es una deformacién aproximada de orden m <= 3" did; =0 Vn<m

i+j=n
Definicion 8.1.4. d; se llamara deformacion infinitesimal de dg.
8.2. Obstrucciones

Notacién 8.2.1. Recordar que end% (M) es un médulo graduado. Veamos que la diferen-
cial de (M, dy) induce un diferencial sobre end% (M) llamado addy tal que

addo(f) := [do, f] = dof — (=1)*7 fdo
Sélo debemos corroborar que addy es un diferencial:
addy(addo()) = [do, [do, #]] = [do, dow — (—1)?pdo] =

= do(dop — (—1)%pdo) — (=1)7* ! (doy — (—1)%pdo)do =
= —(=1)%Pdopdy — (=1)%dopdy = —(—1)?(doedo — dopdo) = 0
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Observacion 8.2.2. Notar que si f tiene grado uno, como lo tiene dy, se tiene que
add()(f) =dof + fdp.

Definicién 8.2.3. Llamaremos 1-cociclos a los f € end (M) | addy(f) = 0.
Llamaremos 1-cobordes a los endomorfismos de la forma addy(1)) con v € end(M).

Definicién 8.2.4. De la condicién de diferencial (8.1.3)) definimos:

Ody = > did;

i+j=n
i>0,5>0

Observacién 8.2.5. Notar que como ) did; = dodp+dndo+) . itj=n didj, se tiene:

i+j=n
J i>0,j>0

> did; =0 <= 6d,, = —addq(dy)
i+j=n

Luego d? = 0 <= d0d,, = —addp(d,) Vn € N.
Notar que todos los dd,, son 2-cobordes.

Observacién 8.2.6. Si se tiene una deformacién dy, o sea d7 = 0, d; € ker(addp) (un

1-cociclo), mas atn si dy = ... = dy,—1 = 0 entonces d,;, es un 1-cociclo, esto es pues
0= Ziﬂ:m did; = dodp, + dpmdy = addo(dp)
Proposicién 8.2.7. ddy = ddy + addy(dz) = ... = ddp—1 + addy(d,—1) =0 =

od,, es un 2-cociclo.
Demostracion. Empecemos con una pequena observacién:
[do, did;] = dod;d; — didjdy = dod;d; — didjdy + (didod; — didod;) =
= dod,;d; —d;dod;+d;idod; —didjdy = (dod; —didoy)dj+d;(dod;—d;do) = [do, d;]d;—d;[do, dj].

En otras palabras, [dy, —| es una derivacién.
Luego se tiene:

add,(0d,) = [do, Y didj]= Y [do.did;] = > [do,d;ld; — di[do, d;] =

i+j=n i+j=n i+j=n
1>0,5>0 1>0,7>0 1>0,5>0
Yo —(0di)d;+di(6dy) = YD —dpdydi+ Y > didyds =
i+j=n i+ij=n k+l=i i+j=n r+s=j
i>0,5>0 i>0,5>0 k>0,1>0 i>0,5>0 r>0,5>0
> —dpdidi+ Y dideds =0
k+l+j=n r+s+i=n
£E>0,1>0,5>0 r>0,5>0,i>0

O

Corolario 8.2.8. Si d; una deformacion aprorimada de orden n entonces dd, es un
2-cociclo. Mds atn, d; se extiende a una deformacion de orden n + 1 <= dd,, es un
2-coborde.
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Demostracion. Que sea una deformacion aproximada de orden n significa que dy,...,d,
son como en la proposicién anterior, luego se tiene que dd,, 1 es un 2-cociclo. En caso de ser
un 2-coborde, dd,, 1 = [do, f] para algtin f € end) (M). Luego d§-+tdy+. .. +t"d%+"+1 fv
es una deformacion aproximada de orden n + 1 por definicién. La vuelta es trivial. ]

Corolario 8.2.9. Si H?(enda(M)) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.

8.3. Deformaciones triviales

Definicion 8.3.1. Una familia a un pardmetro de automorfismos, o automorfismo formal
es pp = id + > ;" t'o? donde p; € end’ (M).

Definicién 8.3.2. Dos familias de deformaciones a un pardmetro d; y d; se dirdn equiva-
lentes si existe un automorfismo formal ¢; tal que dj = ¢, Yd, 4, 0 sea, que las estructuras
obtenidas sean isomorfas.

Una deformacién se dird trivial si d; ~ dg.

M se dird rigido si cualquier deformacién de dy es trivial.

Observacién 8.3.3. Supongamos que d; ~ dj, entonces existe un automorfismo formal
¢ tal que dp = ¢ Yd,pp. Veamos qué pasa a nivel de las deformaciones infinitesimales:
dado que gogl =1—ty1 +..., se tiene que d} = dy + addp(¢1), pues,

@;ldtgot = (1 — t@l)(do + tdl)(l + t(pl) = (1 — t(pl)(do + tdog@l + tdl) =

= dg + tdpp1 + tdy — tiprdo = do + t(dl + addo(gol)) mod (t2)

Lo mismo pasa si d; = do+t*di+. .. ya que se tiene que cualquier deformacién equivalente
a d; tendrd d), = di, + addy(px) para algin ¢, € end (M).

Esto implica que el primer término no nulo en una deformacién d; puede reemplazarse por
cualquier representante de su clase cohomolégica preservando la equivalencia, simplemente
tomando ¢ : =1+ t’%pz.

Teorema 8.3.4. Si H'(end%(M)) = 0= M es rigido

Demostracion. Recordar de que el primer término no-nulo de una deformacién dy
es un l-cociclo. En este caso, dado que todo 1-cociclo es un 1-coborde, se tiene que si
di = do +t*dy, + ... = dp = addy(¢)) con ¥ € end(M). Definamos un automorfismo
formal 1; := 1 — t*4, luego d; es equivalente a una deformacién donde el primer término
no-nulo tiene grado k + 1:

(1 + tFp) (do + tFdy) (1 — t*9) = (1 + t5¢)(do + t*dy — tFdoy) =

= do + thdy, — t*doy + t*pdy = do + tF(dy — addo(¥)) =dp  mod (1)

Inductivamente, se tiene que d; ~ dg. O
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9. Algebras graduadas diferenciales

Resumen

En esta seccion trataré la teoria de deformaciones formales de algebras graduadas
diferenciales. Lo que se haréd es deformar el diferencial dejando fijo el dlgebra. O sea,
se extienden los escalares del dlgebra tomando un nuevo diferencial que serd una
serie de potencias de derivaciones. La condicién de diferencial dard informacién para
estudiar las obstrucciones, las deformaciones triviales y luego, el teorema de rigidez.
Esta seccién la hice inspirado en [7]. Si bien todavia no se ha explicado cémo son las
estructuras graduadas (ver , esta seccion puede leerse sin muchos inconvenientes.

9.1. Deformaciones infinitesimales

Sea A = @, A" una k-dlgebra graduada diferencial con diferencial dy tal que d3 = 0,
tiene grado uno y es una derivacién graduada, o sea, do(zy) = do(z)y + (—1)%zdo(y).
El cuerpo es de caracteristica cero.

Definicion 9.1.1. Una familia de deformaciones a un pardmetro o simplemente una
deformacidn formal de la estructura diferencial del algebra graduada A es una serie formal

de potencias:
o0
dy=> td}
0

donde d; € endj.(A) y tal que d? = 0 y derivacién graduada.
Luego d; es un diferencial definido sobre A[[t]].
Notar que la condicién de derivacién se predica sobre cada d; ya que

di(zy) = di(2)y + (—1)Tzdi(y) <= Y _tidi(ay) =Y t'di(x)y + (1) 72di(y) <

d; € Dllf(A)

derivaciones de grado uno de A.

Luego una deformacién formal de dy sera una serie formal d; donde cada d; € D,{: (A) y tal
2

que di = 0.

Definicién 9.1.2. Diremos que d; = > tidf es una deformacion aprorimada de orden
m si d? =0 mod t™"l. En este caso, d; es un diferencial sobre A[t]/t™1.

Observacion 9.1.3. Reescribiendo la condicién de diferencial se obtiene:
4 = (O _td)(O_Hdy) = tHdidy = (Y didj)” =0.
i J 0] 0 i+j=n

Luego d? = 0 <= >itjendidj =0 Vn€N.

Notar que d; es una deformacién aproximada de orden m <= 3" did; =0 Vn<m

i+j=n

Definicion 9.1.4. d; € D,{; se llamard deformacion infinitesimal de dy.
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9.2. Obstrucciones

Notacién 9.2.1. Recordar que D} (A) es un médulo graduado. Se tiene que la diferencial
do induce un diferencial sobre D} (A) llamado addy tal que

addo(f) = [do, f] = dof — (~1)™7 fdy

Veamos que addy es un diferencial:
(addo)* () = addo(addo(p)) = [do, [do, ¢]] = [do, dow — (—1)%pdo] =

= do(dop — (—1)%pdo) — (=1)7" (do — (—1)%pdo)do =
= —(=1)Pdopdy — (—1)? T doipdy = —(—1)?(dopdo — dopdy) = 0

El hecho de que add) esté bien definido sale pues Di(A) es una subélgebra graduada de Lie
de g1, (A), ver (10.7.2)). Luego Di(A) es cerrado por el corchete, mas aun al ser subalgebra

: - addy . , :
graduada, se tiene que D}, 2ddg D?’l pues do € D}, y addy(D}) = [do,D}] C D}jl.

Conclusién (D, addp) es un médulo diferencial graduado.

Observacion 9.2.2. Notar que si f tiene grado uno, como lo tiene dy, se obtiene que
addo(f) = dof + fdo.

Definicién 9.2.3. Llamaremos 1-cociclos a los f € Di(A) | addy(f) = 0.
Llamaremos 1-cobordes a la derivaciones de la forma addg (1) con ¢ € D{(A)

Definicion 9.2.4. De la condicién de diferencial definimos

Oy = > did;

i+j=n
1>0,7>0

Observacién 9.2.5. Notar que ) did; = dodp + dpdo + Y it j=n did;.

i+j=n s
1>0,7>0

Luego resulta,
> did; =0 <= 6d,, = —addq(dy,)
i+j=n
Luego d? = 0 <= dd,, = —addy(d,) Vn € N.
Notar que todos los dd,, son 2-cobordes.

Observacién 9.2.6. Si se tiene una deformacién d;, o sea d = 0, d; € ker(addy) (un
1-cociclo). Méas atn si dj = ... = d;,—1 = 0 entonces d,, es un l-cociclo, esto es pues
0= ZiJrj:m dz‘dj = dodm + dmdo = addo(dm)

Proposicién 9.2.7. ddy = ddy + a,dd()(dg) =...=0d,—1 + addg(dn_l) =0=
od,, es un 2-cociclo.

Demostracion. Recordar que [dy, —] es una derivacién, entonces:

add,(0d,) = [do, Y didj]= Y [do,didj]= > addo(ds)d; — diaddy(d;) =
i+j=n i+j=n i+j=n
1>0,7>0 1>0,7>0 1>0,7>0
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Yo —(0di)d;+ di(6dy) = YD —dedidi+ Y > didyds =

i+j=n i+j=n k+l=i i+j=n r+s=j
i>0,5>0 i>0,7>0 k>0,0>0 i>0,j>0 r>0,530
E —dkdldj + E d;d,.ds =0
k+l+j=n r+s+i=n
k>0,1>0,5>0 r>0,s>0,i>0

O]

Corolario 9.2.8. Si d; una deformacion aprorimada de orden n entonces dd, es un
2-cociclo. Mds aun, d; se extiende a una deformacion de orden n + 1 < dd,, es un
2-coborde.

Demostracion. Que sea una deformacion aproximada de orden n significa que dy,...,d,
cumplen la proposicién anterior, luego se tiene que dd,41 es un 2-cociclo. En caso de ser
un 2-coborde, dd,,41 = [do, f] para algtin f € D}(A). Luego, por construccién, d; + "1 fv
es una deformacion aproximada de orden n + 1. La vuelta es trivial. O

Corolario 9.2.9. Si H?(Dy(A)) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.

9.3. Deformaciones triviales

Definicién 9.3.1. Un automorfismo de dlgebra formal es or = id + > 7° t'¢? donde
@i € end(A) v @i(ab) = @i(a)ps(b) Va,b € A.

Observacion 9.3.2. Veamos que la condicién ¢.(ab) = ¢i(a)p:(b) implica que ¢; es una
derivacién de grado 0, luego estard bien definido addy(¢1) = [do, 1]

pr(ab) = pi(a)pi(b) <= pnlab) = 3.5, wi(a)p;(b).

Luego para n = 1 se tiene que ¢1(ab) = ap1(b) + ¢1(a)b => ¢1 € DY(A).

Anilogamente si se tiene ¢; = id + tF¢¥ + ... resulta ¢, € D)(A).

Definicién 9.3.3. Dos familias de deformaciones a un pardametro d; y d; se dirdn equiva-
lentes si existe un automorfismo formal ¢; tal que dj = ¢, Ydi 4, 0 sea, que las estructuras
obtenidas sean isomorfas.

Una deformacién se dira trivial si d; ~ dg.

(A, dp) se dird rigida si cualquier deformacién de dy es trivial.

Observacién 9.3.4. Supongamos que d; ~ d}, entonces existe un automorfismo formal
¢ tal que dj = ¢, Ydyps. Veamos qué pasa a nivel de las deformaciones infinitesimales:
Dado que got_l =1—tp} +..., se tiene que d| = d; + addo(p1), pues

gpt_ldttpt = (1 — t(pl)(d() + tdl)(l + t(pl) = (1 — t(pl)(do + tdop1 + tdl) =

= do + tdoip1 + tdy — tordy = do + t(dy + addop(1)) mod (t2)

Por otro lado, dado d; = df + t*dY + ...y ¢k € DY(A) se tiene que ¢; := 1 + t*¢? induce
una deformacién equivalente d} := ¢, Yd,op tal que dj, = di, + addo(pr).

Luego el primer término no nulo en una deformacion d; puede reemplazarse por cualquier
representante de su clase cohomolégica preservando la equivalencia.

En particular si son 1-cobordes pueden ser reemplazados por cero.
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Teorema 9.3.5. Si H'(D}(A)) = 0= A es rigida.

Demostracion. Recordar de que el primer término no-nulo de una deformacién d;
es un 1-cociclo. En este caso, dado que todo 1-cociclo es un 1-coborde, se tiene que si
dy = do+t*dy + ... = dj, = addo(¢)) con 1) € D%(A). Definamos un automorfismo formal
Yy =1 —tF1), luego d; es equivalente a una deformacién donde el primer término no-nulo
tiene grado k + 1:

(1 + tFp) (do + tFdy) (1 — t*9) = (1 + t5¢)(do + t*di — tFdoy) =

= do + thdy — t*doy + t*pdy = do + t*(dy, — addp(v)) = dy  mod (t511)

Inductivamente, se tiene que d; ~ dy. ]
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10. Introduccién a las estructuras graduadas

Resumen

En esta seccién construiremos las herramientas necesarias para desarrollar la teoria

de algebras de Lie graduadas diferenciales, para eso empezaremos definiendo categorias
graduadas y estudiaremos algunos casos particulares que nos interesan, como moédulos
graduados, algebras graduadas, dlgebras de Lie graduadas, etc.
Por ultimo estudiaremos objetos munidos de un diferencial, en particular médulos
graduados diferenciales y algebras de Lie graduadas diferenciales. Siempre trabajare-
mos con cuerpos de caracteristica cero. Esta seccién fue hecha siguiendo [I7], util-
icé informacién de [8], [16] y [24]. Prestar especial atencién en las secciones
y pues son fundamentales para entender luego las relaciones de equivalencias
que utilizaremos en las variedades de Maurer-Cartan.

10.1. Categorias graduadas

Sea C una categoria con coproductos arbitrarios y Z un monoide (una categoria con un
s6lo objeto) [conmutativo] con unidad.

Definicion 10.1.1. Definimos GradzC como una subcategoria de la categoria de funtores
C? tal que los objetos son X =[] 7 X"y las flechas son aquellas con un grado determinado,
osea, f=][,f": X — Y es una flecha homogénea de grado n si f": X" — Y7,

De esta manera se tiene definido homg(X,Y).

Observacién 10.1.2. Notar que si Vn € Z, hom(X,Y) (morfismos homogéneos de grado
n) son objetos de C, y resulta homg(X,Y) = [[, hom}(X,Y), se tiene que hom¢ es un
objeto de la categoria graduada. En algunos casos que estudiaremos, los homg graduados
seran objetos.

Observaciéon 10.1.3. Notar que si X Ly tiene grado n y Y 2, Z tiene grado p

entonces X £, Z tiene grado n + p haciendo posible la composicién.
Sale del hecho que el producto de Z es asociativo.

Observacion 10.1.4. Notar que la identidad X “X, X es una flecha de grado 0 € Z.
Luego la identidad del monoide es necesaria.

Observacién 10.1.5. Un subobjeto Y de X graduado es un objeto Y tal que existe un
monomorfismo de grado 0, ¥ — X.

Definiciéon 10.1.6. Llamaremos elementos homogéneos de grado n a los elementos de
home (1, X") siempre y cuando C tenga objeto final.

Observacion 10.1.7. Dados dos objetos graduados X e Y el objeto graduado coproducto
es X[[Y :=][,(X"[[Y"™)
10.2. Espacios vectoriales graduados

Un espacio vectorial graduado de tipo Z es un k-espacio vectorial de la forma V- =&, Ve,
con cada V* subespacio de V. Llamaremos elementos homogéneos de grado ¢ a los v € V*.
W es un subespacio graduado de V' si W =&, W n Ve,
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Sea W un subespacio graduado de V y sea V' —— V/W la proyeccién canénica, entonces
la familia {7(V"*)} define una estructura de k-espacio vectorial graduado sobre V/W.

Diremos que V 4, W es homogéneo de grado n si f(V?) Cc WnT" Vi € Z. Cuando esto
pase, se tiene que el nicleo y la imagen son k-espacios vectoriales graduados de tipo Z.
Definamos hom$(V, W) := @, hom},(V, W) la suma directa de los morfismos de grado i.
Notar que hom};(V, W) es un k-espacio vectorial, ddndole estructura de k-espacio vectorial
graduado a homy,(V, W).

10.3. Algebras graduadas

Una k-algebra graduada de tipo Z es un k-espacio vectorial graduado de tipo Z con una

estructura de algebra compatible con la graduacién, o sea, un morfismo bilineal tal que
AYAT C AT Vi j e Z.

Notacién 10.3.1. Si B y C son subespacios de A, denotamos por BC' al subespacio
generado por {bc | b€ B, ce C}

Definicion 10.3.2. Una k-subalgebra graduada de una A es un subespacio B graduado
tal que es cerrado por el producto, o sea, BB C B.

Un ideal graduado I a izquierda de A es un subespacio graduado tal que AI C I (idem a
derecha y bilatero).

Definicién 10.3.3. Un morfismo de dlgebras graduadas A y B de tipo Z es f € hom?(A, B)
tal que f(ab) = [(a) /b). o

Notar que si el grado de f no es cero queda mal definida, puessia € A*, be A) —

ab € A" y f tiene grado 7, resulta que gr(f(ab)) = i+j-+n debe ser igual a gr(f(a)f(b)) =
gr(f(a)) +gr(f(b)) =i+ mn+ j+n. Entonces se tiene que n = 2n <= n = 0.

Observacién 10.3.4. Sea A un k-algebra graduada y I un ideal bildtero. Sea A —— A/T
la proyeccién candnica, entonces existe una unica estructura de algebra graduada sobre
A/I tal que 7 es morfismo de élgebras graduadas.

Observacién 10.3.5. Sea V un k-espacio vectorial graduado.

Si f € hom,(V,V), g € hom](V,V) = fog € hom)’(V,V). Luegosi f,g € hom}(V,V) =>
fog € homg(V, V), con lo cual el espacio vectorial graduado homy (V, V') tiene una estruc-
tura de algebra asociativa graduada donde el producto es la composicién. La llamamos
endy, (V).

10.4. Algebras conmutativas y anticonmutativas graduadas

Para poder definir una estructura de conmutatividad o anticonmutatividad es necesario
que cada elemento de Z tenga una paridad, esto se garantiza de la siguiente manera:

Definiciéon 10.4.1. Un grupo conmutativo G posee una paridad si existe G 2, Zo mor-
fismo de grupos. Diremos a ¢~!(0) elementos pares y ¢~ 1(1) impares.

Construyamos un morfismo de Zy —— k* tal que componiéndolo con ¢ nos dé el signo de
cada elemento de G:

Sea k un cuerpo y sea k* sus unidades (k* = k \ {0}) definimos Z — k* | n — (—1)". El
nicleo de este morfismo contiene a 27 luego se factoriza por Zy —— k*.
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Notacién 10.4.2. Dado g € G, notemos por (—1)9 := a(¢(g)) = (—1)PW@],
Luego si f, g € G impares se tiene (—1)f9 = —1, de lo contrario es 1.

Observaciéon 10.4.3. En los casos mas comunes se usa el grupo aditivo Z con la paridad
canénica (la proyeccién al cociente). En ese caso la funcién de paridad recién construida
es exactamente la usual, (—1)".

Definicion 10.4.4. Sea A una k-algebra graduada por un grupo conmutativo con paridad
Z. A se dice conmutativa (resp. anticonmutativa) si dados a € A%, b € AP se tiene que
ab = (=1)*Pba (resp. ab = —(—1)*Pba).

Observacion 10.4.5. Cuando se estd en un contexto no graduado, se recupera la defini-
ciéon de conmutatividad y anticonmutatividad tomando un algebra no-graduada como
homogénea de grado 0y ¢(Z) = 0 (o sea, todos los elementos son pares).

10.5. Algebras de Lie graduadas

Definiciéon 10.5.1. Un &lgebra de Lie graduada es un k-espacio vectorial E graduado
de tipo Z munido de un morfismo bilineal £ x E — E | (a,b) — [a,b] que satisface
anticonmutatividad y Jacobi graduado, o sea,

« [EL,E/)C B YijeZ
» a€ B be EP = [a,b] = —(—1)*"[b,d]
»a€BEYbeEP ce BV = (—1)Y][a,b], ] + (—1)P%[[b, c],a] + (—1)"[[¢,a],b] = 0

Observacion 10.5.2. Un éalgebra de Lie usual puede pensarse como una graduada en
grado 0

Observacién 10.5.3. El centro de un algebra de Lie graduada es un ideal graduado,
ya que si Z(E) := {a € E | [a,2] = 0 Vz € E} entonces dado e € E se tiene que
le,a] = —(—1)*a,e] =0 € Z(E), luego [E, Z(FE)] C Z(E).

10.6. Algebras de Lie obtenidas mediante un conmutador

En el caso no-graduado, el conmutador sobre un algebra asociativa define una estructura
de algebra de Lie. Veamos que ocurre lo mismo en el caso graduado.

Proposiciéon 10.6.1. Sea A una k-dlgebra asociativa graduada. Luego el espacio vectorial
graduado subyacente de A con el corchete graduado definido por [a,b] := ab — (—1)%ba es
un dlgebra de Lie graduada.

Demostracion. La condicién uno, sale trivialmente, pues si a € A%, b € A° —
[a,b] = ab — (—1)*Pba € A**P ya que el producto del dlgebra es graduado.

La condicién dos, se obtiene escribiendo la ecuacién

[a,b] = —(—=1)*P[b,a] <= ab — (—1)*ba = —(—1)*P(ba — (—1)P*ab) <=

ab — (=1)*ba = —(—1)*Pba + ab <= 0 =0

(recordar que el grupo de graduacién es conmutativo, luego (—1)®%(—1)5« = 1)
Por 1ltimo la condicién tres también se obtiene simplemente escribiéndola,
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(=1)*[[a, b], ¢] + (=1)%*[[b, ], } (=1)[[c,a],b] =

(=1)[ab — (=1)*Pba, ] + (=1)5%[bc — (—=1)%7cb, a] + (=1)"P[ca — (—1)"ac, b] =
(=1)*7[ab, c] — (=1)*7(=1)*"[ba, c| +

(=1)P[be, a] — (=1)7%(=1)"[eb, a] +

(=1)"[ca, b] — (=1)7%(=1)"*[ac, b] =

(=1)*[ab, ] — (—1)*0+D[ba, ] +

(—1)%[be, a] — (—1)P @t [ch, a] +

(=1)"8[ca, b] — (—1)YB+D e, b] =

(=1)*7(abc — (—1)(0‘4‘@70@1)) - (- 1)0‘(7“‘5 (bac — (1) ﬁ“‘“”cba) +

(=1)P%(bea — (—1)B+Magpe) — (—1)P@) (cba — (—1)0HFaqceb) +

(—1)76(cab - (- 1)(7+0‘)ﬁbca) (—=1)7 ﬂ+°‘)(acb - (—1)(°‘+7)ﬁbac) =

(=1)*abc — (—1)"Pcab — (=1)*0+Pbac 4 (—1)P @+ cba +

(—1)Pbca — (—1)*abe — (—1)P@tNeba + (—1)7B+Ngeb +

(=1)Pcab — (—1)Pbca — (—1)7B+Dqaeh 4 (=1)20HHpae = 0 O

Observacién 10.6.2. Como caso particular sea V un k-espacio vectorial graduado, en-
tonces como vimos, endy, (V) tiene estructura de dlgebra asociativa, y se le asigna mediante
el conmutador, una estructura de algebra de Lie graduada g13(V) = @, gli (V).

Notar que si f, g tienen grado impar, [f,g] = fog+go f.

Notar también que gl%(V') = hom{(V, V') los morfismos de grado cero con el conmutador,
es isomorfo a @, g1, (V?), donde g1, (V?) = homg(V?, V*) munido del conmutador usual.
Estoes pues f € gl{(V) <= f=af P,V — D, V' <= @z f € D, g1, (V).
También gl (V) 2, @D, el (V) con ®(f) = @z f* es un isomorfismo lineal y

®([a,b]) = ®la, b]" = Gab — ba = Ba™b" — b"a™ = [Ba”™, PV"] = B[a", "] = [®(a), P(b)]

Proposicién 10.6.3. Sea A una k-dlgebra graduada cuyo producto satisface:
a(bc) — (ab)e = (—1)%7(a(cb) — (ac)b). Entonces el espacio vectorial graduado subyacente
de A junto al conmutador [a,b] = ab — (—1)*?ba es un dlgebra de Lie graduada.

Demostracion. Nuevamente la condiciéon uno y dos de dlgebra de Lie graduada son triv-
iales. Demostremos la condicién tres:

Reescribamos la hipétesis: a(be) — (ab)c = (—1)%7(a(ch) — (ac)b) <=

a(be)—(ab)e = (=1)a(cb) —(—1)%"(ac)b <= —(ab)c+ (1) (ac)b = (—1)?Va(cb)—a(be).
Multipliquemos ambos miembros por —(—1)*7:

(=) (ab)c — (—1)@t07(ac)b = —(=1)@tBva(ch) + (—1)*a(be) <=

(~1)*(ab)e — (=1)*T(ac)b = (~=1)*7alb, ]

Intercambiando los roles de a, b, ¢ resultan las siguientes tres ecuaciones:
(~1)*(ab)e = (=1) 1 (ac)p = (~1)*alb, ]
(1) (be)a — (1) % (ba)e = (~1)*ble,
(=1)"(ca)b — (=1) 0 (ch)a = (~1)"Pcla, 1]

Sumemos las tres ecuaciones, pero antes notar que el primer termino del primer renglén
(lo llamaré 1-1) y el segundo del segundo (2-2) se juntan formando:

(=1)*(ab)c — (=) (ba)e = (=1)*(ab — (—1)*ba)c = (=1)*]a, b]c
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Anélogamente se juntan los términos (2-1) con (3-2) y el (1-2) con el (3-1). Luego se
obtiene

(=1)"[a, ble + (—=1)*?[b, cJa + (—1)*[c, alb = (=1)™alb, ] + (—1)°*bc, a] + (=1)"¢c[a, b]
Ahora el primer termino con el sexto se juntan para formar:
(=1)%[a,ble — (=1)"¢la, b] = (=1)*7[[a, b], ¢]

teniendo en cuenta que (—1)*7(—1)7 = (=1)7°+57 y (=1)*7(=1)7* = 1.
De la misma manera se agrupan los términos segundo y cuarto, y el tercero y el quinto
dejando lo siguiente:

(=1)*7[la, 0], ¢ + (=1)7([b, ], a] + (=1)"[[¢,a],b] = 0
O

Observacion 10.6.4. Esta proposicién tiene importancia en la teoria de deformaciones
porque algunas de las algebras que aparecen poseen esta estructura.

10.7. Algebras de Lie graduadas y Derivaciones

Definicién 10.7.1. Sea A una k-algebra graduada. D € homj (A, A) es una derivacion
de grado n si
D(ab) = (Da)b+ (—1)*"a(Db) Yaec A%, be A

Entonces D}(A) C homj(A, A) y se define D}(A) := @, D}(A) que es un subespacio
graduado de homy, (A4, A), o equivalentemente de gl},(A)

Proposicién 10.7.2. D} (A) es una subdlgebra de Lie graduada de g1 (A).

Demostracion. Sélo debe verse que el producto es cerrado en Di(A) y preserva la grad-
uacién. Sea D € Di(A), D' € D! 1 (A), veamos que [D, D'] € DZﬂ(A).

[D, D'}(ab) = (DD’ - (—1)ZJD’D)(@b) D(D'(ab)) — (—=1)? D'(D(ab)) =

D(D'(a)b+ (=1)*aD'(b)) — (=1)" D'(D(a)b + (=1)"*aD(b)) =

D(D'(a)b) + (= 1)‘”D(aD’(b)) — (=1)YD'(D(a)b) — (=1)"** D' (aD(b)) =

D(D'(a))b + (=1)"0+*) D' (a) D(b) +
(=1)7*(D(a)D'(b) + (= )%D(D’(b)))

— (=1)9(D'"(D(a))b+ (=1)/**)D(a) D' (b)) +
= (=1)**"(D'(a) D () (—=1)7*aD'(D(b))) =
?(D( a))b+ (=1)"U+)D'(a) D(b) +

1)/*D(a)D'(b) + (=1)U**aD(D'(b)))
— (1) D'(D(a))b ( 1)’*D(a) D' (b) +

— (~1) @D (@)D(b) — (~1)e+iHeaD (D(b))
Juntemos lo términos 1y 5,4y 8,2y 7,3y 6:
D(D'(a))b — (=1)9D'(D(a))b = (D(D'(a)) —
(~1)0+92aD(D/()) ~ (10D (D
(~1)'U+*)D'(a) D(b) — (~1)"**9 D' (a)D(b) =
(=1)"*D(a)D'(b) — (=1)’*D(a)D’(b) = 0.

— [D, D'](ab) = [D, D'](a)b+ (=1)*U+Da[D, D'|(b) es una derivacién de grado i +j. O

(~1)7D'(D(a)))b = [D, D')(a)b.
b)) = (=1)*Uta[D, D'}(b).
0.
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Definicion 10.7.3. Sea E un algebra de Lie graduada. Sea a € F.
Denotamos por adga : E — E al morfismo lineal x — [a, z].
La aplicacién a — adga se llama la adjuncion.

Proposicién 10.7.4. Si a € E* = adga € Df(E). Mds ain E g Dy(E) es un
morfismo de dlgebras de Lie graduadas y la imagen es un ideal graduado de Dy (E).

Demostracion. adpa es una derivacién de grado o debido a Jacobi:
adga([b, c]) = [adga(b),c] + (—1)*C[b, adpa(c)] <=

[av [b7 CH = Ha’7 b]7c] + (_1)aﬂ[b7 [a’7 CH —
— (=1)*EDb, ], a] = [[a, b], ] + (=1)*P(=1)FHD (=1)[[¢, a], b] <=
_1)aﬁ+a'y[[b’ C], a] = [[CL, b]v C] + (_1)75—*_&“/“07 a]? b] —

0= (_1)aﬁ+o¢’y[[b’ C]a CL] + [[CL, b]v C] + (_1)75—&—0@/[[6’ CL}, b] —
0= (_1>a'8[[b7 C], a] + (_Ua’y[[a, b]? C] + (_1)’%3[[07 a]? b]

De la misma cuenta sale que es un morfismo de dlgebras de Lie graduadas:

adg(la,b])(c) = [adga, adpb](c) <=

[[a,b], c] = adpa(adpb(c)) — (—1)*?adgb(adga(c)) <=

[[a7 b]7 C] = [a7 [ba CH - (_1)aﬂ[b7 [CL, CH

Reordenando los términos obtenemos [a, [b, ¢]] = [[a, b], ] + (=1)*?[b, [a, ]] que es equiva-
lente a Jacobi por la cuenta anterior.

Por tltimo, si a € E%*, D € D"(FE) entonces es facil ver que [D, adga] = adgDa o sea, que
la imagen del morfismo adjuncién es un ideal graduado de D(E):

D, adpa)(c) = D(adga(c)) — (~1)"adga(D(c)) = D([a,c]) — (~1)"[a, D(e)] =

(D es una derivacién)= [Da, c] = adg(Da)(c). O

Observacién 10.7.5. El nicleo de la aplicacion adjuncién es el centro del dlgebra de Lie
E ya que ker(adg) ={a € E | [a,2] =0 Vx € E} =:Z(E)

Definicion 10.7.6. La imagen de la adjuncién es un algebra de Lie graduada y se llama
derivaciones internas. Se denota por D;. Notar que es isomorfo al cociente del dlgebra por
su centro.

Por otro lado, el cociente D(E)/D;(E) se llama derivaciones externas de E. También es un
algebra de Lie graduada.

10.8. Complejos definidos por derivaciones de algebras graduadas

Sea A un dlgebra graduada de tipo Z y sea D una derivaciéon homogénea de grado « tal

que D o D = 0. Entonces (A, D) es un complejo graduado en Z y podemos calcular su
cohomologfa.
Sea Z (A, D) el nicleo de D y sea B(A, D) su imagen. Ambos son subespacios vectoriales
graduados de A, llamados los D-cociclos y los D-cobordes respectivamente. Luego el espacio
cociente H(A, D) := Z(A,D)/B(A, D) adquiere estructura graduada y se llama el grupo
cohomoldgico de A con respecto a D.

Observacién 10.8.1. El hecho de que D sea una derivacién implica que Z (A, D) es una
subélgebra de Ay B(A, D) un ideal de Z(A4, D).

a,b € Z(A,D) = D(ab) = aD(b) + (-1)**D(a)b =0 = ab € Z(A, D).

Luego el nicleo de la derivacién es una subalgebra graduada de A.
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D(b) € B(A, D), a € Z(A, D) = aD(b) = D(ab) — (—1)*’D(a)b = D(ab) € B(A, D).
Luego la imagen de la derivacién es un ideal graduado del nicleo. Es graduado porque
grz(aD(b)) = a+ (n+B) = n+ (a+ B) = grz(D(ab)).

Corolario 10.8.2. Si D es una derivacion homogénea tal que D o D = 0 de un dlgebra
graduada A entonces el espacio H(A, D) también tiene estructura de dlgebra graduada.
Si A es conmutativa, anticonmutativa, asociativa, o de Lie también lo serda H(A, D).

Observacion 10.8.3. Sea E un algebra de Lie graduada y sea a € E% de grado im-
par tal que [a,a] = 0. Entonces aplicando la adjuncién se tiene que 0 = adg([a,a]) =
[adga,adga]l = adpa o adgpa + adga o adga = 2(adga o adga) = adga o adga = 0.
Con lo cual se puede formar el grupo cohomolégico H(E, adga) que nuevamente es un
algebra de Lie graduada. Este espacio tiene relevancia en la teoria de deformaciones.

10.9. Producto semidirecto

Proposicién 10.9.1. Si E y F son dlgebras de Lie graduadas del mismo tipo Z y se
tiene un morfismo de dlgebras de Lie graduadas F' — D(E) | f — Dy entonces se le puede
asignar al espacio vectorial graduado E & F = @, E" & F™ una estructura de dlgebra de
Lie graduada tal que E sea un ideal y F' una subdlgebra mediante el siguiente producto:

[(a’7 f)?(b7g)] = ([a,b] +be_ <_1)aﬁD9a7 [f;g]) ‘ ac Eav be EB? f € Faa g e Fﬂ

Demostracion. Veamos primero que se tiene realmente un algebra de Lie graduada. Para
esto corroboremos que el producto es graduada, antisimétrico y cumple Jacobi.
Recordar que los morfismos de dlgebras graduadas tienen grado cero, con lo cual se tiene
que [a,b] + Db — (—1)0‘*3Dga es homogéneo de grado a + 3 y [f,g] también. Luego el
producto es graduado.
La antisimetria también sale de la féormula,
[(a, f). (b,9)] = ([a,0]+Db—(~1)*’Dya, [f, g]) = —(=1)*([b, a]+Dga—(~1)"*Dsb, g, f]) =
—(=1)93](b, g), (a, f))-
Por 1ltimo veamos Jacobi:
[[(a, f), (0. 9)), (e, )] = [([a,0] + Dsb — (=1)*"Dya, [f, g]), (e, )] =
([[a,b] + Db — (—1)“5Dga, c| + Dijgc+
— (1) Dy ([a,b] + Dyb — (=1)*° Dya), [[f, 9], h]) =
([[a,0], ] + [Dyb, e] = (=1)*’[Dya, c] + Diy grc +
— (=) Dy ([a, b]) — (1)@ Dy(Dyb) + (=1)*+7 7 Dy (Dyga), [[f, 9], h).
Planteando la condicién de Jacobi, (—1)%*[[z,y], z] + (—1)¥*[[y, 2], z] + (—=1)*¥[[z, z],y] = O
y reescribiendo cada término con su signo correspondiente queda:
(~1)([la.B]. ] + [Dsb.c] — (~1)*P[Dya ] + Dig e+

— (=) Dy ([a, b]) — (1)@ Dy (Dyb) + (=1)*0+ YDy, (Dya), [[f, g], b)) +
(=1)%([[b, ], a] + [Dye, a] — (=1)"[Dpbd, a] + Dig pya +

— (=1)eDy([b, C]) (=1) ﬁ*”)“Df(D c) + (=1)+Pet1e Dy (Dyb), [lg, k], f]) +
(=1)"°({[e,a],b] + [Dna, b] — (=1)*[Dye, 8] + Dy, b +
— (=1)0*8Dy([e,a]) = (=1)0 TP Dy(Dpa) + (1) >+ Dy(Dye), [[n, £, 9])
distribuyamos los signos exteriores:
(-1 [fa.b],d] + (~ 1) [Dgb.] — (~1)#+2[Dya,] + (~1) Diy e+
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— (=1)" Dy ([a, b]) — (=1)7"Dyp(Dyb) + (=1)* 77Dy (Dga), (~1)*7[[f, g], h]) +
((=1)%[[b, ¢l a] + (~1)P*[Dye, a] — (=1)+7*[Dyb, a] + (— )ﬁ‘”D[ hja+

— (=1)7°Dy([b, c]) = (~=1)*Dg(Dye) + (=1)71*7*D(Dybd), (~1)7*{[g, ], f]) +
((=1)"[[e,a],b] + (=1)7°[Dpa, b] = (=1)1*F77[Dye, b] + (= )’*BD[hber

— (=1)*’Dy([c, a]) = (=1)*"Dy(Dpa) + (=1)7***Dy(Dyc), (=1)7[[h, f], g])
agrupemos todo en un solo término:

(=1)*[[a,b], c] + (=1)*7[Dyb, c] = (=1)****[Dya, ] + (~1)*7Djygc +

— (=1)"Dy([a,b]) = (=1)7Dyp(Db) + (~1)**+77Dy,(Dya) +
(=1)%([b, c],a] + (=1)7*[Dye, a] = (=1)777[Dyb, a] + (=1)7* Dy pya +
— (=1)7Dy([b,c]) — (=1)7*Dy(Dge) + (=1)7*7%D ¢ (Dyd) +
(=1)"[[c, a],b] + (=1)"7[Dpa, b] — ( 1295 [Dye,b] + (=1)7 Dy, b +
— (=1)*"Dy([¢, a]) = (=1)*’Dy(Dpa) + (=1)7*** Dy (Dyec),
(=D Lf, g, bl + (= 1)5“[[9,h],f]+(—1)”ﬁ[[h,f],g])

Notar que el séptimo renglén (la segunda coordenada del elemento) es la condicién de
Jacobi en F'y también el primer término de los renglones uno, tres y seis son Jacobi en
E. Luego ambas expresiones se simplifican, dejando:
((=1)*7[Dyb, ] = (=1)*F**7[Dya, c] + (=1)*Dyy g +

— (=17 Dy([a,8]) — (1) Dy(Dyb) + (~=1)**+71 Dy (Dga) +

(=1)%[Dye,a] — (=1)77*P[Dyb, a] + (=1)7*Dyy pja +
= (=1 Dy([b, c]) = (=1)7*D(Dyge) + (=1)" 1D (Dpb) +
(—=1)7[Dpa, b] = (=1)7*FP[Dye, b] + (=1)7 Dy, b +

(—

— (~1)*Dy([e,a]) — (~1)*8Dy(Dya) + (~1)1°+3 Dy (D), 0)
Como Dy es derivacion:
(1) [Dyb,c] — (—1)°Dy([b,c]) — (~1)128[Dye,b] =
(=1 Db, — (~1)@D([b, c]) + (~1)e+15+E+D5 b, D ] =
(—1)*(IDsb, ] — Dy([b,cl) + (~1)%[b, Dyc]) = 0.
Como Dy es derivacién:
—(—1)*#+9Da,c] + (~1)%[Dye,a] — (=17 Dy ([e, a]) =
(—1)B+ar+E+an(e, Dya] + (=1)%[Dye, a] — (~1)* Dy ([e,a)) =
(~1)°9((~1)"[¢, Dya] + [Dye,a] — Dy([e.a])) = 0.
Como Dy, es derivacion:
(=17 Dy([a,b]) = (=1)+P[Dyb, a] + (=1)°[Dpa,b] =
— (=1)" Dy([a,b]) + (~1)#r+AaBater(a, Dyb] + (~1)P[Dya,b] =
— (=1)"(Da([a, b)) + (=1)*'[a, Dpb] + [Dpa, b)) = 0
Luego después de esto, va quedando:
(=1)*' Dy gc — (—DMDh(be) + (=1)*7tP7 Dy, (Dgya) +
+ (=1)P*Dyg pja — (=1)D(Dye) + (=1)1D(Dpb) +
+ (=1 Dy b — (=1)*’Dy(Dpa) 4 (—1)7*+*F Dy (Dyc), 0)
Por dltimo recordar que se tenia un morfismo de algebras de Lie, donde la estructura de
algebra de Lie de D(E) es la del conmutador graduado, luego:
(=1 Dyygic = (=1)7*Dy(Dye) + (=1)7tP Dy (Dge) =
— (=1)*(=Dysq + Ds(Dg) — (=1)*Dy(Dy))(c) = 0.
(=1)*+57 Dy (Dya) + (—1)P*Dyy pja — (—1)* Dy(Dpa) =
— (=1)*8(—=(=1)PYDy(Dy) — Dig 4 + Dg(Dy))(a) = 0.

—(=1)P" Dy (Dgb) + (=1)P 7D (Dypb) + (1) Dy, b =

b,c
b,c
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— (=1)"(Dp(Dy) — (=1)1*Dy(Dn) — Dy, 7)) (b) = 0.

Conclusion: el producto definido le da a £ @ F' una estructura de dlgebra de Lie graduada.
El hecho de que F' sea una subélgebra y E un ideal es inmediato del producto.

La inclusién de F en E® F manda f — (0, f). Como [(0, f), (0,9)] = (0, [f, g]) el producto
es cerrado haciendo de F' una subalgebra.

Por otra parte [(a,0), (b, 9)] = (Ja,b] — (=1)*?Dyb,0) € E, o sea, E es un ideal. O

Definicion 10.9.2. El algebra de Lie graduada recién construida se llama el producto
semidirecto de E por F con respecto a la representaciéon F' — D(E)

Ejemplo 10.9.3. Sea E un algebra de Lie graduada y sea D una derivacién de grado
impar « tal que D o D = 0. Entonces el k-subespacio de D(E) de dimensién uno generado
por D, o sea, kD es una k-subdlgebra graduada, ya que

[D,D]=DoD+DoD=2(DoD)=0¢€ kD

Luego podemos construir el producto semidirecto £ @ kD con respecto a la inclusion
kD C D(E).

Notar que los elementos de grado « son de la forma x 4+ D y el corchete para elementos
y € ES queda, [x + D,y] = [z,y] + D(y).

10.10. El grupo general lineal de un espacio vectorial graduado

Definicién 10.10.1. Sea V un k-espacio vectorial graduado. Definimos GL(V') el grupo
general lineal de V' como aut? (V).

Observacién 10.10.2. Notar que GL(V) = aut(V) = @, auty(V") = @, GL(V").
Sale del hecho que todo morfismo f € GL(V') es de la forma f = @ f", con f* € GL(V™).
Por otro lado si G es un grupo, todo morfismo G £, GL(V) queda univocamente deter-

minado por G £, GL(V™) (es debido a la propiedad universal de la suma directa), o sea,
p=®zp"

Observacién 10.10.3. Supongamos que V =, V" con dim; V" < oo.

Sea G un grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie g
Diremos que G gl aut?(V) es una representacion de G en V si G L, auty, (V™) es un

morfismo de grupos de Lie Vn € Z.
. dp™ . . .,
Para cada n € Z se tiene g 2, gl(V™) el diferencial de la representacién p". Luego

queda determinado un dnico morfismo g 2, gl)(V) = ®g1,(V™), que lo llamaremos el
diferencial de G - aut (V).

Observaciéon 10.10.4. Un caso mas restrictivo del anterior es cuando la representacién
cae en aut? ;. (F) C aut)(E) donde E es una k-dlgebra de Lie graduada y supongamos
que g, el dlgebra de Lie del grupo es E°.

En este caso, (ver [24] p.117) se tiene que la representacién G —- aut) ;. (F) tiene como

diferencial E0 -2, DO(E).

En otras palabras, p(g)[z,y] = [p(9)z, p(9)y] y dp(a)lz,y] = [dp(a)z,y] + [z, dp(a)y].
Luego notar que el cono M := {z € E! | [z, 2] = 0} es invariante por la accién p(g), g € G.



Massri, César 55

Supongamos ahora el caso particular donde p = Ad : G — auty_r;.(F), luego su diferen-

d
cial es B0 £ DY(E). Més atn, si G = auty (V) con V un k-espacio vectorial de dimensién

finita, se tiene que E° = end;, (V) y que G actda por conjugacién ya que

Ad(B)(C) = BCB~! (|24] p.114).

Por otro lado, recordar también que 0% = Ad(e®) € autp_r.(E) ([24] p.114 (5)),
luego, e®r0%(x) = Ad(e®)(z) = e®ze™®, en otras palabras, la exponencial de la adjuncién

EO° s auty_rq.(F) actia por conjugacién y como vimos recién preserva el cono M.

Para terminar esta observacion, si G C auty (V) se tiene que E° C endy (V) por la relacién
que hay entre subgrupos cerrados simplemente conexos y subdalgebras de Lie, con lo cual, el
andlisis previo sigue vigente, o sea, la exponencial de la adjuncién actda por conjugacion.

Por simplicidad notaré a e*£0% como e®.

Observacion 10.10.5. La siguiente observacion la hago a modo ilustrativo: existe un
teorema (Poincaré-Birkoff-Witt) que afirma que toda k-dlgebra de Lie EY tiene una rep-
resentacién fiel sobre un k-espacio vectorial V, o sea, E® — g1, (V). Més atin, si E? es
de dimensién finita (que serd nuestro caso), también lo es V' (teorema de Ado para car-
acteristica cero, Iwasawa caracteristica p > 0). Con lo cual los grupos de Lie con los que
estaremos trabajando serdn todos subgrupos cerrados simplemente conexos de GLi(V), o
sea, basicamente, cambios de base.

10.11. Mobdulos diferenciales

Definicién 10.11.1. Sea A un anillo con unidad, se dird (M, d) un A-mddulo a izquierda
diferencial si M es un A-médulo a izquierda y d es un endomorfismo de M tal que d? = 0.

Observacion 10.11.2. Més adelante usaremos algebras diferenciales, en ese caso, al difer-
encial se le pide a parte que sea una derivacién.

Definicién 10.11.3. Un morfismo (M, d) A, (N,e) de A-mdbdulos diferenciales es un
morfismo de A-mdédulos tal que ef = fd

Observacion 10.11.4. Notar que un submdédulo diferencial de (M, d) serd (N, d|y) donde
N C M es un submédulo y el diferencial es la restriccion del de M.
De esta manera se tiene el cociente (M/N, d) donde el diferencial es el inducido al cociente.

Observacién 10.11.5. Pueden definirse las sucesiones de mdédulos diferenciales como
sucesiones de médulos donde cada mddulo es diferencial y cada morfismo también.

Observacién 10.11.6. Los A-mddulos diferenciales forman una categoria. Dado que
cualquier A-moédulo junto al diferencial nulo es un moédulo diferencial, la categoria de
A-médulos es una subcategoria plena y fiel de la categoria de A-mdédulos diferenciales.
Notar que esta construccion es posible realizarla en cualquier categoria abeliana.

Definicién 10.11.7. Sea (M, d) un A-mdédulo diferencial.

Definimos Z (M) := ker(d), B(M) := im(d). Los llamaremos ciclos y bordes respectiva-
mente.

Dado que B(M) C Z(M) se puede definir el A-mddulo derivado H(M) := Z(M)/B(M).
Notar que todo morfismo (M, d) 1, (N,e) manda Z(M) en Z(N)y B(M) en B(N) luego

se define el morfismo de A-mdédulos H (M) RNy (N).
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Observacion 10.11.8. Se tiene un funtor de a la categoria de A-mddulos diferenciales
en la de A-médulos (M,d) — H(M)

Observaciéon 10.11.9. Sea (M, d) un A-médulo diferencial a izquierda y sea L un A-
modulo a derecha. Podemos considerar (M ® L,d ® idyr).
Z

Se tiene un morfismo canénico H(M)®L — H(M ® L) definido como sigue: [z]|®] — [z®]].
Veamos bien definido, z — 2’ = dx con dz’ = 0, entonces [2' @] =z +dz 1] = [z Q1] +
[dx @] =[z®1].

Luego se tiene el morfismo mencionado. Cuando L es un A-médulo playo, este morfismo
sera biyectivo.

Definicién 10.11.10. Sea (M,d) y (N,e) dos A-médulos diferenciales y dos morfismos
(M, d) ELA (N,e). Se dird que f es homotdpico a g (f ~ g) si existe una aplicacién A-lineal
tal que g — f = hd + eh.

Notar que si z es un ciclo de M, se tiene que g(z) — f(z) es un borde de N, luego los
morfismos inducidos H(M) — H(N) coinciden.

Observacién 10.11.11. La relaciéon de homotopia sobre morfismos es una relaciéon de
equivalencia.

Definiciéon 10.11.12. Diremos que dos médulos diferenciales M y N son homotdpicos si
existen morfismos f y g tal que fg ~idy y gf ~ idp;. En ese caso H(M) = H(N).
En particular diremos que un mddulo es homotdpico a cero si idy; ~ 0, en ese caso

H(M) =0, o sea, todo ciclo es un borde.

Definicion 10.11.13. Dos A-mddulos diferenciales se diran cuasi-isomorfos si existe un
morfismo que induce un isomorfismo en los derivados.

10.12. Algebras de Lie graduadas diferenciales

Definicién 10.12.1. Un dlgebra de Lie graduada diferencial es un par (E,d) donde E es
un dlgebra de Lie graduada sobre un k-espacio vectorial graduado y d es una derivacion
de grado d tal que d?> = 0.

Observacion 10.12.2. Dada que d es un endomorfismo de un algebra de Lie graduada
se tiene que d(FE?) C B4 y al ser derivacion se tiene que d[a,b] = [da, b] + (—1)*[a, db]

Observacion 10.12.3. En nuestro caso usaremos derivaciones de grado uno.

Notaciéon 10.12.4. Llamaremos DGLA a la categoria de k-idlgebras de Lie graduadas
diferenciales de tipo Z. Donde el diferencial tiene grado uno. Usaremos k de caracteristica
cero.

Observacién 10.12.5. Recordar que Z(E, d) = ker(d) es una subdlgebra de Lie graduada
de Ey B(E,d) = im(d) es un ideal de Z(E, d). El cociente hereda la estructura de algebra
de Lie graduada. (ver [10.8.1). Luego H(E,d) es una DGLA con diferencial nulo.

Definicion 10.12.6. Una DGLA se dird formal si es cuasi-isomorfa como DGLA a su
cohomologia.
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10.13. Algebras de Lie nilpotentes

Definicion 10.13.1. Una k-dlgebra de Lie E de dimension finita se dice nilpotente si
para cada a € E, adga € endi(F) es nilpotente. o sea, para cada a € F existe un nimero
finito de productos tal que [q, [a, [a,]. .., [a, —]]] = 0.

Observacion 10.13.2. Existe un funtor exp de la categoria de algebras de Lie nilpotentes
en la categoria de grupos:

Para cada algebra de Lie nilpotente existe una biyeccion N — exp(N) =: {e¢® | a € N}
tal que:

= Si[a,b] =0 = e%’ = 2. En general e%e? = ¢**® donde a*b € N es un producto
definido por la férmula de Campbell-Baker-Hausdorff, haciendo de (NN, *) un grupo.

= Para cada k-espacio vectorial V' y cada morfismo de algebras de Lie N 2, endg (V)
tal que p(N) es una subélgebra nilpotente, existe un morfismo de grupos

ea:p(N) e%) autk( ) | exp(p)(ea) — epla) —. 80 M

n:

Lema 10.13.3. V un k-espacio vectorial y N LN end, (V') una representacion de un
dlgebra de Lie nilpotente N. Sea V x V 2, W una funcion bilineal simétrica, q(v) =
é(v,v) su funcién cuadrdtica asociada y M el cono ¢~ *(0) = {v € V | ¢(v,v) = 0}.

Si p(pla)v,v) =0 Vv e M entonces M es invariante por e”® Ya € N.

Demostracion. Para cada v € V' se define la funcién polinomial k 2o W como:
Fy(t) == q(e”" (v))

donde a € N fijo. Veamos que F, es una funcién constante, para esto recordar que
26(a(1).y(1)) = 0(%0. (1)) + o(x(1), 240),

también que e/t (v) = 2 (v+tp(a)(v) + 5 p(a)2(v) +...) = p(a)(v) + Lp*(a) (V) + ...
Para todo t,s € k, si u = (5 (v) se tiene que F,(s +t) = F,(t) pues

Fy(s-+1) = ger220 (1) = qer o)) = o) = (1),

Por otro lado § (F,)(t) = § (qe’ ( )) = G5 (d(er) (v), er) (v))(t) =

$(p(a)(v) +t...,e?(v) + ¢’ (v), p(a)(v) +1...) =(es simétrica)=
= 2¢(p(a)(v) —|— t , Pt () :> en t = 0, resulta 2(15( (a)(v),v) =(hipdtesis)= 0.
Luego se tiene que 85; (s) = ( ) =0 con lo cual F, es constante Vt € k, entonces para

AS?\QJ

t=0yt=1 se tiene que q( q(eP@), o sea, que el cono M es invariante por e”(%)
cona € N. O

Corolario 10.13.4. Sea E una DGLA con E° nilpotente. Entonces el cono
M = {a € E' | [a,a] = 0} es estable bajo la exponencial de la adjuncién (e
ac ED).

adga con

Demostracion. Recordar que el corchete en grado impar es simétrico.
Por Jacobi se tiene que 2[v,adga(v)] = 2[v,[a,v]] = —2[v,[v,a]] = [a,[v,v]]. Luego si
v € M, se tiene que [v,adga(v)] = 0 cumpliendo la hipétesis del lema previo. O
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Observacién 10.13.5. E° con el corchete inducido de E es un dlgebra de Lie no-graduada
pero puede pensarse como graduada en grado cero. Asi resulta una subélgebra graduada
de E y endi(E°) C end)(E) = @, endy(E™).

Ahora, considerando la adjuncién de E° uno puede extender su imagen a todo E de la

d
siguiente manera: E° T2 endy, (E%) C end?(E), resultando el morfismo E° adn end)(E).
Notar que como el corchete de E° es el mismo que el de E, adgo = adg|pgo,
aplicando la exponencial (E? nilpotente) se tiene que

E° = exp(E®) M) antd(E) = GL(E)

Maés concretamente, a cada a € E° se le asocia el automorfismo de grado cero

Ee“d_E)a E | eadEa(I) — ZW(.I) =+ [a,ﬂ?] + %[a’v [aﬂxﬂ e
0

adga

Por simplicidad notaré a e como €%,

Observacién 10.13.6. La importancia de las DGLA con E° nilpotente es la siguiente:
supongamos dada E una DGLA con E° de dimensién finita. Para cada (A,m4) anillo de
Artin local con cuerpo residual k, se construye E®m 4 una nueva DGLA con (E®@my)° =
E° ® my nilpotente. Luego la DGLA original se va estudiando en cada anillo de Artin y
de alguna manera uno se va a ir aproximando a la DGLA original. Esto lo veremos en la

seccién [I2] Si se quiere un ejemplo concreto de esto, ver la seccién [I1.4}
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11.

11.1.

Enfoque clasico a la teoria de deformaciones

Resumen

Esta seccién es la més importante dentro de este trabajo. Se hizo siguiendo [I7].
Aqui se estudiaran las deformaciones en general utilizando el enfoque clasico de DGLA.
Cuando uno quiere deformar, por ejemplo, un algebra asociativa, un algebra de Lie,
un morfismo, una representacion, un moédulos, un complejo, una codlgebra, etc., se
lo puede pensar como un elemento de una variedad algebraica dentro de un espa-
cio vectorial (esto es si estamos trabajando con dimensién finita, pues las constantes
estructurales definen el elemento en cuestién). Veremos que todas sus posibles defor-
maciones (locales) serdn aquellos elementos dentro de un entorno que cumplan lo que
se llama la ecuacién de Maurer-Cartan. Si bien parecerd descolgada de las deforma-
ciones formales de las secciones anteriores, no lo es. De hecho todas las condiciones
que estuvimos extrayendo para deformar formalmente, son todas casos particulares de
la ecuacién de Maurer-Cartan. Lo veremos en mi seccién Por dltimo, la teoria
aqui descrita es utilizada de manera mas general, no sélo para deformar estructuras
algebraicas o morfismos, sino también, variedades analiticas o variedades complejas
(Kodaira-Spencer, ver [16]). Después de esto, todo se reduce a encontrar una DGLA
que modele el problema en cuestion.

La ecuacién de deformaciéon

59

Sea (E,d) una DGLA sobre un cuerpo de caracteristica cero con d una derivacién de

grado

« impar tal que d? = 0.

Definicion 11.1.1. La ecuacién

1
da+§[a,a]:0, acE”

se llama la ecuacidon de deformacion, o de Maurer-Cartan.
Sea My := {a € E* | da+ %[a,a] = 0} el conjunto de sus soluciones.

Obse

rvacién 11.1.2. Reescribamos la ecuacion de deformacion:

Sea R:=d+ E* C E @ kd (ver|10.9.3), o sea,
R es la variedad lineal en E @ kd paralela a E* que pasa por d.

Sea M :={z € R| [z,z] = 0}.
Notar que si x = d + a € R se tiene que

[z,2] = [d+ a,d + a] = [(a,d), (a,d)] = ([a, a] + da + da,[d,d]) = 2da + [a, a]

Luego x € M <= a € My, con lo cual la biyeccion E¢ 4 R manda My en M.
En vez de estudiar el espacio My es conveniente estudiar M.

Notar que M es una variedad algebraica definida por ecuaciones cuadréticas: son los ceros
de una funcién cuadratica asociada a una bilineal simétrica. Mds atn, si dimg(E®) = n
se tiene que M es la interseccién de n formas cuadraticas asociadas a n formas bilineales
simétricas. En otras palabras, es la interseccién de n cuadricas.

Definicion 11.1.3. Dado x = d 4+ a € M, definimos d, := d + adga como el diferencial
asociado a x (10.7.3)).
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Observacién 11.1.4. Notar que d, = adE@kdx\E = [m, —] ya que
adgerar|p(e) = [(a,d), (e,0)] = [a, €] + de = (adga + d)(e) = dx(e)
También que d2 = 0 ya que
d(e) = (adga + d)(adga + d)(e) = [a, [a, €]] + [a, de] + d[a, €] + d*(e) =
— [a,[a, €]] + [a, de] + [das €] — [a, de] = [, [a, €]] + [das €] =
— (Jacobi) = %[[a, al, ¢] + [da, ] = %[a, o] + da, e] = 0

Corolario 11.1.5. A cada x € M se le puede asociar un complejo (E,dy) y el grupo
cohomoldgico H(E,dy) que es un k-espacio vectorial graduado (10.8.2 y|10.8.5).

Observaciéon 11.1.6. El caso mas simple y muy importante es cuando d = 0. En este
caso, M = My y d, = adgx.

Observacion 11.1.7. Para un estudio local de M fijamos un punto m =d+a € M y
veamos cuando m +u € M:

[m + u,m + u] = 2[m,u] + [u, u] = 2[d + a,u] + [u,u] =

= 2[a, u] + 2du + [u,u] = 2(d + adga)(u) + [u, u] = 2d,, (u) + [u, u

Luego m +u € M <= dp,(u) + 3[u,u] = 0.

Definicién 11.1.8. Dado m € M, las soluciones de dy,(u) 4+ 5[u,u] = 0 con u € E“ se

llamaran deformaciones relativas a m o deformaciones locales de m.

11.2. El lenguaje de deformaciones

Sea E una DGLA con diferencial de grado uno y con cada E° de dimensién finita. Se
define R =d+ E'y M = {z € R| [z,7] = 0}. El grupo de Lie simplemente conexo G
cuyo algebra de Lie es E? acttia en R y en M. Ambos espacios son G-invariantes .
Notar que M es un conjunto algebraico .

Dado que el cuerpo k es R o C a R se le da la topologia usual de espacio vectorial de
dimension finita y a M la topologia inducida.

Dos elementos z,y € M se dirdn equivalentes si pertenecen a la misma orbita por G.

En los ejemplos siguiente, cada elemento de M representa cierta estructura algebraica y
dos se dirdn equivalentes si las estructuras son isomorfas.

Sime MymeU C M es un abierto, cada punto de x € U se considerard como una
deformacion local de m.

La deformacién se dird trivial si x es equivalente a m Vx € U algun entorno de m.

Un elemento m se dira rigido si cualquier deformacién (local) es trivial, en otras palabras
si G - m es un abierto de M.

Una familia de deformaciones de m significara un subconjunto arcoconexo F' C M que
contiene a m.

Una familia se dird localmente completa en m si G - F' es un entorno de m.

Si F' es una familia de deformaciones que a su vez es una variedad algebraica, analitica o
diferenciable, se dird que F' C M es una familia de deformaciones algebraica, analitica o
diferenciable.
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11.3. Problemas relacionados a la ecuacién de deformacién

Nombremos un par de ejemplos a modo informativo en donde se ve claramente la impor-
tancia de la ecuacién de deformacion. Si bien no fue evidente, ya hemos utilizado ejemplos
en dénde aparece. En la seccién los trataremos mas de cerca definiendo todas las
DGLA necesarias. Esta seccion es simplemente informativa y orientativa.

Ejemplo 11.3.1. A cada C-espacio vectorial V se le puede asociar un algebra de Lie
graduada (en principio con diferencial nulo) E = @, hom(V®"*1 V). El corchete en F
es tal que las formas bilineales ;¢ € E' definen una multiplicacién asociativa en V <=
1 1] = 0.

Luego el conjunto M := {u € E' | [u, ] = 0} es exactamente el conjunto de todas las
multiplicaciones asociativas en V.

Sipue My A= (V,u) es el dlgebra asociativa correspondiente, el grupo cohomolégico
H"™(E,d,) es idéntico al grupo cohomoldgico definido por Hochschild H (A4 A).

A nivel de los complejos, E serd el complejo de Hochschild corrido en uno, luego, si bien
no son iguales, podria decirse que son homotdépicos.

Maés atn, si la dimensién del espacio vectorial es finita, I/ admite una estructura de DGLA
con grupo estructural GL(V'). Se tiene que p; y p2 estdn en la misma orbita <= las
algebras asociativas correspondientes son isomorfas.

Ejemplo 11.3.2. En el caso de las dlgebras conmutativas, donde el producto a parte de
ser asociativo se le pide conmutatividad, las cohomologias que aparecen son las de Harrison

I6].

Ejemplo 11.3.3. Una situacion similar existe para las algebras de Lie, en este caso dado
un espacio vectorial V se construye E = @, homy (A" V, V) con un corchete tal que:
p € E' satisface Jacobi <= [y, u] = 0.

Notar que a nivel de los complejos, E y el de Chevalley-Eilenberg difieren en un shift,
luego, si bien no son iguales, podria decirse que son homotdépicos.

Si [u, p] = 0 la correspondiente dlgebra de Lie A = (V, i) tiene como grupo cohomolégico
H(FE,d,) que es exactamente igual al definido por Chevalley-Eilenberg (corrido en uno).
Nuevamente si dimg V' < oo E admite una estructura de DGLA con grupo estructural
GL(V) y satisface que 1 y pg2 estan en la misma orbita <= las correspondientes dlgebras
de Lie son isomorfas.

Ejemplo 11.3.4. La ecuacién de deformaciones también aparece en el estudio de morfis-
mos de dlgebras. Sea A y B dos algebras (asociativas o de Lie). Luego existe un algebra
de Lie graduada tal que E! es el conjunto de todas las funciones lineales entre A y B.
Miés atin, existe una derivacién (externa) d tal que un elemento f € E! es un morfismo de
algebras de A en B < df + %[f, fl=0o.

Més atn, tomando x = d + f, H"(F,d;) es idéntico al grupo cohomolégico H"(A, B)
donde B es considerado como un A-mdédulo via f.

Si ambas k-dlgebras son de dimensién finita (k=R o k = C) a F se le da una estructura
de DGLA tal que su grupo estructural es los automorfismos internos de B y dos morfismos
de algebras estan en la misma orbita <= difieren en un automorfismo interno de B.
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11.4. Relacion con las deformaciones formales

Observacién 11.4.1. Trabajaremos siempre con F una DGLA de tipo Z sobre R o C,
E =@, E', tal que dimg(E?) < oo.

Dado que M C E' es un conjunto definido por los ceros de una funcién cuadritica, se
tiene que M es un cerrado dentro de E'. Més ain, como E! es un espacio vectorial de
dimensién finita, sobre R o C, se tiene que E' es un espacio de Banach con la topologia
usual. Luego cualquier sucesién de Cauchy de elementos de M, convergera en M.

Observacién 11.4.2. A E se le pueden extender sus escalares E ® k((t)) = @, E' @ k((t))
k k

haciendo que el corchete y la diferencial sean k-lineales. Esto da lugar a una nueva DGLA.
Si se tiene mg € M <= [mg,mg] = 0, uno se puede preguntar, qué condiciones debe
cumplir una serie formal my = ° tlm € RY con m; € R para que m; € M" C R".

En otras palabras:

0 = [y, my] Zt” Z m;,m; Zt” Z [mi, m;])" <=

= i+j=n = i+j=n

Z [mi,m;] =0 VneN
i+j=n
Notar que si en vez de tensorizar por k((t)) uno tensoriza por el anillo local de Artin
k[t]/(t™) (n > 2) se obtiene lo que habiamos llamado deformaciones formales de orden n.
En este caso, para que my € M{[t]/(t") basta que cumpla >, . [m;,m;] =0 (r <n).

Definicion 11.4.3. m; se llamara deformacion formal de my.
Definicion 11.4.4. my se llamara deformacion infinitesimal de my.

Observacion 11.4.5. Notar que los m; son elementos de R, asi como en los ejemplos que
hemos estudiado en las primeras secciones, éstos eran funciones lineales o bilineales sin
ninguna propiedad extra. También cuando veamos las DGLA de cada deformacién
formal de las primeras secciones, se podra corroborar que las condiciones de deformacién,
de obstruccién, de deformaciones triviales, las proposiciones, los teoremas de rigidez, etc,
son todos casos particulares de los que aqui trataremos.

Observacién 11.4.6. Reescribamos la condicién de pertenencia a M|[t]]:

0= [mimy] = (> [mi,my]) + [mo,mn] + [mn, mo] =
i+j=n i+j=n
i,7>0

( Z [mivmj]) + 2[mo, ma) = ( Z [mivmj]) + 2dpm, (M)
i+j=n i+j=n
i,j>0 i,j>0
Luego si definimos dm,, := ) iy j—n[ms, m;] como la obstruccién n, se tiene la proposicién
3,5>0
estandar:

Proposicién 11.4.7. Dada m; € M|[t]/(t") = dp,(dmy,) = 0.
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Demostracion. Notar que la hipdtesis, m; € M[t]/(t") es equivalente a decir

Ao (Mm1) = dma+2dm, (m2) = ... = dmp_1+2dm, (mp—1) = 0 (11.4.2) que es exactamente
la que aparece en todos los ejemplos que hemos dado de deformaciones formales.
Recordar que el Jacobi graduado para elementos de orden uno, es

[13, [y7 Z]] + [yv [z,x]] + [27 [x,y]] =0

con lo cual, se tiene que [.Z', [ya ZH = _[y7 [27'%']] - [27 [x7yﬂ = [[szLy] + [[wayL Z]' Como la
antisimetria para elementos de orden uno es [z, y] = [y, x|, se tiene entonces

[z, [y, 2]] = [lz, 2], y] + ([, 9], 2]

Recordar también la antisimetria para f € E' y g € E? es [f,g] = —|g, f]. Entonces:

iy (6mn) = [mo, 5mn] = [mo, Y [mi,myll = > [mo, [ma, my]] =

i+j=n i+j=n
i,j>0 i,j>0
= > [mo,mal,mgl+ Y [fmo,myl,mi] =2 [[mo, mi],my] =
i+j=n i+j=n i+j=n
i,j>0 i,j>0 i,j>0
o 1
= (hip6tesis) = 2 Z [—idmi,mj] =— Z Z ([mg, my], m;] =
i+j=n i+j=nl+k=i
i,j>0 i,j>0 1,k>0
=— Z [[m, my], m;] = (Jacobi) = 0
I+k+j=n
Lk,j>0

O

Observacién 11.4.8. Con lo cual dm,, es la obstruccién a extender m; € M]t]/(t") a
my € M[t]/(t"*1), ya que en el caso de que dm,, sea un coborde, o sea,

5y, = dpy (), definiendo my, := —1z se tiene que > t'm; € M[t]/(t"1).

Vedmoslo: por hipétesis se tiene que [mi,m;] =0 (r < n), falta ver que también
vale para r = n:

i+j=r

1
Z [mz‘7mj] = 0mp + 2dme (Mn) = ding (7) + 2dm0(—§x) =0
i+j=n

Luego se tiene:

n
[, my] = Ztr Z [m;,m;] =0 mod ¢"
r=0 i+j=r

Corolario 11.4.9. Si H*(E,dp,) = 0 cualquier my serd integrable (formalmente).

Demostracion. Dado my construyo dms que es un coborde, luego defino msy := —%:c donde
x es tal que 0mg = diy,(x). Inductivamente construyo m;. O

Observacion 11.4.10. Con respecto a las deformaciones formales triviales y automorfis-
mos formales, el tratamiento es similar:
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Definicién 11.4.11. Dos deformaciones formales se dirdn equivalentes m; ~ mj si existe
una serie formal de la forma e = idg + > ;° t'e® con z; € E°, tal que e®*m; = m,.

Observacién 11.4.12. Notar que si m/ ~ my entonces sus deformaciones infinitesimales
t t
difieren en un coborde, O sea,

e“*my = (id + te®)(mo + tmq) = mo + tmq + tlxy, mo] =

= mg + t(m1 — dpmy(x1)) mod t2
Luego my — mf = dp, (1)

Observacioén 11.4.13. Recordar que si m; = mg+t"m;, + ... es una deformacién formal
de mg entonces m,, es un cociclo, esto es pues 0 =3, [mi, m;| = 2dp, (mn).

Maés atin, si también es un coborde, dm,, = dp,,(z) se tiene que m; es equivalente a una
deformacion que empieza en grado n + 1. Se define e** :=id + t"e* —

e’tmy = (id +t"e")(mo + t"my,) =
=mgo + t"my, — t"[mo,z] =mp mod gt
Corolario 11.4.14. Toda deformacion formal my = mo+t"m;, +... es equivalente a una
donde su primer término no-nulo es un cociclo no cohomaologo a cero.

Corolario 11.4.15. Si HY(E, d;,) = 0 = myq es formalmente rigido.

Demostracion. Dado myg, se toma cualquier deformacion formal mg + tmq1 + ...

Luego por hipétesis m; es un coborde.

Existe una deformacién equivalente que empieza en grado dos. Inductivamente, se tiene
que la deformacién elegida es trivial, o sea, equivalente a my. ]

Observacién 11.4.16. Lo que estd pasando bédsicamente es que uno se esta construyendo
a partir de m una familia formal m; = m" + 3 {° tlmf Lo interesante es que sobre k = R
o k = C, se tienen, tal vez, deformaciones concretas. Esto es debido a que la serie mq
posee un radio de convergencia ([I] pp.39) que dependerd de los m; y como la serie puede
pensarse como una sucesion en M, su limite estard en M . Luego, basta definir
=y s'm; con s € k en el radio de convergencia para que m + u € M.

Notar que si los m; estan acotados, el radio de convergencia siempre es positivo asegurando
deformaciones concretas en algin entorno de m.

11.5. Grupos de Lie actuando en conjuntos algebraicos

Nombremos algunos hechos sobre conjuntos algebraicos dentro de £ con k = C o k = R.
Sea M un conjunto algebraico irreducible en k™ y sea S C M el conjunto de puntos
no-singulares de M.

Se tiene que S es un abierto Zariski de M. Si x € S existe un entorno U tal que U N M es
una subvariedad compleja de Y. En otras palabras, S es una variedad compleja.

También si z € S su espacio tangente 1,5 (considerando a S como subvariedad analitica
de k™) es igual al espacio tangente Zariski de z en M considerada como una subvariedad
algebraica de k", en particular la dimension de S como variedad analitica es igual a la
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dimensiéon de M como variedad algebraica.

En el caso particular que k = C se tiene que si U es un abierto Zariski de M, entonces U
es conexo (con la topologia usual de C™). En el caso de k = R sélo se puede decir que U
posee un numero finito de componentes.

Proposicion 11.5.1. Sea M un conjunto algebraico en k™ y G un grupo de Lie de di-
mension n tal que M es estable por G. Si existe un x € M tal que su orbita G-x es abierto
(con la topologia inducida de k™) entonces G - x es un abierto Zariski de M (en el caso
k=R, G-z es una componente de un abierto Zariski).

Demostracion. Podemos asumir que GG es conexo, luego cada componente irreducible de
M queda estable por G. Con lo cual podemos asumir que M es irreducible. Sea t = dim M
como variedad algebraica y sea g el algebra de Lie asociada a G. Para cada = € k™ el
conjunto G - x es una subvariedad analitica de k™ donde el espacio tangente T,k™ viene
dado por G, :={T'(x) | T € g}. Si x € M se tiene que dim G, < t.

Sea U :={z € M | dimG; =t} luego U es un abierto Zariski de M, mds atn es no vacio
pues contiene a x y también se tiene que U C S el conjunto de puntos no-singulares de
M.

Si x € U su orbita en un abierto de U, luego las orbitas por G parten a U en abiertos
disjuntos.

Si k = C, U es conexo con lo cual hay sélo una orbita de G.

Si k =R, U posee finitas componentes, luego GG - £ es una componente conexa de U. [

Observacion 11.5.2. Notar que M posee un nimero finito de abiertos Zariski disjuntos.

11.6. Teorema de Rigidez

Notacién 11.6.1. Sea (E,d) una DGLA. Dado m € M considero d,, su diferencial aso-
ciado. Sea Z(m) := ker(d,,), B(m) := im(d,,) y considero H(m) como subespacio dentro
de Z(m) tal que H(m) = Z(m)/B(m) = H(FE,d,,). En principio son k-espacios vectori-
ales graduados, y por consiguiente se tiene Z(m) = B(m) @ H(m). También considero el
complemento (graduado) de Z(m) en E y lo llamo C(m).

Observacién 11.6.2. Notar que como C(m)" = E*NC(m) y B"*(m) = E""'NB(m), se
tiene un isomorfismo C'(m)™ — B(m)™""!. Sale del hecho que se tiene la siguiente sucesiéon

exacta corta: 0 — Z"(m) — E" (@) g1 (m) — 0. Luego C™(m) = E"/Z"™(m) =
B™1(m). En otras palabras, se tiene que C(m) = B(m)[1].

Por 1ltimo, para concretar un poco més el lenguaje, si a € C°(m), a no es un 0-cociclo
pero si un 1-coborde.

Definicién 11.6.3. Con la notacion previa, la descomposiciéon E = B(m) @ H(m) @ C(m)
se llama la descomposicion de Hodge de E con respecto a m. Si bien no es tdnica (lo es
salvo isomorfismos), nos quedamos con la construida previamente.

Notaciéon 11.6.4. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo de caracteristica cero de
dimensién finita munido de la topologia usual. Notaremos por U,y como un entorno de
zeV.
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Lema 11.6.5. Sea m € M y E = B(m) & H(m) @ C(m) la descomposicién de Hodge

. .. Y F
entonces existe una funcién analitica C° x H' x C' — R | (a,h,u) — e*(m + h + u)
que asigna difeomorficamente Upeco X Uper X Upecr en Umer

Demostracion. Es suficiente probar que el diferencial de F' en el origen (0,0,0) es un
isomorfismo lineal entre CY x H' x C! y E' (Teorema la Funcién Inversa).

dF o0 (a, h,u) = la,m|+h+u=—[m,a| +h+u=(1114)= —dpn(a) + h+u=

(—dy, ® H ® CY)(a, h,u). Como las tres componentes son isomorfismos , se tiene
que dF(g o,y es un isomorfismo. O

Teorema 11.6.6. Sea m € M tal que H'(E,d,,) = 0. Entonces m es rigido. De hecho
existe un entorno Umenr tal que todo x € Upmepnr es de la forma x = e*m con a € Uyeco.

Demostracion. Considero los entornos del lema previo, Uper, Upeco, Upecr (HY = 0),
luego todo x € Uper es de la forma x = e*(m + wu) con a € Uyeco, u € Upecr. Més atin,
x=e*(m+u) € M <= m+u € M, esto es pues, por un lado, si m+u € M, como M es
invariante por la accién del grupo, se tiene que x € M. Analogamente, si x € M se tiene
que e %x € M, luego m +u € M.

Notar que m+0=m € M.

Sea C1 5 E? la funcién polinomial definida por u — [m + u, m + ul.

Como vimos en u€ M < P(u) =0, pues P(u) = dp,(u) + 3[u,u].

Luego se tiene dPy = d,,, inyectiva pues C* P B2 Recordar que E' = Z' o C1.

Luego existe un entorno U’ C C' tal que P restringida alli es inyectiva (Teorema de la
Funcién Inversa). Luego si u € U’ se tiene que m +u € M <= u = 0 esto es pues
m+0=m € My P es inyectiva en U’'.

Solo resta acomodar los entornos para concluir la demostracién: sea V := Upecn NU', y
sea el entorno de m € M, S := {e*(m+u) | a € Upeco, u € V} N M. Luego todo x € S es
de la forma =z = e*m con a € Uyeco O

Corolario 11.6.7. Sea m € M tal que H'(E,d,,) = 0. Entonces G - m es un abierto
Zariski de M (si el cuerpo es R, G -m es una componente conexa de un abierto Zariski).

Demostracion. Del teorema anterior se deduce que G -m es un abierto y de la proposicién
(11.5.1) si k = C que ese abierto es Zariski o si kK = R una componente de un Zariski. [

Corolario 11.6.8. El abierto Zariski {m € M | H'(E,d,,) = 0} es la unién de un niimero
finito de orbitas de G, en otras palabras: hay finitos elementos rigidos (salvo equivalencia).

Demostracion. Veamos que el conjunto es un abierto Zariski, el resto se deduce del coro-
lario anterior.

Sean Z,, :={m e M | dimZ"(m) < r} y By, = {m € M | dimB"(m) > r} que son
abiertos Zariski de M. Sea U, := {m € M | H"(E,d;,) = 0} = Up = U, ¢z Zr;n N Brns
o0 sea, la unién de abiertos Zariski, entonces es abierto Zariski. En particular U; lo es. [J
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11.7. Familias Kuranishi

La siguiente seccion estudia el caso en que H' no sea cero. Encontraremos un subconjunto
IC C H' localmente completo, o sea, que parametriza todas las deformaciones locales de m
salvo equivalencias. Claramente cuando H' = 0, se tiene que K = 0 y por consiquiente m
serd rigido como fue probado en la seccion previa.

Notacién 11.7.1. Seam € M y E = B(m)® H(m) @ C(m) la descomposicién de Hodge
con respecto a m. Sea M’ := {z € R | mg([z,z]) = 0}. Notar que M C M'.

Lema 11.7.2. Eziste un morfismo analitico Uye 71 2L 0" tal que
M NUper = {m+ 2+ ¢(2) | z € Uyez1 }. En otras palabras que todo m € M tiene un
entorno en M' parametrizado por 1-cociclos.

Demostracién. Sea Z'xC! - B2 tal que F(z,u) == dm(u)+375([z+u, 2+u]). Notar que
F(0,0) =0y dFo,0)(0,u) = dm(u), o sea, que dF ) (0, —) : C' — B? es un isomorfismo.
Entonces se tiene que Por el Teorema de la Funcién Implicita, la ecuacién F(z,u) = 0 puede
resolverse para un entorno de (0,0), o sea, existe una funcién analitica Upe 71 2, Upecn
tal que (z,u) € Uyez1 X Upecn satisface F(z,u) = 0 <= ¢(z) = u.

Notar que m + z+u € M' < F(z,u) =0 ya que

1
m([m + =+ w2+ u]) = (T2 = mp(don(= -+ 0) + 5o+ u, 5+ u]) =

= (i (2)) + 7 (i (1) + (2 + 2+ ) =

= dn(2) + d() + [z + 0,2 4 u]) =

= dp(u) + %TI'B([Z +u,z+u|) = F(z,u)

El 1ltimo paso se debi6 a que 7p|p(m) = id y dn(Z(m)) =0
En conclusibn m+ z+u € M' <= F(z,u) = 0 <= u = ¢(z2),
Con lo cual M' NUpmer = {m + z + ¢(2) | z € Uye 1 } para algin entorno U,cp. O

Observacion 11.7.3. En el préximo lema elegiremos un entorno U,,c g conveniente. Notar
que la ecuacién [z,z] = 0 es equivalente a wp([z,z]) = 7g([z,z]) = mc([z,z]) = 0.
Mostraremos que existe un entorno tal que si se satisface mp([z, z]) = 7y ([z,z]) = 0 =
[z, 2] = 0. En otras palabras, que donde 7y ([z,z]) = 0, M" y M son iguales localmente,
haciendo que la caracterizacién anterior se imponga para M. Un caso particular es cuando
H?(E,d;,) =0 pues ny([z,2]) =0 V€ E.

Lema 11.7.4. Existe un entorno Umepr tal que si x estd alli y
78([z, 7)) = 7a([z,2]) = 0 = [z,2] = 0.

Demostracion. Supongo © = m + a € R con wg([z,z]) = my([z,z]) = 0, entonces por
Jacobi, se tiene que

0=[z,[z,2]] = [m + a,mc([z, 2])] = [m, mc (|2, 2])] + [a, me [z, 2])] =
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= dm(ro([z,2])) + adpa(ro([z, 2])) = (dm + adga)(mo([z, 1))

Notar que para cada a € E! se tiene que d,, +adga : C"* — E™t! es lineal. También que
para a = 0 se tiene que es inyectiva ya que su dominio es C(m). Luego existe un entorno
del cero en E', Uycp1, tal que para cada a alli, d,, + adga es inyectiva. En particular en
C?(m). Con lo cual (d,,, + adga)(nc([z,x])) = 0 implica 7¢([z, z]) = 0.

El entorno Upecr := m + Uye g1 satisface el lema. O

Corolario 11.7.5. Dadom € M. Si H*(E,d,,) = 0 entonces M’ es localmente igual a M.
Se tiene que existe un entorno de m parametrizado por Uye z1. Mds ain, lo parametrizado
por H NUye 51 contiene un representante de cada clase de equivalencia.

(Recordar que x ~y <= Ja € C° | v = e%y).

Demostracién. Como H?(E,dy,) = 0 el lema (11.7.4)) afirma que hay un entorno U de
m € R donde M NU = M’ NU. Del lema existe otro entorno V de m € R tal que
MnUNY ={m+z+¢(2) | 2 € Upezr }, 0 sea, que estd parametrizado por Upe .
Luego por el lema , se tiene que U NV es difeomorfo a un producto de entornos
Upeco X Uperr X Upecn -

En este caso, resulta {m + h + ¢(h) | h € H' NUyc 71} = {0} X Uyepn X Upeen ya que
para h € H' NUpcz se tiene que m + h + ¢(h) = e®(m + h + ¢(h)). Luego para cada
h € H' NUyc 5 se obtiene un representante distinto de cada clase de equivalencia. O

Observacién 11.7.6. Si H?(E,d,,) no es cero, el conjunto algebraico M puede tener una
singularidad en m. La estructura en un entorno de m esta descrita por los ceros de una

funcién analitica V —% H2 con V C H!.

Definicién 11.7.7. La funcién Uye ;1 £, H? se llama la funcion de obstruccion. Esta se

define utilizando Uye 71 %, €1 del lema (11.7.2). Sea Upe s £, H? tal que

Q(z) =7 ([z + ¢(2), 2 + ¢(2)]).

El conjunto K := {m+h+¢(h) | h € H' NUyez1, Q(h) = 0} se llama la familia Kuranishi
de deformaciones de m.

Observacion 11.7.8. El siguiente teorema demostrard que X es localmente completo en
m. En otras palabras; existe un entorno del 0 en H' tal que cualquier elemento alli no-
obstruido representa una deformacién local de m. Reciprocamente cualquier deformacion
local de m esta representada por un elemento no-obstruido de ese entorno.

Teorema 11.7.9. Sea m € M y E = B(m) ® H(m) @ C(m) la descomposicion de Hodge
con respecto a m.

(a) Ezisten funciones analiticas Uye 71 2, o y Upe 71 X H? con $(0)=Q0) =0y un
entorno Umenr tal que Umen = {m + 2z + ¢(2) | z € Upe g1, Q(z) = 0}

(b) K es localmente completo, o sea, existen dos entornos Upeco y Vmem tal que

Upeco X K — Vimenmr con (a, k) — ek es un homeomorfismo analitico.

Demostracion. Empecemos arreglando los entornos. Sean U y V dos entornos en R de m

que satisfacen el lema ([11.7.4)), o sea alli M y M’ coinciden. Del lema ((11.7.2)) obtenemos
la funcién analitica Uye 71 2, ¢ donde U N M = {m+ 2+ ¢(2) | 2 € Upes }.
Tomo un entorno en H! del cero, Uycp1 := H' NUyez, luego del lema ([11.6.5) se tiene
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que existen dos entornos (a parte de dos ya construidos) donde la funcién

Upeco X Upe gt X Upecn Ly | (a,h,u) — e*(m+ h+wu) es un homeomorfismo analitico.
Por 1ltimo considero 2 la funcién de obstruccién.
Veamos la primera parte del teorema: como M y M’ coinciden en U se tiene que
reUNM < 7np([z,z]) = gz, z]) = 0.
Pero mp([z,z]) = 0 <= & = m + z + ¢(z) para algin z € Uy 1.
Luego:

0=z, z]) <= 0=nma(Im+ 2+ &(2),m+ 2z + ¢(2)]) =

=71 (2dmn(z + ¢(2)) + [z + ¢(2), 2 + ¢(2)]) =
=T (2dm (2 + ¢(2))) + 7a([z + ¢(2), 2 + ¢(2)]) =
=mu([z + ¢(2), 2 + ¢(2)]) = Q(2)

Defino Up,epns :== U N M concluyendo la primera parte del teorema.
Para la segunda parte, notar que

F(a,h,u) =e*(m+h+u) € M < F0,h,u) =e’(m+h+u)=m+h+uecM
Dado que M y M’ coinciden en V), se tiene con el mismo razonamiento anterior:
m+h+ueMNVY<u=¢h), 2Ah) =0 m+h+uek

Recordar que h € Uyc g1 C Uyez1 donde ¢ y  estan bien definidas.
Conclusién, dado k € K es de la forma m + h 4+ u con u = ¢(h) y Q(h) = 0, luego dado
a € Uyeco se tiene que

ke VNM <<= e'(m+h+u)eVNM =

F(a,h,u) e M <= F(0,h,u) e M <= m+h+ueVNM<<—kek
L]

Observaciéon 11.7.10. Notar que la eleccién de la familia Kuranishi no es candnica,
depende de la eleccién de la descomposicién de Hodge y del entorno Uye 1.
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12. Enfoque actual a la teoria de deformaciones

Resumen

Empecemos con la teoria de funtores de Artin. A cada problema de deformacién se

le asocia un funtor de Artin que gobierna, al menos bajo un cuerpo de caracteristica
cero, el problema. Cuando este funtor sea prorepresentable o cuando tenga una capsula
(hull) se dird que el problema de deformacion estd resuelto. Schlessinger desarrollé esta
teoria en su tesis de doctorado siguiendo los lineamentos de Grothendieck. En la
actualidad la resolucién de problemas de deformacién se factoriza por las DGLA (en
realidad por una estructura mucho mas flexible y general llamada L..-dlgebras).
Nos concentraremos en presentar los funtores de Artin y los funtores de Artin asociados
a cada DGLA asi como la teoria de obstrucciones que de ella se desprende. En lo
siguiente sélo se nombraran resultados mas que demostraciones. Se siguié el articulo
[16].

12.1. Funtores de anillos de Artin

Notacién 12.1.1. Denotaremos por Art la categoria de anillos locales Noetherianos com-
pletos con cuerpo residual k.

Art C Art a la subcategoria plena de anillos Artinianos.

Dado S € Art llamaremos Artg a la categoria de S-dlgebras Artinianas con cuerpo residual

ky a Artg la categorfa de S-algebras locales Noetherianas completas con cuerpo residual
k.

Definiciéon 12.1.2. Un funtor de anillos de Artin es un funtor covariante Artg L, Set
con S € Art tal que F'(k) =

Observacién 12.1.3. Dado R € Art se tiene el funtor Art % Set tal que hr(A) =
homg_44(R, A) el conjunto de morfismos de S-algebras.

Definiciéon 12.1.4. Un funtor Artg . Set se dice prorepresentable si es isomorfo a hp
para algin R € Art, o sea si es representable por un objeto fuera de la categoria.

Notacién 12.1.5. Llamaremos Fung := Set”™s a la categoria de los funtores de anillos
de Artin. Por Yoneda tenemos que el funtor Arty — Fung | R — hgr es plenamente
fiel y se tiene una biyeccién natural entre Nat(F,hr) = F(R) con R € Artg

Observacién 12.1.6. Dado que en Artg existen los pullback, se tiene

B):C >
| ]
B A

Luego aplicando F € Fung se tiene un morfismo F(B x C) —— F(B) x F(C)

A F(A)
Definicion 12.1.7. El funtor F' se dice homogéneo si 1 es una biyeccion cada vez que
B — A es sobreyectiva. Notar que si F' es prorepresentable se tiene que F' es homogéneo
ya que el diagrama es un pullback y el hom conmuta con limites finitos.
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Observacion 12.1.8. Recordar que por Yoneda, todo pullback en la categoria Art es
un pullback en la categoria de funtores, y viceversa si los funtores son todos representa-
bles/prorepresentable.

Ejemplos 12.1.9. Veamos algunos ejemplos de funtores homogéneos
» El funtor trivial F'(A) := * es homogéneo pues F(B) x F(C) = * luego n es una
F(A)

biyeccién.

= Sea M un S-mddulo playo, definimos Artg M. Set como M (A) := M ®my donde
S

ma es el ideal maximal de A. M resulta homogéneo pues
Memp ® M@me=M®(mp ® mc) ya que M ® — es exacto.
S m A

s M®m s
gma

0
= Sea L° un algebra de Lie. Definimos el funtor Arty ex& ) gr como
exp(LP)(A) := exp(L’ @ m,) la exponencial del dlgebra de Lie nilpotente L° ® m
k

Definicion 12.1.10. Un funtor F' se dice funtor de deformacion si n es sobreyectiva cada
vez que B — A es sobreyectiva y 1 es un isomorfismo cada vez que A = k. La nocién de
funtor de deformacion es més débil que la de funtor homogéneo.

Notacién 12.1.11. Sea k[e] := k[t]/t? con la estructura trivial de S-algebra dada por
S T k < k[e]. Notar que dimg(k[e]) = 2

Proposicién 12.1.12. Sea F' un funtor de deformacion. El conjunto tp = F(kle]) =

Nat(F,k[e]) tiene una estructura natural de k-espacio vectorial. Mds ain si F 2, G es
un morfismo de funtores de deformacion (o sea, una transformacion natural) se tiene que
¢ = Qg 1 tr — ta es lineal.

Definicion 12.1.13. F i> G se llama

. . ] . . Ny
= no-ramificado si tp — tg es inyectivo, o sea monomorfismo como transformacién
k-lineal.

= suave si cada vez B - A € Artg es epimorfismo

B F(B) -2~ G(B)
A F(A) 22~ G(A)

la flecha inducida por el pullback F(B) — F(A) x G(B) es sobreyectiva.

G(4)
» ctal si es no-ramificada y suave.

Observacién 12.1.14. Si F -2 G es suave entonces F(A) 24, G(A) es sobreyectiva

para todo A € Artg. Sale del hecho que A — k es sobreyectiva, luego por ser funtores
de Artin, F'(k) = G(k) = *, se tiene que F(A) — F(k) x G(A) = xxG(A) = G(A) es
G(k) *

sobreyectivo.
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Observacién 12.1.15. Si F N G, H N G dos morfismos de funtores de deformacion.
Si ¢ es suave y H prorepresentable entonces existe un morfismo 7 tal que: F N G
‘
N
B N Td)
H
A modo didéctico uno podria pensar que es andlogo a lo que pasa con los médulos proyec-

tivos y los epimorfismos.

Definiciéon 12.1.16. Un funtor F' se dice suave si F' — % es suave, en otras palabras,
para todo morfismo sobreyectivo de S-dlgebras B — A, F'(B) — F(A) es sobreyectivo.

Lema 12.1.17. Un funtor hg con R € Artg es suave <= R = S[[z1,...,zy]]

Lema 12.1.18. Sea F -2 G no-ramificada con G homogéneo —> F(A) 24, G(A) es
inyectiva YA € Artg.

Corolario 12.1.19. Sea F 2, G etal con G homogéneo entonces ¢ es un isomorfismo.

Observacion 12.1.20. Definimos ~ la relaciéon de equivalencia en la categoria de funtores
de deformacién generada por los morfismos etales. Luego se obtiene que hgp ~ hr <=
R =T como S-algebras.

12.2. Teoria de Obstrucciones

Definicion 12.2.1. Por una extension pequena nos referiremos a una sucesién exacta
corta: s
e:0— M —B-—A—0

donde ¢ € Artg y M es un ideal de B anulado por mp su ideal maximal. En particular,
M es un espacio vectorial sobre B/mp = k.

Definicién 12.2.2. Sea F' un funtor de anillos de Artin, una teoria de obstruccion (V,v)
para F' es un k-espacio vectorial V' llamado el espacio de obstruccion y para toda extension
pequena en Artg

e:0— M -—B—A—0

una transformacion de obstruccion F(A) 2, V ® M que satisface las siguientes propiedades:
k

» Sié € F(A) puede extenderse a £ € F(B) entonces ve(§) =0

. ~ «
= Para todo morfismo de extensiones pequenas e; — es, 0 sea,

€1 : 0 My B, Ay 0

€ : 0 Mo By Ao 0
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se tiene ve, Fl(as) = (V ® apr)ve, , en diagramas:
F(4) —= VoM

F(CVA)\L = J/V@)Oé]\/l
F(Ay) — V ® M

Ve, k

dicho de otro modo, si consideramos a los funtores de deformaciéon con dominio en

la categoria de extensiones pequenas, o sea,

F(e) :== F(A) y (V®—)(e) :== V&M, se tiene F —~ V ® —, una transformacién
k k k

natural.

Observacion 12.2.3. Notar que si F' es suave, o sea, F'(B) — F(A) es sobreyectivo cada
vez que B — A es sobreyectivo, se tiene que todas las transformaciones de obstruccién
son nulas, ya que la condicién uno se satisface siempre, pues al ser F(B) — F(A)
sobreyectivo, dado £ € F(A) existe £ € F(B) que va a parar a .

Definicién 12.2.4. Una teoria de obstruccién (V,v) de F se dice completa si vale el
reciproco de la condicién uno, o sea, si v.(§) = 0 <= la extensién existe.

Observacién 12.2.5. Si F' admite una teoria de obstrucciones completa, esta no es tinica
pues siempre se puede agrandar el espacio vectorial de (V,v) consiguiendo otra teoria de
obstruccion. Con lo cual sera de interés encontrar una teoria de obstruccién minimal.

Definicién 12.2.6. Un morfismo de teorfas de obstruccién (V,v) — (W, w) para F es

A 0 .
una transformacion lineal V. — W tal que w = 6v. O sea, que para toda extensiéon
pequena e el siguiente diagrama conmute:

F(A) V&M

N

W e M
k

Una teoria de obstruccién (Op,o0b) se dird universal si es el objeto cero, o sea, para
cualquier otra teoria de obstruccién (V,v) existe un unico morfismo (Op, 0b) — (V,v).

Observacion 12.2.7. Si existe una teoria de obstruccion universal claramente es tinica: si
(OF,0b) y (O, ob") son dos teorias de obstruccién universales, existirdn cuatro morfismos

unicos, las dos identidades y (O, 0b) 1, (0%, 0b) y (O, o) 25 (Op,0b). Pero fg
y gf son otros dos que las identidades. Luego por unicidad de morfismos deben ser las
identidades haciendo que las teorias sean isomorfas.

Teorema 12.2.8. Sea F' un funtor de deformacion entonces tiene una teoria de obstruc-
cion universal (Op,ob). Mas ain es completa y todo elemento del k-espacio vectorial Op
es de la forma obe(§) para alguna extension principal e : 0 — k — B — A — 0 y
algiun & € F(A)
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Observacion 12.2.9. Si F' no es un funtor de deformacién en general no posee una teoria
de obstruccién completa.

Definicién 12.2.10. Sea F —*+ G un morfismo de funtores de deformacién y (V,v), (W, w)
sus respectivas teorfas de obstrucciones. Diremos que el morfismo (V,v) —— (W, w) es com-
patible con ¢ si we = Tv. En otras palabras, que el siguiente diagrama conmute para toda
extension pequena e:

F(A) V&M

¢>AL = lT@M
G(A) = WaM

Proposicién 12.2.11. Sea F 2, G un morfismo de funtores de deformacion y

(V,v) = (W,w) un morfismo compatible. Si (V,v) es completa, V.- W inyectiva y
tp N tg suryectiva entonces ¢ es suave.

Observacion 12.2.12. La composicién w¢ = 7v tal que a cada extensién pequena le
asigna we¢4 da lugar a una teoria de obstrucciéon (W, we¢) para F, con lo cual existe un

tnico morfismo Op — W. En particular esto pasa para la obstruccién universal de G, o

sea, (Og, 0bg®) es una teoria de obstruccién para F' haciendo que exista un inico morfismo

Or 29) O¢. Luego todo morfismo F 2, G induce dos transformaciones lineales, una entre

los tangentes tg 2, tg y otra entre los espacios de obstruccion Op 9] Og.

. Lre ¢ € .
Proposiciéon 12.2.13. F 2, G es suave < tp G tg es suryectiva y O o9 Og es
inyectiva. En particular, F' es suave <= Op = 0.
Lema 12.2.14. F -*» G H morfismos de funtores de deformacion. Se tiene que:

= 51 ¢, ¥ suaves = ¢ también.

= Si¢, Y suaves => 1 también.

w Si o suave y tp — tg sobreyectiva = OF %) Og es un isomorfismo.

o(¢)

. ¢ .
= 51 ¢ suave = Op —> O¢ es un isomorfismo.

12.3. Funtores de grupos sobre anillos de Artin

Definicion 12.3.1. Consideremos la siguiente situacion; Artg ., Set un funtor de de-

formacion, Artg <, Gr un funtor de grupos sobre anillos de Artin suave (se tiene que si la
caracteristica del cuerpo es cero, que es nuestro caso, la suavidad es automadtica). Diremos
que G actia en F si se tiene una accién natural de G en F', o sea, dado B € Artg existe
una accién G(B) x F(B) =2 F(B) y tal que el siguiente diagrama en Set conmuta:

*

B G(B)x F(B)—%~ F(B)
mi G(z)XF(z)l = F(z)
A G(A) x F(A)— F(A)

*A



Massri, César 75

En particular se tiene una accién del grupo tg en el k-espacio vectorial tr. Denotemos por
14 . . .

te — tr al morfismo multiplicar por cero, o sea, g — ¢g*0. Notar que no necesariamente

la accion en el cero actua de forma trivial.

Lema 12.3.2. El morfismo v es lineal y la accion de tg en tp es por traslacion, o sea,
gxf=vlg)+f=gx0+f

Lema 12.3.3. El funtor cociente D = F/G es un funtor de deformacion. También se
tiene que coker v = tp, la proyecciéon F —— D es suave (= Op = Op) y para toda (V,v)
teoria de obstruccion de F', el funtor G actia trivialmente sobre los morfismos ve, o sea,
que ve(a) = ve(g * a) (para toda e extension pequena), en diagrama seria:

G(A) x F(A) —2> F(A)

(A

F(A) — VoM

12.4. Funtores de deformacién asociados a una DGLA

Observacién 12.4.1. Sea £ = @E* una DGLA sobre un cuerpo k de caracteristica cero.
Podemos asignarle tres funtores:

= El funtor de accién Arty G, Gr tal que Gg(A) := exp(E°®@m,). Este funtor es
k

homogéneo y suave. Notar que E° ® my4 es un dlgebra de Lie nilpotente, luego se le
k

puede asignar una estructura de grupo.

» El funtor de Maurer-Cartan Arty MO Set tal que MCg(A) == {a € E' @my |
da + %[a, a] = 0}. Este funtor es homogéneo. Si E es abeliana M CF es suave.

» Dado que E ® my es una DGLA con (E ® m4)° nilpotente se tiene que existe una
accién del funtor Gg sobre MCpg. Llamamos a Defp := MCg/Gg el funtor de
deformacion asociada a E. En general Defr no es homogéneo, pero si es un funtor
de deformacion.

Todo morfismo de DGLA, E = L, induce morfismos de funtores Gy — G,
MCgp — MCp,. Estos morfismos son compatibles con la acciéon y por lo tanto inducen
un morfismo entre los funtores de deformaciéon Defp — Defr.

Observacion 12.4.2. Nombremos los tangentes y las teorfas de obstruccién de los fun-
tores recién construidos:

= G es suave, luego Og, = 0 y su tangente es tg, = L° ® k[e].

= El tangente de MCg es tyc, = {a € L' ® k[e] | da + [a,a] = 0} = ZY(E) ® k[e].
(H?(E),v) es una teorfa de obstruccién completa para MCg, donde v se define de la
siguiente manera: sea e : 0 — M — B — A — 0 una extension pequena, para
x € MCg(A) C L' ® my consideramos algiin levantamiento de = a & € L' ® mp,
luego definimos h := d& + %[#,2]. Sea ve(z) := [h] € H*(E) ® M. Se tiene que v
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esté bien definida; no depende del levantamiento de .
Dada E -2 L morfismo de DGLA la funcién lineal F 2(E) H?(L) induce un

morfismo sobre los espacios de obstrucciéon compatible con MCg oM Cr.

H?(9)
—

2
Notar que cuando la extension pequena e es 0 — k AN E[t]/t? — Kk[e] — 0

se tiene que ZY(E) ® k[e] = tayey, — H*(E) es 2 ® € — 3[z, 2] € H(E).

= El espacio tangente de Defg es tpes, = H'(E).
Una teoria de obstrucciéon completa para Defr es, aprovechando que
MCr = Defg es suave, (H*(E), o), donde o.(x) = ve(z') con z € Defr(A) y
x' € MCg(A) un levantamiento de z.

2
En particular, para la extensién e : 0 — k —— k[t]/t? — k[e] — 0 se tiene que

0c(x) = %[x@]

Observacién 12.4.3. Si H?(E) = 0 o [E', E'] € B*(E) o [Z'(E), ZI(E)} = 0 se tiene
que MCE es suave. Por otro lado si MCg es suave, entonces [Z1(FE), Z'(E)] C B%(E).

H
Observacién 12.4.4. Si E es formal, MCg es suave <= [Z}(E), ZY(E)] C B*(E).
Teorema 12.4.5. Sea E -2 L un morfismo de DGLA y sea H'(E) ) H(L) el
morfismo inducido en la cohomologia. Entonces, si H'(¢) es biyectivo y H?($) es inyectivo,
Defp — Defr, es etal. Mds ain, si HO(¢) es sobreyectivo, Defrp — Defl es un
isomorfismo.

Corolario 12.4.6. Sea E 2 L un cuasi-isomorfismo de DGLA entonces el morfismo
inducido Defp — Defr, es un isomorfismo.
(]

Observacién 12.4.7. Si E es formal, Defg es suave <= H!(E) x H'(E) - H?(E) es
cero.

Observacién 12.4.8. Si H(E) = 0 entonces Defg es homogéneo.
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13. Ejemplos de DGLA

Empecemos primero demostrando que la DGLA introducida en la seccién de codlgebras
es realmente una DGLA.
Para esto utilizaremos un resultado de [5]§5.
Definicién 13.0.9. Un sistema pre-Lie (V™,0;) es una sucesién V=1 VO ... V™ de A-
modulos y morfismos de A-médulos o; : V™ @ V™ — V™ con 4 < m tales que:

mo ooy ) (JToiRP)oipp gt 10 <G <
(f Olg)ojh {fmoi(gnoj—ihp) Sllgjgn—i-l

donde f e V™ g" e V™ y h? € VP,
Definiendo f™o g™ := > 1 (=1)"f™o; g" y fMo g™ =0sim <0, se tiene que
[f™, g" := fog— (—1)""go f da una estructura de 4lgebra de Lie graduada en € V.
Ejemplo 13.0.10. Sea V™ := homy(C, C®™+) y fmo,g" = (id®...Qid®g®id...id)f.
Veamos que es un sistema pre-Lie:
(denotaré con un subindice la posicién de cada coordenada).
Sea feV™m geV" he VP —=
Empecemos con 0 < j < 1:

(foig)ojh = (idp®. . .®idj_1@hRidj11 .. .Qidptm)(ido®. . .Qid;—1RgRidit1 .. . Qidy,) f =
= (idy®...®idj 1 ®hQidj1 ®...Qidi 1 ®gQidiys @ ... R idy)f =
= (ido® ... ®iditp-1 QgD idigps1 ... Qidmip)(ido® ... ®idj_1 @h®idjq1...Qidy)f =
= (f" 05 h?) oiyp 9"
Veamos ahora el casot < j < n+ 1:

(foig)ojh = (idp®. . .®idj_1@h®idj11 .. .Qidptm)(ido®. . .Qidi—1RgRidit1 .. . Qidy,)f =
=(idy®...®idi—1 @ (Idy® ... ®idj_i—1 h @ idj_iy1...®idy)g D idit1 ... Qidpy)f =
= f"o;(g" 0j—i h)

Luego se tiene que si C' es una coalgebra coasociativa, F := @n>a homy, (C, C®"H1)[—n],

con el corchete [f,g] := fog— (—1)/9go f donde

? —
fog=Y (-1)%(id®...id®g®id...®id)f € homy(C,C %19
=0

es una DGLA con diferencial de (co)-Hochschild d corrido en uno. Con el corchete recién
construido resulta que d = [—, A].

Si a C se lo ve como un espacio vectorial, se tiene que f € homy(C,C®?) (o sea, de
grado uno) cumple [f, f] = 0 <= f define una comultiplicacién coasociativa para C, pues
[ f1=0e= fof+fof=0e= fof=0< (idc® [)f = (f ®idc)S.

(Recordar que la caracteristica de k es cero).

Més atn, dada una comultiplicacién A, todas las f € homy(C, C®?) | [f, Al + %[f, f] =0
representan las estructuras de codlgebras coasociativas que pueden obtenerse mediante
deformaciones de A. Recordar que df + %[ f, f] = 0 equivale a decir que A + f es una
estructura de coalgebra coasociativa en C .
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Ejemplo 13.0.11. Para el caso asociativo se utiliza la DGLA construida a partir del
complejo de Hochschild. La demostracion de que es realmente una DGLA es andloga a la
anterior y se encuentra en la literatura, mds precisamente en [5].

E = @D, homy, (A®"*1) A)[—n], con diferencial de Hochschild (corrido en uno) y el

corchete: [f,g] :== fog— (—1)?59 o f donde

!
(fog)(a0®. . ®a?+§) = Z(—l)lgf(a,()@. . .®a7;71 ®g(a1® . .®ai+g)®ai+§+1®. . ®a?+§)
=0

Este corchete se llama el corchete de Gerstenhaber.

Nuevamente, dada f de grado uno tal que [f, f] = 0 resulta que f es una multiplicacién
asociativa para A, pues [f,f] =0<= fof=0<= f(ida® f) = f(f ® id4). Mas atin
dado f de grado uno tal que cumpla la ecuacién de Maurer-Cartan, se tiene que f es una
deformacién del producto original de A.

Vale la pena nombrar que si se tiene un algebra asociativa y conmutativa, en la practi-
ca se utiliza mucho deformarla olvidando la conmutatividad, dando lugar a importantes
resultados en la fisica tedrica, més precisamente en la teoria de unificacién, teoria de cuer-
das, de campos, etc. (ver trabajos de Kontsevich o, en general, trabajos que traten sobre
Deformation Quantization).

Dado que E° = endy(A) se tiene que dos estructuras de algebra asociativa son equivalentes
si existe un automorfismo sobre el espacio vectorial subyacente tal que las estructuras co-
inciden. Dicho de otra manera, que halla un cambio de base tal que las multiplicaciones
sean iguales.

Ejemplo 13.0.12. Para el caso de deformaciones de morfismos de algebras o de estruc-
turas de médulos si bien la DGLA es parecida, tuve que inventarla porque no la encon-
tré en la literatura. Se toma E := €D, homy(A®", B)[-n] el complejo de Hochschild con
el diferencial usual viendo a B como A-bimddulo (recordar que en nuestro caso se tiene

un morfismo de k-dlgebras A 2. B dandole la estructura a B) y el corchete definido por
el producto cup:

ffegd"(a1®...0am, 01 ®...0b,) = f"(a1®...@an)g" (b1 ®...Rby)

Luego E resulta una k-algebra asociativa graduada de tipo Z compatible con la diferencial,
d(f™ < g") = df™ <« g" + (=1)™f™ < dg". Se la da a F la estructura de k-dlgebra
asociativa graduada diferencial (ver [5]§7) con el diferencial d. Tomando el conmutador se
tiene una DGLA.

Para el caso de médulos en vez de tomar B se toma endy (M ).

Notar que los elementos de grado uno son morfismos k-lineales entre las k-algebras.
También notar que E°, el dlgebra de Lie cuyo grupo actia en E' (y en el espacio de las
soluciones de Maurer-Cartan) es (B, [—, —|). En el caso de médulos, el grupo en cuestién
es auty(M). En el caso general de una k-dlgebra asociativa B (de dimensién finita) el
grupo son las unidades de B actuando por conjugacién b~ lyb € Eb, (ver [4)).

Dado que el morfismo de dlgebras ¢ le da estructura de bimédulo a B se tiene que el
diferencial correcto para la DGLA E es d:=d- [¢, —]. Con este diferencial resulta que los
f € E' que cumplan Maurer-Cartan serdn aquellos morfismos k-lineales que son morfismos
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de k-algebras:
0= (df +5f, @@ b) = (@ ~[6.7]+ f = Na@b) =

=a- f(b) = fab) + f(a) - b= [¢, flla®b) + f(a) f(b) =
= ¢(a)f(b) — f(ab) + f(a)p(b) — [¢, fl(a @ b) + f(a) f(b) =
= —f(ab) + ([¢, f1 = [¢, [I)(a @ b) + f(a) f(b) = —f(ab) + f(a)f(b)

Luego A S, B es morfismo de algebras.

Mas aun, dado un morfismo de algebras 1, por ejemplo puede ser el mismo ¢, se tiene
que sus deformaciones locales ¥ + f serdn aquellas que cumplan Maurer-Cartan para
dy = d+ adpy = d+ [, —):

Por un lado

(dof + 51f )@ ®6) =0 = (df + [, @@ b) + f(a)1(5) = 0 =

(df =&, f1+ [, fD(a®@b) + f(a)f(b) = 0 < —f(ab) + [, fl(a ® b) + f(a) f(b) = 0.

Por otro
A+ 1)+ g1+ o+ f] = (4 D)ab) + (6 + @)@+ 1)) =

= —1p(ab) — f(ab) + (¥(a) + f(a))(¥(b) + f(b)) =
= —yp(ab) — f(ab) + 1 (a)p(b) + f(a)(b) + f(a)v(b) + fla)f(b) =
= —f(ab) + f(a)p(b) + f(a)ip(b) + f(a)f(b).

En otras palabras, f cumple Maurer-Cartan para dy, <= f + 1 lo cumplen para (f, 0 sea,
<= f 4 1 es un morfismo de édlgebra.

Ejemplo 13.0.13. Para el caso de deformaciones de dlgebras de Lie la DGLA utilizada es
bastante conocida y se encuentra en la literatura, [I8]. E := P, hom, (A" L, L)[—n].
El diferencial es el de Chevalley-Eilenberg corrido en uno y el corchete llamado

de Nijenhuis: [f,g] := f A g — (=1)f9g A f donde

(fAg)aoN... Nag, ;) = ngn(n)f(g(an(o) A Nagg) Ay A A an(?+§))
"

la suma se toma sobre todas las permutaciones 7 tales que

n0) <...<n@yn@+1) <...<n(f+9)

Con esta estructura se tiene un algebra de Lie diferencial graduada.

Notar que E° = endy (L) luego el grupo que actia (dimy L < oo) es auty(L), o sea, dos
estructuras seran equivalentes si existe un cambio de base del espacio vectorial subyacente
a L tal que las estructuras de Lie sean isomorfas.

Al igual que con las dlgebras asociativas, se tiene que f € E' | [f, f] = 0 <= f define
una estructura de algebra de Lie en L. M4s atn si p es una estructura de Lie se tiene que
d = [—, p] y por consiguiente sus deformaciones locales p + f serdn aquellas que cumplan
0=[f, ]+ 35[f, fl=[n+ fu+ f], 0sea, f € E' | p+ f estructura de Lie.
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Ejemplo 13.0.14. Nombremos aqui un ejemplo que no fue tratado explicitamente pero
es facilmente deducible del de morfismos de algebras de Lie tomando como B = gl,(V):
cuando uno tiene una representacién V' de un algebra de Lie L, se tiene un morfismo de
k-algebras de Lie L - g1, (V).

La DGLA que gobierna las deformaciones de p es E := D, 5o homg (A" L, g1, (V))[-n] el
complejo de Chevalley-Eilenberg. El corchete lo defino inspirado en el de Nijenhuis:

™" (@ Ao AN apgm) == Z sgn()[f(ang, A.. . Nay,,), g(an,, N Nag,,.0)]

n
Mm<...<nNm
Nm+1<--.<Nm+n

Notar por ejemplo que si f, g € E' = [f,9)(a,b) = [f(a), g(b)] = [f(b), g(a)].
También 5[f, f](a,b) = 5([f(a), f(0)] = [f (D), ( ) = [£(a), f(b)].
Utilizando d el diferencial del complejo, defino d:=d-— [p, —] convirtiendo a E en una

DGLA. Haciendo una cuenta largaﬁ se obtiene que este corchete se lleva bien con el difer-
encial d creando asi la estructura deseada.

Los morfismos lineales que cumplan Maurer-Cartan serdn aquellos que sean morfismos de
Lie entre L y gl (V), pues

0=(df +5 [f7 fM(a,b) = ([pa), FO)] = [p(b), f(a)] = f(la,b]))

—([£(a), p(0)] = [f (1), p(a)]) + [f(a), F(B)] = [p(a), f(B)] = [p(b), f(a)] — f([a, b))
+lp(0), f(a)] = [p(a), F(0)] + [f(a), F(0)] = = F([a,0]) + [f(a), F(b)]

Maés ain, dado un morfismo de Lie 1, sus deformaciones locales seran aquellos

feE | dyf+i[f, f] =0 donde dy = d + [¢, —]. Recordar que f cumple Maurer-Cartan
para dy <= 1 + f lo cumplen para d. En otras palabras, f es una deformacién local de
1 <= 1 + f de un morfismo de Lie.

Notar que si ¢ = p = d, = d + [p, —| = d — [p, =] + [p, —] = d.

Supongamos ahora que el dlgebra L es abeliana, o sea, que su corchete es nulo. Entonces
se tendrd que df (a,b) = a- f(b) — b- f(a) - f([a,b]) = [p(a), F(B)] — [p(b), F(a)] = I, f](a, b).
Luego la condicién de Maurer-Cartan para deformaciones locales de p se traduce en

dof + 5lf. [l = df +51f. f1 = o, f1 + 5f. f1 = 0.

En otra palabras,

0=1lp, I+ %[ﬁ fa,b) = [p(a), f(b)] = [p(b), f(a)] + [f(a), f(D)]

Observemos la siguiente aplicacién:

Claramente f = p cumple la ecuaciéon de Maurer-Cartan pues es morfismo de Lie, en
particular se tiene 3[p, p] = 0.

Calculemos su imagen {3[p, p|(z,y) | z,y € L} = {[p(x), p(y)] | z,y € L} =

{XY =YX | X,Y €im(p) C M,(k)} pues [p,p] =0.

O sea, para cualquier par de matrices de la imagen de p, éstas conmutan.

FEn particular si L tiene dimension finita, n, el conjunto reciente es el conjunto de n matrices
conmutantes dos a dos; basta definir a p es una base.

4No la he controlado ni corregido.
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Deformemos localmente p con alguna f, o sea [p, f] + 1[f, f] = 0.
Recordar df + %[f,f] =0<=[p+f,p+f]=0.
Luego la imagen es

{%[p+f,p+f](:r,y) |,y € L} = {[p(x) + f(z),p(y) + f(W)] | z,y € L} =

(X + (Y +0) = (Y +6)(X +¢) | X,Y €im(p) C My(k),e,6 € im(f) C My(k)}

Luego si f es una deformacion de p las matrices de su imagen son pequenas perturbaciones
a las matrices de p tal que sigan permutando y viceversa pues el ultimo conjunto afirma

que [p+ f,p+ f]=0.
En conclusién el espacio de moduli para p es

My={feE" | (X+&)(Y+6)=(Y+6)(X +¢), X,Y €im(p), €, € im(f)}

Al igual que el espacio de moduli para las representaciones del algebra abeliana L de
dimensioén n es:
My={yp € E'| XY =YX, X,Y €im(¢)}

Por 1dltimo supongamos que p es rigida y que dimg(im(p)) = r > 1, luego existen r matrices
X1,..., X, que la generan y conmutan dos a dos. Ya vimos que si ¢; € M, (k) perturban
las X; (1 <i < r) existe f € E! una deformacién de p tal que im(f) =< ¢ >7.

Pero ahora, al ser p rigida, se tiene que p 4+ f ~ p y por consiguiente

aC € GLn(k) ‘ Cil(Xl‘ + ei)C' = X;.

Ejemplo 13.0.15. En el ejemplo de deformaciones de médulos graduados diferenciales
al igual que de algebras graduadas diferenciales, las DGLA que aparecen estdn bastante
claras. Veamos el caso de médulos, en el proximo ejemplo veremos el de dlgebras:

Sea A una k-édlgebra graduada y (M,d) un A-médulo graduado. Cuando hablamos de
deformar un modulo diferencial, nos referimos a deformar el diferencial dejando fija la
estructura de moédulo. Si bien parece arbitrario qué se elige en cada caso de deformacién,
es la forma en que la literatura lo ha tratado.

Sea E := (end% (M), [—, —],add) = (g1% (M), add).

Todo f € E' | [f, f] = 0 ser4 un diferencial admisible en M pues

[ ] =0 ff+ ff =0 f2=0.

Dado el diferencial d de M, las deformaciones locales serdn d + f <= f cumple Maurer-
Cartan para el diferencial add, esto es pues [d, f] + 3[f, f] = [d+ f.d + f].

Luego d + f es un diferencial para M <= f cumple Maurer-Cartan para add.

Notar que dos diferenciales se dirdn equivalentes si existe ¢ € aut?(M) | d' = ¢~ 1d¢.

Por ultimo, observemos lo siguiente: el caso de médulos graduados diferenciales puede
extenderse ficilmente a las deformaciones de haces (de médulos diferenciales graduados)
sobre un espacio topolégico X. De hecho todos los ejemplos tratados son generalizados
como haces.

Tomemos una variedad diferenciable X. Luego se tiene definido, por ejemplo, el haz de
complejos de De Rham. Luego las nociones de rigidez y trivialidad siguen siendo validas
pero localmente. Por ejemplo, un diferencial d se dird localmente rigido en x € X si existe
un entorno U de z tal que d|ys es rigido. También se tiene la nocién de localmente trivial,
d se dird localmente trivial en x si existe un entorno U tal que d|; es trivial. En el caso de
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deformaciones formales se puede decir un poco méds, pues si d = » " t'd} es localmente
trivial se tiene que existe un endomorfismo ¢y, de grado cero tal que

di = add|y(vu) = [dlu, vul

Notar que no necesariamente existe un ¢ sobre todo X tal que di = [d,¢]. En otras
palabras, si bien un diferencial puede ser localmente rigido o localmente trivial Vo € X no
significa que sea globalmente rigido o globalmente trivial.

Ejemplo 13.0.16. En el caso de A un élgebra graduada diferencial, la DGLA utilizada
es B/ := (Dy(A),add).

Se tiene, nuevamente, que los f € E' | [f, f] = 0 seran todas las diferenciales posibles para
A (recordar que son derivaciones).

También dos diferenciales se dirdn equivalentes si pertenecen a la misma orbita por G (el

grupo cuyo algebra de Lie es D(A)) donde G = autgfalg(A) C aut(A).

Ejemplo 13.0.17. Nombremos una DGLA que gobierna el problema de deformar las
estructuras de variedad compleja [16]. Esta es la teoria de Kodaira-Spencer en el contexto
DGLA: sea Ty el espacio tangente holomorfo de una variedad compleja M.

Sea KS(M) := @T'(M, A" (Ty))[—p] munido del diferencial de Dolbeault. Si z1,. .., 2,
son coordenadas holomorfas locales, se tiene [¢, dzy, v, dzZ 7] = [¢,¢]|dZr AdZ; donde ¢, €
ATy y I,J € N {1,...,n}).

Ejemplo 13.0.18. Sea S 4, T un morfismo de k-dlgebras asociativas. Definamos dos
funtores de deformacién (infinitesimal) para problemas en principio distintos (veremos que
hay una transformacién natural entre ambos):

El primer funtor Def; es el asociado a E, la DGLA que introduje para el problema de
deformar el morfismo f (dejando las dlgebras S y T fijas).

El segundo funtor Art Dez Set sera el correspondiente al problema de deformar f y T
dejando fija al algebra S. Recordar que Art es la categoria de anillos de Artin con cuerpo
residual k .

Veamos un poco los funtores de deformacién en la teoria de deformar morfismos en el
contexto de geometria algebraica [22] y luego pasando por el caso afin lo traduciremos al
caso algebraico.

Sea X iR Y un morfismo de esquemas algebraicos, y sea A € Art.
Una familia infinitesimal de deformaciones de f parametrizada por A es

X X
fl p.b Fl
Y Y

e

spec(k) — spec(A)

donde 1, 1 F playas. Si se reemplaza spec(A) por un esquema punteado (.5, s) se tendra una
familia de deformaciones de f. Esencialmente una deformacién de f es un morfismo F' en-
tre deformaciones de X y de Y tal que la restriccién de F' a la fibra cerrada es f.
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La nocién de deformacién trivial serd cuando X —— y=Xx8§">= 3y « S, de esta
manera se tiene también la nocion de rigidez que es que toda deformacion sea equivalente
a la trivial.

La equivalencia entre estas deformaciones es la existencia de isomorfismos que hagan con-
mutar el siguiente diagrama:

F/

Y y

7

Y ¥

wl
spec(k) spec(A)

o 7

spec(A’)

Dada una extensién pequena (12.2.1) 0 — k — A— A—0sedird que se tiene una
extensiéon de una deformacién dada cuando ([22]§3.4 pp.186):

I
| i-i

spec(k) — spec(A) — spec(A

con @ZA), @ZA)F playas. Claramente la extensién define una deformacion de f.

Veamos dos casos particulares. El primero sera deformar sélo el morfismo dejando X e Y
fijos y el segundo variando también Y.

Una deformacién de f con X e Y fijos seré:

X X xS
fJ/ p.b Fl
Y Y xS

]

spec(k) — §
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Luego se define el funtor de anillos de Artin
Defr(A) := {deformaciones de f sobre spec(A) dejando fijos X y Y}/ ~
Una deformacion de f con X fijo sera

X xS

X
fl p.b F\L
Y

y

J{ p.b wl
spec(k) —— S

Se define el funtor de anillos de Artin
Defry(A) := {deformaciones de f sobre spec(A) dejando X fijo}/ ~
Pasemos ahora a las deformaciones infinitesimales de morfismos de dlgebras: recordar que

hemos construido una DGLA para el problema de deformar un morfismo S AN de
k-algebras asociativas dejando S y T fijos, con lo cual el funtor asociado a este problema
ya lo tenemos: sea (A, my) € Art = Def1(A) := MCg(A)/Gg(A) donde

1
MCg(A) ={z € E*®@myu | dz + 5[1‘,3}] =0}

Gp(A) =exp(E° ®@my) = {e” |z € E°®@ma} € Gr

Recordar que E° @ m4 es nilpotente y por consiguiente tiene una estructura de grupo
mediante el producto de Campbell-Baker-Hausdorff.

Mas concretamente, analizando el caso geométrico, podemos decir que una deformacién
infinitesimal de un morfismo de dlgebras dejando el dominio y el codominio fijos es:

SRA—1-TxoA
S 7 T

donde ¢ es un morfismo de A-dlgebras asociativas.

Por otro lado defino el segundo funtor de anillos de Artin

Defy(A) := {deformaciones de f dejando fijo S}/ ~ donde estas deformaciones sig-
nificaran:

S AL T
S T

con ¢ morfismo de A-algebras asociativas y 7 A-algebra tal que T =27 ® k.
A

Recordar que A/m 4 = k, luego el morfismo S® A — S es la proyeccion.
A

.z . .. . . id
También notar que las deformaciones triviales seran las equivalentes a S ® A feidp ® A.

A A
Por ultimo cabe mencionar que se tiene una transformaciéon natural entre los funtores
Def; — Defs pues toda deformacién de sélo f serda una deformacién dejando S fija.
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