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12.1. Funtores de anillos de Artin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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0. Introducción

Cuando uno se acerca a la teoŕıa de deformaciones observa que en principio, hay por
lo menos tres tipos distintos. Para hacer una primera aproximación, podŕıamos decir que
estas deformaciones aparecen en análisis, álgebra y geometŕıa algebraica. Describámoslas
brevemente para tener una idea bien básica del tema.

0.1. Estructuras anaĺıticas

La teoŕıa de deformaciones de estructuras complejas de variedades Riemannianas es una
idea que se remonta hasta el mismo Riemann donde en un trabajo de 1857 [20] calculó el
número de parámetros independientes del cual depende las variaciones de una superficie
de Riemann compleja compacta (dimensión compleja igual a uno). Llamó a estos parámet-
ros “moduli”. La fórmula de Riemann declara que el número de moduli de una superficie
de Riemann compacta de género g > 2 es igual a 3g − 3. Esta fórmula fue generalizada
por Klein para superficies de Riemann con borde. Desde esa publicación el interés en las
deformaciones de estas estructuras nunca se ha perdido.
Con respecto a variedades de dimensiones mayores, las deformaciones de superficies al-
gebraicas fueron tratadas por primera vez en 1888 por Max Noether [19]. Sin embargo
las teoŕıas de deformación de variedades complejas de dimensiones superiores no han sido
tratadas sino 100 años después.
En 1957 (100 años después del trabajo de Riemann) Frölicher y Nijenhuis publicaron un
trabajo en el que estudian deformaciones de variedades complejas de dimensiones superi-
ores mediante métodos de geometŕıa diferencial obteniendo importantes resultados.
Inspirados por este trabajo Kodaira y Spencer concibieron una teoŕıa de deformaciones de
variedades complejas compactas. Veamos su teoŕıa un poco más de cerca [13]:
Intuitivamente una deformación de una variedad compleja compacta X viene dada por
una familia {Xt}t∈B. En caso de que X sea una variedad algebraica compleja suave y
proyectiva definida por polinomios homogéneos X = {Pλ(x0, . . . , xn) = 0}, viene dada
por variaciones de los polinomios Pλ(x0, . . . , xn, t), con Pλ(x0, . . . , xn, 0) = Pλ(x0, . . . , xn).
Luego tomando Xt = {Pλ(x0, . . . , xn, t) = 0} se tiene que Xt tiene dimensión constante
para |t| < ε (en ese caso será suave).
Más formalmente, una deformación de X viene dada por X π−→ B donde X y B son
variedades complejas y π un morfismo (holomorfo) propio y suave (el diferencial π∗ tiene
rango máximo). Luego las fibras Xt = π−1(t) son variedades complejas compactas. Asum-
imos que Xt0

∼= X para algún t0 ∈ B fijo.
La teoŕıa de Kodaira-Spencer es local, luego podemos pensar a B como un entorno del
cero en Cm. Tomemos el caso m = 1 ya que a modo explicativo es el ejemplo testigo de la
teoŕıa. Entonces tendremos que B tiene dimensión compleja igual a uno.
Algunas preguntas que trata la teoŕıa de Kodaira-Spencer pueden ser ¿existen deforma-
ciones de X?, ¿qué propiedades de X son estables bajo deformación? ¿cómo se comporta
el grupo cohomológico Hq(Xt,Jt) en la familia?
El primer invariante en ser estudiado es la aplicación de Kodaira-Spencer TtB

ρt−→ H1(ΘXt).
Veamos cómo se define y qué datos aporta: intuitivamente mide las variaciones de primer
orden de la estructura compleja.
La proyección π tiene rango máximo, luego achicando B si es necesario, podemos tomar
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un cubrimiento de X por entornos coordenados Uα con coordenadas locales (zα, t) tal que
π(zα, t) = t; por lo tanto cercanos a Xt0 la deformación es trivial (biholomorfa a X ×B),
luego podŕıa esperarse que la no-trivialidad global sea medida cohomológicamente. En las
intersecciones de los entornos tenemos

(i) zα = fαβ(zβ , t)

(ii) fαβ(fβγ(zγ , t), t) = fαγ(zγ , t)

Si pensamos a la variedad compleja dada por los datos de pegado (i), el campo vectorial

θαβ(t) :=
∂f iαβ(zβ , t)

∂t

∂

∂ziα

describe la variación de los datos de pegado y por consiguiente de la estructura de variedad
compleja.
Ahora, θαβ(t) ∈ C1({Uα(t)},ΘXt) una 1-cocadena de Čech para el haz tangente ΘXt rel-
ativo al cubrimiento Uα(t) := Ua

⋂
Xt de Xt.

Diferenciar (ii) con respecto a t muestra que el coborde δ{θαβ(t)} = 0 y por lo tanto se
tiene definida una clase cohomológica {θαβ(t)} ∈ H1(ΘXt).
Esta es la aplicación Kodaira-Spencer.
Un resultado de la teoŕıa dice que la familia X π−→ B es localmente trivial si y sólo si
todos los ρt = 0.
Otro resultado muy importante concerniente a ρt es que da (en sentido práctico) la ob-
strucción a levantar ∂

∂t sobre la base de un campo vectorial holomorfo definido sobre X .
Si ∂

∂t se levanta a un campo vectorial holomorfo ν con π∗(ν) = ∂
∂t , entonces el flujo holo-

morfo de ν da un isomorfismo (holomorfo) Xt0
∼= Xt y por lo tanto una trivialización

X ∼= Xt0 ×B.
Ahora, como puede ser visto usando particiones de la unidad, no hay obstrucción a levan-
tar ∂

∂t como campo vectorial C∞, luego el difeomorfismo resultante (Xt0
∼= Xt), puede ser

usado para transportar la estructura compleja de Xt de vuelta a Xt0 .
Un análisis minucioso de esto, afirma que se puede expresar el operador de Cauchy-
Riemann ∂t para Xt como ∂t = ∂ + θ(t) donde θ(t) es una (0-1)-forma a valores en
ΘX tal que θ(t) = θ1t+ θ2t

2 + . . . es una serie convergente en t.
La condición de integrabilidad ∂2

t = 0 da una serie de relaciones:

∂θ1 = 0

∂θ2 + 1
2 [θ1, θ1] = 0

. . .

La primera afirma que θ1 define una clase cohomológica de Dolbeault {θ1} ∈ H0,1

∂
(ΘX),

la segunda que la clase cohomológica de Dolbeault {[θ1, θ1]} ∈ H0,2

∂
(ΘX) definida por el

corchete [θ1, θ1] debe ser cero.
En conjunto, las relaciones son equivalentes a ∂tθ(t) = 0, o sea, {θ(t)} ∈ H0,1

∂t
(ΘX).

Luego usando el isomorfismo de Dolbeault H1(ΘXt) ∼= H0,1

∂t
(ΘX) se tiene que

ρt(
∂

∂t
) = {θ(t)}
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Esto muestra cómo las clases de Kodaira-Spencer dan la variación de variedades comple-
jas.
El teorema probado por Frölicher-Nijenhuis (de manera independiente) afirma que si
H1(ΘX) = 0 la familia π es localmente trivial.
Un teorema fundamental en la teoŕıa de Kodaira-Spencer afirma que si H2(ΘX) = 0 existe
una familia π tal que Tt0B

ρt0−→ H1(ΘX) es un isomorfismo.
Este teorema fue extendido por Kuranishi para probar la existencia de familias localmente
universales donde B es una subvariedad anaĺıtica en un entorno del cero en H1(ΘX) con
dimB > dimH1(ΘX)−H2(ΘX).
Como ejemplo sobre estabilidad, existe un teorema (de Kodaira-Spencer) que dice que si
X es una variedad de Kähler entonces Xt también lo será para t cercanos a t0.
Para terminar cabe aclarar que esta teoŕıa fue asimilada es diversas teoŕıas de deforma-
ciones incluyendo subgrupos discretos de grupos de Lie semisimples (Calabi, Weil, Mat-
sushima, entre otros) y álgebras (Gerstenhaber), a lo largo de los años estas teoŕıas fueron
extendidas, expandidas y aplicadas.
En el área de geometŕıa algebraica, la teoŕıa de Kodaira-Spencer fue rápidamente absorbi-
da, adaptada y muy extendida por Grothendieck y su escuela. Junto al estudio comple-
mentario de moduli global, especialmente de curvas algebraicas iniciadas por Mumford,
uno ve que casi 50 años luego, la teoŕıa de deformación (local y global) es absolutamente
central en la geometŕıa algebraica moderna. Inclusive en otras áreas como teoŕıa de cuerdas
(cohomoloǵıa cuántica) y los trabajos en variedades de Calabi-Yau.

0.2. Esquemas

En algún sentido, la teoŕıa de deformaciones en el contexto de geometŕıa algebraica es
tan vieja como la disciplina misma: esto es debido a que los objetos álgebro-geométricos
pueden ser “deformados” con una variación de los coeficientes de sus ecuaciones de defini-
ción, y esto ha sido siempre, por supuesto, conocido por los geómetras clásicos.
Sin embargo, un entendimiento correcto de lo que significa “deformar” lleva a una de las
partes técnicamente más dif́ıciles de la geometŕıa algebraica.
Es justo decir que estos obstáculos técnicos han tenido un fuerte impacto en el lenguaje
clásico generando una crisis y llevándolo hacia el desarrollo moderno, basado en la teoŕıa
de esquemas y de métodos cohomológicos.
El enfoque moderno se originó gracias al trabajo de Kodaira-Spencer [13] sobre deforma-
ciones infinitesimales de variedades anaĺıticas complejas y a la formalización y traducción
al lenguaje de esquemas gracias a Grothendieck [10],[11]. La teoŕıa para variedades alge-
braicas fue construida por Artin [2] y Schlessinger [21].
Una deformación de una variedad algebraica es la inclusión de la variedad en una fa-
milia de variedades algebraicas. La teoŕıa de deformaciones de variedades algebraicas (o
mas generalmente, de esquemas) es el análogo algebraico de la teoŕıa de deformaciones
de estructuras anaĺıticas previamente introducidas. Algunos problemas que trata son los
siguientes: sea X0 un esquema sobre un cuerpo k. S un esquema y s0 ∈ S un punto con
cuerpo residual k. Una pregunta que puede hacerse es si existirá un S-esquema X playo
cuya fibra sobre s0 sea isomorfa a X0. En caso afirmativo el S-esquema X se dice defor-
mación del esquema X0 sobre S.
Otra pregunta pertinente es si existe una deformación M sobre el esquema X0 tal que
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para cualquier otra deformación X −→ S es posible encontrar un morfismo S −→ M tal
que X es pullback sobre M .
Existe también lo que se conoce como deformaciones formales: dada una deformación
X → S de un esquema X0, la completación formal sobre la fibra XS0 define una de-
formación formal sobre la completación del anillo local OS,s0 . Claramente se tienen los
mismos problemas descritos previamente. Por ejemplo, la deformación formal universal de
una variedad suave es el análogo algebraico del espacio de moduli local en la teoŕıa de
deformaciones de estructuras anaĺıticas.
Cuando S = Spec(R) con R anillo local de Artin (resp. completo) con cuerpo residual k
las deformaciones de X0 sobre S se dicen infinitesimales (resp. formales).
Si X0 es un k-esquema suave y H2(X0, TX0) = 0 se tiene un teorema [9] que afirma la
existencia de una deformación infinitesimal análoga al caso anaĺıtico. También se tiene un
teorema [9] que afirma que si H1(X0, TX0) = 0 la deformación es trivial. Análogos al caso
anaĺıtico.
El problema de la existencia de deformaciones formales se estudia mediante el funtor de
deformación DefX0 de la categoŕıa de anillos locales de Artin con cuerpo residual k a la
categoŕıa de conjuntos, que a cada anillo le asocia el conjunto de las clases de isomorfismo
de deformaciones infinitesimales de X0 [2]. Existirá una deformación formal universal si y
solo si el funtor es pro-representable (representable mediante un objeto fuera de la cate-
goŕıa) [21]. Las propiedades de la deformación se traducen en en propiedades del funtor
[21].

0.3. Estructuras algebraicas

Todas las posibles operaciones bilineales que sean productos de álgebras sobre un k-
espacio vectorial de dimensión finita V forman una variedad algebraica A(V ). Notar que
esta variedad está dentro del espacio vectorial homk(V ⊗ V, V ). El hecho de que A(V )
es una variedad algebraica se deduce de que fijada una base de V , cada multiplicación
tiene asociada sus constantes estructurales definidas por ecuaciones polinomiales. Notar
que si dimk(V ) = n, se tendrá que A(V ) es una variedad algebraica dentro de un espacio
vectorial de dimensión n3.
Dos elementos de esta variedad representan álgebras isomorfas si y solo si pertenecen a la
misma orbita del grupo GL(V ) que actúa naturalmente en A(V ). La teoŕıa de deforma-
ciones de álgebras hace posible un estudio local del conjunto cociente A(V )/GL(V ), o sea
del conjunto de clases de isomorfismos de álgebras en el espacio V . Si se consideran ciertas
clases de álgebras T ⊂ A(V ), uno puede considerar las deformaciones de estas álgebras
que caen dentro de T . En particular uno puede considerar deformaciones de álgebras aso-
ciativas, asociativas-conmutativas, de Lie. Notar también que son clases invariantes bajo
la acción de GL(V ).
La teoŕıa de deformaciones de álgebras sobre un espacio vectorial de dimensión n sobre R
o C recrea en varios aspectos la teoŕıa de deformaciones de estructuras anaĺıticas. Veremos
en este trabajo que cada álgebra de dimensión finita A sobre R o C tiene una deformación
completa parametrizada por un ”germen”de subespacio anaĺıtico (que contiene al 0) de
H2(A, V ) donde H•(A,−) denota una teoŕıa cohomológica adecuada. En el caso en que
H3(A, V ) = 0, este subespacio coincide con H2(A, V ). El teorema de rigidez (11.6), surge
del siguiente resultado: si H2(A, V ) = 0 el álgebra A en la clase T es ŕıgida, o sea, significa
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que la orbita de A por GL(V ) es un abierto (Zariski) de T . Luego, por ejemplo las álgebras
de Lie semisimples, son ŕıgidas como álgebras de Lie.
También se desarrollará en este trabajo la teoŕıa de deformación de morfismos de álge-
bras de dimensión finita, de módulos, de morfismos dejando el dominio fijo y el codominio
variable, complejos, coálgebras, etc. De hecho todas estas deformaciones entran dentro de
una teoŕıa englobadora que se modelan v́ıa un álgebra de Lie diferencial graduada que
estudiaremos en esta tesis (12). Para este enfoque/modelo un ingrediente muy importante
es la ecuación de Maurer-Cartan; Las soluciones a esta ecuación serán las deformaciones
de una estructura dada (ver 11)
Otro punto que la teoŕıa de deformaciones algebraicas abarca es el de las deformaciones for-
males. Por ejemplo, una deformación formal de un álgebra definida en un espacio vectorial
V (sobre un cuerpo k) y multiplicación µ, es un álgebra con espacio vectorial subyacente
V ⊗ k[[t]] de series formales con la nueva operación φt definida por

φt(a, b) = µ(a, b) +
∞∑
1

ϕi(a, b)ti

donde a, b ∈ V y ϕi ∈ homk(V ⊗ V, V ). Si se requiere que el álgebra resultante pertenezca
a cierta clase, uno habla de deformaciones formales de álgebras asociativas, de Lie, etc.
Dos deformaciones φt y φ′t de un álgebra se dicen equivalentes si existe un automorfismo
Ψt del espacio V ⊗ k[[t]] de la forma Ψt(a) = a+

∑∞
1 ψi(a)ti con ψi : V −→ V lineal, tal

que φ′t(a, b) = Ψ−1
t (φt(Ψt(a),Ψt(b))).

Las deformaciones equivalentes al producto usual del álgebra se denominan triviales, un
álgebra sin deformaciones no-triviales dentro de cierta clase T se dice ŕıgida formal en T .
Un resultado clásico ([6],[18]), dice que en las clases de álgebras asociativas, conmutativas-
asociativas y de Lie, la ecuación H2(A, V ) = 0 es suficiente para la rigidez. En esta tesis
no sólo lo probaremos para estos casos, sino que lo veremos para muchos ejemplos más.
Incluso en su generalidad.

0.4. Conclusión

En esta tesis introduciremos al lector a la teoŕıa de deformaciones v́ıa DGLA (álgebra
de Lie diferencial graduada). El acercamiento a los problemas de deformaciones infinitesi-
males, clásicamente (Grothendieck-Schlessinger-Mumford) se hacia v́ıa funtores de defor-
mación [2]. Si bien este procedimiento es bastante abarcativo para la mayoŕıa de los casos,
tiene la desventaja de ser poco general (con respecto a las varias teoŕıas de deformación
existentes). El término teoŕıa de deformación se refiere, en realidad, a un amplio conjunto
de teoŕıas de deformaciones como hemos detallado previamente: pequeñas perturbaciones
de una estructura matemática espećıfica; por ejemplo, teoŕıa de deformación de variedades
complejas, de álgebras asociativas, de esquemas, de representaciones, y muchas más.
La cuestión radica en que los resultados de cada una de estas teoŕıas son probados usando
herramientas completamente distintas, desde familias de operadores diferenciales eĺıpticos
para las deformaciones de estructura de variedad compleja ([13]) hasta topos anillados
([12]).
Pero, sin embargo, todas tienen cosas en común: por ejemplo poseen un espacio vectorial
de deformaciones de primer orden (en general H1 de algún complejo) y un espacio de
obstrucciones (usualmente un H2). Otro punto unificante de las teoŕıas es la frase “bajo
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un cuerpo de caracteŕıstica cero todo problema de deformación está gobernado por una
DGLA”, acuñada por las ideas de Quillen, Deligne, Drinfeld (y otros) de hace 25 años
[3]. Hoy en d́ıa, gracias a Kontsevich, estas ideas fueron rescatadas y utilizadas [14],[15],
mostrando gran utilidad y posibilidad de desarrollo, haciendo que la teoŕıa de deformación
general sea un área de investigación muy activa.

0.5. Objetivo

Esta humilde tesis, se va a concentrar en las deformaciones formales de estructuras alge-
braicas, llevándolas al enfoque actual y viendo cómo la teoŕıa de deformaciones formales
algebraicas encaja en la de DGLA.
Para esto deberé introducir al lector en muchos ejemplos de deformaciones formales, pre-
sentar la teoŕıa de DGLA para aśı hablar de la teoŕıa de deformaciones v́ıa DGLA desde
el enfoque clásico y el moderno, y luego, por último, traducir los ejemplos iniciales en la
teoŕıa de DGLA.

0.6. Organización

En las primeras nueve secciones se dan ejemplos detallados de diversas deformaciones
formales de estructuras algebraicas.
La sección diez esta dedicada a explicar qué es una DGLA (desde el principio), para
aśı meternos de lleno en la sección once que detalla cómo son utilizadas las DGLA y
qué es la ecuación de Maurer-Cartan, aśı mismo, veremos aqúı la relación de esta teoŕıa
con la teoŕıa de deformaciones formales de las secciones previas. De hecho, esta relación
se ve explotada en la sección doce donde se habla (sin demostraciones) del enfoque actual
de la teoŕıa.
Finalmente, en la última sección, daré ejemplos de DGLA demostrando que lo son y
aplicaré la teoŕıa desarrollada sobre estas, haciendo un par de comentarios.
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1. Preliminares

Resumen

Antes de comenzar con el trabajo quisiera hacer un pequeño comentario sobre la
notación que utilizaré. También sobre algunos datos que supondré conocidos.

Notación 1.0.1. Dado un k-espacio vectorial V , a la función lineal identidad V
id−→ V

tal que a cada v ∈ V le asigna v ∈ V la denotaré idV o 1V , o simplemente, si el contexto
lo sugiere, id o 1.

Notación 1.0.2. Una función V × V
h−→ V bilineal se dice asociativa si para todo

a, b, c ∈ V se tiene h(h(a, b), c) = h(a, h(b, c)), o lo que es equivalente, viéndola como
morfismo lineal V ⊗

k
V

h−→ V que cumpla h(h(a ⊗ b) ⊗ c) = h(a ⊗ h(b ⊗ c)) y ésto pasa

⇐⇒ h(h⊗ idV ) = h(idV ⊗ h).
Notar que h(h⊗ idV )(a⊗ b⊗ c) = h(h(a⊗ b)⊗ c), luego se deduce la afirmación.

Notación 1.0.3. Del mismo modo, un morfismo k-lineal C h−→ C⊗C se dice coasociativo
si se tiene (idC ⊗h)h = (h⊗ idC)h. Veamos lo útil de esta notación al querer ver qué pasa
con los elementos: sea c ∈ C =⇒ h(c) =

∑
bi ⊗ ai =⇒ la coasociatividad queda∑

bi ⊗ h(ai) =
∑
h(bi)⊗ ai.

Observación 1.0.4. En general no utilizaré los ı́ndices de las sumatorias cuando sean
claros (como en el caso anterior).

Observación 1.0.5. Tampoco nombraré (en general) al anillo por el cual se está ten-
sorizando, o sea, ⊗ significará ⊗

k
.

Notación 1.0.6. A los automorfismos de un k-espacio vectorial L los denotaré por
autk(L). Cuando el espacio vectorial tenga una estructura adicional, por ejemplo álgebra
de Lie, a los automorfismos lineales los seguiré denotando autk(L) y a los automorfismos
de k-álgebras de Lie los denotaré por autk−Lie(L).

Observación 1.0.7. Siempre trabajaremos con cuerpos de caracteŕıstica cero, en realidad
más concretamente con R o C. A pesar de que gran parte de los resultados de este trabajo
se adaptan a cuerpos de caracteŕıstica arbitraria no los trataré.

Notación 1.0.8. Para denotar que se está definiendo una función se utilizará la expresión
“:=”. Por ejemplo f(x) := x+2 significa que se está definiendo f como x

f7−→ x+2. Notar
la diferencia con la expresión f(x) = x+ 2 que afirma la igualdad entre los dos miembros.

Observación 1.0.9. Para las secciones de deformaciones formales (las ocho siguientes)
utilizaré mucho el funtor exacto (−)v := (−)⊗

k
k((t)) donde k((t)) es el cuerpo de fracciones

del anillo de series formales k[[t]]. Notar que (−)v es exacto ya que k((t)) es playo sobre
el cuerpo k [25].
Dado un k-espacio vectorial V , se puede considerar el kv- espacio vectorial V v. Más aún,
dados V , W dos k-espacios vectoriales, se tiene que (V ⊗

k
W )v = V v ⊗

k((t))
W v pues k((t))

es k-playo. Por otro lado, cualquier morfismo V
g−→ W puede ser extendido de manera
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única a V v gv

−→W v mediante gv := g ⊗ idk((t)).
Se tiene que gv(

∑
tivi) =

∑
tig(vi). O sea, que gv es la misma g salvo que en vez de ser

k-lineal también es k((t))-lineal. En algunas ocasiones, por simplicidad, notaré a gv por g,
sabiendo que es k((t))-lineal.

Observación 1.0.10. Notar que gv = 0 ⇐⇒ g = 0. Sale por construcción de gv ya que
por un lado gv|V = g y por otro 0v = 0.

Observación 1.0.11. Dado que (−)v es un funtor, se tiene que si V es un k-espacio
vectorial, entonces (idV )v = idV v .

Observación 1.0.12. Esta observación es simplemente para recordar un hecho muy sim-
ple y que utilizaré muy seguido. Dada una serie s := 1+ta1+t2a2+. . . uno puede construir
su inversa recursivamente, obteniendo s−1 ≡ 1− ta1 mod t2:
Se plantea

1 = (1 + ta1 + . . .)(b0 + tb1 + . . .) =
∑
n

tn
∑
i+j=n

aibj

Luego se tiene para n = 0, a0b0 = 1, o sea, b0 = 1.
Para n > 0,

∑
i+j=n aibj = 0. En particular para n = 1, 0 = b1 + a1, o sea, b1 = −a1.
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2. Álgebras Asociativas

Resumen

En esta sección seguiremos el art́ıculo [6]. Trataremos la teoŕıa de deformaciones
formales de álgebras asociativas. Básicamente lo que se hace es: dada una k-álgebra
asociativa A, se considera sobre A⊗k((t)) un nuevo producto. Este producto será una
serie de potencias formal y sobre él, se verán condiciones necesarias para que defi-
na una estructura de álgebra asociativa. Se definirán las obstrucciones y cuáles son
las estructuras de álgebras equivalentes. Esta construcción, por ser la primera, la de-
tallaré un poco más que las siguientes. Se utilizará el complejo de Hochschild ([25]
pp.301).

2.1. Deformaciones infinitesimales

Sea A una k-álgebra, no necesariamente de dimensión finita con multiplicación F0 y
V su espacio vectorial subyacente. Cualquier función lineal V ⊗

k
V

f−→ V (en particu-

lar la multiplicación de A) puede ser extendida de manera única a una función lineal

V v ⊗
k((t))

V v fv

−→ V v (1.0.9).

Definición 2.1.1. Llamaremos familia de deformaciones a un parámetro de F0 o defor-
mación formal o sólo deformación de F0 a un morfismo V v ⊗

k((t))
V v ft−→ V v expresable de

la siguiente forma

ft =
∞∑
i=0

tiF vi (2.1.1)

donde Fi ∈ homk(V ⊗
k
V, V ) tal que ft es asociativa, o sea,

ft(ft ⊗ idV v) = ft(idV v ⊗ ft) (2.1.2)

En otras palabras, una deformación de F0 como álgebra asociativa es una serie formal de
tipo (2.1.1) tal que cumpla asociatividad (2.1.2), o sea,

ft(a, b) = F0(a, b) + tF1(a, b) + t2F2(a, b) + . . .

y vale
ft(a, ft(b, c)) = ft(ft(a, b), c)

Observación 2.1.2. Puede considerarse al álgebra At := (V v, ft) cuyo espacio vecto-
rial subyacente es V v y multiplicación ft como un elemento genérico de una familia de
deformaciones a un parámetro del álgebra A.

Observación 2.1.3. Si A tiene dimensión infinita, puede que ft no tenga especializaciones
sobre C distinta a la trivial t = 0 (la multiplicación original), sin embargo,
si dimk A < ∞ existen necesariamente especializaciones no-triviales ([1] pp.39). Luego el
espacio de especializaciones tiene dimensión mayor que uno.
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Ejemplo 2.1.4. Sea A = C álgebra sobre R de dimRA = 2. En este caso, V = R2. La
multiplicación F0 de C viene dada por 1⊗1 → 1 1⊗i→ i i⊗1 → i i⊗i→ −1. Notemos
primero que dimR(homR(C⊗

R
C,C)) = 8 y sea {Gk}8

1 los generadores de homR(C⊗
R

C,C).

Supongamos dada Cv ⊗
Rv

Cv ft−→ Cv expresable de la siguiente manera

ft =
∑∞

0 tiF vi donde Fi ∈ homR(C⊗
R

C,C). Luego, cada Fi será combinación R-lineal de

{Gk}. Entonces, ft =
∑8

1 Pk(t)G
v
k con Pk ∈ R((t)). Luego los t admisibles serán más que

simplemente t = 0. Este ejemplo es válido para cualquier álgebra de dimensión finita,
afirmando que en estos casos, hay especializaciones no triviales.

Definición 2.1.5. A F1 se la llama deformación infinitesimal de F0. También puede
llamarse la primera derivada de la familia ft.

Observación 2.1.6. La condición (2.1.2) de asociatividad para ft es equivalente a tener,∑
i+j=n
i,j>0

Fi(Fj ⊗ idV )− Fi(idV ⊗ Fj) = 0 ∀n ∈ N (2.1.3)

Esto es, pues,

0 = ft(idV v ⊗ ft)− ft(ft ⊗ idV v) =
∑
i

tiF vi (idV v ⊗ ft)− tiF vi (ft ⊗ idV v) =

∑
i

ti(F vi (idV v⊗ft)−F vi (ft⊗idV v)) =
∑
i

ti(F vi (
∑
j

idV v⊗tjF vj )−F vi (
∑
j

F vj t
j⊗idV v)) =

∑
i

∑
j

ti+j(Fi(idV ⊗ Fj)− Fi(Fj ⊗ idV ))v =
∞∑
n=0

tn(
∑
i+j=n
i,j>0

Fi(idV ⊗ Fj)− Fi(Fj ⊗ idV ))v

Entonces, para que sea cero (ver 1.0.10), debe serlo en cada grado, obteniendo (2.1.3).

Observación 2.1.7. Para n = 0 se recupera la asociatividad de F0.
Para n = 1 se obtiene

aF1(b⊗ c)− F1(ab⊗ c) + F1(a⊗ bc)− F1(a⊗ b)c = 0 ∀a, b, c ∈ A

que en términos de la teoŕıa de Hochschild, afirma que F1 es un elemento del grupo
Z2(A,A). En otras palabras, las deformaciones infinitesimales de F0 [ver 2.1.5] son todas
2-cociclos de A con coeficientes en A.

2.2. Obstrucciones

Definición 2.2.1. Dada una k-álgebra asociativa A, un elemento arbitrario F1 ∈ Z2(A,A)
no tiene por qué ser la derivada de una familia ft. Cuando ese sea el caso, diremos que F1

es integrable.
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Observación 2.2.2. La integrabilidad de F1 implica una secuencia infinita de relaciones
que pueden interpretarse como la anulación de la obstrucción a la integrabilidad de F1.
Estas obstrucciones pueden deducirse fácilmente de (2.1.3):∑

i+j=n
i,j>0

Fi(Fj ⊗ idV )− Fi(idV ⊗ Fj) =
∑
i+j=n
i,j>0

+
∑

i=0,j=n

+
∑

i=n,j=0

=

∑
i+j=n
i,j>0

+ {−(F0(idV ⊗ Fn)− F0(Fn ⊗ idV ) + Fn(idV ⊗ F0)− Fn(F0 ⊗ idV ))}

El primer término lo utilizo para definir la n-ésima obstrucción δFn, el segundo término es
exactamente la condición de 3-coborde en Fn (es d2(Fn), con d2 el diferencial del complejo
de Hochschild).

δFn :=
∑
i+j=n
i,j>0

Fi(Fj ⊗ idV )− Fi(idV ⊗ Fj) ∈ homk(V ⊗3, V ) (2.2.1)

Observación 2.2.3. ft es asociativa⇐⇒ δFn = d2(Fn) (n > 2)
Por otro lado, si ft es asociativa y δFn = 0 se tendrá que Fn es un 2-cociclo, pues queda
0 = δFn − (F0(idV ⊗ Fn)− F0(Fn ⊗ idV ) + Fn(idV ⊗ F0)− Fn(F0 ⊗ idV )) = 0− d2(Fn)

Observación 2.2.4. Si ft es asociativa y F1 = . . . = Fn−1 = 0 =⇒
por construcción de δFn queda δFn = 0. Luego por (2.2.3), Fn ∈ Z2(A,A).

Definición 2.2.5. Diremos que ft es asociativa hasta grado n si se cumple la condición
de asociatividad (2.1.3) hasta n. En ese caso, notar que δFk = d2(Fk) 2 6 k 6 n y
F1 ∈ Z2(A,A).

Proposición 2.2.6. d2(F1) = δF2 − d2(F2) = . . . = δFn−1 − d2(Fn−1) = 0 =⇒
δFn ∈ Z3(A,A)

Demostración. Esta demostración (al igual que todas las demostraciones de las proposi-
ciones similares a esta) se hará luego en un contexto más general en 11.4.
Se le puede asignar una estructura de álgebra de Lie graduada diferencial al complejo de
Hochschild, definiendo lo que se llama el corchete de Gerstenhaber:
Sea A un álgebra asociativa sobre un cuerpo k de caracteŕıstica 0, considero el complejo
de Hochschild (corrido en uno)

C•(A,A) :=
⊕
n>0

homk(A⊗n+1, A)[−n]

con el diferencial D que es el usual corrido en uno, o sea, si

f ∈ Cn(A,A) =⇒ Dn(f) = dn+1(f)

Le construimos un corchete: si f, g homogéneos, se define [f, g] := f ◦g−(−1)fgg◦f donde
◦ es un producto no asociativo definido por

(f ◦g)(a0⊗. . .⊗af+g) :=
f∑
i=0

(−1)igf(a0⊗. . .⊗ai−1⊗g(ai⊗. . .⊗ai+g)⊗ai+g+1⊗. . .⊗af+g)
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Con esta estructura se tiene un álgebra de Lie diferencial graduada ([5] o [16]).

Notar que si f tiene grado dos, o sea, A⊗3 f−→ A, se tiene que

[f, F0] = F0(idA ⊗ f)− f(F0 ⊗ idA ⊗ idA) + f(idA ⊗ F0 ⊗ idA)− f(idA ⊗ idA ⊗ F0)+

+F0(f ⊗ idA) = D2(f) = d3(f)

Por otro lado,
[ft, ft]n =

∑
i+j=n

[Fi, Fj ] =
∑
i+j=n

Fi ◦ Fj + Fj ◦ Fi =

= 2
∑
i+j=n

Fi ◦ Fj = 2
∑
i+j=n

Fi(Fj ⊗ idA − idA ⊗ Fj) = 2(δFn − d2(Fn))

Luego la condición de asociatividad se traduce en [ft, ft]n = 0 ∀n ∈ N.
Dado que ft es un elemento homogéneo de grado uno, por Jacobi graduado se tiene:

[[ft, ft], ft] = 0 =⇒ 0 = [[ft, ft], ft]n =
∑
i+j=n

[[ft, ft]i, Fj ] =
∑
i+j=n

[2(δFi − d2(Fi)), Fj ] =

= (hipótesis) = 2[δFn − d2(Fn), F0] = 2d3(δFn − d2(Fn)) = 2d3(δFn)

Observación 2.2.7. Si se tienen definidos F1, . . . , Fn−1, como en la proposición anterior,
se puede construir δFn ∈ Z3(A,A). En caso de que δFn sea un coborde (δFn = d2F ), por
la condición de asociatividad (2.2.3), debe definirse Fn := F .
Con lo cual δFn es la obstrucción a continuar una familia definida hasta Fn−1.

Definición 2.2.8. Llamaremos la primera obstrucción a la integración de F1 a [δF2] la
clase cohomológica de δF2.

Corolario 2.2.9. Si H3(A,A) = 0 cualquier F1 ∈ Z2(A,A) será integrable

Demostración. Sale del hecho de que todas las obstrucciones son nulas, luego, dado
F1 ∈ Z2(A,A) se tiene que δF2 = d2F , ya que su clase cohomológica es cero. Defino
F2 := F . Luego dados, F1, . . . , Fn−1 se tiene que δFn = d2G. Defino Fn := G.
De esta manera se construye ft :=

∑
tiF vi asociativa.

Notar que todos los Fi construidos quedan únicos salvo cobordes.

2.3. Deformaciones Triviales

Definición 2.3.1. Una familia de deformaciones a un parámetro gt de un álgebra aso-
ciativa se dice trivial si existe Φt ∈ autk(V v) de la forma Φt = idV v +

∑∞
1 tiϕvi con

ϕi ∈ endk(V ) tales que gt = Φ−1
t (F v0 (Φt ⊗ Φt)). Recordar que F v0 es el producto original

de A extendido a Av, o sea, es el producto trivial del álgebra Av = (V v, F v0 ).

Observación 2.3.2. (At, gt)
Φt−→ Av es un isomorfismo de álgebras ya que la condición

Φtgt = F v0 (Φt ⊗ Φt) afirma que es un morfismo de álgebras y al ser isomorfismo lineal,
queda de álgebras.
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Observación 2.3.3. Si gt := Φ−1
t (F v0 (Φt ⊗ Φt)) =⇒ gt(a, b) = F v0 (a, b) + tGv1(a, b) + . . .

con G1 = d1(ϕ1). Esto sale del siguiente hecho:
Si Φt ≡ id+ tϕ1 mod (t2) =⇒ (Φt)−1 ≡ id− tϕ1 mod (t2). Por otro lado
Φt(a)Φt(b) ≡ (a+ tϕ1(a))(b+ tϕ1(b)) ≡ ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b) mod (t2) =⇒
Φ−1
t (F v0 )(Φt ⊗ Φt)))(a⊗ b) ≡ Φ−1

t (ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b)) ≡
(id− tϕ1)(ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b)) ≡ ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b)− tϕ1(ab) ≡
ab+ t(aϕ1(b)− ϕ1(ab) + ϕ1(a)b) ≡ ab+ td1(ϕ1)(a⊗ b) mod (t2) =⇒ G1 = d1(ϕ1)

Observación 2.3.4. Más generalmente, dada una familia de deformaciones a un parámetro
ft(a, b) = ab+ tF v1 (a, b) . . . Definiendo gt := Φ−1

t (ft(Φt ⊗ Φt)), se tiene que
gt(a, b) = ab+ tGv1(a, b) . . . con G1 = F1 + d1(ϕ1)
Nuevamente, ft(Φ(a)⊗Φ(b)) ≡ Φ(a)Φ(b) + tF1(Φ(a)⊗Φ(b)) ≡ ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b) +
tF1((a+ tϕ1(a))⊗ (b+ tϕ1(b)) ≡ ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b) + tF1(a⊗ b) + tF1(a⊗ tϕ1(b)) +
tF1(tϕ1(a)⊗ b) + tF1(tϕ1(a)⊗ tϕ1(b)) ≡ ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b) + tF1(a⊗ b) +
t2F1(a⊗ ϕ1(b)) + t2F1(ϕ1(a)⊗ b) + t3F1(ϕ1(a)⊗ ϕ1(b)) ≡
ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b) + tF1(a⊗ b) ≡ ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b+ F1(a⊗ b)) mod (t2) =⇒
Φ−1
t (ft(Φt ⊗ Φt))(a⊗ b) ≡ (id− tϕ1)(ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b+ F1(a⊗ b))) ≡

ab+ t(aϕ1(b) + ϕ1(a)b+ F1(a⊗ b))− tϕ1(ab) ≡ ab+ t(d1(ϕ1) + F1)(a⊗ b) =⇒
G1 = F1 + d1(ϕ1)
Luego se deduce que la integrabilidad de un elemento F1 ∈ Z2(A,A) depende sólo de su
clase cohomológica. Por otro lado, si un elemento es integrable, cualquier otro perteneciente
a su clase también lo será mediante este proceso dando lugar a álgebras isomorfas.
Por este hecho, se puede interpretar H2(A,A) como deformaciones infinitesimales del álge-
bra A.
Notar que si la deformación infinitesimal en una familia ft es cero, no quiere decir que la
familia sea trivial. Puede empezar trivialmente y después cambiar.

Definición 2.3.5. Dos familias de deformaciones a un parámetro ft y gt se dicen
equivalentes si existe Φt ∈ autk(V v) de la forma Φt = id +

∑∞
1 tiϕvi con ϕi ∈ endk(V )

tales que Φtgt = ft(Φt ⊗ Φt).
Cuando ft es equivalente a la deformación identidad, ft ∼ F v0 , se dice trivial.

Observación 2.3.6. Recordar la observación (2.2.4): dada ft familia a un parámetro de
deformaciones de un álgebra A tal que F1 = . . . = Fn−1 = 0 =⇒ Fn ∈ Z2(A,A).
Si a parte se tiene que Fn ∈ B2(A,A), o sea, ∃ψ ∈ C1(A,A) tal que Fn = d1(ψ), definiendo1

Φt(a) := a−tnψ(a) se tiene que Φ−1
t ft(Φt(a)⊗Φt(b)) = ab+tn+1F ′

n+1(a, b)+t
n+2F ′

n+2+. . .
Ya que ft(Φt(a),Φt(b)) ≡ ft(a, b)− tnft(a, ψ(b))− tnft(ψ(a), b) ≡
ab+ tnFn(a, b)− tnaψ(b)− tnψ(a)b mod (tn+1) =⇒
(id+ tnψ)(ab+ tn(Fn(a, b)− aψ(b)− ψ(a)b)) ≡
(ab+ tn(Fn(a, b)− aψ(b)− ψ(a)b)) + tnψ(ab) ≡ ab mod (tn+1)
Luego, usando nuevamente (2.2.4) se obtiene que F ′

n+1 ∈ Z2(A,A) pero ahora, no nece-
sariamente, es un coborde. En resumen se tiene:

Proposición 2.3.7. Sea ft una familia de deformaciones a un parámetro de un álgebra
A. Entonces, ft es equivalente a una familia gt(a, b) = ab+tnGvn(a, b)+. . . donde el primer
término no-nulo Gn es un 2-cociclo no cohomólogo a cero.

1En el paper original está mal hecho. Define 1 + tnψ
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Corolario 2.3.8. Si H2(A,A) = 0 =⇒ A es ŕıgida.

Ejemplo 2.3.9. Las k-álgebras separables de dimensión finita tienenHn(A,A) = 0 ∀n > 0
([25] pp.310), luego son ŕıgidas. En particular ([25] pp.310) A = Mn(k) es ŕıgida.
Cuando veamos el espacio de Maurer-Cartan (o espacio de parámetros) para álgebras
asociativas de dimensión finita (que es la variedad algebraica de todas ellas), veremos que
cada álgebra ŕıgida, representa una componente conexa de esta variedad algebraica.
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3. Álgebras de Lie

Resumen

En esta sección ampliaremos el art́ıculo [18]. Trataremos la teoŕıa de deforma-
ciones formales de álgebras de Lie, hablando de deformaciones triviales, obstrucciones
y rigidez. Como en el caso asociativo, que se utiliza el complejo de Hochschild, aqúı se
utilizará el de Chevalley-Eilenberg ([25] pp.240).

3.1. Deformaciones infinitesimales

Las deformaciones formales de álgebras de Lie, como veremos, son esencialmente iguales
a las de álgebras asociativas.
Considero L un álgebra de Lie sobre un cuerpo k cuyo espacio vectorial subyacente es V
y corchete F0. Consideremos V v ⊗

kv
V v ft−→ V v expresable de la siguiente forma:

ft =
∞∑
i=0

tiF vi

donde Fi ∈ homk(V ⊗
k
V, V ) y F0 el corchete del álgebra de Lie L.

Para que ft sea un corchete, se necesita que sea antisimétrica y que cumpla Jacobi:

ft(a⊗ b) = −ft(b⊗ a)

ft(ft(a⊗ b)⊗ c) + ft(ft(b⊗ c)⊗ a) + ft(ft(c⊗ a)⊗ b) = 0

O en función de los Fi estas condiciones son análogas a:

Fi(a⊗ b) = −Fi(b⊗ a) ∀i ∈ N∑
i+j=n
i,j>0

Fi(Fj(a⊗ b)⊗ c) + Fi(Fj(b⊗ c)⊗ a) + Fi(Fj(c⊗ a)⊗ b) = 0 ∀n ∈ N

La demostración de este hecho es como en el caso asociativo (2.1.3).
Para n = 0 afirma que L es un álgebra de Lie.
Para n = 1 se tiene que

F1(a⊗ b) = −F1(b⊗ a)

y

F1([a, b], c) + F1([b, c], a)− F1([a, c], b)− [a, F1(b, c)] + [b, F1(a, c)]− [c, F1(a, b)] = 0

En otras palabras que F1 sea un 2-cociclo del complejo de Chevalley-Eilenberg.

Definición 3.1.1. A la serie ft que cumple Jacobi y antisimetŕıa se la llama familia de
deformaciones a un parámetro de F0, o simplemente deformación formal o deformación.

Definición 3.1.2. A F1 se la llama deformación infinitesimal F0, o también primera
derivada de ft.
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3.2. Obstrucciones

Analicemos la condición de Jacobi en función de los Fi para el corchete ft. Notar que la
antisimetŕıa indica que los Fi deben ser antisimétricos:∑

i+j=n
i,j>0

=
∑
i+j=n
i,j>0

+
∑

i=0,j=n

+
∑

i=n,j=0

= (
∑
i+j=n
i,j>0

) + F0(Fn(a⊗ b)⊗ c) + F0(Fn(b⊗ c)⊗ a)+

+F0(Fn(c⊗ a)⊗ b) + Fn(F0(a⊗ b)⊗ c) + Fn(F0(b⊗ c)⊗ a) + Fn(F0(c⊗ a)⊗ b)+

= (
∑
i+j=n
i,j>0

)+[Fn(a, b), c]+ [Fn(b, c), a]+ [Fn(c, a), b]+Fn([a, b], c)+Fn([b, c], a)+Fn([c, a], b)

= (
∑
i+j=n
i,j>0

)− [c, Fn(a, b)]− [a, Fn(b, c)]+ [b, Fn(a, c)]+Fn([a, b], c)+Fn([b, c], a)−Fn([a, c], b)

= (
∑
i+j=n
i,j>0

)− d2(Fn)

Definición 3.2.1.

(δFn)(a⊗ b⊗ c) :=
∑
i+j=n
i,j>0

Fi(Fj(a⊗ b)⊗ c) + Fi(Fj(b⊗ c)⊗ a) + Fi(Fj(c⊗ a)⊗ b)

Observación 3.2.2. En caso de que se cumpla la condición de Jacobi para algún n, se
tendrá que δFn = d2(Fn). Y si se cumple ∀n > 2 se tendrá que ft es un corchete de Lie.
(Recordar que los Fi deben ser antisimétricos y d2(F1) = 0).

Proposición 3.2.3. d2(F1) = δF2 − d2(F2) = . . . = δFn−1 − d2(Fn−1) = 0 =⇒
δFn ∈ Z3(L,L)

Demostración. Nuevamente, aclaro que esta demostración, al igual que todas las proposi-
ciones análogas a ésta, son un caso particular de 11.4.
Se le puede asignar una estructura de álgebra de Lie graduada diferencial al complejo de
Chevalley-Eilenberg.
Sea L un álgebra de Lie sobre un cuerpo k de caracteŕıstica 0. Considero

C•(L,L) :=
⊕
n>0

homk(
n+1∧

L,L)[−n]

El diferencial es el de Chevalley-Eilenberg corrido en uno (Dn = dn+1) y el corchete:
dados f, g homogéneos, se define [f, g] := f ∧ g − (−1)fgg ∧ f donde ∧ está definido por2

(f ∧ g)(a0 ∧ . . . ∧ af+g) :=
∑
η

sgn(η)f(g(aη(0) ∧ . . . ∧ aη(g)) ∧ aη(g+1) ∧ . . . ∧ aη(f+g))

2En el paper original está mal. Evalúa deg(f) datos en g
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Donde la suma se toma sobre todas las permutaciones η tales que
η(0) < . . . < η(g) y η(g + 1) < . . . < η(f + g). O sea, (g, f)-shuffles.
Con esta estructura se tiene un álgebra de Lie diferencial graduada [17].

Veamos que si f tiene grado dos, o sea,
∧3 L

f−→ L (alternada), resulta [f, F0] = −d3(f).
Recordar primero que F0 tiene grado uno, luego,

[f, F0] = f ∧ F0 − F0 ∧ f =⇒ (f ∧ F0)(a, b, c, d) =

= f([a, b], c, d)− f([a, c], b, d) + f([a, d], b, c) + f([b, c], a, d)− f([b, d], a, c) + f([c, d], a, b)

Las permutaciones η posibles (y usadas) para este cálculo fueron aquellas (2, 2)-shuffles
que tienen como imagen:

+(0, 1, 2, 3),−(0, 2, 1, 3),+(0, 3, 1, 2),+(1, 2, 0, 3),−(1, 3, 0, 2),+(2, 3, 0, 1)

Por otro lado,

(F0 ∧ f)(a, b, c, d) = −[f(b, c, d), a] + [f(a, c, d), b]− [f(a, b, d), c] + [f(a, b, c), d]

En este caso las permutaciones fueron los (3− 1)-shuffles:

−(1, 2, 3, 0),+(0, 2, 3, 1),−(0, 1, 3, 2),+(0, 1, 2, 3)

Juntando todo, se obtiene [f, F0] = −d3(f).
Por otro lado,

[ft, ft]n =
∑
i+j=n

[Fi, Fj ] =
∑
i+j=n

Fi ∧ Fj + Fj ∧ Fi = 2
∑
i+j=n

Fi ∧ Fj =

= 2
∑
i+j=n

Fi(Fj(a, b), c) + Fi(Fj(b, c), a) + Fi(Fj(c, a), b) = 2(δFn − d2(Fn))

Luego la condición de Lie se traduce en [ft, ft]n = 0 ∀n ∈ N.
Dado que ft es un elemento homogéneo de grado uno, por Jacobi graduado se tiene

[[ft, ft], ft] = 0 =⇒ 0 = [[ft, ft], ft]n =
∑
i+j=n

[[ft, ft]i, Fj ] =

=
∑
i+j=n

[2(δFi − d2(Fi)), Fj ] = (hipótesis) =

= 2[δFn − d2(Fn), F0] = −2d3(δFn − d2(Fn)) = −2d3(δFn)

Observación 3.2.4. Si se tienen definidos F1, . . . , Fn−1, como en la proposición anterior,
se puede construir δFn ∈ Z3(L,L). En caso de que δFn sea un coborde (δFn = d2F ), por
la condición de Lie, debe definirse Fn := F .
Con lo cual δFn es la obstrucción a continuar una familia definida hasta Fn−1.

Definición 3.2.5. Llamaremos la primera obstrucción a la integración de F1 a [δF2] la
clase cohomológica de δF2.
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Corolario 3.2.6. Si H3(L,L) = 0 cualquier F1 ∈ Z2(L,L) será integrable

Demostración. Sale del hecho de que todas las obstrucciones son nulas, luego, dado
F1 ∈ Z2(L,L) se tiene que δF2 = d2F ya que su clase cohomológica es cero. Defino
F2 := F . Luego dados, F1, . . . , Fn−1 se tiene que δFn = d2G. Defino Fn := G. De esta
manera se construye ft :=

∑
tiF vi corchete.

Notar que todos los Fi construidos quedan únicos salvo cobordes.

3.3. Deformaciones Triviales

Definición 3.3.1. Una familia de deformaciones a un parámetro gt de un álgebra de Lie
se dice trivial si existe Φt ∈ autk(V v) de la forma Φt = id +

∑∞
1 tiϕvi con ϕi ∈ endk(V )

tales que gt = Φ−1
t (F v0 (Φt ⊗ Φt)).

Observación 3.3.2. Notar que en caso de que gt sea trivial se tiene que
(Lt, gt)

Φt−→ Lv = (V v, F v0 ) es un isomorfismo de álgebras de Lie ya que la condición
Φtgt = F v0 (Φt ⊗ Φt) afirma que es un morfismo de álgebras de Lie y al ser isomorfismo
lineal, queda también de álgebras.

Observación 3.3.3. Dada una familia de deformaciones a un parámetro
ft(a, b) = [a, b] + tF v1 (a, b) + . . . Definiendo gt := Φ−1

t (ft(Φt ⊗ Φt)), se tiene que
gt(a, b) = [a, b] + tGv1(a, b) + . . . con G1 = F1 + d1(ϕ1)
Esto es pues

ft(Φ(a)⊗ Φ(b)) ≡ [Φ(a),Φ(b)] + tF1(Φ(a)⊗ Φ(b)) ≡
[a, b] + t([a, ϕ1(b)] + [ϕ1(a), b]) + tF1((a+ tϕ1(a)), (b+ tϕ1(b)) ≡

[a, b] + t([a, ϕ1(b)] + [ϕ1(a), b]) + tF1(a, b) + tF1(a, tϕ1(b))+

+tF1(tϕ1(a), b) + tF1(tϕ1(a), tϕ1(b)) ≡ [a, b] + t([a, ϕ1(b)] + [ϕ1(a), b]) + tF1(a, b)+

+t2F1(a, ϕ1(b)) + t2F1(ϕ1(a), b) + t3F1(ϕ1(a), ϕ1(b)) ≡ [a, b] + t([a, ϕ1(b)] + [ϕ1(a), b])+

+tF1(a, b) ≡ [a, b] + t([a, ϕ1(b)] + [ϕ1(a), b] + F1(a, b)) mod (t2) =⇒
Φ−1
t (ft(Φt ⊗ Φt))(a⊗ b) ≡ (id− tϕ1)([a, b] + t([a, ϕ1(b)] + [ϕ1(a), b] + F1(a, b))) ≡

[a, b] + t([a, ϕ1(b)] + [ϕ1(a), b] + F1(a, b))− tϕ1([a, b]) ≡ [a, b] + t(d1(ϕ1) + F1)(a⊗ b)

=⇒ G1 = F1 + d1(ϕ1)

Luego se deduce que la integrabilidad de un elemento F1 ∈ Z2(L,L) depende sólo de su
clase cohomológica. Por otro lado, si un elemento es integrable, cualquier otro perteneciente
a su clase también lo será dando lugar, mediante este proceso, a álgebras isomorfas.
Por este hecho, se puede interpretar H2(L,L) como deformaciones infinitesimales del álge-
bra L.
Notar que si la deformación infinitesimal en una familia ft es cero, no quiere decir que la
familia sea trivial. Puede empezar trivialmente y después cambiar.

Definición 3.3.4. Dos familias de deformaciones a un parámetro ft y gt se dicen
equivalentes si existe Φt ∈ autk(V v) de la forma Φt = id +

∑∞
1 tiϕvi con ϕi ∈ endk(V )

tales que Φtgt = ft(Φt ⊗ Φt).
Cuando ft es equivalente a la deformación identidad, ft ∼ F v0 , se dice trivial como ya lo
hemos definido antes en 3.3.1.
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Observación 3.3.5. Recordar que si se tiene ft familia a un parámetro de deformaciones
de un álgebra L tal que F1 = . . . = Fn−1 = 0 =⇒ Fn ∈ Z2(L,L).
Si a parte se tiene que Fn ∈ B2(L,L), o sea, ∃ψ ∈ C1(L,L) tal que Fn = d1(ψ), definiendo
Φt(a) := a−tnψ(a) se tiene que Φ−1

t ft(Φt(a)⊗Φt(b)) = ab+tn+1F ′
n+1(a, b)+t

n+2F ′
n+2+. . ..

Ya que ft(Φt(a),Φt(b)) ≡ ft(a, b)− tnft(a, ψ(b))− tnft(ψ(a), b) ≡
[a, b] + tnFn(a, b)− tn[a, ψ(b)]− tn[ψ(a), b] mod (tn+1) =⇒
(id+ tnψ)([a, b] + tn(Fn(a, b)− [a, ψ(b)]− [ψ(a), b])) ≡
([a, b] + tn(Fn(a, b)− [a, ψ(b)]− [ψ(a), b])) + tnψ([a, b]) ≡ [a, b] mod (tn+1)
Con lo cual, dado que en esta deformación equivalente los primeros n términos son nulos,
se obtiene que F ′

n+1 ∈ Z2(L,L) pero ahora, no necesariamente, es un coborde. En resumen
se tiene:

Proposición 3.3.6. Sea ft una familia de deformaciones a un parámetro de un álgebra
L. Entonces, ft es equivalente a una familia gt(a, b) = [a, b] + tnGvn(a, b) + . . . donde el
primer término no-nulo Gn es un 2-cociclo no cohomólogo a cero.

Corolario 3.3.7. Si H2(L,L) = 0 =⇒ L es ŕıgida.

Ejemplo 3.3.8. Las álgebras de Lie semisimples de dimensión finita sobre un cuerpo de
caracteŕıstica cero son ŕıgidas ([25] pp.246).
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4. Morfismos de álgebras asociativas

Resumen

En esta sección trataré la teoŕıa de deformaciones formales de morfismos de álge-
bras asociativas. Esta sección la hice generalizando el art́ıculo [26]. Lo que se hará es
extender los escalares de las dos álgebras (del dominio y del codominio) dejando lib-
ertad para poder definir un morfismo “formal” entre éstas, o sea, se define una serie
formal de potencias bajo la condición de que sea morfismo: que mande productos en
productos. Con esta simple condición se obtiene información suficiente para poder
definir obstrucciones, deformaciones triviales y luego, el teorema de rigidez. Utilizare-
mos nuevamente el complejo de Hochschild ([25] pp.301)

4.1. Deformaciones infinitesimales

Sean A y B dos k-álgebras asociativas, y sea A
f0−→ B un morfismo de álgebras. Notar

que puede verse a B como un A-bimódulo v́ıa el morfismo f0, definamos a · b := f0(a)b y
b · a := bf0(a).
Veamos que se tienen dos estructuras de módulos (a izquierda y a derecha) compatibles,
o sea, a(ba′) = (ab)a′.
Empecemos por la izquierda, (a derecha es igual):

1 · b = f0(1)b = 1b = b.

(aa′) · b = f0(aa′)b = f0(a)f0(a′)b = a · (a′ · b).

(a+ a′) · b = f0(a+ a′)b = f0(a)b+ f0(a′)b = a · b+ a′ · b.

a · (b+ b′) = f0(a)(b+ b′) = f0(a)b+ f0(a)b′ = a · b+ a · b′.

Por último corroboremos que las dos estructuras son compatibles, lo cual es bastante
sencillo ya que el producto de B es asociativo:
a(ba′) = f0(a)(bf0(a′)) = (f0(a)b)f0(a′) = (ab)a′.

Definición 4.1.1. Una deformación formal de f0 es una serie de potencias formal, definida
por

ft = fv0 +
∞∑
1

tifvi

con fi ∈ homk(A,B) tal que ft(µvA) = µvB(ft ⊗ ft) donde µA y µB son los respectivos
productos de A y de B.

Observación 4.1.2. Notar que los productos de A y de B quedan fijos, o dicho en el
contexto de deformaciones, sólo se está deformando el morfismo f0. Si uno desea deformar
también A ó B, la condición a analizar debe ser ft(µA,t) = µB,t(ft ⊗ ft).

Observación 4.1.3. La propiedad multiplicativa puede expresarse en función de los fi
de la siguiente manera:

fn(aa′) =
∑
i+j=n

fi(a)fj(a′)
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ya que

0 = ft(aa′)− ft(a)ft(a′) =
∑
n

tnfvn(aa′)− (
∑
i

tifvi (a))(
∑
j

tjfvj (a′)) =

=
∑
n

tnfvn(aa′)−
∑
i

∑
j

ti+jfvi (a)fvj (a′) =
∑
n

tn(
∑
i+j=n

fn(aa′)− fi(a)fj(a′))v

Observación 4.1.4. Cuando n = 0 queda exactamente que f0 es un morfismo de álgebras.
Para n = 1 se obtiene f1(aa′) = f0(a)f1(a′) + f1(a)f0(a′) o equivalentemente que
d1(f1) = 0, un 1-cociclo del complejo de Hochschild homk(A⊗•, B) viendo a B como un
A-bimódulo v́ıa f0.
Recordar que f1(aa′) = f0(a)f1(a′) + f1(a)f0(a′) es equivalente a escribir f1(aa′) = a ·
f1(a′) + f1(a) · a′, o sino, más simplemente d1(f1) = 0.

Definición 4.1.5. Llamaremos deformación infinitesimal de f0 a f1, o también primera
derivada de la familia ft.

4.2. Obstrucciones

Observación 4.2.1. Analicemos la propiedad multiplicativa:

0 =
∑
i+j=n

fi(a)fj(a′)− fn(aa′) = (
∑
i+j=n
i,j>0

) + (
∑

i=0,j=n

) + (
∑

i=n,j=0

)− fn(aa′)

= (
∑
i+j=n
i,j>0

) + afn(a′) + fn(a)a′ − fn(aa′) = (
∑
i+j=n
i,j>0

) + d1(fn)(a⊗ a′)

Definición 4.2.2. Definamos el primer término de la igualdad como:

δfn(a⊗ a′) :=
∑
i+j=n
i,j>0

fi(a)fj(a′)

Observación 4.2.3. Notar que en caso de que la propiedad multiplicativa valga ∀n ∈ N,
se tendrá que
d1(f1) = 0 y d1(fn) = −δfn (n > 2)

Proposición 4.2.4. d1(f1) = δf2 + d1(f2) = . . . = δfn−1 + d1(fn−1) = 0 =⇒
δfn ∈ Z2(A,B)

Demostración.

d2(δfn)(a, b, c) = a
∑
i+j=n
i,j>0

fi(b)fj(c)−
∑
i+j=n
i,j>0

fi(ab)fj(c)+
∑
i+j=n
i,j>0

fi(a)fj(bc)−
∑
i+j=n
i,j>0

fi(a)fj(b)c

= a
∑
i+j=n
i,j>0

fi(b)fj(c)−
∑
i+j=n
i,j>0

(
∑
l+m=i

fl(a)fm(b))fj(c)
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+
∑
i+j=n
i,j>0

fi(a)(
∑

l+m=j

fl(b)fm(c))−
∑
i+j=n
i,j>0

fi(a)fj(b)c

Analicemos primero el renglón del medio: notar que para l = 0, m = i se simplifica,
dejando sólo

−
∑
i+j=n
i,j>0

(
∑
l+m=i
l>0

fl(a)fm(b))fj(c) = −
∑

j,l,m=n
j,l,m>0

fl(a)fm(b)fj(c)

Con el tercer renglón pasa lo mismo; para l = j, m = 0 se simplifica dejando:∑
i+j=n
i,j>0

fi(a)(
∑

l+m=j
m>0

fl(b)fm(c)) =
∑

i,l,m=n
i,l,m>0

fi(a)fl(b)fm(c)

Luego, d2(δfn) = 0.

Observación 4.2.5. Si se tiene f1 . . . fn−1 como en la proposición anterior uno puede
construir δfn. Si es un coborde (δfn = d2(g)), tomando fn := −g se tiene una deformación
de orden n.
De esta manera, δfn es la obstrucción a definir una familia de orden n dado que se tiene
una de orden n− 1.

Corolario 4.2.6. Si H2(A,B) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.

4.3. Deformaciones Triviales

En esta sección hablaremos de rigidez de f0, para esto necesitaremos definir una noción
de equivalencia entre deformaciones. Si bien la definición que daré no es la más natural (al
menos para mı́), la eleǵı para que sea acorde con la teoŕıa de Hochschild, en otras palabras
aśı se tendrá H1 = 0 3 implica rigidez.

Definición 4.3.1. Un automorfismo formal de ft es un elemento en Bv de la forma:

bt = 1B +
∞∑
1

tibi

Definición 4.3.2. Dos deformaciones ft, gt se dirán equivalentes (ft ∼ gt) si existe un
automorfismo formal bt tal que btgt(a) = ft(a)bt ∀a ∈ A. En otras palabras que gt(a) y
ft(a) sean conjugados.
Cuando gt ∼ fv0 se dice que gt es trivial.

Observación 4.3.3. Si ft es una deformación de f0 y bt un automorfismo formal, entonces
gt(a) := b−1

t ft(a)bt define una deformación de f0, o sea, tiene la propiedad multiplicativa,
pues gt(aa′) = b−1

t ft(aa′)bt = b−1
t ft(a)ft(a′)bt = b−1

t ft(a)btb−1
t ft(a′)bt = gt(a)gt(a′)

3La filosof́ıa general [22] dice que cuando se trata de morfismos, H1 = 0 implica rigidez, pero cuando
se trata de estructuras es H2 = 0
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Observación 4.3.4. Dada una deformación ft ya vimos que f1 es un 1-cociclo (4.1.4).
Más aún, dada gt ∼ ft se tiene que g1 − f1 es un 1-coborde.
Sale del siguiente hecho: (1 − tb1)(f0 + tf1)(1 + tb1) ≡ (1 − tb1)(f0 + tf1 + tf0b1) ≡
f0 + tf1 + tf0b1 − tb1f0 ≡ f0 + t(f1 + f0b1 − b1f0) mod (t2).
Recordar que hom(A⊗0, B) se define como B en la teoŕıa de Hochschild, luego
g1 − f1 = f0b1 − b1f0 = d0(b1) un 1-coborde.

Observación 4.3.5. Dada una familia ft = f0 + tnfn+ . . . se tiene que fn es un 1-cociclo
(4.1.3). Si también es un 1-coborde, existe una deformación equivalente de grado n+ 1:
Sea bt = 1 − tnb donde d0(b) = fn, entonces, b−1

t ftbt ≡ (1 + tnb)(f0 + tnfn)(1 − tnb) ≡
(1 + tnb)(f0 + tnfn − tnf0b) ≡ f0 + tnfn − tnf0b + tnbf0 ≡ f0 + tn(fn − (f0b − bf0)) ≡
f0 + tn(fn − d0(b)) ≡ f0 mod (tn)
Luego se tiene lo siguiente:

Proposición 4.3.6. Dada ft deformación de f0, existe gt ∼ ft tal que el primer término
no nulo es no-cohomólogo a cero.

Corolario 4.3.7. H1(A,B) = 0 =⇒ A
f0−→ B es ŕıgido.
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5. Módulos

Resumen

En esta sección trataré la teoŕıa de deformaciones formales de módulos. Lo que
se hace es deformar (formalmente) el morfismo estructural del módulo. Básicamente
es una aplicación de la sección anterior, pero a pesar de eso, tiene importancia por
śı misma. Esta sección sigue el art́ıculo [26].

5.1. Deformaciones infinitesimales

Sea A un álgebra sobre un cuerpo k, no necesariamente de dimensión finita y sea M
un A-módulo a izquierda. Definir una deformación formal de la estructura de módulo
sobre M va a significar deformar el morfismo estructural de M , A

ξ0−→ endk(M). Si bien
esta construcción es un caso particular de las deformaciones de morfismos de k-álgebras
asociativas, sigue siendo un caso importante para analizar.

Definición 5.1.1. Una deformación formal deM es una serie de potencias formal, definida
por

ξt = ξv0 +
∞∑
1

tiξvi

donde ξi ∈ homk(A, endk(M)) morfismos k-lineales y tal que

ξt(ab) = ξt(a)ξt(b) ∀a, b ∈ A

Observación 5.1.2. La propiedad multiplicativa puede expresarse en función de los ξi
de la siguiente manera:

ξn(ab) =
∑
i+j=n

ξi(a)ξj(b)

Observación 5.1.3. Cuando n = 0 queda exactamente que ξ0 es multiplicativa
Para n = 1 se obtiene ξ1(ab) = ξ0(a)ξ1(b) + ξ1(a)ξ0(b) o equivalentemente que d1(ξ1) = 0,
un 1-cociclo del complejo de Hochschild homk(A⊗•, endk(M)).

Definición 5.1.4. Llamaremos deformación infinitesimal del módulo M
(o del morfismo ξ0) a ξ1.

5.2. Obstrucciones

Observación 5.2.1. Analicemos la propiedad multiplicativa:

0 =
∑
i+j=n

ξi(a)ξj(b)− ξn(ab) = (
∑
i+j=n
i,j>0

) + (
∑

i=0,j=n

) + (
∑

i=n,j=0

)− ξn(ab)

= (
∑
i+j=n
i,j>0

) + aξn(b) + ξn(a)b− ξn(ab) = (
∑
i+j=n
i,j>0

) + d1(ξn)(a⊗ b)
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Definición 5.2.2. Definamos el primer término de la igualdad como:

δξn :=
∑
i+j=n
i,j>0

ξi(a)ξj(b)

Observación 5.2.3. Notar que en caso de que la propiedad multiplicativa valga ∀n ∈ N,
se tendrá que d1(ξ1) = 0 y d1(ξn) = −δξn (n > 2)

Proposición 5.2.4. d1(ξ1) = δξ2 + d1(ξ2) = . . . = δξn−1 + d1(ξn−1) = 0 =⇒
δξn ∈ Z2(A, endk(M))

Demostración.

d2(δξn)(a, b, c) = a
∑
i+j=n
i,j>0

ξi(b)ξj(c)−
∑
i+j=n
i,j>0

ξi(ab)ξj(c)+
∑
i+j=n
i,j>0

ξi(a)ξj(bc)−
∑
i+j=n
i,j>0

ξi(a)ξj(b)c

= a
∑
i+j=n
i,j>0

ξi(b)ξj(c)−
∑
i+j=n
i,j>0

(
∑
l+m=i

ξl(a)ξm(b))ξj(c)

+
∑
i+j=n
i,j>0

ξi(a)(
∑

l+m=j

ξl(b)ξm(c))−
∑
i+j=n
i,j>0

ξi(a)ξj(b)c

Analicemos primero el segundo renglón: notar que para l = 0, m = i se simplifica, dejando
sólo

−
∑
i+j=n
i,j>0

(
∑
l+m=i
l>0

ξl(a)ξm(b))ξj(c) = −
∑

j,l,m=n
j,l,m>0

ξl(a)ξm(b)ξj(c)

Con el tercer renglón pasa lo mismo; para l = j, m = 0 se simplifica dejando:∑
i+j=n
i,j>0

ξi(a)(
∑

l+m=j
m>0

ξl(b)ξm(c)) =
∑

i,l,m=n
i,l,m>0

ξi(a)ξl(b)ξm(c)

Luego, d2(δξn) = 0.

Observación 5.2.5. Si se tiene ξ1 . . . ξn−1 como en la proposición anterior, uno puede
construir δξn. Si es un coborde (δξn = d2(−ζ)), tomando ξn := ζ se tiene una deformación
de orden n.
De esta manera, δξn es la obstrucción a definir una familia de orden n dado que se tiene
una de orden n− 1.

Corolario 5.2.6. Si H2(A, endk(M)) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.
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5.3. Deformaciones Triviales

Definición 5.3.1. Un automorfismo formal de M es una serie formal de potencias

Φt = 1Mv +
∞∑
1

tiφvi

donde cada φi ∈ endk(M).

Definición 5.3.2. Dos deformaciones ξt, ζt se dirán equivalentes (ξt ∼ ζt) si existe un
automorfismo formal Φt tal que Φtζt(a) = ξt(a)Φt, ∀a ∈ A. En otras palabras que los
módulos obtenidos deformando sean isomorfos.
Cuando ζt ∼ ξv0 se dice que ζt es trivial.

Observación 5.3.3. Si ξt es una deformación formal de M y Φt un automorfismo formal,
entonces ζt(a) := Φ−1

t ξt(a)Φt define una deformación formal deM , o sea, tiene la propiedad
multiplicativa, pues
ζt(ab) = Φ−1

t ξt(ab)Φt = Φ−1
t ξt(a)ξt(b)Φt = Φ−1

t ξt(a)ΦtΦ−1
t ξt(b)Φt = ζt(a)ζt(b)

Observación 5.3.4. Dada ξt una deformación formal de M , ya vimos que
ξ1 es un 1-cociclo.
Más aún, dada ζt ∼ ξt se tiene que ζ1 − ξ1 es un 1-coborde.
Sale del siguiente hecho: (id− tφ1)(ξ0 + tξ1)(id+ tφ1) ≡ ξ0 + t(ξ1 + ξ0φ1−φ1ξ0) mod (t2)

Observación 5.3.5. Dada una familia ξt = ξ0 + tnξn + . . . se tiene que ξn es un 1-cociclo
(5.1.2). Si también es un 1-coborde, existe una deformación equivalente de grado n+ 1:
Sea Φt = id− tnψ con ξn = d0(ψ), entonces, Φ−1

t ξtΦt ≡ (id+ tnψ)(ξ0 + tnξn)(id− tnψ) ≡
ξ0 + tn(ξn − (ξ0ψ − ψξ0)) ≡ ξ0 + tn(ξn − d0(ψ)) ≡ ξ0 mod (tn)
Luego se tiene lo siguiente:

Proposición 5.3.6. Dada ξt deformación de M , entonces existe ζt ∼ ξt tal que el primer
termino no nulo es no-cohomólogo a cero.

Corolario 5.3.7. H1(A, endk(M)) = 0 =⇒ M es ŕıgido.

Observación 5.3.8. Si bien los grupos cohomológicos para el caso de deformaciones
formales de módulos parecen un poco extraños, un resultado ([25] pp.306) afirma que
Hn(A, endk(M)) ∼= extnA/k(M,M).
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6. Morfismos de álgebras de Lie

Resumen

En esta sección trataré la teoŕıa de deformaciones formales de morfismos de álge-
bras Ĺıe. A pesar de que el tratamiento es similar al de álgebras asociativas me fue bas-
tante complicado realizarlo, más aún llegar al teorema de rigidez. Aunque no será trata-
do expĺıcitamente, notar que de esta sección se desprenden las deformaciones formales
de representaciones de álgebras de Lie.

6.1. Deformaciones infinitesimales

Sean A y B dos k-álgebras de Lie y sea A
f0−→ B un morfismo de álgebras. Notar que

puede verse a B como un A-bimódulo v́ıa el morfismo f0, definiendo a · b := [f0(a), b].

Definición 6.1.1. Una deformación formal de f0 es una serie de potencias formal, definida
por

ft = f0 +
∞∑
1

tifvi

con fi ∈ homk(A,B) tal que ft([−,−]vA) = [ft, ft]vB donde los corchetes son, respectiva-
mente, los extendidos de A y de B.

Observación 6.1.2. Notar que los corchetes de A y de B quedan fijos, o dicho en el
contexto de deformaciones, sólo se está deformando el morfismo f0. Si uno desea deformar
también A ó B, la condición a analizar debe ser ft([−,−]A,t) = [ft, ft]B,t.

Observación 6.1.3. La propiedad de morfismo de Lie puede expresarse en función de los
fi de la siguiente manera:

fn([a, a′]) =
∑
i+j=n

[fi(a), fj(a′)]

ya que 0 = ft([a, a′])− [ft(a), ft(a′)] =
∑

n t
nfn([a, a′])− [

∑
i t
ifi(a),

∑
j t
jfj(a′)] =∑

n t
nfn([a, a′])−

∑
i

∑
j t
i+j [fi(a), fj(a′)] =

∑
n t

n
∑

i+j=n fn([a, a
′])− [fi(a), fj(a′)].

Observación 6.1.4. Cuando n = 0 queda exactamente que f0 es un morfismo de álgebras
de Lie.
Para n = 1 se obtiene f1([a, a′]) = [f0(a), f1(a′)] + [f1(a), f0(a′)] = a · f1(a′) − a′ · f1(a),
o equivalentemente que d1(f1) = 0, un 1-cociclo del complejo de Chevalley-Eilenberg
homk(

∧•A,B) viendo a B como un A-bimódulo v́ıa f0.

Definición 6.1.5. Llamaremos deformación infinitesimal de f0 a f1, o también primera
derivada de la familia ft.

6.2. Obstrucciones

Observación 6.2.1. Analicemos la propiedad de morfismo de Lie:

0 =
∑
i+j=n

[fi(a), fj(a′)]− fn([a, a′]) = (
∑
i+j=n
i,j>0

) + (
∑

i=0,j=n

) + (
∑

i=n,j=0

)− fn([a, a′])
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= (
∑
i+j=n
i,j>0

) + afn(a′)− a′fn(a)− fn([a, a′]) = (
∑
i+j=n
i,j>0

) + d1(fn)(a⊗ a′)

Definición 6.2.2. Definamos el primer término de la igualdad como:

δfn(a⊗ a′) :=
∑
i+j=n
i,j>0

[fi(a), fj(a′)]

Observación 6.2.3. Notar que en caso de que la propiedad de morfismo de Lie valga
∀n ∈ N, se tendrá que
d1(f1) = 0 y d1(fn) = −δfn (n > 2)

Proposición 6.2.4. d1(f1) = δf2 + d2(f2) = . . . = δfn−1 + d2(fn−1) = 0 =⇒
δfn ∈ Z2(A,B)

Demostración. Recordar que (d2g)(a, b, c) = ag(b, c) − bg(a, c) + cg(a, b) − g([a, b], c) +
g([a, c], b)− g([b, c], a).
También notar que gracias a Jacobi se tiene que a · [b, c] = [a · b, c] + [b, a · c].

d2(δfn)(a, b, c) =
∑
i+j=n
i,j>0

a[fi(b), fj(c)]−
∑
i+j=n
i,j>0

b[fi(a), fj(c)] +
∑
i+j=n
i,j>0

c[fi(a), fj(b)]

−
∑
i+j=n
i,j>0

[fi([a, b]), fj(c)] +
∑
i+j=n
i,j>0

[fi([a, c]), fj(b)]−
∑
i+j=n
i,j>0

[fi([b, c]), fj(a)] =

=
∑
i+j=n
i,j>0

[afi(b), fj(c)]+[fi(b), afj(c)]−[bfi(a), fj(c)]−[fi(a), bfj(c)]+[cfi(a), fj(b)]+[fi(a), cfj(b)]

+
∑
i+j=n
i,j>0

−[fi([a, b]), fj(c)] + [fi([a, c]), fj(b)]− [fi([b, c]), fj(a)] =

Por hipótesis, se tiene que fi([x, y]) =
∑

m+l=i[fl(x), fm(y)], luego

=
∑
i+j=n
i,j>0

[afi(b), fj(c)]+[fi(b), afj(c)]−[bfi(a), fj(c)]−[fi(a), bfj(c)]+[cfi(a), fj(b)]+[fi(a), cfj(b)]

+
∑
i+j=n
i,j>0

−[
∑
m+l=i

[fl(a), fm(b)]), fj(c)]+[
∑
m+l=i

[fl(a), fm(c)], fj(b)]−[
∑
m+l=i

[fl(b), fm(c)], fj(a)] =

Notar que podemos separar la igualdad anterior en dos casos, el primero cuando l = 0 y
m = 0 y el otro cuando l,m, j > 0, dejando:

=
∑
i+j=n
i,j>0

[afi(b), fj(c)]+[fi(b), afj(c)]−[bfi(a), fj(c)]−[fi(a), bfj(c)]+[cfi(a), fj(b)]+[fi(a), cfj(b)]
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∑
i+j=n
i,j>0

−[fi(a)b, fj(c)]+[fi(a)c, fj(b)]−[fi(b)c, fj(a)]−[afi(b), fj(c)]+[afi(c), fj(b)]−[bfi(c), fj(a)]

+
∑

l+m+j=n
l,m,j>0

−[[fl(a), fm(b)], fj(c)] + [[fl(a), fm(c)], fj(b)]− [[fl(b), fm(c)], fj(a)] =

Cambiemos los ı́ndices de las sumatorias y usemos la antisimetŕıa del corchete en algunos
términos:

=
∑
i+j=n
i,j>0

[afi(b), fj(c)]+[fi(b), afj(c)]−[bfi(a), fj(c)]−[fi(a), bfj(c)]+[cfi(a), fj(b)]+[fi(a), cfj(b)]

+[bfi(a), fj(c)]−[cfi(a), fj(b)]−[fi(a), cfj(b)]−[afi(b), fj(c)]−[fi(b), afj(c)]+[fi(a), bfj(c)]

+
∑

l+m+j=n
l,m,j>0

−[[fl(a), fm(b)], fj(c)]− [[fl(c), fm(a)], fj(b)]− [[fl(b), fm(c)], fj(a)].

Ahora, notar que los dos primeros renglones se simplifican, y el tercer término se anula
por Jacobi, ya que los ı́ndices recorren todas las posibilidades indistintamente.
Finalmente se obtiene d2(δfn) = 0.

Observación 6.2.5. Si se tiene f1 . . . fn−1 como en la proposición anterior, uno puede
construir δfn. Si es un coborde (δfn = d2(g)), tomando fn := −g se tiene una deformación
de orden n.
De esta manera, δfn es la obstrucción a definir una familia de orden n dado que se tiene
una de orden n− 1.

Corolario 6.2.6. Si H2(A,B) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.

6.3. Deformaciones Triviales

Definición 6.3.1. Un automorfismo formal de ft es lo siguiente: dada una serie formal
sin término independiente:

∑∞
1 tibi ∈ B[[t]] definimos

bt := id+ adBv(
∞∑
1

tibi) = idB + t[b1,−] + t2[b2,−] + . . .

Definición 6.3.2. Dos deformaciones ft, gt se dirán equivalentes (ft ∼ gt) si existe un
automorfismo formal bt tal que btgt(a) = ft(a), ∀a ∈ A.
Cuando gt ∼ fv0 se dice que gt es trivial.

Observación 6.3.3. Dada una deformación ft ya vimos que f1 es un 1-cociclo.
Más aún, dada gt ∼ ft se tiene que g1 − f1 es un 1-coborde.
Sale del siguiente hecho: (id + t[b1,−])(f0(a) + tf1(a)) ≡ f0(a) + tf1(a) + t[b1, f0(a)] ≡
f0(a) + t(f1(a) + [b1, f0(a)]) mod (t2).
Recordar que hom(

∧0A,B) se define como B en la teoŕıa de Chevalley-Eilenberg, luego
f1(a)− g1(a) = [f0(a), b1] = d0(b1)(a) =⇒ g1 − f1 = d0(b1) un 1-coborde.



Massri, César 35

Observación 6.3.4. Dada una familia ft = fv0 + tnfvn + . . . se tiene que fn es un 1-cociclo
(6.1.3). Si también es un 1-coborde, existe una deformación equivalente de grado n+ 1:
Sea bt = id+tn[b,−] donde d0(b) = fn, entonces, btft(a) ≡ (id+tn[b,−])(f0(a)+tnfn(a)) ≡
f0(a)+tnfn(a)+tn[b, f0(a)] ≡ f0(a)+tn(fn(a)− [f0(a), b]) ≡ f0(a)+tn(fn(a)−d0(b)(a)) ≡
f0(a) mod (tn)
Luego se tiene lo siguiente:

Proposición 6.3.5. Dada ft deformación de f0, existe gt ∼ ft tal que el primer término
no nulo es no-cohomólogo a cero.

Corolario 6.3.6. H1(A,B) = 0 =⇒ A
f0−→ B es ŕıgido.
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7. Coálgebras Coasociativas

Resumen

En esta sección trataré la teoŕıa de deformaciones formales de coálgebras coaso-
ciativas. Lo que hice fue básicamente lo mismo que con las otras estructuras: definir
una nueva comultiplicación. Si bien mi contacto con las coálgebras fue reciente, me
pareció una estructura interesante por deformar. Un trabajo futuro podŕıa ser de-
formar comódulos, morfismo de coálgebras, coálgebras de co-Lie, morfismos de ellas,
representaciones, etc. Para definiciones, teoŕıa homológica de coálgebras y un analisis
más profundo sobre este tema referirse a [23]

7.1. Deformaciones infinitesimales

Sea C una k-coálgebra coasociativa (no necesariamente coconmutativa) con comultipli-
cación 40.

Definición 7.1.1. Una deformación de la coálgebra C es una serie formal de potencias

4t =
∞∑
i=0

ti4v
i

donde 4i ∈ homk(C,C⊗2) y tal que es coasociativa, (idCv ⊗4t)4t = (4t ⊗ idCv)4t

Observación 7.1.2. La condición de coasociatividad puede reformularse en términos de
los 4i de la siguiente manera:

(
∑
j

tj4v
j ⊗ idCv)(

∑
i

ti4v
i ) = (

∑
j

tjidCv ⊗4v
j )(

∑
i

ti4v
i ) ⇐⇒

∑
i,j

ti+j(4v
j ⊗ idCv)4v

i =
∑
i,j

ti+j(idCv ⊗4v
j )4v

i ⇐⇒

∑
i+j=n

(4j ⊗ idC − idC ⊗4j)4i = 0 ∀n ∈ N

Para n = 0 se recupera la coasociatividad de 40

Para n = 1 se obtiene 41 ∈ Z2(C,C) 2-cociclo del complejo de Hochschild de la coálgebra
C con coeficientes en C visto como bicomódulo.

7.2. Obstrucciones

Observación 7.2.1. Reescribamos la condición de coasociatividad (n > 2)∑
i+j=n

(4j ⊗ idC − idC ⊗4j)4i =

(
∑
i+j=n
i,j>0

) + (40 ⊗ idC − idC ⊗40)4n + (4n ⊗ idC − idC ⊗4n)40 = (
∑
i+j=n
i,j>0

)− d2(4n)

Definición 7.2.2. Defino δ4n :=
∑

i+j=n
i,j>0

(4j ⊗ idC − idC ⊗4j)4i
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Observación 7.2.3. En caso de que 4t sea coasociativa, se tendrá
d2(41) = 0 y δ4n = d2(4n) (n > 2). Inversamente si se cumple
d2(41) = 0 y δ4n = d2(4n) (n > 2), 4t es coasociativa.

Proposición 7.2.4. d2(41) = δ42 − d2(42) = . . . = δ4n−1 − d2(4n−1) = 0 =⇒
δ4n ∈ Z3(C,C)

Demostración. Se le puede asignar una estructura de álgebra de Lie graduada diferencial
al complejo de Hochschild

⊕
n>0 homk(C,C⊗n+1)[−n] con diferencial

Dn−1 := dn.
Se define un corchete de tal manera que la diferencial sea d = [−,40].
[f, g] := f ◦ g − (−1)fgg ◦ f con

f ◦ g :=
f∑
i=0

(−1)ig(idC ⊗ . . . idC ⊗ g ⊗ idC . . .⊗ idC)f ∈ homk(C,C⊗f+g)

hay (f) idC y la g varia de posición con i. En la sección (13) demostraré que es un álgebra
de Lie graduada diferencial.
Se tiene,

[4t,4t]n =
∑
i+j=n

[4i,4j ] =
∑
i+j=n

4i ◦ 4j +4j ◦ 4i =

= 2
∑
i+j=n

4i ◦ 4j = 2
∑
i+j=n

(4j ⊗ idC − idC ⊗4j)4i = 2(δ4n − d2(4n))

Luego la condición de coasociatividad se traduce en [4t,4t]n = 0 ∀n ∈ N.
Dado que 4t es un elemento homogéneo de grado uno, se tiene [[4t,4t],4t] = 0 =⇒

0 = [[4t,4t],4t]n =
∑
i+j=n

[[4t,4t]i,4j ] =
∑
i+j=n

[2(δ4i − d2(4i)),4j ] =

= (hipótesis) = 2[δ4n − d2(4n),40] = 2d3(δ4n − d2(4n)) = 2d3(δFn)

Corolario 7.2.5. Si H3(C,C) = 0 cualquier 2-cociclo es integrable.

Demostración. Se empieza con 41 2-cociclo. Luego, por hipótesis, se tiene que [δ42] = 0,
entonces δ42 = d2(α). Defino 42 := α.
Dados, 41, . . . ,4n−1 como en la proposición anterior, por hipótesis se tiene que δ4n =
d2(β), defino 4n := β.

7.3. Deformaciones Triviales

Definición 7.3.1. Un automorfismo formal es una serie de potencias formal
Φt := id+

∑∞
1 tiϕvi con ϕi ∈ endk(C).

Definición 7.3.2. Diremos que dos familias de deformaciones a un parámetro son equiv-
alentes 4t ∼ 4′

t ⇐⇒ ∃Φt | (Φt ⊗ Φt)4t = 4′
tΦt.

En otras palabras que las estructuras obtenidas sean isomorfas como coálgebras.
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Observación 7.3.3. Si 4t = 40 + tn4v
n + . . . coasociativa =⇒4n ∈ Z2(C,C).

Esto es pues δ4n = 0 luego por la condición de coasociatividad, resulta d2(4n) = 0.
Si también 4n es un coborde, 4n = d1(ψ), definiendo Φt := id− tnψv se tiene que
4′
t := (Φt ⊗ Φt)4t(Φt)−1 es de grado n+ 1. Esto es pues:

(Φt ⊗ Φt)4t(Φt)−1 ≡ ((id− tnψ)⊗ (id− tnψ))(40 + tn4n)(id+ tnψ) ≡

≡ (id⊗ id− tn(id⊗ ψ − ψ ⊗ id))(40 + tn(40ψ +4n)) ≡

≡ 40 − tn(id⊗ ψ − ψ ⊗ id)40 + tn(40ψ +4n) ≡

≡ 40 − tn((id⊗ ψ)40 − (ψ ⊗ id)40 +40ψ + d1(ψ)) ≡ 40 mod (tn+1)

Luego resulta lo siguiente:

Proposición 7.3.4. Sea 4t una familia de deformaciones a un parámetro de una coálge-
bra C. Entonces, 4t es equivalente a una familia 4′

t donde el primer término no-nulo es
un 2-cociclo no cohomólogo a cero.

Corolario 7.3.5. Si H2(C,C) = 0 =⇒ C es ŕıgida.
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8. Módulos graduados diferenciales

Resumen
En esta sección trataré la teoŕıa de deformaciones formales de módulos diferenciales

graduados (o sea, complejos). Lo que se hará es deformar el diferencial dejando fijo al
módulo. Con esta simple condición se obtiene información suficiente para poder definir
obstrucciones, deformaciones triviales y luego, el teorema de rigidez. Esta sección la
hice siguiendo [7]. Si bien todav́ıa no se ha explicado qué es una estructura graduada
(ver 10), esta sección puede leerse sin muchos inconvenientes.

8.1. Deformaciones infinitesimales

Sea M =
⊕

ZM
i un A-módulo graduado diferencial con diferencial d0 tal que d2

0 = 0
y de grado uno, donde A es una k-álgebra graduada con k cuerpo de caracteŕıstica cero.
Definimos su grupo cohomológico graduado como H(M,d) := ker d/im d. Para mayor
información ver la sección 10 sobre estructuras graduados.

Definición 8.1.1. Una familia de deformaciones a un parámetro o simplemente una
deformación formal de la estructura diferencial del módulo graduadoM es una serie formal
de potencias:

dt =
∞∑
0

tidvi

donde di ∈ end1
A(M) y tal que d2

t = 0.
Luego dt es un diferencial definido sobre el A[[t]]-módulo M [[t]].

Definición 8.1.2. Diremos que dt =
∑m

0 tidvi es una deformación aproximada de orden
m si d2

t ≡ 0 mod tm+1. En este caso, dt es un diferencial sobre M [t]/tm+1.

Observación 8.1.3. Reescribiendo la condición de diferencial se obtiene:

d2
t = (

∑
i

tidi)(
∑
j

tjdj) =
∑
i,j

ti+jdidj =
∞∑
0

tn
∑
i+j=n

didj = 0.

Luego d2
t = 0 ⇐⇒

∑
i+j=n didj = 0 ∀n ∈ N.

Notar que dt es una deformación aproximada de orden m⇐⇒
∑

i+j=n didj = 0 ∀n 6 m

Definición 8.1.4. d1 se llamará deformación infinitesimal de d0.

8.2. Obstrucciones

Notación 8.2.1. Recordar que end•A(M) es un módulo graduado. Veamos que la diferen-
cial de (M,d0) induce un diferencial sobre end•A(M) llamado add0 tal que

add0(f) := [d0, f ] = d0f − (−1)d0ffd0

Sólo debemos corroborar que add0 es un diferencial:

add0(add0(ϕ)) = [d0, [d0, ϕ]] = [d0, d0ϕ− (−1)ϕϕd0] =

= d0(d0ϕ− (−1)ϕϕd0)− (−1)ϕ+1(d0ϕ− (−1)ϕϕd0)d0 =

= −(−1)ϕd0ϕd0 − (−1)ϕ+1d0ϕd0 = −(−1)ϕ(d0ϕd0 − d0ϕd0) = 0
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Observación 8.2.2. Notar que si f tiene grado uno, como lo tiene d0, se tiene que
add0(f) = d0f + fd0.

Definición 8.2.3. Llamaremos 1-cociclos a los f ∈ end1
A(M) | add0(f) = 0.

Llamaremos 1-cobordes a los endomorfismos de la forma add0(ψ) con ψ ∈ end0
A(M).

Definición 8.2.4. De la condición de diferencial (8.1.3) definimos:

δdn :=
∑
i+j=n
i>0,j>0

didj

Observación 8.2.5. Notar que como
∑

i+j=n didj = d0dn+dnd0+
∑

i+j=n
i>0,j>0

didj , se tiene:

∑
i+j=n

didj = 0 ⇐⇒ δdn = −add0(dn)

Luego d2
t = 0 ⇐⇒ δdn = −add0(dn) ∀n ∈ N.

Notar que todos los δdn son 2-cobordes.

Observación 8.2.6. Si se tiene una deformación dt, o sea d2
t = 0, d1 ∈ ker(add0) (un

1-cociclo), más aún si d1 = . . . = dm−1 = 0 entonces dm es un 1-cociclo, esto es pues
0 =

∑
i+j=m didj = d0dm + dmd0 = add0(dm)

Proposición 8.2.7. δd1 = δd2 + add0(d2) = . . . = δdn−1 + add0(dn−1) = 0 =⇒
δdn es un 2-cociclo.

Demostración. Empecemos con una pequeña observación:

[d0, didj ] = d0didj − didjd0 = d0didj − didjd0 + (did0dj − did0dj) =

= d0didj−did0dj+did0dj−didjd0 = (d0di−did0)dj+di(d0dj−djd0) = [d0, di]dj−di[d0, dj ].

En otras palabras, [d0,−] es una derivación.
Luego se tiene:

addo(δdn) = [d0,
∑
i+j=n
i>0,j>0

didj ] =
∑
i+j=n
i>0,j>0

[d0, didj ] =
∑
i+j=n
i>0,j>0

[d0, di]dj − di[d0, dj ] =

∑
i+j=n
i>0,j>0

−(δdi)dj + di(δdj) =
∑
i+j=n
i>0,j>0

∑
k+l=i
k>0,l>0

−dkdldj +
∑
i+j=n
i>0,j>0

∑
r+s=j
r>0,s>0

didrds =

∑
k+l+j=n

k>0,l>0,j>0

−dkdldj +
∑

r+s+i=n
r>0,s>0,i>0

didrds = 0

Corolario 8.2.8. Si dt una deformación aproximada de orden n entonces δdn es un
2-cociclo. Más aún, dt se extiende a una deformación de orden n + 1 ⇐⇒ δdn es un
2-coborde.



Massri, César 41

Demostración. Que sea una deformación aproximada de orden n significa que d1, . . . , dn
son como en la proposición anterior, luego se tiene que δdn+1 es un 2-cociclo. En caso de ser
un 2-coborde, δdn+1 = [d0, f ] para algún f ∈ end1

A(M). Luego dv0+tdv1+. . .+tndvn+tn+1fv

es una deformación aproximada de orden n+ 1 por definición. La vuelta es trivial.

Corolario 8.2.9. Si H2(endA(M)) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.

8.3. Deformaciones triviales

Definición 8.3.1. Una familia a un parámetro de automorfismos, o automorfismo formal
es ϕt = id+

∑∞
1 tiϕvi donde ϕi ∈ end0

A(M).

Definición 8.3.2. Dos familias de deformaciones a un parámetro dt y d′t se dirán equiva-
lentes si existe un automorfismo formal ϕt tal que d′t = ϕ−1

t dtϕt, o sea, que las estructuras
obtenidas sean isomorfas.
Una deformación se dirá trivial si dt ∼ dv0.
M se dirá ŕıgido si cualquier deformación de d0 es trivial.

Observación 8.3.3. Supongamos que dt ∼ d′t, entonces existe un automorfismo formal
ϕt tal que d′t = ϕ−1

t dtϕt. Veamos qué pasa a nivel de las deformaciones infinitesimales:
dado que ϕ−1

t = 1− tϕ1 + . . ., se tiene que d′1 = d1 + add0(ϕ1), pues,

ϕ−1
t dtϕt ≡ (1− tϕ1)(d0 + td1)(1 + tϕ1) ≡ (1− tϕ1)(d0 + td0ϕ1 + td1) ≡

≡ d0 + td0ϕ1 + td1 − tϕ1d0 ≡ d0 + t(d1 + add0(ϕ1)) mod (t2)

Lo mismo pasa si dt = d0+tkdk+ . . . ya que se tiene que cualquier deformación equivalente
a dt tendrá d′k = dk + add0(ϕk) para algún ϕk ∈ end0

A(M).
Esto implica que el primer término no nulo en una deformación dt puede reemplazarse por
cualquier representante de su clase cohomológica preservando la equivalencia, simplemente
tomando ϕt := 1 + tkϕvk.

Teorema 8.3.4. Si H1(end•A(M)) = 0 =⇒M es ŕıgido

Demostración. Recordar de (8.2.6) que el primer término no-nulo de una deformación dt
es un 1-cociclo. En este caso, dado que todo 1-cociclo es un 1-coborde, se tiene que si
dt = d0 + tkdk + . . . =⇒ dk = add0(ψ) con ψ ∈ end0

A(M). Definamos un automorfismo
formal ψt := 1− tkψ, luego dt es equivalente a una deformación donde el primer término
no-nulo tiene grado k + 1:

(1 + tkψ)(d0 + tkdk)(1− tkψ) ≡ (1 + tkψ)(d0 + tkdk − tkd0ψ) ≡

≡ d0 + tkdk − tkd0ψ + tkψd0 ≡ d0 + tk(dk − add0(ψ)) ≡ d0 mod (tk+1)

Inductivamente, se tiene que dt ∼ dv0.
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9. Álgebras graduadas diferenciales

Resumen

En esta sección trataré la teoŕıa de deformaciones formales de álgebras graduadas
diferenciales. Lo que se hará es deformar el diferencial dejando fijo el álgebra. O sea,
se extienden los escalares del álgebra tomando un nuevo diferencial que será una
serie de potencias de derivaciones. La condición de diferencial dará información para
estudiar las obstrucciones, las deformaciones triviales y luego, el teorema de rigidez.
Esta sección la hice inspirado en [7]. Si bien todav́ıa no se ha explicado cómo son las
estructuras graduadas (ver 10), esta sección puede leerse sin muchos inconvenientes.

9.1. Deformaciones infinitesimales

Sea A =
⊕

ZA
i una k-álgebra graduada diferencial con diferencial d0 tal que d2

0 = 0,
tiene grado uno y es una derivación graduada, o sea, d0(xy) = d0(x)y + (−1)xxd0(y).
El cuerpo es de caracteŕıstica cero.

Definición 9.1.1. Una familia de deformaciones a un parámetro o simplemente una
deformación formal de la estructura diferencial del álgebra graduada A es una serie formal
de potencias:

dt =
∞∑
0

tidvi

donde di ∈ end1
k(A) y tal que d2

t = 0 y derivación graduada.
Luego dt es un diferencial definido sobre A[[t]].
Notar que la condición de derivación se predica sobre cada di ya que

dt(xy) = dt(x)y + (−1)xxdt(y) ⇐⇒
∑

tidi(xy) =
∑

tidi(x)y + (−1)xxdi(y) ⇐⇒

di ∈ D1
k(A)

derivaciones de grado uno de A.
Luego una deformación formal de d0 será una serie formal dt donde cada di ∈ D1

k(A) y tal
que d2

t = 0.

Definición 9.1.2. Diremos que dt =
∑m

0 tidvi es una deformación aproximada de orden
m si d2

t ≡ 0 mod tm+1. En este caso, dt es un diferencial sobre A[t]/tm+1.

Observación 9.1.3. Reescribiendo la condición de diferencial se obtiene:

d2
t = (

∑
i

tidvi )(
∑
j

tjdvj ) =
∑
i,j

ti+jdvi d
v
j =

∞∑
0

tn(
∑
i+j=n

didj)v = 0.

Luego d2
t = 0 ⇐⇒

∑
i+j=n didj = 0 ∀n ∈ N.

Notar que dt es una deformación aproximada de orden m⇐⇒
∑

i+j=n didj = 0 ∀n 6 m

Definición 9.1.4. d1 ∈ D1
k se llamará deformación infinitesimal de d0.
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9.2. Obstrucciones

Notación 9.2.1. Recordar que D•k(A) es un módulo graduado. Se tiene que la diferencial
d0 induce un diferencial sobre D•k(A) llamado add0 tal que

add0(f) = [d0, f ] = d0f − (−1)d0ffd0

Veamos que add0 es un diferencial:

(add0)2(ϕ) = add0(add0(ϕ)) = [d0, [d0, ϕ]] = [d0, d0ϕ− (−1)ϕϕd0] =

= d0(d0ϕ− (−1)ϕϕd0)− (−1)ϕ+1(d0ϕ− (−1)ϕϕd0)d0 =

= −(−1)ϕd0ϕd0 − (−1)ϕ+1d0ϕd0 = −(−1)ϕ(d0ϕd0 − d0ϕd0) = 0

El hecho de que add0 esté bien definido sale pues Dk(A) es una subálgebra graduada de Lie
de glk(A), ver (10.7.2). Luego Dk(A) es cerrado por el corchete, más aún al ser subálgebra

graduada, se tiene que Dik
add0−→ Di+1

k pues d0 ∈ D1
k y add0(Dik) = [d0, Dik] ⊂ Di+1

k .
Conclusión (D•k, add0) es un módulo diferencial graduado.

Observación 9.2.2. Notar que si f tiene grado uno, como lo tiene d0, se obtiene que
add0(f) = d0f + fd0.

Definición 9.2.3. Llamaremos 1-cociclos a los f ∈ D1
k(A) | add0(f) = 0.

Llamaremos 1-cobordes a la derivaciones de la forma add0(ψ) con ψ ∈ D0
k(A)

Definición 9.2.4. De la condición de diferencial definimos

δdn :=
∑
i+j=n
i>0,j>0

didj

Observación 9.2.5. Notar que
∑

i+j=n didj = d0dn + dnd0 +
∑

i+j=n
i>0,j>0

didj .

Luego resulta, ∑
i+j=n

didj = 0 ⇐⇒ δdn = −add0(dn)

Luego d2
t = 0 ⇐⇒ δdn = −add0(dn) ∀n ∈ N.

Notar que todos los δdn son 2-cobordes.

Observación 9.2.6. Si se tiene una deformación dt, o sea d2
t = 0, d1 ∈ ker(add0) (un

1-cociclo). Más aún si d1 = . . . = dm−1 = 0 entonces dm es un 1-cociclo, esto es pues
0 =

∑
i+j=m didj = d0dm + dmd0 = add0(dm)

Proposición 9.2.7. δd1 = δd2 + add0(d2) = . . . = δdn−1 + add0(dn−1) = 0 =⇒
δdn es un 2-cociclo.

Demostración. Recordar que [d0,−] es una derivación, entonces:

addo(δdn) = [d0,
∑
i+j=n
i>0,j>0

didj ] =
∑
i+j=n
i>0,j>0

[d0, didj ] =
∑
i+j=n
i>0,j>0

add0(di)dj − diadd0(dj) =
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∑
i+j=n
i>0,j>0

−(δdi)dj + di(δdj) =
∑
i+j=n
i>0,j>0

∑
k+l=i
k>0,l>0

−dkdldj +
∑
i+j=n
i>0,j>0

∑
r+s=j
r>0,s>0

didrds =

∑
k+l+j=n

k>0,l>0,j>0

−dkdldj +
∑

r+s+i=n
r>0,s>0,i>0

didrds = 0

Corolario 9.2.8. Si dt una deformación aproximada de orden n entonces δdn es un
2-cociclo. Más aún, dt se extiende a una deformación de orden n + 1 ⇐⇒ δdn es un
2-coborde.

Demostración. Que sea una deformación aproximada de orden n significa que d1, . . . , dn
cumplen la proposición anterior, luego se tiene que δdn+1 es un 2-cociclo. En caso de ser
un 2-coborde, δdn+1 = [d0, f ] para algún f ∈ D1

k(A). Luego, por construcción, dt + tn+1fv

es una deformación aproximada de orden n+ 1. La vuelta es trivial.

Corolario 9.2.9. Si H2(Dk(A)) = 0 cualquier 1-cociclo es integrable.

9.3. Deformaciones triviales

Definición 9.3.1. Un automorfismo de álgebra formal es ϕt = id+
∑∞

1 tiϕvi donde
ϕi ∈ end0

k(A) y ϕt(ab) = ϕt(a)ϕt(b) ∀a, b ∈ A.

Observación 9.3.2. Veamos que la condición ϕt(ab) = ϕt(a)ϕt(b) implica que ϕ1 es una
derivación de grado 0, luego estará bien definido add0(ϕ1) = [d0, ϕ1].
ϕt(ab) = ϕt(a)ϕt(b) ⇐⇒ ϕn(ab) =

∑
i+j=n ϕi(a)ϕj(b).

Luego para n = 1 se tiene que ϕ1(ab) = aϕ1(b) + ϕ1(a)b =⇒ ϕ1 ∈ D0
k(A).

Análogamente si se tiene ϕt = id+ tkϕvk + . . . resulta ϕk ∈ D0
k(A).

Definición 9.3.3. Dos familias de deformaciones a un parámetro dt y d′t se dirán equiva-
lentes si existe un automorfismo formal ϕt tal que d′t = ϕ−1

t dtϕt, o sea, que las estructuras
obtenidas sean isomorfas.
Una deformación se dirá trivial si dt ∼ dv0.
(A, d0) se dirá ŕıgida si cualquier deformación de d0 es trivial.

Observación 9.3.4. Supongamos que dt ∼ d′t, entonces existe un automorfismo formal
ϕt tal que d′t = ϕ−1

t dtϕt. Veamos qué pasa a nivel de las deformaciones infinitesimales:
Dado que ϕ−1

t = 1− tϕv1 + . . ., se tiene que d′1 = d1 + add0(ϕ1), pues

ϕ−1
t dtϕt ≡ (1− tϕ1)(d0 + td1)(1 + tϕ1) ≡ (1− tϕ1)(d0 + td0ϕ1 + td1) ≡

≡ d0 + td0ϕ1 + td1 − tϕ1d0 ≡ d0 + t(d1 + add0(ϕ1)) mod (t2)

Por otro lado, dado dt = dv0 + tkdvk + . . . y ϕk ∈ D0
k(A) se tiene que ϕt := 1 + tkϕvk induce

una deformación equivalente d′t := ϕ−1
t dtϕt tal que d′k = dk + add0(ϕk).

Luego el primer término no nulo en una deformación dt puede reemplazarse por cualquier
representante de su clase cohomológica preservando la equivalencia.
En particular si son 1-cobordes pueden ser reemplazados por cero.
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Teorema 9.3.5. Si H1(D•k(A)) = 0 =⇒ A es ŕıgida.

Demostración. Recordar de (9.2.6) que el primer término no-nulo de una deformación dt
es un 1-cociclo. En este caso, dado que todo 1-cociclo es un 1-coborde, se tiene que si
dt = d0 + tkdk + . . . =⇒ dk = add0(ψ) con ψ ∈ D0

k(A). Definamos un automorfismo formal
ψt := 1− tkψ, luego dt es equivalente a una deformación donde el primer término no-nulo
tiene grado k + 1:

(1 + tkψ)(d0 + tkdk)(1− tkψ) ≡ (1 + tkψ)(d0 + tkdk − tkd0ψ) ≡

≡ d0 + tkdk − tkd0ψ + tkψd0 ≡ d0 + tk(dk − add0(ψ)) ≡ d0 mod (tk+1)

Inductivamente, se tiene que dt ∼ d0.
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10. Introducción a las estructuras graduadas

Resumen

En esta sección construiremos las herramientas necesarias para desarrollar la teoŕıa
de álgebras de Lie graduadas diferenciales, para eso empezaremos definiendo categoŕıas
graduadas y estudiaremos algunos casos particulares que nos interesan, como módulos
graduados, álgebras graduadas, álgebras de Lie graduadas, etc.
Por último estudiaremos objetos munidos de un diferencial, en particular módulos
graduados diferenciales y álgebras de Lie graduadas diferenciales. Siempre trabajare-
mos con cuerpos de caracteŕıstica cero. Esta sección fue hecha siguiendo [17], util-
icé información de [8], [16] y [24]. Prestar especial atención en las secciones (10.10)
y (10.13) pues son fundamentales para entender luego las relaciones de equivalencias
que utilizaremos en las variedades de Maurer-Cartan.

10.1. Categoŕıas graduadas

Sea C una categoŕıa con coproductos arbitrarios y Z un monoide (una categoŕıa con un
sólo objeto) [conmutativo] con unidad.

Definición 10.1.1. Definimos GradZC como una subcategoŕıa de la categoŕıa de funtores
CZ tal que los objetos sonX =

∐
Z X

n y las flechas son aquellas con un grado determinado,
o sea, f =

∐
Z f

n : X → Y es una flecha homogénea de grado η si fn : Xn → Y η+n.
De esta manera se tiene definido hom•

C(X,Y ).

Observación 10.1.2. Notar que si ∀η ∈ Z, homη
C(X,Y ) (morfismos homogéneos de grado

η) son objetos de C, y resulta hom•
C(X,Y ) =

∐
Z homη

C(X,Y ), se tiene que hom•
C es un

objeto de la categoŕıa graduada. En algunos casos que estudiaremos, los hom•
C graduados

serán objetos.

Observación 10.1.3. Notar que si X
f−→ Y tiene grado η y Y

g−→ Z tiene grado ρ

entonces X
g◦f−→ Z tiene grado η + ρ haciendo posible la composición.

Sale del hecho que el producto de Z es asociativo.

Observación 10.1.4. Notar que la identidad X
idX−→ X es una flecha de grado 0 ∈ Z.

Luego la identidad del monoide es necesaria.

Observación 10.1.5. Un subobjeto Y de X graduado es un objeto Y tal que existe un
monomorfismo de grado 0, Y ↪→ X.

Definición 10.1.6. Llamaremos elementos homogéneos de grado η a los elementos de
homC(1, Xη) siempre y cuando C tenga objeto final.

Observación 10.1.7. Dados dos objetos graduados X e Y el objeto graduado coproducto
es X

∐
Y :=

∐
Z(Xn

∐
Y n)

10.2. Espacios vectoriales graduados

Un espacio vectorial graduado de tipo Z es un k-espacio vectorial de la forma V =
⊕

Z V
i,

con cada V i subespacio de V . Llamaremos elementos homogéneos de grado i a los v ∈ V i.
W es un subespacio graduado de V si W =

⊕
ZW ∩ V i.
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Sea W un subespacio graduado de V y sea V π−→ V/W la proyección canónica, entonces
la familia {π(V i)} define una estructura de k-espacio vectorial graduado sobre V/W .

Diremos que V
f−→ W es homogéneo de grado n si f(V i) ⊂ Wn+i ∀i ∈ Z. Cuando esto

pase, se tiene que el núcleo y la imagen son k-espacios vectoriales graduados de tipo Z.
Definamos hom•

k(V,W ) :=
⊕

Z homi
k(V,W ) la suma directa de los morfismos de grado i.

Notar que homi
k(V,W ) es un k-espacio vectorial, dándole estructura de k-espacio vectorial

graduado a hom•
k(V,W ).

10.3. Álgebras graduadas

Una k-álgebra graduada de tipo Z es un k-espacio vectorial graduado de tipo Z con una
estructura de álgebra compatible con la graduación, o sea, un morfismo bilineal tal que
AiAj ⊂ Ai+j ∀i, j ∈ Z.

Notación 10.3.1. Si B y C son subespacios de A, denotamos por BC al subespacio
generado por {bc | b ∈ B, c ∈ C}

Definición 10.3.2. Una k-subálgebra graduada de una A es un subespacio B graduado
tal que es cerrado por el producto, o sea, BB ⊂ B.
Un ideal graduado I a izquierda de A es un subespacio graduado tal que AI ⊂ I (́ıdem a
derecha y bilátero).

Definición 10.3.3. Un morfismo de álgebras graduadasA yB de tipo Z es f ∈ hom0
k(A,B)

tal que f(ab) = f(a)f(b).
Notar que si el grado de f no es cero queda mal definida, pues si a ∈ Ai, b ∈ Aj =⇒
ab ∈ Ai+j y f tiene grado η, resulta que gr(f(ab)) = i+j+η debe ser igual a gr(f(a)f(b)) =
gr(f(a)) + gr(f(b)) = i+ η + j + η. Entonces se tiene que η = 2η ⇐⇒ η = 0.

Observación 10.3.4. Sea A un k-álgebra graduada y I un ideal bilátero. Sea A π−→ A/I
la proyección canónica, entonces existe una única estructura de álgebra graduada sobre
A/I tal que π es morfismo de álgebras graduadas.

Observación 10.3.5. Sea V un k-espacio vectorial graduado.
Si f ∈ homi

k(V, V ), g ∈ homj
k(V, V ) =⇒ f◦g ∈ homi+j

k (V, V ). Luego si f, g ∈ hom•
k(V, V ) =⇒

f ◦g ∈ hom•
k(V, V ), con lo cual el espacio vectorial graduado hom•

k(V, V ) tiene una estruc-
tura de álgebra asociativa graduada donde el producto es la composición. La llamamos
end•k(V ).

10.4. Álgebras conmutativas y anticonmutativas graduadas

Para poder definir una estructura de conmutatividad o anticonmutatividad es necesario
que cada elemento de Z tenga una paridad, esto se garantiza de la siguiente manera:

Definición 10.4.1. Un grupo conmutativo G posee una paridad si existe G
φ−→ Z2 mor-

fismo de grupos. Diremos a φ−1(0) elementos pares y φ−1(1) impares.
Construyamos un morfismo de Z2

α−→ k∗ tal que componiéndolo con φ nos dé el signo de
cada elemento de G:
Sea k un cuerpo y sea k∗ sus unidades (k∗ = k \ {0}) definimos Z → k∗ | n → (−1)n. El
núcleo de este morfismo contiene a 2Z luego se factoriza por Z2

α−→ k∗.
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Notación 10.4.2. Dado g ∈ G, notemos por (−1)g := α(φ(g)) = (−1)[φ(g)].
Luego si f, g ∈ G impares se tiene (−1)fg = −1, de lo contrario es 1.

Observación 10.4.3. En los casos más comunes se usa el grupo aditivo Z con la paridad
canónica (la proyección al cociente). En ese caso la función de paridad recién construida
es exactamente la usual, (−1)n.

Definición 10.4.4. Sea A una k-álgebra graduada por un grupo conmutativo con paridad
Z. A se dice conmutativa (resp. anticonmutativa) si dados a ∈ Aα, b ∈ Aβ se tiene que
ab = (−1)αβba (resp. ab = −(−1)αβba).

Observación 10.4.5. Cuando se está en un contexto no graduado, se recupera la defini-
ción de conmutatividad y anticonmutatividad tomando un álgebra no-graduada como
homogénea de grado 0 y φ(Z) = 0 (o sea, todos los elementos son pares).

10.5. Álgebras de Lie graduadas

Definición 10.5.1. Un álgebra de Lie graduada es un k-espacio vectorial E graduado
de tipo Z munido de un morfismo bilineal E × E → E | (a, b) → [a, b] que satisface
anticonmutatividad y Jacobi graduado, o sea,

[Ei, Ej ] ⊂ Ei+j ∀i, j ∈ Z

a ∈ Eα, b ∈ Eβ =⇒ [a, b] = −(−1)αβ [b, a]

a ∈ Eα, b ∈ Eβ, c ∈ Eγ =⇒ (−1)αγ [[a, b], c] + (−1)βα[[b, c], a] + (−1)γβ [[c, a], b] = 0

Observación 10.5.2. Un álgebra de Lie usual puede pensarse como una graduada en
grado 0

Observación 10.5.3. El centro de un álgebra de Lie graduada es un ideal graduado,
ya que si Z(E) := {a ∈ E | [a, x] = 0 ∀x ∈ E} entonces dado e ∈ E se tiene que
[e, a] = −(−1)ea[a, e] = 0 ∈ Z(E), luego [E,Z(E)] ⊂ Z(E).

10.6. Álgebras de Lie obtenidas mediante un conmutador

En el caso no-graduado, el conmutador sobre un álgebra asociativa define una estructura
de álgebra de Lie. Veamos que ocurre lo mismo en el caso graduado.

Proposición 10.6.1. Sea A una k-álgebra asociativa graduada. Luego el espacio vectorial
graduado subyacente de A con el corchete graduado definido por [a, b] := ab− (−1)abba es
un álgebra de Lie graduada.

Demostración. La condición uno, sale trivialmente, pues si a ∈ Aα, b ∈ Aβ =⇒
[a, b] = ab− (−1)αβba ∈ Aα+β ya que el producto del álgebra es graduado.
La condición dos, se obtiene escribiendo la ecuación
[a, b] = −(−1)αβ [b, a] ⇐⇒ ab− (−1)αβba = −(−1)αβ(ba− (−1)βαab) ⇐⇒
ab− (−1)αβba = −(−1)αβba+ ab⇐⇒ 0 = 0
(recordar que el grupo de graduación es conmutativo, luego (−1)αβ(−1)βα = 1)
Por último la condición tres también se obtiene simplemente escribiéndola,



Massri, César 49

(−1)αγ [[a, b], c] + (−1)βα[[b, c], a] + (−1)γβ [[c, a], b] =
(−1)αγ [ab− (−1)αβba, c] + (−1)βα[bc− (−1)βγcb, a] + (−1)γβ [ca− (−1)γαac, b] =
(−1)αγ [ab, c]− (−1)αγ(−1)αβ [ba, c] +
(−1)βα[bc, a]− (−1)βα(−1)βγ [cb, a] +
(−1)γβ [ca, b]− (−1)γβ(−1)γα[ac, b] =
(−1)αγ [ab, c]− (−1)α(γ+β)[ba, c] +
(−1)βα[bc, a]− (−1)β(α+γ)[cb, a] +
(−1)γβ [ca, b]− (−1)γ(β+α)[ac, b] =
(−1)αγ(abc− (−1)(α+β)γcab)− (−1)α(γ+β)(bac− (−1)(β+α)γcba) +
(−1)βα(bca− (−1)(β+γ)αabc)− (−1)β(α+γ)(cba− (−1)(γ+β)αacb) +
(−1)γβ(cab− (−1)(γ+α)βbca)− (−1)γ(β+α)(acb− (−1)(α+γ)βbac) =
(−1)αγabc− (−1)γβcab− (−1)α(γ+β)bac+ (−1)β(α+γ)cba+
(−1)βαbca− (−1)αγabc− (−1)β(α+γ)cba+ (−1)γ(β+α)acb+
(−1)γβcab− (−1)βαbca− (−1)γ(β+α)acb+ (−1)α(γ+β)bac = 0

Observación 10.6.2. Como caso particular sea V un k-espacio vectorial graduado, en-
tonces como vimos, end•k(V ) tiene estructura de álgebra asociativa, y se le asigna mediante
el conmutador, una estructura de álgebra de Lie graduada gl•k(V ) =

⊕
Z glik(V ).

Notar que si f, g tienen grado impar, [f, g] = f ◦ g + g ◦ f .
Notar también que gl0

k(V ) = hom0
k(V, V ) los morfismos de grado cero con el conmutador,

es isomorfo a
⊕

Z glk(V
i), donde glk(V

i) = homk(V i, V i) munido del conmutador usual.
Esto es pues f ∈ gl0

k(V ) ⇐⇒ f = ⊕Zf i :
⊕

Z V
i −→

⊕
Z V

i ⇐⇒ ⊕Zf i ∈
⊕

Z glk(V
i).

También gl0
k(V ) Φ−→

⊕
Z glk(V

i) con Φ(f) = ⊕Zf i es un isomorfismo lineal y
Φ([a, b]) = ⊕[a, b]n = ⊕ab− ba = ⊕anbn − bnan = [⊕an,⊕bn] = ⊕[an, bn] = [Φ(a),Φ(b)]

Proposición 10.6.3. Sea A una k-álgebra graduada cuyo producto satisface:
a(bc) − (ab)c = (−1)βγ(a(cb) − (ac)b). Entonces el espacio vectorial graduado subyacente
de A junto al conmutador [a, b] = ab− (−1)αβba es un álgebra de Lie graduada.

Demostración. Nuevamente la condición uno y dos de álgebra de Lie graduada son triv-
iales. Demostremos la condición tres:
Reescribamos la hipótesis: a(bc)− (ab)c = (−1)βγ(a(cb)− (ac)b) ⇐⇒
a(bc)−(ab)c = (−1)βγa(cb)−(−1)βγ(ac)b⇐⇒ −(ab)c+(−1)βγ(ac)b = (−1)βγa(cb)−a(bc).
Multipliquemos ambos miembros por −(−1)αγ :
(−1)αγ(ab)c− (−1)(α+β)γ(ac)b = −(−1)(α+β)γa(cb) + (−1)αγa(bc) ⇐⇒
(−1)αγ(ab)c− (−1)(α+β)γ(ac)b = (−1)αγa[b, c]
Intercambiando los roles de a, b, c resultan las siguientes tres ecuaciones:

(−1)αγ(ab)c− (−1)(α+β)γ(ac)b = (−1)αγa[b, c]

(−1)βα(bc)a− (−1)(β+γ)α(ba)c = (−1)βαb[c, a]

(−1)γβ(ca)b− (−1)(γ+α)β(cb)a = (−1)γβc[a, b]

Sumemos las tres ecuaciones, pero antes notar que el primer termino del primer renglón
(lo llamaré 1-1) y el segundo del segundo (2-2) se juntan formando:

(−1)αγ(ab)c− (−1)(β+γ)α(ba)c = (−1)αγ(ab− (−1)αβba)c = (−1)αγ [a, b]c
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Análogamente se juntan los términos (2-1) con (3-2) y el (1-2) con el (3-1). Luego se
obtiene

(−1)γα[a, b]c+ (−1)αβ [b, c]a+ (−1)βγ [c, a]b = (−1)αγa[b, c] + (−1)βαb[c, a] + (−1)γβc[a, b]

Ahora el primer termino con el sexto se juntan para formar:

(−1)γα[a, b]c− (−1)γβc[a, b] = (−1)αγ [[a, b], c]

teniendo en cuenta que (−1)αγ(−1)γβ = (−1)γα+βγ y (−1)αγ(−1)γα = 1.
De la misma manera se agrupan los términos segundo y cuarto, y el tercero y el quinto
dejando lo siguiente:

(−1)αγ [[a, b], c] + (−1)βα[[b, c], a] + (−1)γβ [[c, a], b] = 0

Observación 10.6.4. Esta proposición tiene importancia en la teoŕıa de deformaciones
porque algunas de las álgebras que aparecen poseen esta estructura.

10.7. Álgebras de Lie graduadas y Derivaciones

Definición 10.7.1. Sea A una k-álgebra graduada. D ∈ homn
k(A,A) es una derivación

de grado n si
D(ab) = (Da)b+ (−1)αna(Db) ∀a ∈ Aα, b ∈ A

Entonces Dnk(A) ⊂ homn
k(A,A) y se define D•k(A) :=

⊕
Z Dnk(A) que es un subespacio

graduado de hom•
k(A,A), o equivalentemente de gl•k(A)

Proposición 10.7.2. D•k(A) es una subálgebra de Lie graduada de gl•k(A).

Demostración. Sólo debe verse que el producto es cerrado en Dk(A) y preserva la grad-
uación. Sea D ∈ Dik(A), D′ ∈ Djk(A), veamos que [D,D′] ∈ Di+jk (A):
[D,D′](ab) = (DD′ − (−1)ijD′D)(ab) = D(D′(ab))− (−1)ijD′(D(ab)) =
D(D′(a)b+ (−1)αjaD′(b))− (−1)ijD′(D(a)b+ (−1)iαaD(b)) =
D(D′(a)b) + (−1)αjD(aD′(b))− (−1)ijD′(D(a)b)− (−1)iα+ijD′(aD(b)) =
D(D′(a))b+ (−1)i(j+α)D′(a)D(b) +
(−1)jα(D(a)D′(b) + (−1)iαaD(D′(b))) +
− (−1)ij(D′(D(a))b+ (−1)j(α+i)D(a)D′(b)) +
− (−1)αi+ij(D′(a)D(b) + (−1)jαaD′(D(b))) =
D(D′(a))b+ (−1)i(j+α)D′(a)D(b) +
(−1)jαD(a)D′(b) + (−1)(j+i)αaD(D′(b)))
− (−1)ijD′(D(a))b− (−1)jαD(a)D′(b) +
− (−1)iα+ijD′(a)D(b)− (−1)iα+ij+jαaD′(D(b)).
Juntemos lo términos 1 y 5, 4 y 8, 2 y 7, 3 y 6:
D(D′(a))b− (−1)ijD′(D(a))b = (D(D′(a))− (−1)ijD′(D(a)))b = [D,D′](a)b.
(−1)(j+i)αaD(D′(b)))− (−1)α(j+i)+jiaD′(D(b)) = (−1)α(j+i)a[D,D′](b).
(−1)i(j+α)D′(a)D(b)− (−1)iα+ijD′(a)D(b) = 0.
(−1)jαD(a)D′(b)− (−1)jαD(a)D′(b) = 0.
=⇒ [D,D′](ab) = [D,D′](a)b+(−1)α(j+i)a[D,D′](b) es una derivación de grado i+ j.
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Definición 10.7.3. Sea E un álgebra de Lie graduada. Sea a ∈ E.
Denotamos por adEa : E → E al morfismo lineal x→ [a, x].
La aplicación a→ adEa se llama la adjunción.

Proposición 10.7.4. Si a ∈ Eα =⇒ adEa ∈ Dαk (E). Más aún E
adE−→ D•k(E) es un

morfismo de álgebras de Lie graduadas y la imagen es un ideal graduado de D•k(E).

Demostración. adEa es una derivación de grado α debido a Jacobi:
adEa([b, c]) = [adEa(b), c] + (−1)αβ [b, adEa(c)] ⇐⇒
[a, [b, c]] = [[a, b], c] + (−1)αβ [b, [a, c]] ⇐⇒
− (−1)α(β+γ)[[b, c], a] = [[a, b], c] + (−1)αβ(−1)β(α+γ)(−1)γα[[c, a], b] ⇐⇒
− (−1)αβ+αγ [[b, c], a] = [[a, b], c] + (−1)γβ+αγ [[c, a], b] ⇐⇒
0 = (−1)αβ+αγ [[b, c], a] + [[a, b], c] + (−1)γβ+αγ [[c, a], b] ⇐⇒
0 = (−1)αβ [[b, c], a] + (−1)αγ [[a, b], c] + (−1)γβ [[c, a], b]
De la misma cuenta sale que es un morfismo de álgebras de Lie graduadas:
adE([a, b])(c) = [adEa, adEb](c) ⇐⇒
[[a, b], c] = adEa(adEb(c))− (−1)αβadEb(adEa(c)) ⇐⇒
[[a, b], c] = [a, [b, c]]− (−1)αβ [b, [a, c]]
Reordenando los términos obtenemos [a, [b, c]] = [[a, b], c] + (−1)αβ [b, [a, c]] que es equiva-
lente a Jacobi por la cuenta anterior.
Por último, si a ∈ Eα, D ∈ Dn(E) entonces es fácil ver que [D, adEa] = adEDa o sea, que
la imagen del morfismo adjunción es un ideal graduado de D(E):
[D, adEa](c) = D(adEa(c))− (−1)nαadEa(D(c)) = D([a, c])− (−1)nα[a,D(c)] =
(D es una derivación)= [Da, c] = adE(Da)(c).

Observación 10.7.5. El núcleo de la aplicación adjunción es el centro del álgebra de Lie
E ya que ker(adE) = {a ∈ E | [a, x] = 0 ∀x ∈ E} =: Z(E)

Definición 10.7.6. La imagen de la adjunción es un álgebra de Lie graduada y se llama
derivaciones internas. Se denota por Di. Notar que es isomorfo al cociente del álgebra por
su centro.
Por otro lado, el cociente D(E)/Di(E) se llama derivaciones externas de E. También es un
álgebra de Lie graduada.

10.8. Complejos definidos por derivaciones de álgebras graduadas

Sea A un álgebra graduada de tipo Z y sea D una derivación homogénea de grado α tal
que D ◦ D = 0. Entonces (A,D) es un complejo graduado en Z y podemos calcular su
cohomoloǵıa.
Sea Z(A,D) el núcleo de D y sea B(A,D) su imagen. Ambos son subespacios vectoriales
graduados de A, llamados losD-cociclos y losD-cobordes respectivamente. Luego el espacio
cociente H(A,D) := Z(A,D)/B(A,D) adquiere estructura graduada y se llama el grupo
cohomológico de A con respecto a D.

Observación 10.8.1. El hecho de que D sea una derivación implica que Z(A,D) es una
subálgebra de A y B(A,D) un ideal de Z(A,D).
a, b ∈ Z(A,D) =⇒ D(ab) = aD(b) + (−1)αβD(a)b = 0 =⇒ ab ∈ Z(A,D).
Luego el núcleo de la derivación es una subálgebra graduada de A.
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D(b) ∈ B(A,D), a ∈ Z(A,D) =⇒ aD(b) = D(ab)− (−1)αβD(a)b = D(ab) ∈ B(A,D).
Luego la imagen de la derivación es un ideal graduado del núcleo. Es graduado porque
grZ(aD(b)) = α+ (n+ β) = n+ (α+ β) = grZ(D(ab)).

Corolario 10.8.2. Si D es una derivación homogénea tal que D ◦ D = 0 de un álgebra
graduada A entonces el espacio H(A,D) también tiene estructura de álgebra graduada.
Si A es conmutativa, anticonmutativa, asociativa, o de Lie también lo será H(A,D).

Observación 10.8.3. Sea E un álgebra de Lie graduada y sea a ∈ Eα de grado im-
par tal que [a, a] = 0. Entonces aplicando la adjunción se tiene que 0 = adE([a, a]) =
[adEa, adEa] = adEa ◦ adEa+ adEa ◦ adEa = 2(adEa ◦ adEa) =⇒ adEa ◦ adEa = 0.
Con lo cual se puede formar el grupo cohomológico H(E, adEa) que nuevamente es un
álgebra de Lie graduada. Este espacio tiene relevancia en la teoŕıa de deformaciones.

10.9. Producto semidirecto

Proposición 10.9.1. Si E y F son álgebras de Lie graduadas del mismo tipo Z y se
tiene un morfismo de álgebras de Lie graduadas F → D(E) | f → Df entonces se le puede
asignar al espacio vectorial graduado E ⊕ F =

⊕
Z E

n ⊕ Fn una estructura de álgebra de
Lie graduada tal que E sea un ideal y F una subálgebra mediante el siguiente producto:

[(a, f), (b, g)] := ([a, b] +Dfb− (−1)αβDga, [f, g]) | a ∈ Eα, b ∈ Eβ, f ∈ Fα, g ∈ F β

Demostración. Veamos primero que se tiene realmente un álgebra de Lie graduada. Para
esto corroboremos que el producto es graduada, antisimétrico y cumple Jacobi.
Recordar que los morfismos de álgebras graduadas tienen grado cero, con lo cual se tiene
que [a, b] + Dfb − (−1)αβDga es homogéneo de grado α + β y [f, g] también. Luego el
producto es graduado.
La antisimetŕıa también sale de la fórmula,
[(a, f), (b, g)] = ([a, b]+Dfb−(−1)αβDga, [f, g]) = −(−1)αβ([b, a]+Dga−(−1)βαDfb, [g, f ]) =
−(−1)αβ [(b, g), (a, f)].
Por último veamos Jacobi:
[[(a, f), (b, g)], (c, h)] = [([a, b] +Dfb− (−1)αβDga, [f, g]), (c, h)] =
([[a, b] +Dfb− (−1)αβDga, c] +D[f,g]c+
− (−1)(α+β)γDh([a, b] +Dfb− (−1)αβDga), [[f, g], h]) =
([[a, b], c] + [Dfb, c]− (−1)αβ [Dga, c] +D[f,g]c+
− (−1)(α+β)γDh([a, b])− (−1)(α+β)γDh(Dfb) + (−1)αβ+αγ+βγDh(Dga), [[f, g], h]).
Planteando la condición de Jacobi, (−1)xz[[x, y], z]+ (−1)yx[[y, z], x]+ (−1)zy[[z, x], y] = 0
y reescribiendo cada término con su signo correspondiente queda:
(−1)αγ([[a, b], c] + [Dfb, c]− (−1)αβ [Dga, c] +D[f,g]c+
− (−1)(α+β)γDh([a, b])− (−1)(α+β)γDh(Dfb) + (−1)αβ+αγ+βγDh(Dga), [[f, g], h]) +
(−1)βα([[b, c], a] + [Dgc, a]− (−1)βγ [Dhb, a] +D[g,h]a+
− (−1)(β+γ)αDf ([b, c])− (−1)(β+γ)αDf (Dgc) + (−1)βγ+βα+γαDf (Dhb), [[g, h], f ]) +
(−1)γβ([[c, a], b] + [Dha, b]− (−1)γα[Dfc, b] +D[h,f ]b+
− (−1)(γ+α)βDg([c, a])− (−1)(γ+α)βDg(Dha) + (−1)γα+γβ+αβDg(Dfc), [[h, f ], g])
distribuyamos los signos exteriores:
((−1)αγ [[a, b], c] + (−1)αγ [Dfb, c]− (−1)αβ+αγ [Dga, c] + (−1)αγD[f,g]c+
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− (−1)βγDh([a, b])− (−1)βγDh(Dfb) + (−1)αβ+βγDh(Dga), (−1)αγ [[f, g], h]) +
((−1)βα[[b, c], a] + (−1)βα[Dgc, a]− (−1)βγ+βα[Dhb, a] + (−1)βαD[g,h]a+
− (−1)γαDf ([b, c])− (−1)γαDf (Dgc) + (−1)βγ+γαDf (Dhb), (−1)βα[[g, h], f ]) +
((−1)γβ [[c, a], b] + (−1)γβ [Dha, b]− (−1)γα+γβ [Dfc, b] + (−1)γβD[h,f ]b+
− (−1)αβDg([c, a])− (−1)αβDg(Dha) + (−1)γα+αβDg(Dfc), (−1)γβ [[h, f ], g])
agrupemos todo en un solo término:
((−1)αγ [[a, b], c] + (−1)αγ [Dfb, c]− (−1)αβ+αγ [Dga, c] + (−1)αγD[f,g]c+
− (−1)βγDh([a, b])− (−1)βγDh(Dfb) + (−1)αβ+βγDh(Dga) +
(−1)βα[[b, c], a] + (−1)βα[Dgc, a]− (−1)βγ+βα[Dhb, a] + (−1)βαD[g,h]a+
− (−1)γαDf ([b, c])− (−1)γαDf (Dgc) + (−1)βγ+γαDf (Dhb) +
(−1)γβ [[c, a], b] + (−1)γβ [Dha, b]− (−1)γα+γβ [Dfc, b] + (−1)γβD[h,f ]b+
− (−1)αβDg([c, a])− (−1)αβDg(Dha) + (−1)γα+αβDg(Dfc),
(−1)αγ [[f, g], h] + (−1)βα[[g, h], f ] + (−1)γβ [[h, f ], g])
Notar que el séptimo renglón (la segunda coordenada del elemento) es la condición de
Jacobi en F y también el primer término de los renglones uno, tres y seis son Jacobi en
E. Luego ambas expresiones se simplifican, dejando:
((−1)αγ [Dfb, c]− (−1)αβ+αγ [Dga, c] + (−1)αγD[f,g]c+
− (−1)βγDh([a, b])− (−1)βγDh(Dfb) + (−1)αβ+βγDh(Dga) +
(−1)βα[Dgc, a]− (−1)βγ+βα[Dhb, a] + (−1)βαD[g,h]a+
− (−1)γαDf ([b, c])− (−1)γαDf (Dgc) + (−1)βγ+γαDf (Dhb) +
(−1)γβ [Dha, b]− (−1)γα+γβ [Dfc, b] + (−1)γβD[h,f ]b+
− (−1)αβDg([c, a])− (−1)αβDg(Dha) + (−1)γα+αβDg(Dfc), 0)
Como Df es derivación:
(−1)αγ [Dfb, c]− (−1)γαDf ([b, c])− (−1)γα+γβ [Dfc, b] =
(−1)αγ [Dfb, c]− (−1)γαDf ([b, c]) + (−1)γα+γβ+(α+γ)β[b,Dfc] =
(−1)γα([Dfb, c]−Df ([b, c]) + (−1)βα[b,Dfc]) = 0.
Como Dg es derivación:
−(−1)αβ+αγ [Dga, c] + (−1)βα[Dgc, a]− (−1)αβDg([c, a]) =
(−1)αβ+αγ+(β+α)γ [c,Dga] + (−1)βα[Dgc, a]− (−1)αβDg([c, a]) =
(−1)αβ((−1)βγ [c,Dga] + [Dgc, a]−Dg([c, a])) = 0.
Como Dh es derivación:
−(−1)βγDh([a, b])− (−1)βγ+βα[Dhb, a] + (−1)γβ [Dha, b] =
− (−1)βγDh([a, b]) + (−1)βγ+βα+βα+αγ [a,Dhb] + (−1)γβ [Dha, b] =
− (−1)βγ(Dh([a, b]) + (−1)αγ [a,Dhb] + [Dha, b]) = 0
Luego después de esto, va quedando:
((−1)αγD[f,g]c− (−1)βγDh(Dfb) + (−1)αβ+βγDh(Dga) +
+ (−1)βαD[g,h]a− (−1)γαDf (Dgc) + (−1)βγ+γαDf (Dhb) +
+ (−1)γβD[h,f ]b− (−1)αβDg(Dha) + (−1)γα+αβDg(Dfc), 0)
Por último recordar que se teńıa un morfismo de álgebras de Lie, donde la estructura de
álgebra de Lie de D(E) es la del conmutador graduado, luego:
(−1)αγD[f,g]c− (−1)γαDf (Dgc) + (−1)γα+αβDg(Dfc) =
− (−1)αγ(−D[f,g] +Df (Dg)− (−1)αβDg(Df ))(c) = 0.
(−1)αβ+βγDh(Dga) + (−1)βαD[g,h]a− (−1)αβDg(Dha) =
− (−1)αβ(−(−1)βγDh(Dg)−D[g,h] +Dg(Dh))(a) = 0.
−(−1)βγDh(Dfb) + (−1)βγ+γαDf (Dhb) + (−1)γβD[h,f ]b =
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− (−1)γβ(Dh(Df )− (−1)γαDf (Dh)−D[h,f ])(b) = 0.
Conclusión: el producto definido le da a E⊕F una estructura de álgebra de Lie graduada.
El hecho de que F sea una subálgebra y E un ideal es inmediato del producto.
La inclusión de F en E⊕F manda f → (0, f). Como [(0, f), (0, g)] = (0, [f, g]) el producto
es cerrado haciendo de F una subálgebra.
Por otra parte [(a, 0), (b, g)] = ([a, b]− (−1)αβDgb, 0) ∈ E, o sea, E es un ideal.

Definición 10.9.2. El álgebra de Lie graduada recién construida se llama el producto
semidirecto de E por F con respecto a la representación F → D(E)

Ejemplo 10.9.3. Sea E un álgebra de Lie graduada y sea D una derivación de grado
impar α tal que D ◦D = 0. Entonces el k-subespacio de D(E) de dimensión uno generado
por D, o sea, kD es una k-subálgebra graduada, ya que

[D,D] = D ◦D +D ◦D = 2(D ◦D) = 0 ∈ kD

Luego podemos construir el producto semidirecto E ⊕ kD con respecto a la inclusión
kD ⊂ D(E).
Notar que los elementos de grado α son de la forma x +D y el corchete para elementos
y ∈ Eβ queda, [x+D, y] = [x, y] +D(y).

10.10. El grupo general lineal de un espacio vectorial graduado

Definición 10.10.1. Sea V un k-espacio vectorial graduado. Definimos GL(V ) el grupo
general lineal de V como aut0k(V ).

Observación 10.10.2. Notar que GL(V ) = aut0k(V ) ∼=
⊕

Z autk(V n) =
⊕

Z GL(V n).
Sale del hecho que todo morfismo f ∈ GL(V ) es de la forma f = ⊕Zfn, con fn ∈ GL(V n).
Por otro lado si G es un grupo, todo morfismo G

ρ−→ GL(V ) queda uńıvocamente deter-

minado por G
ρn

−→ GL(V n) (es debido a la propiedad universal de la suma directa), o sea,
ρ = ⊕Zρn

Observación 10.10.3. Supongamos que V =
⊕

Z V
n con dimk V

n <∞.
Sea G un grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie g

Diremos que G
ρ=⊕ρn

−→ aut0k(V ) es una representación de G en V si G
ρn

−→ autk(V n) es un
morfismo de grupos de Lie ∀n ∈ Z.
Para cada n ∈ Z se tiene g

dρn

−→ gl(V n) el diferencial de la representación ρn. Luego

queda determinado un único morfismo g
dρ−→ gl0

k(V ) ∼= ⊕Zglk(V n), que lo llamaremos el
diferencial de G

ρ−→ aut0k(V ).

Observación 10.10.4. Un caso más restrictivo del anterior es cuando la representación
cae en aut0k−Lie(E) ⊂ aut0k(E) donde E es una k-álgebra de Lie graduada y supongamos
que g, el álgebra de Lie del grupo es E0.
En este caso, (ver [24] p.117) se tiene que la representación G

ρ−→ aut0k−Lie(E) tiene como

diferencial E0 dρ−→ D0
k(E).

En otras palabras, ρ(g)[x, y] = [ρ(g)x, ρ(g)y] y dρ(a)[x, y] = [dρ(a)x, y] + [x, dρ(a)y].
Luego notar que el cono M := {x ∈ E1 | [x, x] = 0} es invariante por la acción ρ(g), g ∈ G.
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Supongamos ahora el caso particular donde ρ = Ad : G −→ autk−Lie(E), luego su diferen-

cial es E0
adE0−→ D0

k(E). Más aún, si G = autk(V ) con V un k-espacio vectorial de dimensión
finita, se tiene que E0 = endk(V ) y que G actúa por conjugación ya que
Ad(B)(C) = BCB−1 ([24] p.114).
Por otro lado, recordar también que eadE0a = Ad(ea) ∈ autk−Lie(E) ([24] p.114 (5)),
luego, eadE0a(x) = Ad(ea)(x) = eaxe−a, en otras palabras, la exponencial de la adjunción

E0 eadE−→ autk−Lie(E) actúa por conjugación y como vimos recién preserva el cono M .
Para terminar esta observación, si G ⊂ autk(V ) se tiene que E0 ⊂ endk(V ) por la relación
que hay entre subgrupos cerrados simplemente conexos y subálgebras de Lie, con lo cual, el
análisis previo sigue vigente, o sea, la exponencial de la adjunción actúa por conjugación.
Por simplicidad notaré a eadE0a como ea.

Observación 10.10.5. La siguiente observación la hago a modo ilustrativo: existe un
teorema (Poincaré-Birkoff-Witt) que afirma que toda k-álgebra de Lie E0 tiene una rep-
resentación fiel sobre un k-espacio vectorial V , o sea, E0 ↪→ glk(V ). Más aún, si E0 es
de dimensión finita (que será nuestro caso), también lo es V (teorema de Ado para car-
acteŕıstica cero, Iwasawa caracteŕıstica p > 0). Con lo cual los grupos de Lie con los que
estaremos trabajando serán todos subgrupos cerrados simplemente conexos de GLk(V ), o
sea, básicamente, cambios de base.

10.11. Módulos diferenciales

Definición 10.11.1. Sea A un anillo con unidad, se dirá (M,d) un A-módulo a izquierda
diferencial si M es un A-módulo a izquierda y d es un endomorfismo de M tal que d2 = 0.

Observación 10.11.2. Más adelante usaremos álgebras diferenciales, en ese caso, al difer-
encial se le pide a parte que sea una derivación.

Definición 10.11.3. Un morfismo (M,d)
f−→ (N, e) de A-módulos diferenciales es un

morfismo de A-módulos tal que ef = fd

Observación 10.11.4. Notar que un submódulo diferencial de (M,d) será (N, d|N ) donde
N ⊂M es un submódulo y el diferencial es la restricción del de M .
De esta manera se tiene el cociente (M/N, d) donde el diferencial es el inducido al cociente.

Observación 10.11.5. Pueden definirse las sucesiones de módulos diferenciales como
sucesiones de módulos donde cada módulo es diferencial y cada morfismo también.

Observación 10.11.6. Los A-módulos diferenciales forman una categoŕıa. Dado que
cualquier A-módulo junto al diferencial nulo es un módulo diferencial, la categoŕıa de
A-módulos es una subcategoŕıa plena y fiel de la categoŕıa de A-módulos diferenciales.
Notar que esta construcción es posible realizarla en cualquier categoŕıa abeliana.

Definición 10.11.7. Sea (M,d) un A-módulo diferencial.
Definimos Z(M) := ker(d), B(M) := im(d). Los llamaremos ciclos y bordes respectiva-
mente.
Dado que B(M) ⊂ Z(M) se puede definir el A-módulo derivado H(M) := Z(M)/B(M).

Notar que todo morfismo (M,d)
f−→ (N, e) manda Z(M) en Z(N) y B(M) en B(N) luego

se define el morfismo de A-módulos H(M)
[f ]−→ H(N).
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Observación 10.11.8. Se tiene un funtor de a la categoŕıa de A-módulos diferenciales
en la de A-módulos (M,d) → H(M)

Observación 10.11.9. Sea (M,d) un A-módulo diferencial a izquierda y sea L un A-
módulo a derecha. Podemos considerar (M ⊗

Z
L, d⊗ idL).

Se tiene un morfismo canónico H(M)⊗L→ H(M⊗L) definido como sigue: [z]⊗l→ [z⊗l].
Veamos bien definido, z − z′ = dx con dz′ = 0, entonces [z′ ⊗ l] = [z + dx⊗ l] = [z ⊗ l] +
[dx⊗ l] = [z ⊗ l].
Luego se tiene el morfismo mencionado. Cuando L es un A-módulo playo, este morfismo
será biyectivo.

Definición 10.11.10. Sea (M,d) y (N, e) dos A-módulos diferenciales y dos morfismos

(M,d)
f,g−→ (N, e). Se dirá que f es homotópico a g (f ∼ g) si existe una aplicación A-lineal

tal que g − f = hd+ eh.
Notar que si x es un ciclo de M , se tiene que g(x) − f(x) es un borde de N , luego los
morfismos inducidos H(M) → H(N) coinciden.

Observación 10.11.11. La relación de homotoṕıa sobre morfismos es una relación de
equivalencia.

Definición 10.11.12. Diremos que dos módulos diferenciales M y N son homotópicos si
existen morfismos f y g tal que fg ∼ idN y gf ∼ idM . En ese caso H(M) ∼= H(N).
En particular diremos que un módulo es homotópico a cero si idM ∼ 0, en ese caso
H(M) = 0, o sea, todo ciclo es un borde.

Definición 10.11.13. Dos A-módulos diferenciales se dirán cuasi-isomorfos si existe un
morfismo que induce un isomorfismo en los derivados.

10.12. Álgebras de Lie graduadas diferenciales

Definición 10.12.1. Un álgebra de Lie graduada diferencial es un par (E, d) donde E es
un álgebra de Lie graduada sobre un k-espacio vectorial graduado y d es una derivación
de grado d tal que d2 = 0.

Observación 10.12.2. Dada que d es un endomorfismo de un álgebra de Lie graduada
se tiene que d(Ei) ⊂ Ei+d y al ser derivación se tiene que d[a, b] = [da, b] + (−1)ad[a, db]

Observación 10.12.3. En nuestro caso usaremos derivaciones de grado uno.

Notación 10.12.4. Llamaremos DGLA a la categoŕıa de k-álgebras de Lie graduadas
diferenciales de tipo Z. Donde el diferencial tiene grado uno. Usaremos k de caracteŕıstica
cero.

Observación 10.12.5. Recordar que Z(E, d) = ker(d) es una subálgebra de Lie graduada
de E y B(E, d) = im(d) es un ideal de Z(E, d). El cociente hereda la estructura de álgebra
de Lie graduada. (ver 10.8.1). Luego H(E, d) es una DGLA con diferencial nulo.

Definición 10.12.6. Una DGLA se dirá formal si es cuasi-isomorfa como DGLA a su
cohomoloǵıa.
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10.13. Álgebras de Lie nilpotentes

Definición 10.13.1. Una k-álgebra de Lie E de dimensión finita se dice nilpotente si
para cada a ∈ E, adEa ∈ endk(E) es nilpotente. o sea, para cada a ∈ E existe un número
finito de productos tal que [a, [a, [a, [. . . , [a,−]]] = 0.

Observación 10.13.2. Existe un funtor exp de la categoŕıa de álgebras de Lie nilpotentes
en la categoŕıa de grupos:
Para cada álgebra de Lie nilpotente existe una biyección N

e−→ exp(N) =: {ea | a ∈ N}
tal que:

Si [a, b] = 0 =⇒ eaeb = ea+b. En general eaeb = ea∗b donde a ∗ b ∈ N es un producto
definido por la fórmula de Campbell-Baker-Hausdorff, haciendo de (N, ∗) un grupo.

Para cada k-espacio vectorial V y cada morfismo de álgebras de Lie N
ρ−→ endk(V )

tal que ρ(N) es una subálgebra nilpotente, existe un morfismo de grupos

exp(N)
exp(ρ)−→ autk(V ) | exp(ρ)(ea) = eρ(a) =:

∑∞
0

ρ(a)n

n!

Lema 10.13.3. V un k-espacio vectorial y N
ρ−→ endk(V ) una representación de un

álgebra de Lie nilpotente N . Sea V × V
φ−→ W una función bilineal simétrica, q(v) :=

φ(v, v) su función cuadrática asociada y M el cono q−1(0) = {v ∈ V | φ(v, v) = 0}.
Si φ(ρ(a)v, v) = 0 ∀v ∈M entonces M es invariante por eρ(a) ∀a ∈ N .

Demostración. Para cada v ∈ V se define la función polinomial k Fv−→W como:

Fv(t) := q(eρ(ta)(v))

donde a ∈ N fijo. Veamos que Fv es una función constante, para esto recordar que
∂
∂tφ(x(t), y(t)) = φ(∂x(t)∂t , y(t)) + φ(x(t), ∂y(t)∂t ),
también que ∂

∂te
ρ(ta)(v) = ∂

∂t(v+ tρ(a)(v)+ t2

2 ρ(a)
2(v)+ . . .) = ρ(a)(v)+ t

2ρ
2(a)(v)+ t3 . . .

Para todo t, s ∈ k, si u = eρ(sa)(v) se tiene que Fv(s+ t) = Fu(t) pues
Fv(s+ t) = qeρ(ta+sa)(v) = qeρ(ta)eρ(sa)(v) = qeρ(ta)(u) = Fu(t).
Por otro lado ∂

∂t(Fv)(t) = ∂
∂t(qe

ρ(ta)(v)) = ∂
∂t(φ(eρ(ta)(v), eρ(ta)(v))(t) =

φ(ρ(a)(v) + t . . . , eρ(ta)(v)) + φ(eρ(ta)(v), ρ(a)(v) + t . . .) =(es simétrica)=
= 2φ(ρ(a)(v) + t . . . , eρ(ta)(v)) =⇒ en t = 0, resulta 2φ(ρ(a)(v), v) =(hipótesis)= 0.
Luego se tiene que ∂Fv

∂t (s) = ∂Fu
∂t (0) = 0 con lo cual Fv es constante ∀t ∈ k, entonces para

t = 0 y t = 1 se tiene que q(v) = q(eρ(a)v), o sea, que el cono M es invariante por eρ(a)

con a ∈ N .

Corolario 10.13.4. Sea E una DGLA con E0 nilpotente. Entonces el cono
M = {a ∈ E1 | [a, a] = 0} es estable bajo la exponencial de la adjunción (eadEa con
a ∈ E0).

Demostración. Recordar que el corchete en grado impar es simétrico.
Por Jacobi se tiene que 2[v, adEa(v)] = 2[v, [a, v]] = −2[v, [v, a]] = [a, [v, v]]. Luego si
v ∈M , se tiene que [v, adEa(v)] = 0 cumpliendo la hipótesis del lema previo.



Massri, César 58

Observación 10.13.5. E0 con el corchete inducido de E es un álgebra de Lie no-graduada
pero puede pensarse como graduada en grado cero. Aśı resulta una subálgebra graduada
de E y endk(E0) ⊂ end0

k(E) ∼=
⊕

Z endk(En).
Ahora, considerando la adjunción de E0 uno puede extender su imagen a todo E de la

siguiente manera: E0
adE0−→ endk(E0) ⊂ end0

k(E), resultando el morfismo E0 adE−→ end0
k(E).

Notar que como el corchete de E0 es el mismo que el de E, adE0 = adE |E0 ,
aplicando la exponencial (E0 nilpotente) se tiene que

E0 ∼= exp(E0)
exp(adE)−→ aut0k(E) =: GL(E)

Más concretamente, a cada a ∈ E0 se le asocia el automorfismo de grado cero

E
eadEa

−→ E | eadEa(x) =
∞∑
0

(adEa)n

n!
(x) = x+ [a, x] +

1
2
[a, [a, x]] + . . .

Por simplicidad notaré a eadEa como ea.

Observación 10.13.6. La importancia de las DGLA con E0 nilpotente es la siguiente:
supongamos dada E una DGLA con E0 de dimensión finita. Para cada (A,mA) anillo de
Artin local con cuerpo residual k, se construye E⊗mA una nueva DGLA con (E⊗mA)0 =
E0 ⊗mA nilpotente. Luego la DGLA original se va estudiando en cada anillo de Artin y
de alguna manera uno se va a ir aproximando a la DGLA original. Esto lo veremos en la
sección 12. Si se quiere un ejemplo concreto de esto, ver la sección 11.4.
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11. Enfoque clásico a la teoŕıa de deformaciones

Resumen

Esta sección es la más importante dentro de este trabajo. Se hizo siguiendo [17].
Aqúı se estudiarán las deformaciones en general utilizando el enfoque clásico de DGLA.
Cuando uno quiere deformar, por ejemplo, un álgebra asociativa, un álgebra de Lie,
un morfismo, una representación, un módulos, un complejo, una coálgebra, etc., se
lo puede pensar como un elemento de una variedad algebraica dentro de un espa-
cio vectorial (esto es si estamos trabajando con dimensión finita, pues las constantes
estructurales definen el elemento en cuestión). Veremos que todas sus posibles defor-
maciones (locales) serán aquellos elementos dentro de un entorno que cumplan lo que
se llama la ecuación de Maurer-Cartan. Si bien parecerá descolgada de las deforma-
ciones formales de las secciones anteriores, no lo es. De hecho todas las condiciones
que estuvimos extrayendo para deformar formalmente, son todas casos particulares de
la ecuación de Maurer-Cartan. Lo veremos en mi sección 11.4. Por último, la teoŕıa
aqúı descrita es utilizada de manera más general, no sólo para deformar estructuras
algebraicas o morfismos, sino también, variedades anaĺıticas o variedades complejas
(Kodaira-Spencer, ver [16]). Después de esto, todo se reduce a encontrar una DGLA
que modele el problema en cuestión.

11.1. La ecuación de deformación

Sea (E, d) una DGLA sobre un cuerpo de caracteŕıstica cero con d una derivación de
grado α impar tal que d2 = 0.

Definición 11.1.1. La ecuación

da+
1
2
[a, a] = 0, a ∈ Eα

se llama la ecuación de deformación, o de Maurer-Cartan.
Sea M0 := {a ∈ Eα | da+ 1

2 [a, a] = 0} el conjunto de sus soluciones.

Observación 11.1.2. Reescribamos la ecuación de deformación:
Sea R := d+ Eα ⊂ E ⊕ kd (ver 10.9.3), o sea,
R es la variedad lineal en E ⊕ kd paralela a Eα que pasa por d.
Sea M := {x ∈ R | [x, x] = 0}.
Notar que si x = d+ a ∈ R se tiene que

[x, x] = [d+ a, d+ a] = [(a, d), (a, d)] = ([a, a] + da+ da, [d, d]) = 2da+ [a, a]

Luego x ∈M ⇐⇒ a ∈M0, con lo cual la biyección Eα •+d−→ R manda M0 en M .
En vez de estudiar el espacio M0 es conveniente estudiar M .
Notar que M es una variedad algebraica definida por ecuaciones cuadráticas: son los ceros
de una función cuadrática asociada a una bilineal simétrica. Más aún, si dimk(Eα) = n
se tiene que M es la intersección de n formas cuadráticas asociadas a n formas bilineales
simétricas. En otras palabras, es la intersección de n cuádricas.

Definición 11.1.3. Dado x = d + a ∈ M , definimos dx := d + adEa como el diferencial
asociado a x (10.7.3).
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Observación 11.1.4. Notar que dx = adE⊕kdx|E = [x,−] ya que

adE⊕kdx|E(e) = [(a, d), (e, 0)] = [a, e] + de = (adEa+ d)(e) = dx(e)

También que d2
x = 0 ya que

d2
x(e) = (adEa+ d)(adEa+ d)(e) = [a, [a, e]] + [a, de] + d[a, e] + d2(e) =

= [a, [a, e]] + [a, de] + [da, e]− [a, de] = [a, [a, e]] + [da, e] =

= (Jacobi) =
1
2
[[a, a], e] + [da, e] = [

1
2
[a, a] + da, e] = 0

Corolario 11.1.5. A cada x ∈ M se le puede asociar un complejo (E, dx) y el grupo
cohomológico H(E, dx) que es un k-espacio vectorial graduado (10.8.2 y 10.8.3).

Observación 11.1.6. El caso más simple y muy importante es cuando d = 0. En este
caso, M = M0 y dx = adEx.

Observación 11.1.7. Para un estudio local de M fijamos un punto m = d + a ∈ M y
veamos cuándo m+ u ∈M :

[m+ u,m+ u] = 2[m,u] + [u, u] = 2[d+ a, u] + [u, u] =

= 2[a, u] + 2du+ [u, u] = 2(d+ adEa)(u) + [u, u] = 2dm(u) + [u, u]

Luego m+ u ∈M ⇐⇒ dm(u) + 1
2 [u, u] = 0.

Definición 11.1.8. Dado m ∈ M , las soluciones de dm(u) + 1
2 [u, u] = 0 con u ∈ Eα se

llamarán deformaciones relativas a m o deformaciones locales de m.

11.2. El lenguaje de deformaciones

Sea E una DGLA con diferencial de grado uno y con cada Ei de dimensión finita. Se
define R = d + E1 y M = {x ∈ R | [x, x] = 0}. El grupo de Lie simplemente conexo G
cuyo álgebra de Lie es E0 actúa en R y en M . Ambos espacios son G-invariantes (10.10.4).
Notar que M es un conjunto algebraico (11.1.2).
Dado que el cuerpo k es R o C a R se le da la topoloǵıa usual de espacio vectorial de
dimensión finita y a M la topoloǵıa inducida.
Dos elementos x, y ∈M se dirán equivalentes si pertenecen a la misma orbita por G.
En los ejemplos siguiente, cada elemento de M representa cierta estructura algebraica y
dos se dirán equivalentes si las estructuras son isomorfas.
Si m ∈ M y m ∈ U ⊂ M es un abierto, cada punto de x ∈ U se considerará como una
deformación local de m.
La deformación se dirá trivial si x es equivalente a m ∀x ∈ U algún entorno de m.
Un elemento m se dirá ŕıgido si cualquier deformación (local) es trivial, en otras palabras
si G ·m es un abierto de M .
Una familia de deformaciones de m significará un subconjunto arcoconexo F ⊂ M que
contiene a m.
Una familia se dirá localmente completa en m si G · F es un entorno de m.
Si F es una familia de deformaciones que a su vez es una variedad algebraica, anaĺıtica o
diferenciable, se dirá que F ⊂ M es una familia de deformaciones algebraica, anaĺıtica o
diferenciable.
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11.3. Problemas relacionados a la ecuación de deformación

Nombremos un par de ejemplos a modo informativo en donde se ve claramente la impor-
tancia de la ecuación de deformación. Si bien no fue evidente, ya hemos utilizado ejemplos
en dónde aparece. En la sección (13) los trataremos más de cerca definiendo todas las
DGLA necesarias. Esta sección es simplemente informativa y orientativa.

Ejemplo 11.3.1. A cada C-espacio vectorial V se le puede asociar un álgebra de Lie
graduada (en principio con diferencial nulo) E =

⊕
Z hom(V ⊗n+1, V ). El corchete en E

es tal que las formas bilineales µ ∈ E1 definen una multiplicación asociativa en V ⇐⇒
[µ, µ] = 0.
Luego el conjunto M := {µ ∈ E1 | [µ, µ] = 0} es exactamente el conjunto de todas las
multiplicaciones asociativas en V .
Si µ ∈ M y A = (V, µ) es el álgebra asociativa correspondiente, el grupo cohomológico
Hn(E, dµ) es idéntico al grupo cohomológico definido por Hochschild Hn+1(A,A).
A nivel de los complejos, E será el complejo de Hochschild corrido en uno, luego, si bien
no son iguales, podŕıa decirse que son homotópicos.
Más aún, si la dimensión del espacio vectorial es finita, E admite una estructura de DGLA
con grupo estructural GL(V ). Se tiene que µ1 y µ2 están en la misma orbita ⇐⇒ las
álgebras asociativas correspondientes son isomorfas.

Ejemplo 11.3.2. En el caso de las álgebras conmutativas, donde el producto a parte de
ser asociativo se le pide conmutatividad, las cohomoloǵıas que aparecen son las de Harrison
[6].

Ejemplo 11.3.3. Una situación similar existe para las álgebras de Lie, en este caso dado
un espacio vectorial V se construye E =

⊕
Z homk(

∧n+1 V, V ) con un corchete tal que:
µ ∈ E1 satisface Jacobi ⇐⇒ [µ, µ] = 0.
Notar que a nivel de los complejos, E y el de Chevalley-Eilenberg difieren en un shift,
luego, si bien no son iguales, podŕıa decirse que son homotópicos.
Si [µ, µ] = 0 la correspondiente álgebra de Lie A = (V, µ) tiene como grupo cohomológico
H(E, dµ) que es exactamente igual al definido por Chevalley-Eilenberg (corrido en uno).
Nuevamente si dimk V < ∞ E admite una estructura de DGLA con grupo estructural
GL(V ) y satisface que µ1 y µ2 están en la misma orbita ⇐⇒ las correspondientes álgebras
de Lie son isomorfas.

Ejemplo 11.3.4. La ecuación de deformaciones también aparece en el estudio de morfis-
mos de álgebras. Sea A y B dos álgebras (asociativas o de Lie). Luego existe un álgebra
de Lie graduada tal que E1 es el conjunto de todas las funciones lineales entre A y B.
Más aún, existe una derivación (externa) d tal que un elemento f ∈ E1 es un morfismo de
álgebras de A en B ⇐⇒ df + 1

2 [f, f ] = 0.
Más aún, tomando x = d + f , Hn(E, dx) es idéntico al grupo cohomológico Hn(A,B)
donde B es considerado como un A-módulo v́ıa f .
Si ambas k-álgebras son de dimensión finita (k = R o k = C) a E se le da una estructura
de DGLA tal que su grupo estructural es los automorfismos internos de B y dos morfismos
de álgebras están en la misma orbita ⇐⇒ difieren en un automorfismo interno de B.
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11.4. Relación con las deformaciones formales

Observación 11.4.1. Trabajaremos siempre con E una DGLA de tipo Z sobre R o C,
E =

⊕
ZE

i, tal que dimk(Ei) <∞.
Dado que M ⊂ E1 es un conjunto definido por los ceros de una función cuadrática, se
tiene que M es un cerrado dentro de E1. Más aún, como E1 es un espacio vectorial de
dimensión finita, sobre R o C, se tiene que E1 es un espacio de Banach con la topoloǵıa
usual. Luego cualquier sucesión de Cauchy de elementos de M , convergerá en M .

Observación 11.4.2. A E se le pueden extender sus escalares E⊗
k
k((t)) =

⊕
ZE

i⊗
k
k((t))

haciendo que el corchete y la diferencial sean kv-lineales. Esto da lugar a una nueva DGLA.
Si se tiene m0 ∈ M ⇐⇒ [m0,m0] = 0, uno se puede preguntar, qué condiciones debe
cumplir una serie formal mt =

∑∞
0 timv

i ∈ Rv con mi ∈ R para que mt ∈Mv ⊂ Rv.
En otras palabras:

0 = [mt,mt] =
∞∑
n=0

tn
∑
i+j=n

[mv
i ,m

v
j ] =

∞∑
n=0

tn(
∑
i+j=n

[mi,mj ])v ⇐⇒

∑
i+j=n

[mi,mj ] = 0 ∀n ∈ N

Notar que si en vez de tensorizar por k((t)) uno tensoriza por el anillo local de Artin
k[t]/(tn) (n > 2) se obtiene lo que hab́ıamos llamado deformaciones formales de orden n.
En este caso, para que mt ∈M [t]/(tn) basta que cumpla

∑
i+j=r[mi,mj ] = 0 (r < n).

Definición 11.4.3. mt se llamará deformación formal de m0.

Definición 11.4.4. m1 se llamará deformación infinitesimal de m0.

Observación 11.4.5. Notar que los mi son elementos de R, aśı como en los ejemplos que
hemos estudiado en las primeras secciones, éstos eran funciones lineales o bilineales sin
ninguna propiedad extra. También cuando veamos las DGLA (13) de cada deformación
formal de las primeras secciones, se podrá corroborar que las condiciones de deformación,
de obstrucción, de deformaciones triviales, las proposiciones, los teoremas de rigidez, etc,
son todos casos particulares de los que aqúı trataremos.

Observación 11.4.6. Reescribamos la condición de pertenencia a M [[t]]:

0 =
∑
i+j=n

[mi,mj ] = (
∑
i+j=n
i,j>0

[mi,mj ]) + [m0,mn] + [mn,m0] =

(
∑
i+j=n
i,j>0

[mi,mj ]) + 2[m0,mn] = (
∑
i+j=n
i,j>0

[mi,mj ]) + 2dm0(mn)

Luego si definimos δmn :=
∑

i+j=n
i,j>0

[mi,mj ] como la obstrucción n, se tiene la proposición

estándar:

Proposición 11.4.7. Dada mt ∈M [t]/(tn) =⇒ dm0(δmn) = 0.
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Demostración. Notar que la hipótesis, mt ∈M [t]/(tn) es equivalente a decir
dm0(m1) = δm2+2dm0(m2) = . . . = δmn−1+2dm0(mn−1) = 0 (11.4.2) que es exactamente
la que aparece en todos los ejemplos que hemos dado de deformaciones formales.
Recordar que el Jacobi graduado para elementos de orden uno, es

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

con lo cual, se tiene que [x, [y, z]] = −[y, [z, x]]− [z, [x, y]] = [[z, x], y] + [[x, y], z]. Como la
antisimetŕıa para elementos de orden uno es [x, y] = [y, x], se tiene entonces

[x, [y, z]] = [[x, z], y] + [[x, y], z]

Recordar también la antisimetŕıa para f ∈ E1 y g ∈ E2 es [f, g] = −[g, f ]. Entonces:

dm0(δmn) = [m0, δmn] = [m0,
∑
i+j=n
i,j>0

[mi,mj ]] =
∑
i+j=n
i,j>0

[m0, [mi,mj ]] =

=
∑
i+j=n
i,j>0

[[m0,mi],mj ] +
∑
i+j=n
i,j>0

[[m0,mj ],mi] = 2
∑
i+j=n
i,j>0

[[m0,mi],mj ] =

= (hipótesis) = 2
∑
i+j=n
i,j>0

[−1
2
δmi,mj ] = −

∑
i+j=n
i,j>0

∑
l+k=i
l,k>0

[[mk,ml],mj ] =

= −
∑

l+k+j=n
l,k,j>0

[[mk,ml],mj ] = (Jacobi) = 0

Observación 11.4.8. Con lo cual δmn es la obstrucción a extender mt ∈ M [t]/(tn) a
mt ∈M [t]/(tn+1), ya que en el caso de que δmn sea un coborde, o sea,
δmn = dm0(x), definiendo mn := −1

2x se tiene que
∑n

0 t
imi ∈M [t]/(tn+1).

Veámoslo: por hipótesis se tiene que
∑

i+j=r[mi,mj ] = 0 (r < n), falta ver que también
vale para r = n:∑

i+j=n

[mi,mj ] = δmn + 2dm0(mn) = dm0(x) + 2dm0(−
1
2
x) = 0

Luego se tiene:

[mt,mt] ≡
n∑
r=0

tr
∑
i+j=r

[mi,mj ] ≡ 0 mod tn+1

Corolario 11.4.9. Si H2(E, dm0) = 0 cualquier m1 será integrable (formalmente).

Demostración. Dado m1 construyo δm2 que es un coborde, luego defino m2 := −1
2x donde

x es tal que δm2 = dm0(x). Inductivamente construyo mt.

Observación 11.4.10. Con respecto a las deformaciones formales triviales y automorfis-
mos formales, el tratamiento es similar:
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Definición 11.4.11. Dos deformaciones formales se dirán equivalentes mt ∼ m′
t si existe

una serie formal de la forma ext := idE +
∑∞

1 tiexi con xi ∈ E0, tal que extmt = m′
t.

Observación 11.4.12. Notar que si m′
t ∼ mt entonces sus deformaciones infinitesimales

difieren en un coborde, o sea,

extmt ≡ (id+ tex1)(m0 + tm1) ≡ m0 + tm1 + t[x1,m0] ≡

≡ m0 + t(m1 − dm0(x1)) mod t2

Luego m1 −m′
1 = dm0(x1)

Observación 11.4.13. Recordar que si mt = mv
0 + tnmv

n+ . . . es una deformación formal
de m0 entonces mn es un cociclo, esto es pues 0 =

∑
i+j=n[mi,mj ] = 2dm0(mn).

Más aún, si también es un coborde, δmn = dm0(x) se tiene que mt es equivalente a una
deformación que empieza en grado n+ 1. Se define ext := id+ tnex =⇒

extmt ≡ (id+ tnex)(m0 + tnmn) ≡

≡ m0 + tnmn − tn[m0, x] ≡ m0 mod tn+1

Corolario 11.4.14. Toda deformación formal mt = m0 + tnmv
n+ . . . es equivalente a una

donde su primer término no-nulo es un cociclo no cohomólogo a cero.

Corolario 11.4.15. Si H1(E, dm0) = 0 =⇒ m0 es formalmente ŕıgido.

Demostración. Dado m0, se toma cualquier deformación formal m0 + tm1 + . . .
Luego por hipótesis m1 es un coborde.
Existe una deformación equivalente que empieza en grado dos. Inductivamente, se tiene
que la deformación elegida es trivial, o sea, equivalente a m0.

Observación 11.4.16. Lo que está pasando básicamente es que uno se está construyendo
a partir de m una familia formal mt = mv +

∑∞
1 timv

i . Lo interesante es que sobre k = R
o k = C, se tienen, tal vez, deformaciones concretas. Esto es debido a que la serie mt

posee un radio de convergencia ([1] pp.39) que dependerá de los mi y como la serie puede
pensarse como una sucesión en M , su ĺımite estará en M (11.4.1). Luego, basta definir
u :=

∑∞
1 simi con s ∈ k en el radio de convergencia para que m+ u ∈M .

Notar que si los mi están acotados, el radio de convergencia siempre es positivo asegurando
deformaciones concretas en algún entorno de m.

11.5. Grupos de Lie actuando en conjuntos algebraicos

Nombremos algunos hechos sobre conjuntos algebraicos dentro de kn con k = C o k = R.
Sea M un conjunto algebraico irreducible en kn y sea S ⊂M el conjunto de puntos
no-singulares de M .
Se tiene que S es un abierto Zariski de M . Si x ∈ S existe un entorno U tal que U ∩M es
una subvariedad compleja de U . En otras palabras, S es una variedad compleja.
También si x ∈ S su espacio tangente TxS (considerando a S como subvariedad anaĺıtica
de kn) es igual al espacio tangente Zariski de x en M considerada como una subvariedad
algebraica de kn, en particular la dimensión de S como variedad anaĺıtica es igual a la
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dimensión de M como variedad algebraica.
En el caso particular que k = C se tiene que si U es un abierto Zariski de M , entonces U
es conexo (con la topoloǵıa usual de Cn). En el caso de k = R sólo se puede decir que U
posee un número finito de componentes.

Proposición 11.5.1. Sea M un conjunto algebraico en kn y G un grupo de Lie de di-
mensión n tal que M es estable por G. Si existe un x ∈M tal que su orbita G ·x es abierto
(con la topoloǵıa inducida de kn) entonces G · x es un abierto Zariski de M (en el caso
k = R, G · x es una componente de un abierto Zariski).

Demostración. Podemos asumir que G es conexo, luego cada componente irreducible de
M queda estable por G. Con lo cual podemos asumir que M es irreducible. Sea t = dimM
como variedad algebraica y sea g el álgebra de Lie asociada a G. Para cada x ∈ kn el
conjunto G · x es una subvariedad anaĺıtica de kn donde el espacio tangente Txkn viene
dado por Gx := {T (x) | T ∈ g}. Si x ∈M se tiene que dimGx 6 t.
Sea U := {x ∈M | dimGx = t} luego U es un abierto Zariski de M , más aún es no vaćıo
pues contiene a x y también se tiene que U ⊂ S el conjunto de puntos no-singulares de
M .
Si x ∈ U su orbita en un abierto de U , luego las orbitas por G parten a U en abiertos
disjuntos.
Si k = C, U es conexo con lo cual hay sólo una orbita de G.
Si k = R, U posee finitas componentes, luego G · x es una componente conexa de U .

Observación 11.5.2. Notar que M posee un número finito de abiertos Zariski disjuntos.

11.6. Teorema de Rigidez

Notación 11.6.1. Sea (E, d) una DGLA. Dado m ∈ M considero dm su diferencial aso-
ciado. Sea Z(m) := ker(dm), B(m) := im(dm) y considero H(m) como subespacio dentro
de Z(m) tal que H(m) ∼= Z(m)/B(m) = H(E, dm). En principio son k-espacios vectori-
ales graduados, y por consiguiente se tiene Z(m) ∼= B(m)⊕H(m). También considero el
complemento (graduado) de Z(m) en E y lo llamo C(m).

Observación 11.6.2. Notar que como C(m)n = En∩C(m) y Bn+1(m) = En+1∩B(m), se
tiene un isomorfismo C(m)n −→ B(m)n+1. Sale del hecho que se tiene la siguiente sucesión

exacta corta: 0 −→ Zn(m) −→ En
(dm)n

−→ Bn+1(m) −→ 0. Luego Cn(m) = En/Zn(m) ∼=
Bn+1(m). En otras palabras, se tiene que C(m) ∼= B(m)[1].
Por último, para concretar un poco más el lenguaje, si a ∈ C0(m), a no es un 0-cociclo
pero śı un 1-coborde.

Definición 11.6.3. Con la notación previa, la descomposición E = B(m)⊕H(m)⊕C(m)
se llama la descomposición de Hodge de E con respecto a m. Si bien no es única (lo es
salvo isomorfismos), nos quedamos con la construida previamente.

Notación 11.6.4. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo de caracteŕıstica cero de
dimensión finita munido de la topoloǵıa usual. Notaremos por Ux∈V como un entorno de
x ∈ V .
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Lema 11.6.5. Sea m ∈ M y E = B(m) ⊕ H(m) ⊕ C(m) la descomposición de Hodge
entonces existe una función anaĺıtica C0 ×H1 × C1 F−→ R | (a, h, u) −→ ea(m + h + u)
que asigna difeomórficamente U0∈C0 × U0∈H1 × U0∈C1 en Um∈R

Demostración. Es suficiente probar que el diferencial de F en el origen (0, 0, 0) es un
isomorfismo lineal entre C0 ×H1 × C1 y E1 (Teorema la Función Inversa).
dF(0,0,0)(a, h, u) = [a,m] + h+ u = −[m, a] + h+ u =(11.1.4)= −dm(a) + h+ u =
(−dm ⊕H1 ⊕ C1)(a, h, u). Como las tres componentes son isomorfismos (11.6.2), se tiene
que dF(0,0,0) es un isomorfismo.

Teorema 11.6.6. Sea m ∈ M tal que H1(E, dm) = 0. Entonces m es ŕıgido. De hecho
existe un entorno Um∈M tal que todo x ∈ Um∈M es de la forma x = eam con a ∈ U0∈C0.

Demostración. Considero los entornos del lema previo, Um∈R, U0∈C0 , U0∈C1 (H1 = 0),
luego todo x ∈ Um∈R es de la forma x = ea(m + u) con a ∈ U0∈C0 , u ∈ U0∈C1 . Más aún,
x = ea(m+ u) ∈M ⇐⇒ m+ u ∈M , esto es pues, por un lado, si m+ u ∈M , como M es
invariante por la acción del grupo, se tiene que x ∈ M . Análogamente, si x ∈ M se tiene
que e−ax ∈M , luego m+ u ∈M .
Notar que m+ 0 = m ∈M .
Sea C1 P−→ E2 la función polinomial definida por u −→ [m+ u,m+ u].
Como vimos en (11.1.7) u ∈M ⇐⇒ P (u) = 0, pues P (u) = dm(u) + 1

2 [u, u].

Luego se tiene dP0 = dm inyectiva pues C1 dP0−→ E2. Recordar que E1 = Z1 ⊕ C1.
Luego existe un entorno U ′ ⊂ C1 tal que P restringida alĺı es inyectiva (Teorema de la
Función Inversa). Luego si u ∈ U ′ se tiene que m + u ∈ M ⇐⇒ u = 0 esto es pues
m+ 0 = m ∈M y P es inyectiva en U ′.
Solo resta acomodar los entornos para concluir la demostración: sea V := U0∈C1 ∩ U ′, y
sea el entorno de m ∈M , S := {ea(m+ u) | a ∈ U0∈C0 , u ∈ V} ∩M . Luego todo x ∈ S es
de la forma x = eam con a ∈ U0∈C0

Corolario 11.6.7. Sea m ∈ M tal que H1(E, dm) = 0. Entonces G · m es un abierto
Zariski de M (si el cuerpo es R, G ·m es una componente conexa de un abierto Zariski).

Demostración. Del teorema anterior se deduce que G ·m es un abierto y de la proposición
(11.5.1) si k = C que ese abierto es Zariski o si k = R una componente de un Zariski.

Corolario 11.6.8. El abierto Zariski {m ∈M | H1(E, dm) = 0} es la unión de un número
finito de orbitas de G, en otras palabras: hay finitos elementos ŕıgidos (salvo equivalencia).

Demostración. Veamos que el conjunto es un abierto Zariski, el resto se deduce del coro-
lario anterior.
Sean Zr,n := {m ∈ M | dimZn(m) 6 r} y Br,n := {m ∈ M | dimBn(m) > r} que son
abiertos Zariski de M . Sea Un := {m ∈ M | Hn(E, dm) = 0} =⇒ Un =

⋃
r∈Z Zr,n ∩ Br,n,

o sea, la unión de abiertos Zariski, entonces es abierto Zariski. En particular U1 lo es.
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11.7. Familias Kuranishi

La siguiente sección estudia el caso en que H1 no sea cero. Encontraremos un subconjunto
K ⊂ H1 localmente completo, o sea, que parametriza todas las deformaciones locales de m
salvo equivalencias. Claramente cuando H1 = 0, se tiene que K = 0 y por consiguiente m
será ŕıgido como fue probado en la sección previa.

Notación 11.7.1. Sea m ∈M y E = B(m)⊕H(m)⊕C(m) la descomposición de Hodge
con respecto a m. Sea M ′ := {x ∈ R | πB([x, x]) = 0}. Notar que M ⊂M ′.

Lema 11.7.2. Existe un morfismo anaĺıtico U0∈Z1
φ−→ C1 tal que

M ′ ∩ Um∈R = {m + z + φ(z) | z ∈ U0∈Z1}. En otras palabras que todo m ∈ M tiene un
entorno en M ′ parametrizado por 1-cociclos.

Demostración. Sea Z1×C1 F−→ B2 tal que F (z, u) := dm(u)+ 1
2πB([z+u, z+u]). Notar que

F (0, 0) = 0 y dF(0,0)(0, u) = dm(u), o sea, que dF(0,0)(0,−) : C1 −→ B2 es un isomorfismo.
Entonces se tiene que Por el Teorema de la Función Impĺıcita, la ecuación F (z, u) = 0 puede

resolverse para un entorno de (0, 0), o sea, existe una función anaĺıtica U0∈Z1
φ−→ U0∈C1

tal que (z, u) ∈ U0∈Z1 × U0∈C1 satisface F (z, u) = 0 ⇐⇒ φ(z) = u.
Notar que m+ z + u ∈M ′ ⇐⇒ F (z, u) = 0 ya que

πB([m+ z + u,m+ z + u]) = (11.1.7) = πB(dm(z + u) +
1
2
[z + u, z + u]) =

= πB(dm(z)) + πB(dm(u)) +
1
2
πB([z + u, z + u]) =

= dm(z) + dm(u) +
1
2
πB([z + u, z + u]) =

= dm(u) +
1
2
πB([z + u, z + u]) = F (z, u)

El último paso se debió a que πB|B(m) = id y dm(Z(m)) = 0
En conclusión m+ z + u ∈M ′ ⇐⇒ F (z, u) = 0 ⇐⇒ u = φ(z),
Con lo cual M ′ ∩ Um∈R = {m+ z + φ(z) | z ∈ U0∈Z1} para algún entorno Um∈R.

Observación 11.7.3. En el próximo lema elegiremos un entorno Um∈R conveniente. Notar
que la ecuación [x, x] = 0 es equivalente a πB([x, x]) = πH([x, x]) = πC([x, x]) = 0.
Mostraremos que existe un entorno tal que si se satisface πB([x, x]) = πH([x, x]) = 0 =⇒
[x, x] = 0. En otras palabras, que donde πH([x, x]) = 0, M ′ y M son iguales localmente,
haciendo que la caracterización anterior se imponga para M . Un caso particular es cuando
H2(E, dm) = 0 pues πH([x, x]) = 0 ∀x ∈ E1.

Lema 11.7.4. Existe un entorno Um∈R tal que si x está alĺı y
πB([x, x]) = πH([x, x]) = 0 =⇒ [x, x] = 0.

Demostración. Supongo x = m + a ∈ R con πB([x, x]) = πH([x, x]) = 0, entonces por
Jacobi, se tiene que

0 = [x, [x, x]] = [m+ a, πC([x, x])] = [m,πC([x, x])] + [a, πC([x, x])] =
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= dm(πC([x, x])) + adEa(πC([x, x])) = (dm + adEa)(πC([x, x]))

Notar que para cada a ∈ E1 se tiene que dm+adEa : Cn −→ En+1 es lineal. También que
para a = 0 se tiene que es inyectiva ya que su dominio es C(m). Luego existe un entorno
del cero en E1, U0∈E1 , tal que para cada a alĺı, dm + adEa es inyectiva. En particular en
C2(m). Con lo cual (dm + adEa)(πC([x, x])) = 0 implica πC([x, x]) = 0.
El entorno Um∈R := m+ U0∈E1 satisface el lema.

Corolario 11.7.5. Dado m ∈M . Si H2(E, dm) = 0 entonces M ′ es localmente igual a M .
Se tiene que existe un entorno de m parametrizado por U0∈Z1. Más aún, lo parametrizado
por H1 ∩ U0∈Z1 contiene un representante de cada clase de equivalencia.
(Recordar que x ∼ y ⇐⇒ ∃a ∈ C0 | x = eay).

Demostración. Como H2(E, dm) = 0 el lema (11.7.4) afirma que hay un entorno U de
m ∈ R donde M ∩ U = M ′ ∩ U . Del lema (11.7.2) existe otro entorno V de m ∈ R tal que
M ∩ U ∩ V = {m + z + φ(z) | z ∈ U0∈Z1}, o sea, que está parametrizado por U0∈Z1 .
Luego por el lema (11.6.5), se tiene que U ∩ V es difeomorfo a un producto de entornos
U0∈C0 × U0∈H1 × U0∈C1 .
En este caso, resulta {m + h + φ(h) | h ∈ H1 ∩ U0∈Z1} ∼= {0} × U0∈H1 × U0∈C1 ya que
para h ∈ H1 ∩ U0∈Z1 se tiene que m + h + φ(h) = e0(m + h + φ(h)). Luego para cada
h ∈ H1 ∩ U0∈Z1 se obtiene un representante distinto de cada clase de equivalencia.

Observación 11.7.6. Si H2(E, dm) no es cero, el conjunto algebraico M puede tener una
singularidad en m. La estructura en un entorno de m esta descrita por los ceros de una

función anaĺıtica V Ω|V−→ H2 con V ⊂ H1.

Definición 11.7.7. La función U0∈Z1
Ω−→ H2 se llama la función de obstrucción. Esta se

define utilizando U0∈Z1
φ−→ C1 del lema (11.7.2). Sea U0∈Z1

Ω−→ H2 tal que
Ω(z) := πH([z + φ(z), z + φ(z)]).
El conjunto K := {m+h+φ(h) | h ∈ H1∩U0∈Z1 , Ω(h) = 0} se llama la familia Kuranishi
de deformaciones de m.

Observación 11.7.8. El siguiente teorema demostrará que K es localmente completo en
m. En otras palabras; existe un entorno del 0 en H1 tal que cualquier elemento alĺı no-
obstruido representa una deformación local de m. Rećıprocamente cualquier deformación
local de m está representada por un elemento no-obstruido de ese entorno.

Teorema 11.7.9. Sea m ∈M y E = B(m)⊕H(m)⊕C(m) la descomposición de Hodge
con respecto a m.
(a) Existen funciones anaĺıticas U0∈Z1

φ−→ C1 y U0∈Z1
Ω−→ H2 con φ(0) = Ω(0) = 0 y un

entorno Um∈M tal que Um∈M = {m+ z + φ(z) | z ∈ U0∈Z1 , Ω(z) = 0}
(b) K es localmente completo, o sea, existen dos entornos U0∈C0 y Vm∈M tal que
U0∈C0 ×K −→ Vm∈M con (a, k) −→ eak es un homeomorfismo anaĺıtico.

Demostración. Empecemos arreglando los entornos. Sean U y V dos entornos en R de m
que satisfacen el lema (11.7.4), o sea alĺı M y M ′ coinciden. Del lema (11.7.2) obtenemos

la función anaĺıtica U0∈Z1
φ−→ C1 donde U ∩M = {m+ z + φ(z) | z ∈ U0∈Z1}.

Tomo un entorno en H1 del cero, U0∈H1 := H1 ∩ U0∈Z1 , luego del lema (11.6.5) se tiene
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que existen dos entornos (a parte de dos ya construidos) donde la función
U0∈C0 ×U0∈H1 ×U0∈C1

F−→ V | (a, h, u) −→ ea(m+h+u) es un homeomorfismo anaĺıtico.
Por último considero Ω la función de obstrucción.
Veamos la primera parte del teorema: como M y M ′ coinciden en U se tiene que
x ∈ U ∩M ⇐⇒ πB([x, x]) = πH([x, x]) = 0.
Pero πB([x, x]) = 0 ⇐⇒ x = m+ z + φ(z) para algún z ∈ U0∈Z1 .
Luego:

0 = πH([x, x]) ⇐⇒ 0 = πH([m+ z + φ(z),m+ z + φ(z)]) =

= πH(2dm(z + φ(z)) + [z + φ(z), z + φ(z)]) =

= πH(2dm(z + φ(z))) + πH([z + φ(z), z + φ(z)]) =

= πH([z + φ(z), z + φ(z)]) = Ω(z)

Defino Um∈M := U ∩M concluyendo la primera parte del teorema.
Para la segunda parte, notar que

F (a, h, u) = ea(m+ h+ u) ∈M ⇐⇒ F (0, h, u) = e0(m+ h+ u) = m+ h+ u ∈M

Dado que M y M ′ coinciden en V, se tiene con el mismo razonamiento anterior:

m+ h+ u ∈M ∩ V ⇐⇒ u = φ(h), Ω(h) = 0 ⇐⇒ m+ h+ u ∈ K

Recordar que h ∈ U0∈H1 ⊂ U0∈Z1 donde φ y Ω están bien definidas.
Conclusión, dado k ∈ K es de la forma m + h + u con u = φ(h) y Ω(h) = 0, luego dado
a ∈ U0∈C0 se tiene que

eak ∈ V ∩M ⇐⇒ ea(m+ h+ u) ∈ V ∩M ⇐⇒

F (a, h, u) ∈M ⇐⇒ F (0, h, u) ∈M ⇐⇒ m+ h+ u ∈ V ∩M ⇐⇒ k ∈ K

Observación 11.7.10. Notar que la elección de la familia Kuranishi no es canónica,
depende de la elección de la descomposición de Hodge y del entorno U0∈Z1 .
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12. Enfoque actual a la teoŕıa de deformaciones

Resumen

Empecemos con la teoŕıa de funtores de Artin. A cada problema de deformación se
le asocia un funtor de Artin que gobierna, al menos bajo un cuerpo de caracteŕıstica
cero, el problema. Cuando este funtor sea prorepresentable o cuando tenga una cápsula
(hull) se dirá que el problema de deformación está resuelto. Schlessinger desarrolló esta
teoŕıa en su tesis de doctorado siguiendo los lineamentos de Grothendieck. En la
actualidad la resolución de problemas de deformación se factoriza por las DGLA (en
realidad por una estructura mucho más flexible y general llamada L∞-álgebras).
Nos concentraremos en presentar los funtores de Artin y los funtores de Artin asociados
a cada DGLA aśı como la teoŕıa de obstrucciones que de ella se desprende. En lo
siguiente sólo se nombrarán resultados mas que demostraciones. Se siguió el art́ıculo
[16].

12.1. Funtores de anillos de Artin

Notación 12.1.1. Denotaremos por Art la categoŕıa de anillos locales Noetherianos com-
pletos con cuerpo residual k.
Art ⊂ Art a la subcategoŕıa plena de anillos Artinianos.
Dado S ∈ Art llamaremos ArtS a la categoŕıa de S-álgebras Artinianas con cuerpo residual
k y a ArtS la categoŕıa de S-álgebras locales Noetherianas completas con cuerpo residual
k.

Definición 12.1.2. Un funtor de anillos de Artin es un funtor covariante ArtS
F−→ Set

con S ∈ Art tal que F (k) = ∗

Observación 12.1.3. Dado R ∈ Art se tiene el funtor Art hR−→ Set tal que hR(A) =
homS−alg(R,A) el conjunto de morfismos de S-álgebras.

Definición 12.1.4. Un funtor ArtS
F−→ Set se dice prorepresentable si es isomorfo a hR

para algún R ∈ Art, o sea si es representable por un objeto fuera de la categoŕıa.

Notación 12.1.5. Llamaremos FunS := SetArtS a la categoŕıa de los funtores de anillos
de Artin. Por Yoneda tenemos que el funtor ArtopS −→ FunS | R −→ hR es plenamente
fiel y se tiene una biyección natural entre Nat(F, hR) ∼= F (R) con R ∈ ArtS

Observación 12.1.6. Dado que en ArtS existen los pullback, se tiene

B×
A
C

��

// C

��
B // A

p.b

Luego aplicando F ∈ FunS se tiene un morfismo F (B×
A
C)

η−→ F (B) ×
F (A)

F (C)

Definición 12.1.7. El funtor F se dice homogéneo si η es una biyección cada vez que
B � A es sobreyectiva. Notar que si F es prorepresentable se tiene que F es homogéneo
ya que el diagrama es un pullback y el hom conmuta con ĺımites finitos.
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Observación 12.1.8. Recordar que por Yoneda, todo pullback en la categoŕıa Art es
un pullback en la categoŕıa de funtores, y viceversa si los funtores son todos representa-
bles/prorepresentable.

Ejemplos 12.1.9. Veamos algunos ejemplos de funtores homogéneos

El funtor trivial F (A) := ∗ es homogéneo pues F (B) ×
F (A)

F (C) = ∗ luego η es una

biyección.

Sea M un S-módulo playo, definimos ArtS
M̂−→ Set como M̂(A) := M ⊗

S
mA donde

mA es el ideal maximal de A. M̂ resulta homogéneo pues
M ⊗

S
mB ⊗

M ⊗
S

mA

M ⊗
S
mC

∼= M ⊗
S
(mB ⊗

mA

mC) ya que M ⊗− es exacto.

Sea L0 un álgebra de Lie. Definimos el funtor Artk
exp(L0)−→ Gr como

exp(L0)(A) := exp(L0⊗
k
mA) la exponencial del álgebra de Lie nilpotente L0 ⊗mA

Definición 12.1.10. Un funtor F se dice funtor de deformación si η es sobreyectiva cada
vez que B −→ A es sobreyectiva y η es un isomorfismo cada vez que A = k. La noción de
funtor de deformación es más débil que la de funtor homogéneo.

Notación 12.1.11. Sea k[ε] := k[t]/t2 con la estructura trivial de S-álgebra dada por
S

π−→ k ↪→ k[ε]. Notar que dimk(k[ε]) = 2

Proposición 12.1.12. Sea F un funtor de deformación. El conjunto tF := F (k[ε]) ∼=
Nat(F, k[ε]) tiene una estructura natural de k-espacio vectorial. Más aún si F

φ−→ G es
un morfismo de funtores de deformación (o sea, una transformación natural) se tiene que
φ = φk[ε] : tF −→ tG es lineal.

Definición 12.1.13. F
φ−→ G se llama

no-ramificado si tF
φ−→ tG es inyectivo, o sea monomorfismo como transformación

k-lineal.

suave si cada vez B � A ∈ ArtS es epimorfismo

B

����

F (B)

��

φB // G(B)

��
A F (A)

φA // G(A)

≡

la flecha inducida por el pullback F (B) −→ F (A) ×
G(A)

G(B) es sobreyectiva.

etal si es no-ramificada y suave.

Observación 12.1.14. Si F
φ−→ G es suave entonces F (A)

φA−→ G(A) es sobreyectiva
para todo A ∈ ArtS . Sale del hecho que A −→ k es sobreyectiva, luego por ser funtores
de Artin, F (k) = G(k) = ∗, se tiene que F (A) −→ F (k) ×

G(k)
G(A) ∼= ∗×

∗
G(A) ∼= G(A) es

sobreyectivo.
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Observación 12.1.15. Si F
φ−→ G, H

ψ−→ G dos morfismos de funtores de deformación.

Si φ es suave y H prorepresentable entonces existe un morfismo τ tal que: F
φ // G

H

ψ

OO

∃τ

``@
@

@
@

A modo didáctico uno podŕıa pensar que es análogo a lo que pasa con los módulos proyec-
tivos y los epimorfismos.

Definición 12.1.16. Un funtor F se dice suave si F −→ ∗ es suave, en otras palabras,
para todo morfismo sobreyectivo de S-álgebras B −→ A, F (B) −→ F (A) es sobreyectivo.

Lema 12.1.17. Un funtor hR con R ∈ ArtS es suave ⇐⇒ R = S[[x1, . . . , xn]]

Lema 12.1.18. Sea F
φ−→ G no-ramificada con G homogéneo =⇒ F (A)

φA−→ G(A) es
inyectiva ∀A ∈ ArtS.

Corolario 12.1.19. Sea F
φ−→ G etal con G homogéneo entonces φ es un isomorfismo.

Observación 12.1.20. Definimos ∼ la relación de equivalencia en la categoŕıa de funtores
de deformación generada por los morfismos etales. Luego se obtiene que hR ∼ hT ⇐⇒
R ∼= T como S-álgebras.

12.2. Teoŕıa de Obstrucciones

Definición 12.2.1. Por una extensión pequeña nos referiremos a una sucesión exacta
corta:

e : 0 −→M −→ B
φ−→ A −→ 0

donde φ ∈ ArtS y M es un ideal de B anulado por mB su ideal maximal. En particular,
M es un espacio vectorial sobre B/mB

∼= k.

Definición 12.2.2. Sea F un funtor de anillos de Artin, una teoŕıa de obstrucción (V, v)
para F es un k-espacio vectorial V llamado el espacio de obstrucción y para toda extensión
pequeña en ArtS

e : 0 −→M −→ B −→ A −→ 0

una transformación de obstrucción F (A) ve−→ V ⊗
k
M que satisface las siguientes propiedades:

Si ξ ∈ F (A) puede extenderse a ξ ∈ F (B) entonces ve(ξ) = 0

Para todo morfismo de extensiones pequeñas e1
α−→ e2, o sea,

e1 : 0 // M1
//

αM

��

B1
//

αB

��

A1
//

αA

��

0

e2 : 0 // M2
// B2

// A2
// 0
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se tiene ve2F (αA) = (V ⊗ αM )ve1 , en diagramas:

F (A1)
ve1 //

F (αA)

��
≡

V ⊗
k
M1

V⊗αM

��

F (A2) ve2

// V ⊗
k
M2

dicho de otro modo, si consideramos a los funtores de deformación con dominio en
la categoŕıa de extensiones pequeñas, o sea,
F (e) := F (A) y (V ⊗

k
−)(e) := V ⊗

k
M , se tiene F v−→ V ⊗

k
−, una transformación

natural.

Observación 12.2.3. Notar que si F es suave, o sea, F (B) −→ F (A) es sobreyectivo cada
vez que B −→ A es sobreyectivo, se tiene que todas las transformaciones de obstrucción
son nulas, ya que la condición uno se satisface siempre, pues al ser F (B) −→ F (A)
sobreyectivo, dado ξ ∈ F (A) existe ξ′ ∈ F (B) que va a parar a ξ.

Definición 12.2.4. Una teoŕıa de obstrucción (V, v) de F se dice completa si vale el
rećıproco de la condición uno, o sea, si ve(ξ) = 0 ⇐⇒ la extensión existe.

Observación 12.2.5. Si F admite una teoŕıa de obstrucciones completa, esta no es única
pues siempre se puede agrandar el espacio vectorial de (V, v) consiguiendo otra teoŕıa de
obstrucción. Con lo cual será de interés encontrar una teoŕıa de obstrucción minimal.

Definición 12.2.6. Un morfismo de teoŕıas de obstrucción (V, v) −→ (W,w) para F es
una transformación lineal V θ−→ W tal que w = θv. O sea, que para toda extensión
pequeña e el siguiente diagrama conmute:

F (A)
ve //

we ##GGGGGGGGG
V ⊗

k
M

θ⊗M
��

≡

W ⊗
k
M

Una teoŕıa de obstrucción (OF , ob) se dirá universal si es el objeto cero, o sea, para
cualquier otra teoŕıa de obstrucción (V, v) existe un único morfismo (OF , ob) −→ (V, v).

Observación 12.2.7. Si existe una teoŕıa de obstrucción universal claramente es única: si
(OF , ob) y (O′

F , ob
′) son dos teoŕıas de obstrucción universales, existirán cuatro morfismos

únicos, las dos identidades y (OF , ob)
f−→ (O′

F , ob
′) y (O′

F , ob
′)

g−→ (OF , ob). Pero fg
y gf son otros dos que las identidades. Luego por unicidad de morfismos deben ser las
identidades haciendo que las teoŕıas sean isomorfas.

Teorema 12.2.8. Sea F un funtor de deformación entonces tiene una teoŕıa de obstruc-
ción universal (OF , ob). Más aún es completa y todo elemento del k-espacio vectorial OF
es de la forma obe(ξ) para alguna extensión principal e : 0 −→ k −→ B −→ A −→ 0 y
algún ξ ∈ F (A)
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Observación 12.2.9. Si F no es un funtor de deformación en general no posee una teoŕıa
de obstrucción completa.

Definición 12.2.10. Sea F
φ−→ G un morfismo de funtores de deformación y (V, v), (W,w)

sus respectivas teoŕıas de obstrucciones. Diremos que el morfismo (V, v) τ−→ (W,w) es com-
patible con φ si wφ = τv. En otras palabras, que el siguiente diagrama conmute para toda
extensión pequeña e:

F (A)
ve //

φA

��

V ⊗
k
M

τ⊗M
��

G(A)
we // W ⊗

k
M

≡

Proposición 12.2.11. Sea F
φ−→ G un morfismo de funtores de deformación y

(V, v) τ−→ (W,w) un morfismo compatible. Si (V, v) es completa, V τ−→ W inyectiva y

tF
φ−→ tG suryectiva entonces φ es suave.

Observación 12.2.12. La composición wφ = τv tal que a cada extensión pequeña le
asigna weφA da lugar a una teoŕıa de obstrucción (W,wφ) para F , con lo cual existe un
único morfismo OF −→W . En particular esto pasa para la obstrucción universal de G, o
sea, (OG, obGφ) es una teoŕıa de obstrucción para F haciendo que exista un único morfismo

OF
o(φ)−→ OG. Luego todo morfismo F

φ−→ G induce dos transformaciones lineales, una entre

los tangentes tF
φ−→ tG y otra entre los espacios de obstrucción OF

o(φ)−→ OG.

Proposición 12.2.13. F
φ−→ G es suave ⇐⇒ tF

φk[ε]−→ tG es suryectiva y OF
o(φ)−→ OG es

inyectiva. En particular, F es suave ⇐⇒ OF = 0.

Lema 12.2.14. F
φ−→ G

ψ−→ H morfismos de funtores de deformación. Se tiene que:

Si φ, ψ suaves =⇒ ψφ también.

Si ψφ, ψ suaves =⇒ ψ también.

Si ψφ suave y tF −→ tG sobreyectiva =⇒ OF
o(φ)−→ OG es un isomorfismo.

Si φ suave =⇒ OF
o(φ)−→ OG es un isomorfismo.

12.3. Funtores de grupos sobre anillos de Artin

Definición 12.3.1. Consideremos la siguiente situación; ArtS
F−→ Set un funtor de de-

formación, ArtS
G−→ Gr un funtor de grupos sobre anillos de Artin suave (se tiene que si la

caracteŕıstica del cuerpo es cero, que es nuestro caso, la suavidad es automática). Diremos
que G actúa en F si se tiene una acción natural de G en F , o sea, dado B ∈ ArtS existe
una acción G(B)× F (B) ∗B−→ F (B) y tal que el siguiente diagrama en Set conmuta:

B

x

��

G(B)× F (B)
∗B //

G(x)×F (x)

��

F (B)

F (x)

��
A G(A)× F (A) ∗A

// F (A)

≡
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En particular se tiene una acción del grupo tG en el k-espacio vectorial tF . Denotemos por
tG

ν−→ tF al morfismo multiplicar por cero, o sea, g −→ g∗0. Notar que no necesariamente
la acción en el cero actúa de forma trivial.

Lema 12.3.2. El morfismo ν es lineal y la acción de tG en tF es por traslación, o sea,
g ∗ f = ν(g) + f =: g ∗ 0 + f

Lema 12.3.3. El funtor cociente D = F/G es un funtor de deformación. También se
tiene que coker ν = tD, la proyección F π−→ D es suave (=⇒ OF ∼= OD) y para toda (V, v)
teoŕıa de obstrucción de F , el funtor G actúa trivialmente sobre los morfismos ve, o sea,
que ve(a) = ve(g ∗ a) (para toda e extensión pequeña), en diagrama seŕıa:

G(A)× F (A)
∗A //

π2

��

F (A)

ve

��

F (A) ve
// V ⊗

k
M

≡

12.4. Funtores de deformación asociados a una DGLA

Observación 12.4.1. Sea E = ⊕Ei una DGLA sobre un cuerpo k de caracteŕıstica cero.
Podemos asignarle tres funtores:

El funtor de acción Artk
GE−→ Gr tal que GE(A) := exp(E0⊗

k
mA). Este funtor es

homogéneo y suave. Notar que E0⊗
k
mA es un álgebra de Lie nilpotente, luego se le

puede asignar una estructura de grupo.

El funtor de Maurer-Cartan Artk
MCE−→ Set tal que MCE(A) := {a ∈ E1 ⊗ mA |

da+ 1
2 [a, a] = 0}. Este funtor es homogéneo. Si E es abeliana MCE es suave.

Dado que E ⊗mA es una DGLA con (E ⊗mA)0 nilpotente se tiene que existe una
acción del funtor GE sobre MCE . Llamamos a DefE := MCE/GE el funtor de
deformación asociada a E. En general DefE no es homogéneo, pero śı es un funtor
de deformación.

Todo morfismo de DGLA, E α−→ L, induce morfismos de funtores GE −→ GL,
MCE −→ MCL. Estos morfismos son compatibles con la acción y por lo tanto inducen
un morfismo entre los funtores de deformación DefE −→ DefL.

Observación 12.4.2. Nombremos los tangentes y las teoŕıas de obstrucción de los fun-
tores recién construidos:

GE es suave, luego OGE
= 0 y su tangente es tGE

= L0 ⊗ k[ε].

El tangente de MCE es tMCE
= {a ∈ L1 ⊗ k[ε] | da+ 1

2 [a, a] = 0} = Z1(E)⊗ k[ε].
(H2(E), v) es una teoŕıa de obstrucción completa para MCE , donde v se define de la
siguiente manera: sea e : 0 −→ M −→ B −→ A −→ 0 una extensión pequeña, para
x ∈ MCE(A) ⊂ L1 ⊗mA consideramos algún levantamiento de x a x̂ ∈ L1 ⊗mB,
luego definimos h := dx̂ + 1

2 [x̂, x̂]. Sea ve(x) := [h] ∈ H2(E) ⊗M . Se tiene que v
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está bien definida; no depende del levantamiento de x.

Dada E
φ−→ L morfismo de DGLA la función lineal H2(E)

H2(φ)−→ H2(L) induce un

morfismo sobre los espacios de obstrucción compatible con MCE
φ−→MCL.

Notar que cuando la extensión pequeña e es 0 −→ k
t2−→ k[t]/t3 −→ k[ε] −→ 0

se tiene que Z1(E)⊗ k[ε] = tMCE

ve−→ H2(E) es x⊗ ε
ve−→ 1

2 [x, x] ∈ H2(E).

El espacio tangente de DefE es tDefE
= H1(E).

Una teoŕıa de obstrucción completa para DefE es, aprovechando que
MCE

π−→ DefE es suave, (H2(E), o), donde oe(x) = ve(x′) con x ∈ DefE(A) y
x′ ∈MCE(A) un levantamiento de x.

En particular, para la extensión e : 0 −→ k
t2−→ k[t]/t3 −→ k[ε] −→ 0 se tiene que

oe(x) = 1
2 [x, x]

Observación 12.4.3. Si H2(E) = 0 o [E1, E1] ⊂ B2(E) o [Z1(E), Z1(E)] = 0 se tiene
que MCE es suave. Por otro lado si MCE es suave, entonces [Z1(E), Z1(E)] ⊂ B2(E).

Observación 12.4.4. Si E es formal, MCE es suave ⇐⇒ [Z1(E), Z1(E)] ⊂ B2(E).

Teorema 12.4.5. Sea E
φ−→ L un morfismo de DGLA y sea H i(E)

Hi(φ)−→ H i(L) el
morfismo inducido en la cohomoloǵıa. Entonces, si H1(φ) es biyectivo y H2(φ) es inyectivo,
DefE −→ DefL es etal. Más aún, si H0(φ) es sobreyectivo, DefE −→ DefL es un
isomorfismo.

Corolario 12.4.6. Sea E
φ−→ L un cuasi-isomorfismo de DGLA entonces el morfismo

inducido DefE −→ DefL es un isomorfismo.

Observación 12.4.7. Si E es formal, DefE es suave ⇐⇒ H1(E)×H1(E)
[ , ]−→ H2(E) es

cero.

Observación 12.4.8. Si H0(E) = 0 entonces DefE es homogéneo.
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13. Ejemplos de DGLA

Empecemos primero demostrando que la DGLA introducida en la sección de coálgebras
es realmente una DGLA.
Para esto utilizaremos un resultado de [5]§5.

Definición 13.0.9. Un sistema pre-Lie (V m, ◦i) es una sucesión V −1, V 0, . . . , V m de A-
módulos y morfismos de A-módulos ◦i : V m ⊗ V n −→ V m+n con i 6 m tales que:

(fm ◦i gn) ◦j hp =
{

(fm ◦j hp) ◦i+p gn si 0 6 j < i
fm ◦i (gn ◦j−i hp) si i 6 j 6 n+ 1

donde fm ∈ V m, gn ∈ V n y hp ∈ V p.
Definiendo fm ◦ gn :=

∑m
i=0(−1)nifm ◦i gn y fm ◦ gn = 0 si m < 0, se tiene que

[fm, gn] := f ◦ g − (−1)nmg ◦ f da una estructura de álgebra de Lie graduada en
⊕
V i.

Ejemplo 13.0.10. Sea V m := homk(C,C⊗m+1) y fm◦ign := (id⊗. . .⊗id⊗g⊗id . . . id)f .
Veamos que es un sistema pre-Lie:
(denotaré con un sub́ındice la posición de cada coordenada).
Sea f ∈ V m, g ∈ V n, h ∈ V p =⇒
Empecemos con 0 6 j < i:

(f◦ig)◦jh = (id0⊗. . .⊗idj−1⊗h⊗idj+1 . . .⊗idn+m)(id0⊗. . .⊗idi−1⊗g⊗idi+1 . . .⊗idm)f =

= (id0 ⊗ . . .⊗ idj−1 ⊗ h⊗ idj+1 ⊗ . . .⊗ idi−1 ⊗ g ⊗ idi+1 ⊗ . . .⊗ idm)f =

= (id0⊗ . . .⊗ idi+p−1⊗ g⊗ idi+p+1 . . .⊗ idm+p)(id0⊗ . . .⊗ idj−1⊗h⊗ idj+1 . . .⊗ idm)f =

= (fm ◦j hp) ◦i+p gn

Veamos ahora el caso i 6 j 6 n+ 1:

(f◦ig)◦jh = (id0⊗. . .⊗idj−1⊗h⊗idj+1 . . .⊗idn+m)(id0⊗. . .⊗idi−1⊗g⊗idi+1 . . .⊗idm)f =

= (id0 ⊗ . . .⊗ idi−1 ⊗ (id0 ⊗ . . .⊗ idj−i−1 ⊗ h⊗ idj−i+1 . . .⊗ idn)g ⊗ idi+1 . . .⊗ idm)f =

= fm ◦i (gn ◦j−i hp)
Luego se tiene que si C es una coálgebra coasociativa, E :=

⊕
n>0 homk(C,C⊗n+1)[−n],

con el corchete [f, g] := f ◦ g − (−1)fgg ◦ f donde

f ◦ g :=
f∑
i=0

(−1)ig(id⊗ . . . id⊗ g ⊗ id . . .⊗ id)f ∈ homk(C,C⊗f+g)

es una DGLA con diferencial de (co)-Hochschild d corrido en uno. Con el corchete recién
construido resulta que d = [−,4].
Si a C se lo ve como un espacio vectorial, se tiene que f ∈ homk(C,C⊗2) (o sea, de
grado uno) cumple [f, f ] = 0 ⇐⇒ f define una comultiplicación coasociativa para C, pues
[f, f ] = 0 ⇐⇒ f ◦ f + f ◦ f = 0 ⇐⇒ f ◦ f = 0 ⇐⇒ (idC ⊗ f)f = (f ⊗ idC)f .
(Recordar que la caracteŕıstica de k es cero).
Más aún, dada una comultiplicación 4, todas las f ∈ homk(C,C⊗2) | [f,4] + 1

2 [f, f ] = 0
representan las estructuras de coálgebras coasociativas que pueden obtenerse mediante
deformaciones de 4. Recordar que df + 1

2 [f, f ] = 0 equivale a decir que 4 + f es una
estructura de coálgebra coasociativa en C (11.1.7).
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Ejemplo 13.0.11. Para el caso asociativo se utiliza la DGLA construida a partir del
complejo de Hochschild. La demostración de que es realmente una DGLA es análoga a la
anterior y se encuentra en la literatura, más precisamente en [5].
E :=

⊕
n>0 homk(A⊗n+1, A)[−n], con diferencial de Hochschild (corrido en uno) y el

corchete: [f, g] := f ◦ g − (−1)fgg ◦ f donde

(f ◦g)(a0⊗. . .⊗af+g) :=
f∑
i=0

(−1)igf(a0⊗. . .⊗ai−1⊗g(ai⊗. . .⊗ai+g)⊗ai+g+1⊗. . .⊗af+g)

Este corchete se llama el corchete de Gerstenhaber.
Nuevamente, dada f de grado uno tal que [f, f ] = 0 resulta que f es una multiplicación
asociativa para A, pues [f, f ] = 0 ⇐⇒ f ◦ f = 0 ⇐⇒ f(idA ⊗ f) = f(f ⊗ idA). Más aún
dado f de grado uno tal que cumpla la ecuación de Maurer-Cartan, se tiene que f es una
deformación del producto original de A.
Vale la pena nombrar que si se tiene un álgebra asociativa y conmutativa, en la practi-
ca se utiliza mucho deformarla olvidando la conmutatividad, dando lugar a importantes
resultados en la f́ısica teórica, más precisamente en la teoŕıa de unificación, teoŕıa de cuer-
das, de campos, etc. (ver trabajos de Kontsevich o, en general, trabajos que traten sobre
Deformation Quantization).
Dado que E0 = endk(A) se tiene que dos estructuras de álgebra asociativa son equivalentes
si existe un automorfismo sobre el espacio vectorial subyacente tal que las estructuras co-
inciden. Dicho de otra manera, que halla un cambio de base tal que las multiplicaciones
sean iguales.

Ejemplo 13.0.12. Para el caso de deformaciones de morfismos de álgebras o de estruc-
turas de módulos si bien la DGLA es parecida, tuve que inventarla porque no la encon-
tré en la literatura. Se toma E :=

⊕
n>0 homk(A⊗n, B)[−n] el complejo de Hochschild con

el diferencial usual viendo a B como A-bimódulo (recordar que en nuestro caso se tiene

un morfismo de k-álgebras A
φ−→ B dándole la estructura a B) y el corchete definido por

el producto cup:

fm ` gn(a1 ⊗ . . .⊗ am ⊗ b1 ⊗ . . .⊗ bn) := fm(a1 ⊗ . . .⊗ am)gn(b1 ⊗ . . .⊗ bn)

Luego E resulta una k-álgebra asociativa graduada de tipo Z compatible con la diferencial,
d(fm ` gn) = dfm ` gn + (−1)mfm ` dgn. Se la da a E la estructura de k-álgebra
asociativa graduada diferencial (ver [5]§7) con el diferencial d. Tomando el conmutador se
tiene una DGLA.
Para el caso de módulos en vez de tomar B se toma endk(M).
Notar que los elementos de grado uno son morfismos k-lineales entre las k-álgebras.
También notar que E0, el álgebra de Lie cuyo grupo actúa en E1 (y en el espacio de las
soluciones de Maurer-Cartan) es (B, [−,−]). En el caso de módulos, el grupo en cuestión
es autk(M). En el caso general de una k-álgebra asociativa B (de dimensión finita) el
grupo son las unidades de B actuando por conjugación b−1ψb ∈ E1, (ver 4).
Dado que el morfismo de álgebras φ le da estructura de bimódulo a B se tiene que el
diferencial correcto para la DGLA E es d̂ := d− [φ,−]. Con este diferencial resulta que los
f ∈ E1 que cumplan Maurer-Cartan serán aquellos morfismos k-lineales que son morfismos
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de k-álgebras:

0 = (d̂f +
1
2
[f, f ])(a⊗ b) = (df − [φ, f ] + f ` f)(a⊗ b) =

= a · f(b)− f(ab) + f(a) · b− [φ, f ](a⊗ b) + f(a)f(b) =

= φ(a)f(b)− f(ab) + f(a)φ(b)− [φ, f ](a⊗ b) + f(a)f(b) =

= −f(ab) + ([φ, f ]− [φ, f ])(a⊗ b) + f(a)f(b) = −f(ab) + f(a)f(b)

Luego A
f−→ B es morfismo de álgebras.

Más aún, dado un morfismo de álgebras ψ, por ejemplo puede ser el mismo φ, se tiene
que sus deformaciones locales ψ + f serán aquellas que cumplan Maurer-Cartan para
dψ := d̂+ adEψ = d̂+ [ψ,−]:
Por un lado

(dψf +
1
2
[f, f ])(a⊗ b) = 0 ⇐⇒ (d̂f + [ψ, f ])(a⊗ b) + f(a)f(b) = 0 ⇐⇒

(df − [φ, f ] + [ψ, f ])(a⊗ b) + f(a)f(b) = 0 ⇐⇒ −f(ab) + [ψ, f ](a⊗ b) + f(a)f(b) = 0.

Por otro

d̂(ψ + f) +
1
2
[ψ + f, ψ + f ] = −(ψ + f)(ab) + (ψ + f)(a)(ψ + f)(b) =

= −ψ(ab)− f(ab) + (ψ(a) + f(a))(ψ(b) + f(b)) =

= −ψ(ab)− f(ab) + ψ(a)ψ(b) + f(a)ψ(b) + f(a)ψ(b) + f(a)f(b) =

= −f(ab) + f(a)ψ(b) + f(a)ψ(b) + f(a)f(b).

En otras palabras, f cumple Maurer-Cartan para dψ ⇐⇒ f +ψ lo cumplen para d̂, o sea,
⇐⇒ f + ψ es un morfismo de álgebra.

Ejemplo 13.0.13. Para el caso de deformaciones de álgebras de Lie la DGLA utilizada es
bastante conocida y se encuentra en la literatura, [18]. E :=

⊕
n>0 homk(

∧n+1 L,L)[−n].
El diferencial es el de Chevalley-Eilenberg corrido en uno y el corchete llamado
de Nijenhuis: [f, g] := f ∧ g − (−1)fgg ∧ f donde

(f ∧ g)(a0 ∧ . . . ∧ af+g) :=
∑
η

sgn(η)f(g(aη(0) ∧ . . . ∧ aη(g)) ∧ aη(g+1) ∧ . . . ∧ aη(f+g))

la suma se toma sobre todas las permutaciones η tales que
η(0) < . . . < η(g) y η(g + 1) < . . . < η(f + g)
Con esta estructura se tiene un álgebra de Lie diferencial graduada.
Notar que E0 = endk(L) luego el grupo que actúa (dimk L < ∞) es autk(L), o sea, dos
estructuras serán equivalentes si existe un cambio de base del espacio vectorial subyacente
a L tal que las estructuras de Lie sean isomorfas.
Al igual que con las álgebras asociativas, se tiene que f ∈ E1 | [f, f ] = 0 ⇐⇒ f define
una estructura de álgebra de Lie en L. Más aún si µ es una estructura de Lie se tiene que
d = [−, µ] y por consiguiente sus deformaciones locales µ+ f serán aquellas que cumplan
0 = [f, µ] + 1

2 [f, f ] = [µ+ f, µ+ f ], o sea, f ∈ E1 | µ+ f estructura de Lie.
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Ejemplo 13.0.14. Nombremos aqúı un ejemplo que no fue tratado expĺıcitamente pero
es fácilmente deducible del de morfismos de álgebras de Lie tomando como B = glk(V ):
cuando uno tiene una representación V de un álgebra de Lie L, se tiene un morfismo de
k-álgebras de Lie L

ρ−→ glk(V ).
La DGLA que gobierna las deformaciones de ρ es E :=

⊕
n>0 homk(

∧n L, glk(V ))[−n] el
complejo de Chevalley-Eilenberg. El corchete lo defino inspirado en el de Nijenhuis:

[fm, gn](a1 ∧ . . .∧ an+m) :=
∑
η

η1<...<ηm
ηm+1<...<ηm+n

sgn(η)[f(aη1 ∧ . . .∧ aηm), g(aηm+1 ∧ . . .∧ aηm+n)]

Notar por ejemplo que si f, g ∈ E1 =⇒ [f, g](a, b) = [f(a), g(b)]− [f(b), g(a)].
También 1

2 [f, f ](a, b) = 1
2([f(a), f(b)]− [f(b), f(a)]) = [f(a), f(b)].

Utilizando d el diferencial del complejo, defino d̂ := d − [ρ,−] convirtiendo a E en una
DGLA. Haciendo una cuenta larga4 se obtiene que este corchete se lleva bien con el difer-
encial d creando aśı la estructura deseada.
Los morfismos lineales que cumplan Maurer-Cartan serán aquellos que sean morfismos de
Lie entre L y glk(V ), pues

0 = (d̂f +
1
2
[f, f ])(a, b) = ([ρ(a), f(b)]− [ρ(b), f(a)]− f([a, b]))

−([f(a), ρ(b)]− [f(b), ρ(a)]) + [f(a), f(b)] = [ρ(a), f(b)]− [ρ(b), f(a)]− f([a, b])

+[ρ(b), f(a)]− [ρ(a), f(b)] + [f(a), f(b)] = −f([a, b]) + [f(a), f(b)]

Más aún, dado un morfismo de Lie ψ, sus deformaciones locales serán aquellos
f ∈ E1 | dψf + 1

2 [f, f ] = 0 donde dψ = d̂+ [ψ,−]. Recordar que f cumple Maurer-Cartan
para dψ ⇐⇒ ψ + f lo cumplen para d̂. En otras palabras, f es una deformación local de
ψ ⇐⇒ ψ + f de un morfismo de Lie.
Notar que si ψ = ρ =⇒ dρ = d̂+ [ρ,−] = d− [ρ,−] + [ρ,−] = d.
Supongamos ahora que el álgebra L es abeliana, o sea, que su corchete es nulo. Entonces
se tendrá que df(a, b) = a ·f(b)−b ·f(a)−f([a, b]) = [ρ(a), f(b)]− [ρ(b), f(a)] = [ρ, f ](a, b).
Luego la condición de Maurer-Cartan para deformaciones locales de ρ se traduce en
dρf + 1

2 [f, f ] = df + 1
2 [f, f ] = [ρ, f ] + 1

2 [f, f ] = 0.
En otra palabras,

0 = [ρ, f ] +
1
2
[f, f ](a, b) = [ρ(a), f(b)]− [ρ(b), f(a)] + [f(a), f(b)]

Observemos la siguiente aplicación:
Claramente f = ρ cumple la ecuación de Maurer-Cartan pues es morfismo de Lie, en
particular se tiene 1

2 [ρ, ρ] = 0.
Calculemos su imagen {1

2 [ρ, ρ](x, y) | x, y ∈ L} = {[ρ(x), ρ(y)] | x, y ∈ L} =
{XY = Y X | X,Y ∈ im(ρ) ⊂Mn(k)} pues [ρ, ρ] ≡ 0.
O sea, para cualquier par de matrices de la imagen de ρ, éstas conmutan.
En particular si L tiene dimensión finita, n, el conjunto reciente es el conjunto de nmatrices
conmutantes dos a dos; basta definir a ρ es una base.

4No la he controlado ni corregido.
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Deformemos localmente ρ con alguna f , o sea [ρ, f ] + 1
2 [f, f ] = 0.

Recordar df + 1
2 [f, f ] = 0 ⇐⇒ [ρ+ f, ρ+ f ] = 0.

Luego la imagen es

{1
2
[ρ+ f, ρ+ f ](x, y) | x, y ∈ L} = {[ρ(x) + f(x), ρ(y) + f(y)] | x, y ∈ L} =

= {(X + ε)(Y + δ) = (Y + δ)(X + ε) | X,Y ∈ im(ρ) ⊂Mn(k), ε, δ ∈ im(f) ⊂Mn(k)}

Luego si f es una deformación de ρ las matrices de su imagen son pequeñas perturbaciones
a las matrices de ρ tal que sigan permutando y viceversa pues el último conjunto afirma
que [ρ+ f, ρ+ f ] ≡ 0.
En conclusión el espacio de moduli para ρ es

M0 = {f ∈ E1 | (X + ε)(Y + δ) = (Y + δ)(X + ε), X, Y ∈ im(ρ), ε, δ ∈ im(f)}

Al igual que el espacio de moduli para las representaciones del álgebra abeliana L de
dimensión n es:

M0 = {ψ ∈ E1 | XY = Y X, X, Y ∈ im(ψ)}

Por último supongamos que ρ es ŕıgida y que dimk(im(ρ)) = r > 1, luego existen r matrices
X1, . . . , Xr que la generan y conmutan dos a dos. Ya vimos que si εi ∈ Mn(k) perturban
las Xi (1 6 i 6 r) existe f ∈ E1 una deformación de ρ tal que im(f) =< εi >

r
1.

Pero ahora, al ser ρ ŕıgida, se tiene que ρ+ f ∼ ρ y por consiguiente
∃C ∈ GLn(k) | C−1(Xi + εi)C = Xi.

Ejemplo 13.0.15. En el ejemplo de deformaciones de módulos graduados diferenciales
al igual que de álgebras graduadas diferenciales, las DGLA que aparecen están bastante
claras. Veamos el caso de módulos, en el próximo ejemplo veremos el de álgebras:
Sea A una k-álgebra graduada y (M,d) un A-módulo graduado. Cuando hablamos de
deformar un módulo diferencial, nos referimos a deformar el diferencial dejando fija la
estructura de módulo. Si bien parece arbitrario qué se elige en cada caso de deformación,
es la forma en que la literatura lo ha tratado.
Sea E := (end•A(M), [−,−], add) = (gl•A(M), add).
Todo f ∈ E1 | [f, f ] = 0 será un diferencial admisible en M pues
[f, f ] = 0 ⇐⇒ ff + ff = 0 ⇐⇒ f2 = 0.
Dado el diferencial d de M , las deformaciones locales serán d+ f ⇐⇒ f cumple Maurer-
Cartan para el diferencial add, esto es pues [d, f ] + 1

2 [f, f ] = [d+ f, d+ f ].
Luego d+ f es un diferencial para M ⇐⇒ f cumple Maurer-Cartan para add.
Notar que dos diferenciales se dirán equivalentes si existe φ ∈ aut0k(M) | d′ = φ−1dφ.
Por último, observemos lo siguiente: el caso de módulos graduados diferenciales puede
extenderse fácilmente a las deformaciones de haces (de módulos diferenciales graduados)
sobre un espacio topológico X. De hecho todos los ejemplos tratados son generalizados
como haces.
Tomemos una variedad diferenciable X. Luego se tiene definido, por ejemplo, el haz de
complejos de De Rham. Luego las nociones de rigidez y trivialidad siguen siendo válidas
pero localmente. Por ejemplo, un diferencial d se dirá localmente ŕıgido en x ∈ X si existe
un entorno U de x tal que d|U es ŕıgido. También se tiene la noción de localmente trivial,
d se dirá localmente trivial en x si existe un entorno U tal que d|U es trivial. En el caso de
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deformaciones formales se puede decir un poco más, pues si d =
∑∞

0 tidvi es localmente
trivial se tiene que existe un endomorfismo ϕU de grado cero tal que

d1 = add|U (ϕU ) = [d|U , ϕU ]

Notar que no necesariamente existe un ϕ sobre todo X tal que d1 = [d, ϕ]. En otras
palabras, si bien un diferencial puede ser localmente ŕıgido o localmente trivial ∀x ∈ X no
significa que sea globalmente ŕıgido o globalmente trivial.

Ejemplo 13.0.16. En el caso de A un álgebra graduada diferencial, la DGLA utilizada
es E := (D•k(A), add).
Se tiene, nuevamente, que los f ∈ E1 | [f, f ] = 0 serán todas las diferenciales posibles para
A (recordar que son derivaciones).
También dos diferenciales se dirán equivalentes si pertenecen a la misma orbita por G (el
grupo cuyo álgebra de Lie es D0

k(A)) donde G = aut0k−alg(A) ⊂ aut0k(A).

Ejemplo 13.0.17. Nombremos una DGLA que gobierna el problema de deformar las
estructuras de variedad compleja [16]. Esta es la teoŕıa de Kodaira-Spencer en el contexto
DGLA: sea TM el espacio tangente holomorfo de una variedad compleja M .
Sea KS(M) :=

⊕
Γ(M,A0,p(TM ))[−p] munido del diferencial de Dolbeault. Si z1, . . . , zn

son coordenadas holomorfas locales, se tiene [φ, dzI , ψ, dzJ ] = [φ, ψ]dzI ∧dzJ donde φ, ψ ∈
A0,0(TM ) y I, J ∈

∧∗{1, . . . , n}.

Ejemplo 13.0.18. Sea S
f−→ T un morfismo de k-álgebras asociativas. Definamos dos

funtores de deformación (infinitesimal) para problemas en principio distintos (veremos que
hay una transformación natural entre ambos):
El primer funtor Def1 es el asociado a E, la DGLA que introduje para el problema de
deformar el morfismo f (dejando las álgebras S y T fijas).

El segundo funtor Art
Def2−→ Set será el correspondiente al problema de deformar f y T

dejando fija al álgebra S. Recordar que Art es la categoŕıa de anillos de Artin con cuerpo
residual k (12.1.1).
Veamos un poco los funtores de deformación en la teoŕıa de deformar morfismos en el
contexto de geometŕıa algebraica [22] y luego pasando por el caso af́ın lo traduciremos al
caso algebraico.
Sea X

f−→ Y un morfismo de esquemas algebraicos, y sea A ∈ Art.
Una familia infinitesimal de deformaciones de f parametrizada por A es

X //

f

��

X
F

��
Y //

��

Y
ψ

��

p.b

spec(k) // spec(A)

p.b

donde ψ, ψF playas. Si se reemplaza spec(A) por un esquema punteado (S, s) se tendrá una
familia de deformaciones de f . Esencialmente una deformación de f es un morfismo F en-
tre deformaciones de X y de Y tal que la restricción de F a la fibra cerrada es f .
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La noción de deformación trivial será cuando X F−→ Y ≡ X × S
f×S−→ Y × S, de esta

manera se tiene también la noción de rigidez que es que toda deformación sea equivalente
a la trivial.
La equivalencia entre estas deformaciones es la existencia de isomorfismos que hagan con-
mutar el siguiente diagrama:

X //

f

��

&&MMMMMMMMMMMM X

F

��

X ′

F ′

��

88qqqqqqqqqqqq

Y //

&&MMMMMMMMMMMM

��

Y

ψ

��

Y ′

88qqqqqqqqqqqqq

ψ′

��

spec(k) //

%%LLLLLLLLLL
spec(A)

spec(A′)

99rrrrrrrrrr

Dada una extensión pequeña (12.2.1) 0 −→ k −→ Â −→ A −→ 0 se dirá que se tiene una
extensión de una deformación dada cuando ([22]§3.4 pp.186):

X //

f

��

X

F

��

// X̂

F̂
��

Y //

��

Y

ψ

��

p.b

// Ŷ

ψ̂
��

p.b

spec(k) // spec(A)

p.b

// spec(Â)

p.b

con ψ̂, ψ̂F̂ playas. Claramente la extensión define una deformación de f .
Veamos dos casos particulares. El primero será deformar sólo el morfismo dejando X e Y
fijos y el segundo variando también Y .
Una deformación de f con X e Y fijos será:

X //

f

��

X × S

F
��

Y //

��

Y × S

π2

��

p.b

spec(k) // S

p.b
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Luego se define el funtor de anillos de Artin
Deff (A) := {deformaciones de f sobre spec(A) dejando fijos X y Y }/ ∼
Una deformación de f con X fijo será

X //

f

��

X × S

F
��

Y //

��

Y
ψ

��

p.b

spec(k) // S

p.b

Se define el funtor de anillos de Artin
Deff,Y (A) := {deformaciones de f sobre spec(A) dejando X fijo}/ ∼
Pasemos ahora a las deformaciones infinitesimales de morfismos de álgebras: recordar que
hemos construido una DGLA para el problema de deformar un morfismo S

f−→ T de
k-álgebras asociativas dejando S y T fijos, con lo cual el funtor asociado a este problema
ya lo tenemos: sea (A,mA) ∈ Art =⇒ Def1(A) := MCE(A)/GE(A) donde

MCE(A) = {x ∈ E1 ⊗mA | dx+
1
2
[x, x] = 0}

GE(A) = exp(E0 ⊗mA) := {ex | x ∈ E0 ⊗mA} ∈ Gr

Recordar que E0 ⊗ mA es nilpotente y por consiguiente tiene una estructura de grupo
mediante el producto de Campbell-Baker-Hausdorff.
Más concretamente, analizando el caso geométrico, podemos decir que una deformación
infinitesimal de un morfismo de álgebras dejando el dominio y el codominio fijos es:

S ⊗A
g //

��

T ⊗A

��
S

f
// T

≡

donde g es un morfismo de A-álgebras asociativas.
Por otro lado defino el segundo funtor de anillos de Artin
Def2(A) := {deformaciones de f dejando fijo S}/ ∼ donde estas deformaciones sig-
nificarán:

S ⊗A
g //

��

T

��
S

f
// T

≡

con g morfismo de A-álgebras asociativas y T A-álgebra tal que T ∼= T ⊗
A
k.

Recordar que A/mA = k, luego el morfismo S⊗
A
A −→ S es la proyección.

También notar que las deformaciones triviales serán las equivalentes a S⊗
A
A

f⊗id−→ T ⊗
A
A.

Por ultimo cabe mencionar que se tiene una transformación natural entre los funtores
Def1 −→ Def2 pues toda deformación de sólo f será una deformación dejando S fija.
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