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Introduccion

Para la mecanica clasica, utilizando las leyes de Newton, la evolucion de un sistema puede ser
descripta indicando la posicién y velocidad de cada particula en cada instante, a partir de las condi-
ciones iniciales. Sin embargo, para sistemas compuestos por una gran cantidad de particulas (10%),
esta propuesta no resulta satisfactoria puesto que demanda resolver sistemas de ecuaciones en espa-
cios de dimensién muy grande, lo que excede las posibilidades computacionales de las que se disponen
hasta el momento. Siguiendo el enfoque de la mecénica estadistica introducido por Boltzmann, no
nos preocuparemos por el estado microscépico del sistema (es decir, por las condiciones de cada
particula para cada tiempo), sino que concentraremos nuestra atencién en parametros macroscopicos
p=(p1,-.-,pa) (velocidad media , temperatura, densidad) definidos originalmente para sistemas en
equilibrio. Para sistemas fuera de equilibrio estos parametros se definen localmente suponiendo que
en cada instante £, en torno de cada punto u, tenemos un estado de equilibrio caracterizado por
parametros macroscopicos locales p(t, u).

En ciertas ocasiones es de esperar que dichos parametros p(t,u) evolucionen suavemente siendo
solucion de una ecuacion diferencial, la cual es llamada ecuacion hidrodinamica.

En este trabajo, con el fin de estudiar el comportamiento macroscépico del sistema, la evolucién
microscopica, en principio deterministica, es sustituida por leyes de evolucién estocasticas. Mediante
este tratamiento se espera obtener la ecuacion hidrodindamica para los parametos macroscépicos en
funcién de la dindmica microscopica aleatoria.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 introducimos los procesos Markovianos, que seran utilizados modelar la evolucién
microscopica de los sistemas.

En el capitulo 2 nos concentramos en el proceso de exclusion simple y sus caracteristicas. También
presentamos el pasaje de la escala macro a la micro, junto a la heuristica para la obtencién de la
ecuacion hidrodinamica.

En el capitulo 3 introducimos distintas definiciones de equilibrios y enunciamos el teorema central
de esta tesis, con los preliminares correspondientes para la demostracion del mismo.

En el capitulo 4 se encuentra la demostraciéon del teorema enunciado en el capitulo anterior.
Finalmente, en el Apéndice se encuentran los enunciados de los resultados més técnicos que son re-
queridos para llevar a cabo las demostraciones, como por ejemplo, teoria de martingalas y el espacio
de trayectorias continuas a derecha con limite a izquierda, entre otros.

Este trabajo esta basado en la obra de Kipnis y Landim: Scaling limits of interacting particle
systems ([2]). Todas las obras incluidas en la lista bibliografica que no son citadas, también fueron
consultadas para la elaboracion de esta tesis.



Capitulo 1

Cadenas y procesos de Markov en
espacios de estados discretos

Vamos a comenzar introduciendo algunas nociones sobre procesos estocasticos necesarias para
poder comprender los topicos presentados en este trabajo. Para un desarrollo en mayor profundidad,
puede consultarse [9] ,[13] y [4].

Un proceso estocastico tomando valores en el espacio medible (E,£) consiste en una familia de
elementos aleatorios (funciones medibles) (X;);er donde

X, :Q— F

con (92, F, P) espacio de probabilidad. Usualmente F se dice espacio de estados mientras que el indice
t suele representar al tiempo. En algunos casos pensaremos en T = N o T = Ny, dando lugar a un
proceso estocastico a tiempo discreto, mientras que hablaremos de procesos a tiempo continuo cuando
T = [0, 00). Por ejemplo, una sucesién (X;);>1 de variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas (en adelante i.i.d.) es un ejemplo de proceso estocastico.

Para evitar dificultades técnicas, en lo que sigue, restringiremos nuestra atencion al estudio de
procesos tomando valores en espacios de estados finitos. La idea de variables aleatorias i.i.d. esta aso-
ciada a la repeticién en forma independiente de un mismo fenémeno. En tales circunstancias, conocer
los valores pasados del proceso no resulta informativo a la hora de predecir valores futuros.

Mas especificamente, tenemos que

P(Xni1 = 1| Xi =a; ,i <n) = P(Xpi1 = anq1) (1.1)

de donde concluimos que

siendo p la ley marginal del proceso: X; ~ u para todo 1.
Una primera propuesta para incrementar la complejidad del proceso es asumir que este tiene memoria
uno, en cuyo caso sustituimos la condicién (1.1) por

P(Xn+1 = an+1’XZ' = Q; ,i S n) = P(Xn+1 = a/nJrl’Xn = an) .

Procesos satisfaciendo esta ultima condicién se dicen Markovianos y constituyen el objeto de estudio
de la proxima Seccion.
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1.1. Cadenas de Markov: tiempo discreto

Definicién 1.1.1 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo discreto (X,)n>o tal
que
P(Xn+1 = (Zn+1|X0 = ag, . - Xn = CLn> = P(XnJrl = an+1|Xn = CLn) ,\V/ n Z 1 s (12)

siempre que ambos miembros de la 1gualdad estén bien definidos.
Si ademds P(Xp11 = ani1| Xy = an) = plan, any1) diremos que la cadena es homogénea con
matriz de transicion p.

La matriz de transicion p verifica las siguientes propiedades:
1. p(a,b) >0 Va,b e FE.
2. > pla,b) =1 Va € E.

beE

Definicién 1.1.2 Toda funcion p : E X E — R, satisfaciendo las propiedades 1 y 2 se dira matriz
de transicion en E.

Definicién 1.1.3 Dada una cadena de Markov (X,,),>0 denotamos por u a la ley de Xy, llamada
distribucion inicial del proceso:

ula) = P(Xg=a) Va€eE.

La condicién (1.2) nos permite concluir que, para una cadena de Markov homogénea con matriz
de transicion p y distribucién inicial p, podemos calcular probabilidades de la siguiente manera:

P(XO = dap, . - -;Xn = an) = P(X() = dap, ... 7Xn—1 = an_l).P(Xn = an|X0 = dap, ... 7Xn—1 = an_l)
por markov

- P(XO =ag,...,Xn1= an—l)'P<Xn = CLn|)(n—1 = an—l)
= P(Xo =dag, ..., Xn 2= an72>-P(Xn71 = an71|X0 = dag, ..., Xp 2= an72)p<anfl7 an)

= P(Xo = ao)p(ag, a1) - . . p(an—2, @n-1)p(an-1, an)
= p(ag)p(ag, ar) ...p(an—9,an_1)p(an_1,a,) . (1.3)

Concluimos entonces que p y p caracterizan al proceso. Surge entonces naturalmente la siguiente
pregunta:

Dada p matriz de transicion y una probabilidad yp en F,
. Existe una cadena de Markov homogénea con matriz de transicion p y distribucién inicial pu?

Vamos a comenzar respondiendo a esta pregunta de manera constructiva, siguiendo [4], presen-
tando una cadena de Markov con matriz de transicion p y distribucién inicial dada. Ademas, la
construcciéon nos permitira simular trayectorias de la cadena. El valor del proceso en el instante n+ 1
se determinara en términos del valor del proceso en el instante n y de ciertas variables independientes.
Mas especificamente, construiremos el proceso poniendo X, 11 = F(X,,, Upy1), con (U;);>1 variables
aleatorias independientes. Este hecho garantizara la Markovianidad del proceso definido mediante la
recurrencia. Eligiendo de forma adecuada la distribucién de las variables con las que actualizaremos
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el proceso, asi como también la funcién F' (llamada mecanismo de actualizacién), conseguiremos que
el proceso tenga las transiciones deseadas. Por ultimo, utilizaremos como condicién inicial para la
recurrencia una nueva variable Xy, independiente del proceso de actualizacién (U;);>1, con la dis-
tribucion inicial deseada.

Dada F ={ay,...,a,} y p matriz de transicién en E, para cada i = 1,...,m consideremos una
particion I(a;,a;) j =1,...,m del intervalo [0, 1] formada por conjuntos medibles de forma tal que

\I(ai,a;)| = pla;,a;) Yji=1,...,m,

donde |I(a;, a;j)| denota la medida de Lebesgue del conjunto I(a;, a;). Finalmente definimos nuestro
proceso de la siguiente manera:
XD = Qyp,

Xns1 1= F(Xn: Un+1) ) (1-4)

donde (U,),>1 es una sucesién de variables independientes uniformes en el intervalo [0, 1] y

F(a,u) = Z aj]_{ue_[(aﬂj)} .

j:17"'7m

Observemos que el proceso definido de esta manera es Markoviano debido a la independencia de las
variables uniformes: el valor del proceso a tiempo n + 1 depende sélo de lo que sucede a tiempo n y
del valor de U,,;1. Ademas,

P(Xp1 = an+1|Xn = ap) = P(F(an, Upy1) = any1) = P(Uny1 € I(an, Gny1))

- |](an, CLn+1)| = p(ana an+1)

con lo cual el proceso construido resulta una cadena de Markov homogénea con matriz de transi-
ciéon p. El haber utilizado Xy = ag como condicién inicial, hace que la cadena tenga distribucién
inicial concentrada en ay. Luego, para que el proceso tenga distribucién inicial p, utilizamos como
nueva condicién inicial una variable aleatoria X, con distribucion p, independiente de la sucesion de
variables uniformes (U;);>1 con las que actualizamos el proceso.

A continuacién presentamos otra posible construccién de una cadena de Markov homogénea con
matriz de transicién p y distribucién inicial p, utilizando el Teorema de extensién de Kolmogorov.

Comencemos suponiendo que queremos construir un nimero finito de variables aleatorias (X, . .., X,)
satisfaciendo la Markovianidad (1.2) para 0 < n < m — 1, teniendo distribucién inicial concentrada
en el punto a € E. Tales variables pueden obtenerse tomando

Q=E™ F=PQ),

P (w) = 140y (wo)p(wo, wi)p(wi,w2) . .. P(Wim—1,wWm), w = (wo,...,wn) € Q,
Xi(w) =w;, 0<i<m.
Es decir, hemos conseguido definir probabilidades P! sobre los espacios E™T! de forma tal que las
proyecciones definidas en estos resultan Markovianas con matriz de transicién p y estado inicial a.

Imitando esta idea, serfa natural definir la cadena infinita considerando las proyecciones X, definidas
en = FYo mediante
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Q=p% 2o, | (1.5)
w=(wo,wr,...) > Wy

Para que las proyecciones resulten medibles, en Q = EM consideramos la o- algebra
F=0(X,:n>0).

Por 1ltimo, resta garantizar la existencia de una probabilidad P, en (Q, F ) que haga de las proyec-
ciones (X, )n>0 una cadena de Markov con matriz de transicién p y distribucién inicial concentrada
en a: P,(Xy = a) = 1. Para ello, apelaremos al Teorema de extensién de Kolmogorov:

Teorema 1.1.4 Sea (p,)n>1 una sucesion de probabilidades compatibles:

1. py, probabilidad sobre E™,

2. pinsr{(s1, s 8np1) € E™ i (51, 80) € A} = pa(A) .

Entonces existe una inica probabilidad P sobre (EN,]:“), tal que
PweQ : (wy,...,wy) € AY) = pun(A), VACE"Vn>1.

Utilizando el resultado del Teorema 1.1.4 con la sucesién de probabilidades compatibles (P™ 1), 5,
obtenemos que existe una tinica probabilidad P, en EN0 para la cual las proyecciones (X,,),>0 son
una cadena de Markov con matriz de transiciéon p y P,(Xy = a) = 1. Dada una probabilidad p en E,
definiendo P, en ENo mediante

Bu(4) = S p@)Ea(4)  AEF, (1.6

a€E

obtenemos que, bajo P,, (X,)n>0, con X, definida en (1.5), resulta ser una cadena de Markov
homogénea con matriz de transicién p y distribucién inicial p.

1.1.5. Probabilidades invariantes

Heuristicamente p y p consisten en una “ley inicial” y una “ley de evolucion”. Estas, combinadas,
determinan la ley del proceso en cada instante n mediante la férmula

P(Xn = a) = Zﬂ(b)Pn(ba G,) ) (17)

beE

donde p™ denota la n-ésima potencia de la matriz de transicién p. Es decir, tenemos una familia de
matrices {p" : n > 1} actuando multiplicativamente sobre el espacio de probabilidades definidas en
E, de forma tal que si p es la distribucién inicial del proceso, entonces p?p" es la distribucién del
proceso en el instante n: si Xy ~ u entonces X,, ~ u?p".

Tipicamente, los sistemas en equilibrio son aquellos en los cuales, en algiin sentido, no vemos
variaciones temporales. Cuando trabajamos con modelos aleatorios hablaremos de equilibrio cuando
la distribucién de las variables que describen la evolucién es la misma en cualquier instante. Luego,
diremos que el sistema estd en equilibrio si las variables (X,,),>0 son idénticamente distribuidas.
Siendo que X,, ~ up", para que el sistema este en equilibrio la distribucién inicial p debe ser tal
que pfp® = p para todo n > 1, lo que se reduce a verificar que pu’p = p. Es decir, la distribucién
inicial debe ser preservada por la dindamica. Esto da origen a la siguiente definicién.
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Definicién 1.1.6 Sea p una matriz de transicion en E. Diremos que una probabilidad © sobre E es
movariante con respecto a p st

w(a) =) w(b)pba) VackE.

beF

Matricialmente, escribimos ™ = wlp.

La existencia y unicidad de probabilidades invariantes es uno de los primeros problemas que se
abordan en el estudio sistematico de cadenas de Markov. Sélo vamos a mencionar que en nuestro
contexto, siendo el espacio de estados finito, siempre existen probabilidades invariantes. La unicidad
de las mismas depende, fundamentalmente, de la capacidad del proceso para pasar de un estado a
cualquier otro con probabilidad positiva.

Si bien sélo necesitaremos hablar de cadenas de Markov con espacios de estados finitos, tanto las
definiciones como las construcciones hechas valen para espacios numerables. En tal caso la existencia
de probabilidades invariantes no esta garantizada. Por tultimo, ponemos énfasis en los siguientes
aspectos:

1. Una cadena de Markov homogénea queda caracterizada por su ley de evolucién, codificada en
la matriz de transicién p y la distribucién inicial p del proceso (ver (1.3)).

2. Dada una ley de evolucién p, aquellas probabilidades m que son preservadas por la dindmica se
dicen probabilidades invariantes: ™ = 71 p.

1.2. Procesos de Markov: tiempo continuo

En lo que sigue, vamos a agregar una nueva fuente de aleatoriedad en la dindmica. En lugar de
pensar que los saltos se realizan en momentos preestablecidos (n = 1,2,...), permitiremos que el
tiempo de permanencia en cada estado también sea aleatorio. Para preservar la Markovianidad del
nuevo sistema, las permanencias seran modeladas con variables aleatorias exponenciales, permitiendo
que el parametro varie con el estado. Para evitar cuestiones técnicas, podemos pensar que si el
proceso se encuentra en el estado a, espera un tiempo exponencial de pardametro A(a) al cabo del
cual decide pasar al estado b con probabilidad p(a,b), siendo p una matriz de transicién en E con
p(a,a) = 0 paratodo a € F (excluimos de esta exposicion a los procesos con estados absorbentes). Los
pardmetros {\(a) : a € E} junto con la matriz de transicién p determinan la dindmica. Resta decidir
la distribucién inicial para caracterizar al proceso. Esta descripcion coloquial admite la siguiente
formalizacion:

Definicién 1.2.1 (X;),., se dice proceso de Markov homogéneo a tiempo continuo si verifica las
siguientes tres condiciones:

a) (Markov)
P(Xee =0 Xy, =a1,..., Xy, = a,, Xy =a) = P(Xsy = b/ X; =a)
s,t>ty,>...,>t,>0; Vba,a,,...,a1 € FE, cuando ambos términos estén bien definidos.
b) (Homogéneo) P(X,1; = b|Xs = a) = Pi(a,b).

¢) (Propiedad de saltos) Existe una sucesion de tiempos de parada (T,,)n>0 estrictamente creciente
tal que Ty = 0, X, es constante en el intervalo [T, Ty11) y Xo,— # Xr, ¥Yn > 0.
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Veremos mas adelante cémo relacionar la descripcion heuristica hecha al inicio de la Secciéon con
la Definicion 1.2.1. Por el momento, continuaremos a partir de esta siguiendo un abordaje analitico
del tema.

Tal como en el caso discreto, llamaremos distribucién inicial del proceso a la ley de Xj. De alguna
manera, las matrices { P, : t > 0} codifican la ley de evolucién. Combinando la ley de evolucién con la
distribucion inicial del proceso, obtenemos que, paratodon € N, 0 < t; < ..., < t,,a9,a1,...,a, € £

P(XO - CLU?th =day,y... 7Xt - an) - ,u(a(])-Ptl ((10, al)-Ptg—tl (a/17 a?)-ljtn—tn71 (an—h an) .

Consecuentemente, la distribucion del proceso en el instante ¢ esta dada por
P(X; =a) Z w(b)Py(b,a) .
beE

Por tultimo, notemos que a partir de la Markovianidad del proceso, podemos concluir que definiendo
Py como la matriz identidad, las matrices {P, : ¢ > 0} verifican la relacién de semigrupo, conocida
como ecuacion de Chapman-Kolmogorov:

]Dt—‘rs = BP;.

La propiedad de semigrupo permite determinar la matriz P; para tiempos grandes conociéndola
apenas para tiempos chicos. Mdas especificamente, se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.2.2 Sea {P, : t > 0} el semigrupo de matrices de transicion asociado al proceso Marko-

viano (Xi),sq- Eriste una matriz Q = {q(a,b) : a,b € E}, llamada matriz de tasas, que verifica
Py(a,b) = hql(a,b)+o(h) sia#b, (1.8)
Py(a,a) = 1+ hq(a,a)+ o(h) (1.9)

cuando h | 0. Concluimos asi que {P, : t > 0} es la unica solucidn del sistema

{dPt — QP, t>0,

1.10
P =1. ( )

La matriz () verifica
1. g(a,b) > 0sia#b,
2. q(a,a) =— > q(a,b) <0.

beE b#a
Definicién 1.2.3 Toda matriz QQ verificando estas propiedades se llama matriz de tasas.

La matriz de tasas ) define un operador sobre el espacio de funciones definidas en £ tomando
valores en R. Para f: EF — R, consideramos

Lifl(a) = > q(a,b)f(b) = q(a,b)[f(b) — f(a)] . (1.11)

beE bekE

Definicién 1.2.4 El operador L asociado a una matriz de tasas Q) se llama generador infinitesimal.
Si (Xt)i>0 es un proceso de Markov con semigrupo {P; : t >} y matriz de tasas Q, decimos que L
es el generador infinitesimal asociado al proceso (Xi),~q. Toda transformacion lineal que aplique el
espacio de funciones {f; f : E — R} en si mismo y cuya matriz asociada sea una matriz de tasas
se dice generador infinitesimal.
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El Teorema 1.2.2 establece una correspondencia entre entre el semigrupo de matrices {P; : ¢ > 0} y
su matriz de tasas. Por otro lado, matrices de tasas se encuentran en correspondencia con generadores
infinitesimales. Luego, basta con conocer el generador infinitesimal L (o equivalentemente, la matriz
de tasas Q) para caracterizar la ley de evolucion del proceso. Es por ello que decimos que L contiene
toda la informacién que caracteriza la dindmica.

Asi como en el caso discreto pudimos construir cadenas de Markov con matriz de transicion p y
distribucion inicial 4, dado un generador infinitesimal L y una probabilidad p en E queremos ahora
construir un proceso que tenga a L por generador y a u por distribucion inicial.

1.2.5. Construccion de Procesos de Markov

La descripcion del proceso hecha al inicio de la Seccién en términos de tiempos de espera expo-
nenciales de pardmetro {\(a) : a € E} y saltos segiin una matriz de transicién p, determinaria un
proceso con tasas

(g = {A(cc)p@c,y) sia#y, L.12)

—\(x) cc.

Usando esta idea, dado un generador infinitesimal L y una probabilidad x4 en F, vamos a construir
un proceso de Markov homogéneo con generador infinitesimal L y distribucién inicial p. Sea @ la
matriz de tasas asociada al generador L. Motivados por (1.12), consideramos los pardmetros
{\a) : a € E} y la matriz de transicién p, definidos por

Ma) = qla,b) (1.13)
b#a

N ~q(a,b)
p<a7 b) - )\(a)

para a # b . (1.14)

Dado un estado a € E consideremos

= (ENo Fi P,) el espacio de probabilidad que hace de las proyecciones (Y)n>0 una cadena de
Markov con matriz de transicién p y estado inicial a (ver Teorema 1.1.4) .

n (Qy, Fo, P») dénde estén definidas (7;);>0 ~ £(1), i.i.d.
Con estos dos espacios definimos el espacio de probabilidad producto,
(Q,F,P,) = (U x Qo, F1 @ F, Py @ Py).
Poniendo o, := A(Y,)"'7,, definimos
To=0, T,:=00+...+0,1, n>1,

X, =Y, T,<t<Tmw., n=0,... (1.15)

Es decir, X; espera o, tiempo en el estado Y,, y luego salta al estado Y,,11. En esta construccion, el
proceso empieza siempre en el estado a. Puede demostrarse que (X;);>o es un proceso Markoviano con
generador infinitesimal L y distribucién inicial concentrada en a. Para hacer una construccién donde
la distribucién inicial del proceso sea p, basta tomar una combinacién convexa de las probabilidades
P, pesadas segun p, poniendo P, = > u(a)P,, y considerar en (2, F, P,) el proceso definido por
(1.15).
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Observacién: Sea (2, F, P,) un espacio de probabilidad con (X;),., proceso de Markov tomando
valores en E, con condicién inicial a y generador infinitesimal L. Fijado w € Q, la funcién que a cada
instante asigna t — X;(w) € E (llamada trayectoria) es una funcién continua a derecha con limite
a izquierda en cada punto t. Denotemos por D([0,00), E) el espacio de tales funciones. Este espacio
puede ser metrizable, de forma tal que trayectorias que saltan cerca resulten parecidas (métrica de
Skorohod presentada para intervalos finitos en el Apéndice, ver seccién 5.1). La aplicacién que asigna
a w su trayectoria resulta ser una funcién medible entre los espacios 2 y D([0,00), E). Denotamos
por PP, a la probabilidad imagen de P, inducida por esta aplicacién. Tenemos entonces que P, es una
probabilidad en el espacio D([0,00), E), concentrada en trayectorias que comienzan en el punto a y
que hace de las proyecciones un proceso Markoviano con igual generador infinitesimal que el proceso

(Xt),50- Definiendo P, = > p(a)P,, tenemos que las proyecciones resultan un proceso de Markov
- a€E
con generador L y distribucion inicial u. Puede ademds demostrarse que P, queda caracterizada por

esta propiedad.

Definicién 1.2.6 Dado un generador infinitesimal L y una probabilidad p en E, denotaremos por
P, a la tinica probabilidad en el espacio de trayectorias D([0,00), E) que hace de las proyecciones

D([0,00),E) — E (1.16)

(65)820 — €, (117)

un proceso de Markov con generador L y distribucion inicial p.

1.2.7. Semigrupo y Medidas invariantes

Las matrices {P; : t > 0} también definen operadores sobre el espacio de funciones definidas en
E tomando valores en R. Para f : E — R, definimos el operador S;[f] mediante la férmula

Silfl(a) = > Pua,b)f(b) . (1.18)

beE

Si L es el generador infinitesimal correspondiente al semigrupo de matrices {P, : ¢t > 0}, tenemos
entonces que S¢[f](a) representa la esperanza de la observable f evaluada en X;, considerando el
proceso con generador L y distribucién inicial concentrada en a:

Silf](a) = Eo[f(Xe)]
Por otro lado, siendo el proceso (X),., Markov, tenemos que {S; : ¢ > 0} es un semigrupo:
Sirs = Si0Ss.
Utilizando ademas las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, obtenemos que
OSilf] = Se[LIf1] -

Haciendo un abuso de notacién utilizaremos también {S; : ¢ > 0} para denotar al semigrupo
{P, : t > 0} actuando sobre el espacio de probabilidades definidas en F, mediante la férmula

Sa) == S ub)P(ba) = ("B)(a) = Bu(X; = a).

beE
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Es decir, S es la distribucién del proceso en el instante ¢ siendo p la distribucion inicial.

Para finalizar esta seccién, resta hablar de probabilidades invariantes para procesos de Markov.
Como ya hemos mencionado en el caso discreto, una probabilidad resultard invariante para la dinami-
ca si es preservada por la misma. En el presente contexto, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.8 Una probabilidad m definida en E es invariante para el semigrupo {S; : t > 0} si
verifica
Stﬂ' = T, vVt >0 s

o equivalentemente,
n(a) = > w(b)P(b,a) = P(X,=a) Va€E1>0.
beE

Derivando en t, tenemos que si 7 es invariante entonces

> w(b)g(ba) =0 VacE.

beE

El préximo resultado garantiza ademas que esta condicion es suficiente.
Proposicién 1.2.9 Una probabilidad © sobre E es invariante si y solo si 71 Q = 0.

Esta proposicion nos da el siguiente sistema de ecuaciones para 7:

Zw(a)q(a, b) = Z 7(b)q(b, ¢) (ecuaciones de balance) (1.19)
ack cel
En muchos casos, resulta méas sencillo resolver el sistema
m(a)q(a,b) = m(b)q(b, a) a # b (ecuaciones de balance detallado) (1.20)

Definicién 1.2.10 Diremos que una probabilidad m en E es reversible respecto a la matriz de tasas
Q (o al generador infinitesimal asociado a esta) si verifica (1.20).

Observacion: Sumando sobre los posibles a vemos que si 7w es reversible, entonces es invariante.

En lo que sigue consideraremos los operadores {S; : t > 0} y L definidos sobre el espacio de
Hilbert

L*(u) = {f;f:EHR:/fQ(a)du(aKOO} = {ftE%RZZfZ(a)u(aKOO}

ack
con producto interno
< L= [ £ gdn=Y f@g(@nta) .
ack
Notemos que, siendo E finito, tenemos que L*(u) = {f:FE — R}. Los siguientes resultados

permiten caracterizar probabilidades reversibles e invariantes en términos del semigrupo {S; : ¢ > 0}
y el generador infinitesimal L, respectivamente.

Proposicion 1.2.11 7 es reversible respecto a la matriz de tasas () st y solo si los operadores
{S; :t > 0} asociados a Q resultan autoadjuntos en E*(r):

< [, 89l >, = < Si{fl,9 >, para todo t > 0f, g € L*(p).
Proposicién 1.2.12 Denotemos por L* al operador adjunto de L en L*(p). Entones

L* es un generador si y solo si w es invariante.



Capitulo 2

Presentacion del modelo y de los
resultados esperables

2.1. Descripcién y propiedades del proceso de Exclusion
Simple

El espacio de configuraciones. Sea Z? el reticulado d-dimensional. Para N entero positivo
denotaremos con Ty al toro discreto Ty = Z/NZ y T4 = (Ty)¢ = {0,1..., N — 1}%. Los puntos de
T4 serdn llamados sitios y los denotaremos con las letras x,y v z.

La aritmética en T4, se realiza médulo N, coordenada a coordenada. Siguiendo la regla de exclusion,
cada sitio puede tener a lo sumo una particula, por lo cual el espacio de estados (también llamado
de configuraciones) del proceso con el que estamos trabajando es xy = {0, 1}T7V.

Para n € xu, tenemos que

n(r) =

1 si hay una particula en x|
0 caso contrario .

La dinamica. La evolucion del proceso puede ser descrita de la siguiente manera: dada una
configuracion 7, cada una de las particulas, en forma independiente respecto de las demas, espera un
tiempo exponencial de parametro 1 al cabo del cual intenta saltar de la posicién en que se encuentra.
Una particula en el lugar x elige el sitio y con probabilidad p(z,y) y, siguiendo la regla de exclusion,
el salto se realiza sdlo si el lugar elegido no estd ocupado. Caso contrario, nada ocurre. en cualquiera
de los dos casos, el proceso vuelve a comenzar utilizando nuevas variable exponenciales para cada
una de las particulas.

Es decir, nuestra nueva configuracion es igual a la anterior en todos los sitios salvo por el cambio
operado entre las posiciones z e y, siempre que la regla de exclusién lo permita.

El generador. Sea p(-,-) matriz de transiciéon sobre Z¢ con las siguientes propiedades:
» p invariante por traslaciones: p(z,y) = p(0,y — x) =: p(y — z) siendo p una probabilidad en Z.

» La probabilidad p(-) es irreducible en Z:
Va,y € Z% existen xg, 11, ..., 7 tales que & = zo, y = 23 y p(Tip1 —23) > 0 para 0 <i < k— 1.

» p de rango finito: existe M € R, tal que p(z) = 0 para todo = con |z| > M.

12
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p(+) se llama probabilidad de saltos. En base a p tendremos para cada N una probabilidad de
saltos pV en T4, definida por:

pN(@) =Y ple+ Nz)

z€Z4
Observacién: dado que p es de rango finito, para N suficientemente grande p" = p. Como estamos
interesados en resultados asintéticos cuando N T 0o, en muchas ocasiones omitiremos p” utilizando
.
El generador Ly correspondiente a la dinamica descripta, estd dado por

Lylfim) =% > L Py n@l -ty PO - f)] @1

N J

d d_espera ~ ) ] N - ) ~~ -
J;ETN yG']TN Cx]:p))oncncial elige tamafio del salta sélo si hay una particula en = instantaneamente f varia
de parametro salto y el sitio z + y no esta ocupado asi

para [ : xy — R, donde
n(z) siz#zy,
7 (z) = qnly) siz==,
n(x) siz=y.

La expresién (2.1) tiene la siguiente representacion que nos serd de utilidad:

Lylflm) =" D n@)p™ )™ ) = f()] .

d d
z€Ty yeTy,

Notemos que estamos trabajando con un proceso de Markov a saltos en el espacio finito y y, como
los presentados en el Capitulo 1. Denotaremos por {S¥.¢ > 0} al semigrupo de Markov asociado
al generador Ly y por P, a la tinica probabilidad en el espacio D([0, o), {0, 1}T7V) para la cual las
trayectorias (7;)s>0 resultan un proceso de Markov con generador Ly y distribucién inicial v (como
en (1.2.6)). Esperanzas respecto de la probabilidad P, seran denotadas por E, mientras que F,
representa la esperanza respecto de la probabilidad v .

Observacion: En algunos casos, (1;):>0 denotard también al proceso con generador NLy o
N?Ly, seglin sea oportunamente establecido.

Medidas Invariantes Ahora estudiaremos las medidas invariantes para estos procesos.

Definicién 2.1.1 Dado 0 < a < 1, notemos por vY y v, a las medidas producto de Bernoulli de
pardmetro o en {0, I}T% y {0, 1}Zd, respectivamente. En particular, bajo v, las variables aleatorias
{n(x)}zen son independientes y su distribucion es Bernoulli de pardmetro c.

Notacion: Para no recargar la notacién, cuando no se preste a confusién, denotaremos por v, a la
medida producto de pardmetro a tanto para productos finitos como infinitos.

Proposicién 2.1.2 Las medidas producto de Bernoulli {v) }o<a<1 son invariantes para el proceso
de Ezclusién Simple. Ademds, con respecto a v, el proceso de exclusion simple con probabilidad de
saltos p(z) := p(—=z) es el proceso adjunto al de probabilidad de saltos p(z). En particular, si p es
simétrica el proceso es autoadjunto con respecto a cada Vg .
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Demostracion: Vamos a verificar que

< Ly[fl. g >Va:/L[f]( Yg(n)dv, =< f, Lylg /f VL*[g](n)dv, Vi g€ L*(v,) .

/LN[f Mdve = /ZZ” D (7F) = f(n)rg(n)dva

-/ ZZf (x4 O v = [ Y0 nlehpl—w) fn)gto) e
£= 7;":“'2 ) we—2z .
/33 (e i~ [ 33 (v

La familia de medidas invariantes {2 }o<a<1 estd “parametrizada” por su densidad, pues:

Ev[n(0)] = vafn(0) =1} = a.

El proceso de exlcusién simple puede construirse también en {0, I}Zd. Sobre dicha construccion y sus
propiedades puede verse [10] y [11].

A lo largo de este trabajo consideraremos funciones f : {0, 1}T7V — R para diferentes valores
de N. En ciertas ocasiones , las funciones estardn definidas sobre {0,1}%". Siendo T¢% finito, toda
funcién definida en {0,1}™ depende de finitas coordenadas. Las funciones definidas en {0, 1}%* que
dependen de un nimero finito de coordenadas juegan un papel especial.

Definicién 2.1.3 Una funcion ¢ : {0,1}Zd — R se dice local o cilindrica si depende de finitas
coordenadas. En tal caso, escribiremos

Y(n) = (1), ..., n(wr))

y decimos que {1 ..., x} es el soporte de 1p. Dada una funcion ¥ cilindrica, definimos la funcion
Y [0,1] — R, medmnte la formula

V(@) = B[] . (2.2)

Si la funcién ¥ depende de k coordenadas, puede tomar a lo sumo 2% valores y por lo tanto es acotada.
Por otra parte su esperanza respecto de la medida v, 1/;(@), es un polinomio en o y por consiguiente
tan regular como sea requerido. Las funciones cilindricas serdn evaluadas en configuraciones finitas
(en {0, 1}%) siempre que su soporte este contenido en una caja centrada en el origen con lados de
longitud menor que N.

Finalizaremos esta Seccién introduciendo el grupo de traslaciones, el cual actia en diferentes
espacios. Abusando de la notacién, lo denotaremos siempre de la misma manera.
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Para x € Z% sea 7, : Z¢ — 7, definida por

.(y)=z+vy. (2.3)

Como 7y(z) = T y T, © Ty = Tupy, tenemos que la composicién de funciones hace de {7, : = € Z¢}
un grupo conmutativo. El proximo paso consiste en trasladar configuraciones, definiendo 7, : x — x
para x = {0,1}%", mediante la férmula

(rom)(y) =nly+2), yeZ. (2.4)

Esta accion del grupo de traslaciones sobre las configuraciones se extiende naturalmente a las fun-
ciones f € C(x), donde C(x) denota a la familia de funciones continuas de x en R, mediante la

formula
(T:ch>(77) = f(Tx(n)) . (25)

Por utlimo, dada p una probabilidad en y, definimos 7, como la tinica medida que verifica:
[ f)antan) = [ seautn) w5 ect. (26)
X X

La suma médulo N coordenada a coordenada hace de T4 un grupo conmutativo. Utilizando
esta nueva suma en (2.3), queda definido el grupo de traslaciones {7, : * € T%} actuando en T%.
Adaptando las definiciones dadas en (2.4), (2.5) y en (2.6), el grupo de traslaciones actia sobre el
espacio de configuraciones {0, 1}%, sobre el de funciones a valores reales definidas en {0, 1}T‘11V, y
sobre el espacio de medidas definidas en {0, 1}T§lV, respectivamente.

2.2. Pasaje de escala Macroscopica a Microscépica

Podemos decir que un sistema fisico esta en equilibrio cuando los parametros macroscépicos que
lo caracterizan (temperatura, presién, densidad) no varian en el tiempo. Restringiremos nuestra
atencion al estudio de la densidad como tnica variable de interés, en principio definida para sistemas
en equilibrio. Sin embargo, para sistemas fuera del equilibrio, esta puede ser considerada localmente.
Para fijar ideas, supongamos que tenemos un gas en V = T?. Cuando decimos que en cierto instante
t el gas esta distribuido de acuerdo a la densidad p(t,-) : V' — Rsg, entendemos que para cada
u € T%, en un entorno V,, suficientemente pequefio comparado a V, el gas (alrededor de u) estaria
distribuido uniformemente en V,, con densidad constante p(¢,u). Segin este enfoque, en cada uno de
estos entornos se verifica un equilibrio. Tipicamente p(t,u) resulta ser la solucién de una ecuacién
diferencial, con condicién inicial dada por pg, la densidad inicial con la que se encuentra distribuido
el gas.

El espacio macroscépico donde se mueve el sistema esta representado por el toro d-dimensional
T = [0, 1)?. T representa una discretizacién del toro d-dimensional y puede considerarse contenido
en el mismo tomando en T? el reticulado formado por los vértices /N, x € T%. Luego, a la posicién
macroscépica u le asignamos el punto [uN] del conjunto T%. Esquemdticamente, resumimos esta
correspondencia poniendo

Macro Micro
T¢ T?\,
u —— = = [ul]
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p U

Haciendo N T oo esperamos relacionar propiedades del sistema microscépico con las del macroscépico.

Queremos ahora interpretar un perfil de densidad macroscopica p en términos microscépicos.
Cuando trabajamos con dinamicas aleatorias, los equilibrios resultan ser las medidas invariantes.
Fuera del equilibrio, esperamos observar medidas que se comporten localmente como equilibrios, tal
como ocurre a nivel macroscopico. Esta idea sugiere la siguiente definicion.

Definicién 2.2.1 Medida producto con parametro de variacion lenta asociado al perfil p:
Dada p : T — [0, 1] suave, representamos por uﬁ,) a la inica probabilidad en el espacio {0, 1}T7V
caracterizada por las siguientes dos propiedades: bajo Vév

—~

)
1. {n(z);x € T4} son variables aleatorias independientes,

2. n(z) tiene distribucion Bernoulli de pardmetro p(x/N), para todo x € T4,.

Es decir,

1/},\(7){77 : 77($1) =11,... ,n(xk) = Zk} — Hp(x]/N)lJ (1 . ,O(Z'j/N))l_ij ’

=1
Vxy,...,op € TS, € {0,1} .

Dado un perfil p: T — [0, 1] y un entero positivo N, V’J)\(f,) es una medida producto con distribu-
ciones marginales Bernoulli de parametro variable.
Si miramos esta medida en torno a [uN], representante microscépico del punto macroscopico
u € T?, para p continua, cuando N 1 oo observamos una medida producto de distribuciones Bernoulli
de pardmetro constante p(u). En particular, tendremos que
B,y [n([uN])] = p([uN]/N) = p(u) = B, [n(0)] -
De forma més general, si ¥(n) es local, 1(n) = ¥(n(x1),...,n(zk)), al centrar la funcién 1 alrededor

del punto [uN] y tomar esperanza con respecto a I/FJ)\([,), estaremos trabajando con una medida producto



CAPITULO 2. PRESENTACION DEL MODELO Y DE LOS RESULTADOS ESPERABLES 17

de k distribuciones Bernoulli de pardmetro p([uN]+ z;/N), para 0 < i < k. Si p es continua en u,
cada densidad marginal converge a p(u) y entonces

By [ ()] = By [9(([ulN] + 21), . n([ulN] + 2))] = By, [ (0(21), - ()] -

De algtin modo la probabilidad V/])\(f.) definida en el espacio {0, 1}T7V es consistente con la nocion
de equilibrio local macroscépico: localmente la medida se comporta (para N grande) similar a una
medida producto de distribuciones Bernoulli de pardmetro constante, la cual hemos visto (proposicién
(2.1.2)) que es invariante para la dindmica.

Es decir, l/é\(].) en torno al representante microscopico del del punto u se comporta como si estuviera
bajo un equilibrio con densidad p(u). Cualquier otra familia de medidas con esta misma propiedad
serd considerada una version microscépica del perfil p.

Definicién 2.2.2 Equilibrio Local: Una sucesion de probabilidades (1™ )n=1 en {0,1}T% es un equi-
librio local asociado al perfil p: T¢ — [0,1] si

E;LN [¢<T[UN]77)] = ET[UN];LN [¢<n)] — EVp(u) WJ(T/)] v ¢ loca’l)

N—oo

para todo w punto de continuidad de p(-).

Tenemos entonces el siguiente resultado.

Lema 2.2.3 La sucesion (V[J,\(f.))Nzl, con I/é\([_) presentadas en la Definicion 2.2.1, resulta ser un equi-

librio local asociado al perfil p

Sabiendo relacionar perfiles definidos en el toro con una sucesién de probabilidades en {0, 1}T7V,
consideremos una densidad inicial py : T¢ — [0, 1] y un equilibrio local (u™)y>1 asociado a py. Para
fijar ideas podemos poner p¥ = VZ)Z () Fijado N, queremos estudiar el proceso de exclusion teniendo
a p¥ como distribucién inicial, reflejando asf el hecho de que po resulta ser la condicién inicial del
sistema macroscépico.

Puesto que macroscopicamente para cada t podemos hablar de una densidad p(t, -), esperamos que
la condicion de equilibrio local con la que comenzamos el proceso se conserve a lo largo de la evolu-
cién. Deseariamos que si la distribucién inicial del proceso esta asociada a un perfil py, entonces la
distribuciéon del proceso (apropiadamente acelerado) en el instante ¢ esté asociada a un perfil p(¢,-):

Eun [muny(m)] = Es,pun [Tunp ()] = Er v V()] —— B, [0()] Vi local

N—o0

siendo p(t,u) solucién de una E.D.P., llamada ecuacién hidrodindmica. En tal caso, hablaremos de
conservaciéon del equilibrio local.
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2.3. Deduccidon de la Ecuacion Hidrodinamica

Exhibidas ya estas ideas, asumiendo conservacion local del equilibrio, nos propondremos deducir
la ecuacién hidrodindmica asociada al proceso de exclusién simple. Para ello, fijemos H € C?(T?) y
consideremos la aplicacién que a 7 le asigna el valor N=¢Y" H(z/N)n(x). Haciendo uso del Lema
5.1.3 (ver Apéndice, seccién 5.2), sea M la martingala definida por

S /N islronln)
Mt Nd Z (x/N)m(z Nd Z (xz/N)no(x /0 i Nd ds, (2.7)

€T, z€TY,

donde )
proy, : {0,1}™ — {0,1} , proy.(n) :==n(z) .

Recordemos que, siendo p(-) de rango finito, para N suficientemente grande

=> > @) - 1@+ Yl ) = f0)]

z€Tg ly|<M c(xyn)
=SS ) — fo)
xET‘]i\, ly|<M

por lo tanto si consideramos f = proy.

pues cuando salta de z+y a z gano una

Lylproy.](n) = Z clz+y,—y,n) —c(z,y,m) particula y mientras que de z a z + y

ly|<M pierdo una particula
- Z _Wz7z+y, con Wa,b = Wa,b(n) = C(aa b— a, 77) - C(b7 a — b; 77)
lyl<M
1 1
= 5 Z _Wz,z+y + 5 Z _Wz7z+y
\y|<M |y\<M
= — Z WZ z_l,_y + Z WZ z— y
\y|<M |y\<M Wl
:_szyz_ z,24Y
ly|l<M

Luego, tenemos que

Nd Z $/N LN pr0y$ 778 - Nd Z :L'/N Z {Wx Y,x 778 - x:c+y(778)}

€T, z€Tg, Iy\<M
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haciendo partes

= S S (H e y/N) — /N We iy ()

weTd, yl<M
1 1
=i 2 D AVHE@/N)Y/N + o(N")} 5 Wasy (1)
IGT‘]{, ly|<M
1 VH(z/N 1 B
= > Y Sl S ) oV (28
z€TY, ly|<M

siendo V H (u) el vector de derivadas parciales de la funcién H en el punto u mientras que la operacién
entre los vectores indicada por el punto es el producto interno. Reescribiendo

1
Wx(n) = 5 Z ny,ery(??) = TIWO(T])
ly|<M

tenemos que M tiene la siguiente expresién

MHE = Nd Z H(x/N)my(z Nd Z (x/N)no(x / ~i Z MTxWo(ns)dS+o(N b

xE']I‘d xeT‘i ETd

Dado que MF es martingala y a tiempo 0 se anula, entonces su esperanza se anula para todo
tiempo, por lo tanto

VH(z/N)
Nd > H(z/N)E, ~ [l Nd > H(z/N)E v (e / ~i > — B [ Wo(ns)lds+o(N™ .
z€TY, z€TY, z€TY,

Asumiendo conservacién del equilibrio local vamos a pensar que en torno de z en el instante s
tenemos una medida producto de pardmetro constante p(s,z/N). En tal caso, podemos sustituir
Eyﬁz)v(‘) [ne(x)] por E, , . x[M(0)] = p(t,z/N) y EV‘I)\(IA)[T:EWO(’I]S)] por E, . [Wo]. Ademas, dado que
l/é\é,) es un equilibrio local del perfil py, reemplazamos Eylzj\él) [no(@)] por E,, . x [10(0)] = po(z/N).
Finalmente tenemos:

% Z H(z/N)p(t,x/N) — Nd Z H(z/N)po(z/N) = N/ Nd Z VH(z/N).E Vp(s T/N)[WO( )}ds—i_O(N_l)a

zeTg zeTg zeTg,
~ [1a H(u)p(t,u)du & [pa H(u)po(u)du Jra VH (u). W (p(s,u))du
(2.9)
con
~ 1 1
W(a) = B, [Won)] = 5 > B, Woy ()] = 5 > a(l = a)ylply) — p(—y)] = ma(l —a)
lyl<M lyl<m

donde m =) _xp(x).
Si tomamos N — oo observamos que p(t,u) responde a la ecuacién diferencial:

6,5[) =0
p(0,) = po(:) ,
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cuya solucién estd dada por p(t,u) = po(u), para todo t > 0; lo que significa que a nivel macroscépico
no vemos variar temporalmente al perfil inicial pyg. Este se debe, esencialmente, al factor 1/N que
aparece del lado derecho de la ecuacién (2.9). Heuristicamente lo que estd sucediendo es que a nivel
microscopico el proceso esta evolucionando muy lentamente con respecto al tiempo macroscopico, es
decir, las particulas no tienen tiempo suficiente para moverse. Sin embargo, si consideramos la misma
dindmica acelerada con tiempos exponenciales de tasas IV, obtenemos que el generador del proceso
acelerado esta dado por

Ly[f) = NLylf] -

Utilizando en (2.7) este nuevo generador, observamos que aparece un nuevo factor N. Esta aceleracién
del proceso puede verse como un “reescale temporal” de la escala microscopica. Es decir, podemos
seguir considerando el proceso con tasas de salto de parametro 1, s6lo que a un tiempo macroscopico t
le corresponde un tiempo microscopico t/N. En algin sentido es de esperar la necesidad de un reescale
espacio-temporal, pues a mayor cantidad de sitios mas tiempo debo esperar para que las particulas
se desplacen.

Finalmente, con el proceso acelerado, tomando N — oo obtenemos que:

H(u)p(t,u)du — | H(u)p(u)du = /0 y VH(u).W(p(s,u))du ds

Td Td
VH suficientemente regular, por lo que p es solucion de la ecuacion diferencial

ap=— 3 0u,Wilp)
0<i<d (2.10)

p(0,-) = po(-) -

En nuestro caso resulta ser

op=— Y midu{p(1—p)}

p(0,-) = po(-)

con m; = »_ x;p(z). Claramente vemos que si m = 0 la solucién de esta ecuacién coincide con
la condicién inicial, con lo cual tampoco habra variacién temporal macroscépica del perfil inicial.
Volvamos a (2.8) para trabajar con

d
1 1 1 1
i 2 5 2 VHE/N) yWern() = 7 > 5 D D 0H(@/N)yim:Way () .
ze€Td  |yl<M zeTd, ~ |y|<M =1

siendo
Woy = c(0,y,m) — c(y, —y,n) = n(0)[1 — n(y)]p(y) — n(y)[1 — n(0)]p(—y) .

Si suponemos p simétrica, entonces

Woy = n(0) —n()lp(y) = hy(n) — 7yhy(n), con hy(n) = p(y)n(0) (2.11)

En ese caso, ignorando ordenes, haciendo partes una vez mas (notar que esto es posible producto de
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(2.11)), tendremos que:

ﬁ SN 0H@/N)yim Wou(n) = ﬁ SN0 0 H (@ /N)yidrahy(n) = Tayhy ()}

zeTg, ly|<M =1 zeTg lyl<M i=1

= o 3 S ST{AH/N) — 0 — /Ny by ()

eTd, ly|<M i=1

_ ﬁ ST S {0 H /N )y} i by ()

zeT, ly|<M i,j=1

d

zeTd, 4.7=1 ly| <M

lo que nos permitira escribir a la martingala, (salvo orden o(N~?)) como

M = S S HGN ) — g Y Ha /N - [ LS S A st s

;tE’IFd xG']Td ace']l‘d 5,j=1

1 1
m=5 D uibihy(n) . a— > vivply) = Saoy;

lyl<M |y|<M

con

Repitiendo el razonamiento hecho para deducir la ecuaciéon hidrodinamica cuando m # 0, percibi-
mos que para ver una variacién temporal cuando p es simétrica debemos reescalar el tiempo, pero
esta vez por un factor N2. Es decir, ahora la tasa de salto de nuestro proceso serd N2. De esta forma
obtenemos que la ecuacion hidrodinamica esta dada por

Op=75 > 0y0ip
1<i,j<d (2.12)
p(0,) = po(-)
Una posible interpretacion de dicho reescale es que, debido a que el desplazamiento medio por
particula es cero (m = 0, no hay “drift”) debemos acelerar aun mas el proceso para observar varia-
ciones macroscopicas.

Siendo que el reescale temporal depende del proceso (en este caso segin m, el desplazamiento
medio por particula) tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.3.1 Conservacion local del equilibrio: Diremos que un equilibrio local (1™ ) y>1 del perfil
po se conserva en el tiempo si existen una renormalizacion temporal O(N) y p: Ry x T¢ — R tales
que:

]\}1_{20 ES,gg( )N [T[“N}w] = El/p(tyu) [w] A ¢ ZOCCZZ,
donde Stfg(N)pN es la distribucion a tiempo tO(N) del proceso que inicia con medida ™ vy tiene

generador Ly .

La preservacion local del equilibrio es un objetivo demasiado ambicioso que no siempre sere-
mos capaces de alcanzar. En el préximo Capitulo presentaremos maneras mas débiles de relacionar
parametros macroscopicos con microscopicos, de forma tal que la correspondencia en la condicién
inicial sea preservada por la dinamica.



Capitulo 3

Formulaciones débiles del equilibrio y el
resultado principal

Como acabamos de mencionar, la preservacién local del equilibrio es un objetivo demasiado
ambicioso. La dificultad radica en la manera de vincular perfiles p con medidas " dada en la
definicién de equilibrio local (Definicién 2.2.2). Para relajar esta condicién, en lo que sigue daremos
una nueva nocién de equilibrio local, més débil que la anterior. Comenzaremos con algo de heuristica:

dada G € C(T?) y ® cilindrica,

[ G0 By [0k 5 3 Gla/N) B 0] % 57 32 Gla/N)E 9]

z€TY, €T,

= ﬁ > G@/N)E,y [my] = Ex. % > G(x/N)m)

d d
z€eTq zeTy,

De alguna forma, esta cuenta nos dice que

1

By, | e 2 Cla/Wme| —— [ 6B, v 3.1)
xET% T

Mas aun, si ¥(n) = ¥(n(xg)), las variables 7,1 resultan independientes bajo I/é\é,) y la varianza

de 7 ZIET‘?V G(z/N)1,¢ converge a cero. Combinado con (3.1) obtenemos la convergencia en prob-

abilidad de ZweT?v G(x/N)mtp a [0 Gu)E,, , [¢]du bajo vy (- 18 decir, puede que necesitemos

ponderar en diferentes valores de v y sumar en los sitios del toro para poner en correspondencia los
dos sistemas. Esto nos lleva a dar las siguientes definiciones.

Definicién 3.0.2 Equilibrio Local Débil: Una sucesion de probabilidades (11N )y=1 en {0,1}™~ es un
equilibrio local débil asociado a un perfil p : T — [0,1] si para toda G € C(T), para toda v local,
tenemos que

lim p? Nd Z (x/N)(1:0)(n) — /TdG(u)@Z(p(u))du >0l =0,Vd6>0.

N—oo
xETd

La funcién ¢ (n) = n(0) tiene un rol especial, puesto que esta relacionada con la cantidad total de
particulas (que es la cantidad conservada por la dindmica).

22
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Definicién 3.0.3 Probabilidades asociadas a un perfil: Una sucesion de probabilidades (u™)n>1 en
{0,1}™% se dice asociada a un perfil p : T* — [0,1] si para toda G € C(T%), tenemos que

lim Y Nd Z (x/N)n /]I‘d G(u)p(u)du| > 6| =0, Vo >0.

N—oo
xer

Claramente si (¢”)y>1 es un equilibrio local débil del perfil p tenemos que (u")y>; son probabili-
dades asociadas al perfil p.

La siguiente proposicion nos dice que, efectivamente, todo equilibrio local es un equilibrio local
débil.

Proposicién 3.0.4 Sea (1" )n>1 un equilibrio local del perfil p, entonces (N )n>1 es un equilibrio
local débil asociado al perfil p.

Demostracion: Queremos ver que

Jim (| 3 Gla/Netnan) = | Gliptu)du] > 5| = 0.

d
z€T%,

Como 7 3 G(z/N)p(p(x/N)) — [0 G( (u))du y G es acotada, basta ver que bajo (u™¥)n>1

d
z€T§,

T 3 Gl /N — dlp(e/N))} 0.

d
z€Tq

Recordemos de la Definicién 2.2 que zﬁ(p(x /N)) = E,, x [¥], por lo que esperamos poder aproxi-

mar la esperanza ¢(p(z/N)) sumando valores de ¢ centrados en el punto z. Para ello, consideremos

1 2 G/ no F g 3 et = Vpla/N)}

d
z€TY, lyl<l

Siendo 9 acotada, usando la continuidad uniforme de G en T? y haciendo un cambio de variables
concluimos que, para todo [ € N (fijo),

1
w2 G /N ~ gy % Tt} 50

Finalmente, acotando G, basta ver que, bajo (u")n>1

Ndz 21_{_1dz¢7_y+x77 (p(x/N))| — 0.

€T ly|<i

De la desigualdad de Markov, tenemos que

Ndz 2l+ dZwTyﬂ-rU (p(x/N))| >0

:cE']Td ly|<i
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77 2 B |G 2 Ve = Glola/N) (32)

z€Td, lyl<i

Queremos ver que esta ultima expresion converge a cero cuando N, [ crecen a infinito. Esta tltima
expresion puede ser escrita como % de hn,(u) du, definiendo

hyi(u) == E,~ (2l—|— dz TuN]4+y¥ — D (p([uN]/N))

ly|<l
Resta probar que
lim lim hny(u)du=0.

l—o00 N—oo Td

Como vamos a intercambiar limites con integrales, comencemos observando que ||hy|loo < 2|9«
para todo N, l. Haciendo N — o0, tenemos que

hva(w) 5= Bu QH Ay 2 W — P | =) (3.3)

N—oo
ly[<!

Para verificar esta ultima convergencia, usando la continuidad de ¥ y p notemos que

hy(u) = B, [T[um ‘w(n) —w(p(U))H +o(1), con ¢(n) = 2l+ EFST > me(n

ly|<l

Por hipstesis sabemos aue B,v [ [(n) — B(o(u))| | — By, l(m) — d(p(u))]. lo que nos per-
mite concluir la convergencia (3.3).
Utilizando el Teorema Ergddico espacial (ver capitulo 4 de [12]), sabemos que

gi(u) = By, 21 20+ 1)l Z () = By, ]| — 0.

l—o0
ly|<i

Resta apelar al teorema de la convergencia dominada para garantizar que la expresién (3.2) tiende a
0, lo cual finaliza la demostraciéon de la Proposicién 3.0.4.

Vamos ahora a definir las conservaciones correspondientes a cada una de estas nuevas nociones
de equilibrio.

Definicién 3.0.5 Conservacion del equilibrio local débil: Diremos que un equilibrio local débil (u™)ns1
del perfil po se conserva en el tiempo si existen una renormalizacion temporal O(N) y p : Ry xT¢ — R,

de forma tal que la distribucion del proceso en el instante tO(N) resulte ser un equilibrio local débil

asociado al perfil p(t,-): para toda G € C(T?), para toda 1 local, tenemos que

lim S % Z G(z/N)(1.4)(n) —/ Gu)d(p(t,u))du| > 6| =0,¥6 > 0.

N—oo
Td
d
z€Tg,

donde Stjg(N)pN es la distribucion a tiempo tO(N) del proceso que inicia con medida u™ vy tiene
generador Ly .
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Definicién 3.0.6 Comportamiento Hidrodindamico: Diremos que conocemos el comportamiento hidro-
dindmico del proceso si para toda sucesion (u™)n>1 de probabilidades asociadas al perfil py, tenemos
que existen una renormalizacion temporal O(N) y p: Ry x T — R, de forma tal que la distribucién
del proceso en el instante tO(N) resulte ser una sucesion de probabilidades asociadas al perfil p(t,-):

1
Jim S || S Gla/Nn() - / Gu)p(t, u)du| > 5| = 0,¥6>0Y G € C(TY) . (3.4)

Td
d
z€Ty

3.0.7. Enunciado del Teorema

Habiendo presentado las diferentes nociones de equilibrio, describimos el principal resultado que
se demuestra en esta tesis:
Consideremos el proceso de exclusion simple simétrico a primeros vecinos. Para obtener una ecuacién
independiente de la dimensién, trabajaremos con una pseudo probabilidad de saltos, donde p(e;) =
p(—e;) = 1/2 para 1 <i < d, donde e; representa el i-ésimo vector canénico de R?. Tenemos entonces
que el generador en este caso, esta dado por

Inlfin) = 5 30 S n@ -l + 2] [FE) — )] (35)

z€Td |z]=1

En estas condiciones,

Teorema 3.0.8 Sea py : T% — [0, 1] un perfil inicial y (i) ns1 probabilidades en {0,1}™~ asociadas
al perfil pg. Entonces, para todo t > 0

1
]\}gnoong(N)uN Nd Z G(x/N)n(x) — /Td G(u)p(t,u)du| > 8| =0,¥6 >0V G € C(T?),
xET%
con
p(0,-) = po(*),

Es decir, conocemos el comportamiento hidrodindmico del proceso.

Hemos visto que conocer el comportamiento hidrodindmico consiste en garantizar que la sucesion
de probabilidades (St]\gf(N)MN)Nzl estd asociada a un perfil p(t, -) para cada t, donde Stzg(N),uN denota
la distribucién marginal a tiempo t0(N) del proceso que inicia con probabilidad u y tiene generador
Ly . Recordemos ademés que mirar tiempos de la forma t0(N) para el generador Ly equivale a mirar
tiempos de la forma t en un nuevo proceso con generador dado por 8(N)Ly. Luego la condicién (3.4)
puede sustituirse por

]&EOPMN % Z G(z/N)m(x) —/ Gu)p(t,u)du| > 6| =0,¥§ >0V G € C(TY, (3.7)

weT% T
donde P~ es la probabilidad sobre D([0, o), {0, 1}T%), presentada en la Definicién 1.2.6, correspon-
diente al generador §(N)Ly y distribucién inicial p'.

En lo que sigue, vincularemos la nocién de probabilidades asociadas a un perfil con cierta con-
vergencia en M, = M (T?), el espacio de medidas finitas y positivas definidas en el toro. Para eso
introducimos una funciéon que nos sera de utilidad:
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N

{0, —F—— M.

(3.8)
" — ™) =52 2 n€)an

d
z€T%,

siendo d,, la medida de Dirac concentrada en el punto w. Las medidas 7™ (1) serdn llamadas medidas

empiricas. Por tltimo, utilizando esta funcién definimos

l)q07oo>’{071}T%) - AA+
(773)520 — va = 7TN(77t) = ﬁ Z 77t($)5x/1v . (3-9)

d
z€Ty

Vamos ahora a reescribir (3.7) en términos de convergencia en M_ (T¢) de las medidas empiricas.
Poniendo

% Z G(z/N)m(x) = /]l‘d G(u) d % Z m(@) 0N ¢

zeTg, z€TY,;

el lado izquierdo de (3.7) puede escribirse como:

P [|[< 7). G>— < p(t,u)du,G >| > 6] ,
donde
<p, f>=[ flu)dp.
Td

Consideremos la topologfa débil en el espacio M, (T?), segtin la cual
pt 5 siy sélo si < puF G >= /dG(u)d,uk —< pu, G >= /dG(u)du VG e O(T?) .
T T
Esta convergencia puede ser caracterizada por el siguiente lema:
Lema 3.0.9 Sea (u*)g>1 una sucesion de medidas en T?. Sea D denso en C(T?), entonces:
w— S14 <uF f>—<p f> VfeD.

Luego de este lema, nos es posible metrizar la topologia débil (siendo C'(T¢) separable) definiendo la
siguiente distancia entre dos medidas \, 3 € M (T%)

. ;L |‘< A,f}j>-— <:¢%tﬂ >>|
C(A,ﬁ)-—22i1+’<)\7fi>_<67fi>|7 (310)

i

donde {fy : k > 1} es una familia de funciones continuas, densa en C(T?) con f; = 1.

Concluimos entonces que una condicién equivalente a (3.7) es:

P, (C(m)Y, p(t, u)du) > §) ——0 Vi>0.
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Esta tultima expresion, la cual generaliza la convergencia en probabilidad, la notaremos por
P
iy e, p(t, u)du.

Finalmente el Teorema 3.0.8 admite la siguiente reformulacion,

Lema 3.0.10 Sea py : T¢ — [0,1] un perfil inicial y (uN)n>1 probabilidades en {0,1}™~ asociadas
al perfil pg. Entonces, para todot > 0

P
oy 7, p(t,u)du ,

con p solucion de la ecuacion del calor,

{atﬂz (1/2)Ap (3.11)

p(07 ) = PO(')7



Capitulo 4

Demostracion del comportamiento
hidrodinamico

Fijado un perfil inicial py : T¢ — [0,1] y una sucesiéon (u¥)y>; de probabilidades iniciales
en {0,1}™ asociadas al perfil py, denotemos por P~ a la probabilidad sobre D(][0,00), {0, 1}7TH),
presentada en la Definicién 1.2.6, que hace de (1;)¢>o un proceso de Markov con generador N2Ly y
distribucién inicial %V, siendo Ly el generador definido en (3.5). Para demostrar el comportamiento
hidrodinamico del sistema, siguiendo el Lema 3.0.10, vamos a probar que, para todo t > 0, las medidas
empiricas 7" definidas en (3.9) convergen en M, bajo (P,~)y>1 a una medida 7 absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue que resuelve una versién débil de la ecuacién (3.11).

Para ser mds precisos, comencemos fijando 7" > 0. Sea @y la medida imagen de P,~ inducida
por la aplicacién que a una trayectoria {n, : ¢ > 0} € D([0, 00), {0,1}T%) le asigna la trayectoria de
medidas empiricas

D([O’w>’{0,1}T‘Ii\7) 7]PuN - D([O,T],M+) QN

(Ms)sz0 (1 )e<r = (7N (me) Je<r
para " definido en (3.8).

El camino a seguir consistira en:

1. Demostrar la convergencia en ley cuando N T oo de (7)< a {p(t,u)du,0 < t < T}, con
{p(t,u)du,0 <t < T} trayectoria continua.

2. Utilizar que el limite estd concentrado en una trayectoria continua para poder preservar la
convergencia mediante proyecciones en diferentes tiempos y asi garantizar que para t < T
tenemos que (") y>1 converge en ley en M, a p(t,u)du.

3. Utilizar que convergencia en ley a un limite deterministico implica convergencia en probabilidad.

Notemos que (7)< son elementos aleatorios tomando valores en el espacio métrico D([0, T], M),
induciendo en él probabilidades @QV.Una exposicién completa sobre convergencia en ley en espacios
métricos puede encontrarse en ?7. En el caso particular en que el espacio métrico es R, esta nocién
coincide con la convergencia en distribucién de variables aleatorias.

De estos tres items, el primero resulta ser el mas demandante. En lo que sigue, vamos a concentrar
nuestra atencién en demostrar que Qv — Ofp(tu)du0<t<T} €N ley. Para eso probaremos los siguientes
hechos:

28
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1. Relativa compacidad: La sucesién (QV)y definida sobre el espacio D([0,T], M) es relati-
vamente compacta.

2. Unicidad de los puntos limite: Todas las subsucesiones convergentes tienen por limite a
Ofp(t,u)du,0<t<T}-

Vamos ahora a desarrollar cada uno de estos dos tltimos pasos:

4.1. Relativa compacidad

El primer paso consiste en probar que la sucesién de medidas (QV)y>; es relativamente compacta
en D([0,T], M). Consideremos el espacio C?(T%), denso en C(T¢) para la topologfa uniforme.
Por la Proposicién 5.2.9, basta ver que la sucesién de probabilidades (Q™V:¢)y>; sobre D([0,T],R)
es relativamente compacta para toda funcién G € C%(T%), con Q™ la probabilidad inducida por la
aplicacion
D([OvT]aMJr):QN - D([OaT}aR) 7QN7G
()\t)ogth L — (<M, G >>t§T .

Siendo las probabilidades (Qn)y>1 inducidas por las trayectorias empiricas, podemos directamente
considerar el siguiente esquema

D([0,00),{0,1}"%) P,y — D([0,T],R) , Q¢
()0 = (< 7Y, G >)ozser = (< TV(0), G >) e

El proceso (< 7V, G >);>0 toma valores en R, por lo tanto, aplicaremos el Teorema 5.2.7 y la
Proposicién 5.2.8 para E =Ry d=| |.

Condicién 1)  Denotemos por ||G||« al maximo valor que la funcién puede tomar: ||G||o = max G(u).
u€eT

Luego, tenemos que

1
| <m,G>]= ‘WZG(-%/N)W(%) < [Glloo -1 =1Glloo

pues a lo sumo hay una particula por sitio.

Condicién 2)  Utilizando la Proposicién 5.2.8 tenemos que ver

lim limsup  sup Q™Y [Jw, — wrpg| > €] =0
70 Nooo r€T7,0<y

Notemos que

QN,GHU)T_wTJr9| >5] :QNH <)\T+97G> - <)\T’G> ‘ >€] -

P#N [l < WN(

Nrt0), G > — <7 (n:),G > | > €] (4.1)

Aplicando el generador Ly a la proyeccion en la coordenada z, cuando p(+e;) = %, obtenemos que

d

In(pro) = 5 > (e + )+ (e — e5) = 2(x)}

j=1
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Luego, haciendo dos sumas por partes, bajo P,~ tenemos

t
<l G >=< ﬂéV,G>+(1/2)/ <N, ANG > ds+ MY (4.2)
0

donde AyG(z/N) = N*Y0_{G(z + ¢;/N) + G(z — ¢;/N) — 2G(z/N)} y (M{),5o martingala.
Luego, el ultmo término en (4.1) estd dado por
> <

T+60 T
/ <7rgV,ANG>ds—/ <N ANG > ds+ MSY — MG
0 0

Puv |

lo que nos permite separar el problema en dos:

i) Siendo G' € C?(T?), tenemos que

T+60 T+60 1
/T <7V ANG > ds = / i > AyG(z/N)ny(x)ds < C(G)F

d
zeTy,

lo que controla el primer termino.

ii) Verifiquemos la condicién de la Proposicién 5.2.8 para la martingala (MtG ’N)tzo. De la de-
sigualdad de Markov, tenemos que

1 2
B || M = MEN] > o] < S, [MTGL?—MTG’N” |
£

Vamos entonces a trabajar con la variacion cuadrética esta ultima expresion. Utilizando el Lema
5.1.3, las expresiones (5.1) y (5.2), tenemos que variacién cuadratica para (M ),sq estd dada por

| B0 s siendo B9) = i 32 w1 = nl)G/N) — G/

lz—y|=1
Es decir, tenemos que

t
HE = ey~ [ Be) ds
0
es una martingala. Luego

T+60
— By, (05 - M8 =5, | [ Boas] < 0 (13)

pues G1<y/zv> —G(z/N) = VG(x/N)(y—z/N)+0o(N7Y), = (G(y)—G(x))? < INELMIE | 5(N-2)
y por lo tanto
< N IVG/NIP
N2d — N2d N2

ly—z|=1 ly—z|=1

lo que permite concluir (4.3).

Tras haber verificado las condiciones del Teorema 5.2.7, podemos garantizar que (QY%)y> es
relativamente compacta para toda funcién G € C?(T¢) y entonces, usando la Proposicién 5.2.9 ten-
emos que (QV)n>; es relativamente compacta en D([0,T], M).
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4.1.1. Unicidad de los puntos limite
Sea Q* punto limite y (Q™*); subsucesién que converge a Q*. Para probar que Q* es una masa

puntual en la trayectoria {p(t, u)du}o<i<r, utilizaremos la siguiente estrategia:

1. Demostrar que Q* concentra su masa en trayectorias {7 fo<¢<r absolutamente continuas con
respecto a la medida de Lebesgue,

2. Probar que Q*(m, = po(u)du) = 1,
3. Probar que las densidades de las trayectorias m; son soluciones débiles de la ecuacion del calor,

4. Utilizar resultados sobre unicidad para soluciones débiles de la ecuacién del calor.

e . . _
Estos cuatro pasos nos permitirdn concluir que Q" = 0((t,u)du}o<,<,- Vamos ahora a trabajar en
cada uno de los puntos mencionados.

1. Para probar que Q* esta concentrada en trayectorias {m; }o<;<7 con m; absolutamente continuas
respecto de la medida de Lebesgue, basta ver que bajo QQ*

|<m,G>]| < / G ()| du , (4.4)
Td

para todo 0 <t < T, para toda funcién G € C(T?). Fijada G € C(T?) definimos

D(0,T],M,) —2— R

(m)y +—  O(m):= sup | <m, G > |
0<t<T

Luego,

Q| s [<m.G > < [1G0la] = [om < [ 6] ~1me o < [6wldi+e]

0<t<T

Sabemos que
1
swp [ <m0 > < 0 3 16/

0<t<T
= d

pues a lo sumo hay una particula por sitio. Fijado € > 0, siendo G continua podemos elegir kq tal
que para todo k > kg

7 3 166N [ 16w <

'H‘d
xe Ny,

Tenemos entonces que

QN [6(@ < |G(u)|du+e] =1, Vk>k.

Td
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Utilizando que © es continua,

Qﬂ@w)gAJGWMMHf]

> lim sup Q™ [@(w) < |G(u)|du+€] =1, Ve>0,
Td

k—oo

lo que permite concluir (4.4).

2. Para ver que Q* esta concentrada en trayectorias que a tiempo 0 son iguales a po(u)du, escri-
bamos
>4

< liminf QN H / G (w)mo(du) — / G (w)po(u)du

Q" [/G(u)ﬂo(du) —/G(u)po(u)du

> €

k—o00

lim p % Z G(z/N)no(x) —/G(u)po(u)du >e|l =0

k—o0 v
z€Tg,

pues iV esta asociada al perfil py.
3. Veremos ahora que QQ* estda concentrada en trayectorias que verifican

t
<m, G >=<my,G > +(1/2)/ < ms, AG > ds (4.5)
0

Consideremos
D(0,7], My) —— R

)

t
<7rt,G>—<7ro,G>—(1/2)/ < s, AG > ds
0

(7T t)ogth — sup
t<T

continua si G € C?. Luego, el conjunto {8 > €} es abierto y de la convergencia débil de (Q™*);>1 a
Q*, tenemos que
><)

-e).

t
lim inf QN (sup <7, G>— <m,G> —(1/2)/ < 7, AG > ds
0

k—o0 t<T

t
> Q" (sup <7rt,G>—<7r0,G>—(1/2)/ < 7, AG > ds
0

t<T

Para G € C%(T?%), podemos acotar uniformemente en 7 la diferencia
|< 7V (n),AG > — <7V (n), ANG >| .

Basta entonces demostrar que

t
<7rtN,G>—<7réV,G>—(1/2)/ <N ANG > ds
0

Py, (sup > €> =0 (4.6)

t<T
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Utilizando la martingala introducida en 4.2, para esta tltima probabilidad tenemos

C(G)T

idem que antes €2Nd

< T
=Py, [sup|MtG’N| > 5} = 4R, [(MTG’N)Q} =4c7°E,,, [ / des}
t<T 0

Doob

Hemos demostrado que Q* esta concentrada en trayectorias que satisfacen (4.5), sin embargo, los
resultados sobre unicidad de soluciones débiles para la ecuacién del calor, requieren verificar una
condicién analoga pero con funciones G dependiendo de tiempo y espacio: necesitamos verificar que
Q* se concentra en trayectorias tales que para toda funcién G : [0,T] x T¢ — R de clase C1?

t
1
<, Gy >=< 1y, Gg > +/ < s, 0sGg — 5AG’S > ds . (4.7)
0
Para ello, consideramos la martingala dada por
t
<W§V,Gt>—<wé\’,G0>—/(8S+N2LN)<7T§V,Gs>ds (4.8)
0

y repitiendo las cuentas para verificar la condicién (4.5) conseguimos probar que QQ* se concentra en
trayectorias satisfaciendo (4.7).

4. Tras haber verificado los items 1-3 , hemos demostrado que la medida Q* se concentra en
trayectorias m = p(t, u)du con my = po(u)du, que ademds verifican (4.7). Varios son los autores que
han demostrado unicidad para la solucién este problema( ver [7] y [8]). Mas aun , la ecuacién (3.11)
admite solucion fuerte, la cual termina resultando en la tnica solucién débil. Hemos asi demostrado
que QF = 0yp(tu)du}o<<r-> Siendo p(t,u) solucién de (3.11).

Es decir, (7V);<r converge en ley a la trayectoria {p(t, u)du,0 <t < T}, tinica solucién de la ecuacién
hidrodinamica.

4.1.2. La jugada final: convergencia en probabilidad para t fijo

En general no es cierto que, para t < T, la proyeccién II, : D([0,T], M) — M., dada por
I ({ms }o<s<T) = m, Sea continua. Sin embargo, como el limite en ley de (7" )<z estd concentrado
en la trayectoria continua {p(¢,u)du,0 < ¢t < T}, la convergencia en ley es preservada mediante las
proyecciones II;. Tenemos entonces que, V0 < t < T, (V) y>1 converge en ley a p(t, u)du. Por tltimo,
notemos que convergencia débil a una medida concentrada en un tinico punto garantiza convergencia
en probabilidad:

Py
(TN ns1 —% p(t,u)du YVt >0,

siendo T arbitrario. Esto concluye la demostracion de Teorema 3.0.8.



Capitulo 5

Apéndice

5.1. Martingalas y procesos de Markov

Definicién 5.1.1 Un proceso estocdstico {M;}i>o definido sobre el espacio de probabilidad (Q2, F, P)
tomando valores en R se dice que es una martingala respecto una familia creciente de o- dlgebras
{M;}i>0 C F, si se cumplen las siguientes propiedades:

1. M; es My-medible V t > 0.
2. E(|M;|) <ocoVit>0.
3. E(MM;) = M, Vs<t.

Una propiedad inmediata que se deduce de la definicion de martingala es que tienen esperanza
constante: E[M;| = E[M,| para todo ¢t > 0. El siguiente resultado, es utilizado varias veces a lo largo
de la tesis

Teorema 5.1.2 (Desigualdad de Doob)
Sea (My)o<t<t una martingala con trayectorias continuas a derecha. Entonces

1
P ( sup | M| > )\) < —E(|Mr|?) Vp>1 A>0.

0<t<T AP

Vamos ahora a presentar algunas martingalas especiales, en el contexto de procesos de Markov.
Sea (X¢)i>o un proceso de Markov con generador L. Consideremos F': Ry x E — R acotada, tal que

» Paracadax € F, F(-,z) € C*(R,).

= 7 C finita, tal que .
sup [(ALF)(s,2)| <C j=1,2
(s,7)

y definamos
t

M} = F(t,X;) — F(0, Xo) — /(85 + L)F(s, X,)ds , (5.1)

0
t

HE = (MF)* - /LF2(5,XS) — 2F (s, X,)LF (s, X,)ds . (5.2)
0
Tenemos entonces el siguiente resultado:

34
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Lema 5.1.3 Sea {F;}i>o la filtracion inducida por el proceso de Markov (Xi)i>o: Fr = 0(Xs, s < t).
Entonces, los procesos (M )0 y (H] )10 son {Fi}iso-martingalas.

5.2. Compacidad sobre el espacio de medidas

5.2.1. Prohorov

Teorema 5.2.2 Sea Y un espacio métrico completo y separable. Consideremos la convergencia en
ley en My(Y'), el espacio de probabilidades definidas en Y. Entonces la sucesion de probabilidades
(PN)n>o sobre Y es relativamente compacta si y solo si

Ve>03 K. compactoenY /PN(K.)>1—¢ VY N

Los siguientes resultados son clasicos en la literatura que conciernen al espacio D([0,T1], &), sien-
do (&, ¢) un espacio métrico completo y separable (para un estudio mas completo del tema, véase [1]).

5.2.3. El espacio D([0,7T],€)

Consideremos D([0,T7], &) el espacio de funciones definidas del intervalo [0,7] en &, continuas a
derecha con limite a izquierda. Este es el espacio de trayectorias donde vive los procesos de saltos.
Pequenos cambios en el instante en que se produce un salto resulta en trayectorias muy distantes para
la distancia uniforme. Para evitar este inconveniente, la distancia que se utiliza es la de Skorohod.
Antes de introducirla, consideremos

A = { funciones continuas estrictamente crecientes de [0,7] en [0,77]}.

Definimos A — A(s)
— (s
1Al = sup |log =————
s#t -
y
d(p,v) = inf méu<;{||/\||7 sup 5(,ut,y)\(t))} (5.3)
AEA 0<t<T

La presencia de las funciones A crecientes en esta distancia, corrige precisamente el problema de
la topologia uniforme, puesto que no compara ambas trayectorias en los mismos instantes ¢, sino que
en tiempos levemente distantes.

Proposicién 5.2.4 Si (£,0) es completo y separable, entonces D([0,T],E) con la topologia de la
métrica d es completo y separable.

Esto nos permite utilizar el teorema (5.2.2) para Y = D([0, 7], M, ).Para poder extender el teorema
de Arzela-Ascoli al conjunto D([0,77],€) y obtener una buena caracterizacién de los conjuntos rela-
tivamente compactos, recordemos que el modulo de continuidad uniforme de una trayectoria p esta
dado por

wy(y) = sup O(us, ) -

[t—s|<v
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Introduciremos el modulo médulo de continuidad uniforme modificado, mediante :

w;(7> = inf mAax sup 5(“57:“’13) )

{tito<icr 0SI<T ¢ <s<t<tyyy

doénde el infimo esta tomado sobre todas las particiones {¢;,0 < i < r} del intervalo [0, 7] tal que:

O=to<ti <...<t, =T
ti —ti—1 >y 1=1,...,r

Lema 5.2.5 11 : [0,T] — & pertenece al conjunto D([0,T],&) si y solo siw;,(y) — 0 cudndo vy | 0.

La siguiente proposiciéon nos da una extension del teorema de Arzela-Ascoli.
Proposicién 5.2.6 A C D([0,T],&) es relativamente compacto si y solo si

1. {p,p € A,0 <t < T} es relativamente compacto en €
2. lim supw;,(y) = 0
70 A

Con este resultado obtenemos una formulacién del teorema de Prohorov, la cual nos caracteriza
cuando una sucesién de probabilidades en D([0,7T],€) es relativamente compacta.

Teorema 5.2.7 Sea (PY)ys1 una sucesion de probabilidades en D([0,T),E). La sucesion es relati-
vamente compacta si y solo si

1.Vt e€[0,T) yVe >0 3 K(t,e) C E compacto /

sup PY(u; ¢ K(t,¢)) <e.

2. Ve >0 lm lfm sup PN [ w), () > €] =0
-0 Nooo
Observacion: La segunda condiciéon que aparece en el teorema anterior, la cual depende de toda
la trayectoria {u;,0 < ¢t < T} y no solo del comportamiento para un tiempo fijo ¢, es la més dificil
de verificar. Sin embargo vale que:

w, () < w,(27) .

Por lo tanto en vez de la condicién 2. utilizaremos la siguiente condicién equivalente:

2’. Ve > 0, lim lim sup PV [i; w,(7) > €] =0
77V N—oo

Observacién: Es facil ver que todos los puntos limite de la sucesién PV que satisface 2’. esta con-

centrado en trayectorias continuas. El siguiente resultado obtenido por Aldous, nos da una condicion

suficiente para garantizar la segunda condicion del Teorema 5.2.7.

Proposicién 5.2.8 Una sucesidn de probabilidades PN sobre D([0,T)],E) satisface la condicién 2.
del Teorema 5.2.7 si:

lim limsup sup P [6(pir, phrig) > €] =0 Ve >0, (5.4)
=0 Nooco 7€77,0<y

siendo Tt la familia de tiempos de parada acotados por T'. Por convencion, asumiremos que todos
los tiempos involucrados estan acotados por T; es decir, T + 0 puede pensarse como (T +6) ANT.
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En el problema que nos concierne, tenemos que £ = M con la topologia débil. Para probar que
una sucesién (QV)y>; de probabilidades sobre D([0, T], M. ) es relativamente compacta, el siguiente
resultado afirma que es suficiente chequear las condiciones del Teorema 5.2.7 para cada proceso
obtenido “proyectando” las empiricas ¥ con funciones de un conjunto denso numerable en C(T?).

Mas precisamente:

Proposicién 5.2.9 Sea {g; k > 1} una familia densa en C(T¢) con g = 1. Una sucesion (Q™)n>1
de probabilidades en D([0,T], M) es relativamente compacta si Yk > 0 la familia (QN9% )y, de
probabilidades en D([0,T],R) tienen esta propiedad, siendo Q™9 la probabilidad inducida por la
aplicacion

D([0,T,M4),Qn —— D([0,T],R) , Q"9
(Mo<t<r (< A, gk >)o<t<T -
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