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Introduccion

El concepto de grupoide aparece en el siglo XX como una generalizacion de la nocién de
grupo. Estos objetos permiten estudiar problemas topoldgicos y geométricos de una forma més
natural y flexible que los grupos, como lo evidencian el estudio del grupoide fundamental de
un espacio topoldgico y el teorema de Van Kampen [3]. Ademds de los grupos, varios objetos
algebraicos clasicos, como las relaciones de equivalencia y en cierto sentido, las acciones de grupos
sobre conjuntos, pueden pensarse como grupoides. Por ejemplo, una relacién de equivalencia es
lo mismo que un grupoide con a lo sumo una fecha entre cada par ordenado de objetos.

Los atlas de grupoides fueron introducidos por Bak, Brown, Minian y Porter en [2] con el
objetivo de estudiar problemas de indole local-global y son una especie de “versién algebraica”™
de las variedades diferenciables (de ahi el nombre de atlas). Un atlas de grupoides consiste de
una familia de grupoides cuyos objetos forman subconjuntos de un conjunto en comun X, y de
morfismos de grupoides que permiten relacionar los grupoides locales entre si.

Uno de los principales objetivos de esta tesis es desarrollar herramientas que permitan ana-
lizar la interaccién entre distintas relaciones de equivalencia definidas en un conjunto X desde
un punto de vista topoldgico-geométrico. Nuestro punto de partida serdn los atlas de equivalen-
cias. A partir de un atlas A se pueden construir dos complejos simpliciales, el nervio N(A) y el
vietoris V(A), que permitirdan estudiar geométricamente estos problemas. Daremos en esta tesis
una demostracién alternativa de un teorema de Dowker [9] que asegura que estos dos complejos
simpliciales son homotdpicamente equivalentes y, por lo tanto, para estudiar las caracteristi-
cas homotépicas u homoldgicas de las relaciones se utilizaran cualquiera de los dos poliedros
indistintamente.

Probamos en esta tesis varios resultados originales, como por ejemplo una caracterizacién del
tipo homotépico cuando las relaciones en cuestién satisfacen una propiedad similar al teorema
chino del resto. También obtenemos, utilizando la homologia de los atlas, algunas desigualdades
que vinculan dos relaciones con la relaciéon generada por ambas y con la relacion interseccion.
Haremos también el camino inverso: proponemos aqui una novedosa forma de estudiar, analizar
o clasificar poliedros por medio de relaciones de equivalencias e introducimos para eso el concepto
de complejo simplicial n-relacionado.

Otro de los problemas que abarcamos en este trabajo es el de estudiar un grupo G a través
del analisis de una familia de subgrupos H que lo generan. Este estudio tiene precedentes en
el trabajo [1] de principios de los 90, donde el nervio asociado al cubrimiento de G por co-
clases {Hg}gcq, Hen juega un papel clave. También en [2] se revisan algunos resultados de ese
trabajo y se propone reformularlos en términos de los atlas de grupoides A(G, H). Comenzaremos
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repasando aqui los resultados relevantes que aparecen en [1] y [2]. Entre esos resultados, veremos
una interesante féormula que vincula el grupo G con el producto amalgamado de subgrupos x~H
mediante el grupo fundamental m A(G,H). Finalmente aplicamos en este contexto los nuevos
métodos y resultados para atlas de relaciones que aqui desarrollamos.

La tesis esta organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 damos una pequena introduccién a los complejos simpliciales que tiene como
objetivo cubrir los conceptos que utilizaremos en el resto de la tesis. En particular, tratamos
las versiones combinatorias de algunos invariantes como el grupo fundamental y la homologia
singular. Las referencias principales para este capitulo son [10] y [8].

El capitulo 2 trata sobre los complejos simpliciales asociados a cubrimientos y més en general
a relaciones binarias. Ofrecemos una demostracion del teorema de Dowker siguiendo a [9] lo cual
nos lleva a estudiar la contigiiidad de morfismos simpliciales y las subdivisiones baricéntricas.
También enunciamos el teorema de McCord publicado en [7] junto con una reformulacién del
mismo en el contexto de complejos simpliciales. Esta reformulacién, que serd de utilidad mas
adelante, nos permite ademas verlo como una generalizacion del resultado de Dowker.

El capitulo 3 introduce las acciones globales y los atlas de grupoides. Estudiamos aqui ambas
estructuras asi como también los correspondientes morfismos en sus variantes débiles y fuertes.
Mostramos los ejemplos més importantes y analizamos cémo y porqué la primera estructura
dio lugar a la segunda. Después presentamos los complejos simpliciales V(A) y N(A) junto con
sus invariantes asociados: el grupo(ide) fundamental y la homologia. Este capitulo se basa en el
trabajo [2].

El capitulo 4 esta dedicado a los atlas de relaciones de equivalencia A(X,&). Los resultados
que aqui aparecen son originales. Estudiamos los caminos, su conexién con la relaciéon generada
y la forma en que dan lugar a nuevos atlas de relaciones. Luego investigamos la geometria del
nervio N(A) y damos una caracterizacién de su tipo homotdpico para familias de relaciones
&€ que cumplen con el “teorema chino”. Utilizando la homologia de los atlas obtenemos desi-
gualdades que vinculan dos relaciones con su relacion generada y su relacién interseccién. La
seccién final propone aplicar los atlas de relaciones para estudiar a los complejos simpliciales.
Se incluyen aqui caracterizaciones geométricas de los complejos V(A) y N(A) correspondientes
a una cantidad n de relaciones. Introducimos la nocién de complejo n-relacionado y discutimos
sus aplicaciones.

El capitulo 5 trata sobre los atlas de grupoides A(G,H). Comienza con el estudio de las
acciones simpliciales de G sobre los complejos V' y N y sus consecuencias geométricas. Luego
obtenemos la formula de [1] que vincula a G con el producto amalgamado xnH utilizando el
grupo fundamental 71 A(G,H). Finalmente, mostramos como aplicar los resultados obtenidos
para atlas de relaciones en este contexto.



Capitulo 1

Complejos simpliciales

Este capitulo es una breve introduccién a los complejos simpliciales. Nuestra exposicién se
concentra en aquellos aspectos del tema que mas adelante utilizaremos en la tesis. El lector
interesado en hacer un estudio més profundo puede consultar [10].

Un complejo simplicial es un objeto combinatorio que describe la construccién de un polie-
dro. Concretamente, esta descripcién consiste en dar un conjunto de vértices e indicar cuales
subconjuntos de estos vértices generan simplices.

En esta tesis los complejos simpliciales jugaran un rol muy importante pues nos permitiran
entender en forma geométrica otros objetos combinatorios como relaciones, cubrimientos y atlas
de grupoides.

Exponemos aqui como se reformulan algunos de los invariantes clasicos como el grupo fun-
damental y la homologia para ser aplicados a complejos simpliciales. Los invariantes simpliciales
que asi se obtienen coinciden con los correspondientes al poliedro asociado. Por lo tanto, nos
brindan una alternativa puramente combinatoria para su célculo.

Esta introduccién también abarca algunas operaciones con complejos simpliciales que utiliza-
remos al trabajar con cubrimientos y relaciones de equivalencia : la unién e interseccién (internas)
y el join (externa).

1.1. Complejos, subcomplejos y morfismos

Definicién 1.1.1. Un complejo simplicial K consiste de un conjunto Vi (los vértices) y una
familia Sk (los simplices) formada por subconjuntos finitos no vacios de Vi.
La familia de simplices Sk debe cumplir ademés:

1. {v} € Sk para todo v € Vi
2. Sis € Sk ytCsesun subconjunto no vacio entonces t € Sk

La dimension de un simplex s € Sk es la cantidad de vértices que lo forman menos uno, es
decir, dim s = #s — 1. Es comun llamar n — simplices a los simplices de dimensién n.
A su vez, la dimension del complejo simplicial es dim K = sup {dim s :s € Sk}.

7
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Llamaremos simplices generalizados de K a los conjuntos s C Vi tal que para todo subcon-
junto finito ¢ C s se tiene que t € Sg. Cuando #s < oo esto es equivalente a s € Sk.

Observacién 1.1.2. El conjunto de vértices Vi se corresponde con el de los 0 — simplices. Por
lo tanto, un complejo simplicial queda determinado por su conjunto de simplices Sk .

Damos a continuacion algunos ejemplos de complejos simpliciales acompanados de los polie-
dros que describen o como los llamaremos mas adelante, de sus realizaciones geométricas:

Ejemplo 1.1.3. Se definen para cada n € Ny dos complejos simpliciales: el n-simplex notado
A™ y el borde del n-simplex notado OA™. Los mismos quedan determinados por sus conjuntos
de simplices:

San =P {0,1,...,n} — {2}
S@A” = SAn - {{0,1,,71}}

n= 0 1 2 3

T A DA
AN A

Ejemplo 1.1.4. Dado n € Ny llamamos estrella de n segmentos y notaremos con E,, al complejo
simplicial con vértices Vg, = {0,1,...,n} y simplices Sg, = {{0}, {i},{0,i} : i =1,...,n}.

n= 0 1 2 3 4
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Ejemplo 1.1.5. El complejo simplicial recta que notaremos L tiene como vértices al conjunto
de nimeros enteros Vi, = Z y como simplices S;, = {{n},{n,n+ 1} : n € Z}.

Definiciéon 1.1.6. Un complejo simplicial L se dice subcomplejo de otro K cuando se tiene
Vi C Vi y Sp, C Sk. En ese caso notamos L < K.
Decimos que L es un subcomplejo pleno si ademds se cumple:

seSk,sCV,=s€5]

Ejemplo 1.1.7. Sea K un complejo simplicial y s un simplex (generalizado) de K. Llamamos
s al subcomplejo de simplices Sz = {t € Sk : t C s}.
5 es pleno y salvo el nombre de los vértices, cuando s € Sk, es s = A" donde n = dim s.
Por una cuestién de simplicidad, muchas veces abusaremos de la notacién indicando al com-
plejo simplicial § como s, confundiendo asi al simplex con el subcomplejo que determina.

Ejemplo 1.1.8. El siguiente grafico muestra dos subcomplejos L1 y Lo de un complejo K.
L1 es pleno. Ls no lo es debido a que le falta el 2 — simplex.

K L L,

Veamos dos operaciones que se pueden realizar con subcomplejos:

Definicion 1.1.9. Sean L1, Lo < K subcomplejos. Los subcomplejos union e interseccion, que
notaremos respectivamente L1ULs y L1NLa, son los que se obtienen al realizar la correspondiente
operacion conjuntista con los simplices:

SL1UL2 = SL1 U SL2 y SLlﬂLQ == SL1 N SLQ

Observacién 1.1.10. Ambas operaciones se generalizan a familias de subcomplejos en la forma
evidente. Notar que la intersecciéon puede dar como resultado el subcomplejo vacio &.
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Ejemplo 1.1.11. Veamos como resultan la unién e interseccién en un caso concreto:

&

K L1 Lo L1 U L, Li N L,

Al trabajar con complejos simpliciales se consideran los siguientes morfismos:

Definiciéon 1.1.12. Sean K y L dos complejos simpliciales. Un morfismo ¢ : K — L consiste
en una funcién conjuntista ¢ : Vg — Vi que envia simplices en simplices, es decir, para todo
s € Sk se tiene ¢(s) € SL.

Los complejos simpliciales provistos de estos morfismos constituyen una categoria que nota-
mos CS.

Observacion 1.1.13. Un morfismo ¢ : K — L es isomorfismo sii define una biyeccién en los
vértices y en los simplices.

1.2. Realizacién geométrica

La realizacién geométrica de un complejo simplicial es el poliedro (espacio topoldgico) que
este describe en términos de vértices y simplices.

Definicién 1.2.1. Sea K un complejo simplicial. Su realizacion geométrica |K| es el espacio
cuyo conjunto subyacente son las combinaciones convexas de vértices que forman simplices.

Miés formalmente, podemos considerar al conjunto | K| formado por las funciones a : Vg — [0, 1]
tales que:

Lo > ey, o) =1
2. {veVk:alv)#0}e Sk
Identificando cada vértice v € Vi con la correspondiente funcién caracteristica de {v},
obtenemos la escritura como combinacién convexa o= i «(v) v para cada « € |K|.
Nos resta dar una topologia para |K]:

Dado un simplex s € Sk indicamos con |s| al subconjunto de |K| formado por las as cuyo
soporte {v € Vi : a(v) # 0} C s. Damos a |s| la topologia inducida por la métrica:

(e, B) = ey (av) = B(v))?

Finalmente, declaramos un subconjunto G C |K| abierto cuando se verifica que G N |s| es
abierto en |s| para todo s € Sk.
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Observaciéon 1.2.2. Notemos que la topologia elegida para |K| es la final respecto de las
inclusiones |s| < |K| con s € Sk. Se elige asi con el objetivo de que la continuidad de una
funcién f : [K| — X sea equivalente a la de sus restricciones f|||.

Ejemplo 1.2.3. Algunas realizaciones geométricas:

- A= D"
- |6An|zsn71
= [L| =R

Veamos ahora como se define la realizacion geométrica de los morfismos:

Definicién 1.2.4. Dado un morfismo simplicial ¢ : K — L, su realizacién |¢| : |K| — |L] es la
funcién continua que se obtiene al extender ¢ por linealidad. Més explicitamente :

Bl vevie @ ©) = Xpevye @ $(v)

Queda de esta forma construido el funtor realizacién geométrica |.| :CS—Top, donde Top
denota la categoria de espacios topolégicos.

Definicion 1.2.5. Un espacio topolégico X es un poliedro cuando existe un complejo simplicial
K y un homeomorfismo f : |K| — X. En ese caso, un tal par (K, f) es una triangulacion de X.

1.3. Join

El join es una operacion “externa” entre complejos simpliciales. Es facil de describir combi-
natoriamente y por otro lado, tiene un significado geométrico importante.

Definiciéon 1.3.1. Sean K y L dos complejos simpliciales.
El join de K con L, que notamos K * L, esta dado por el siguiente conjunto de simplices:

Sksr ={sUt:s€ Sk U{D},teSLU{D},s#£Tot#D}

Observacién 1.3.2. Es fécil ver que la realizacién geométrica del join | K« L| es el join topolégico
| K| *|L|, que consiste de los segmentos que unen un punto de |K| con un punto de |L|.

Ejemplo 1.3.3. Dado un complejo simplcial K, el cono de base K es el complejo a x K donde
a=A.

Ejemplo 1.3.4. Para todos n,m € Ny se tiene A x+ A™ ~ A"T™+1 En particular, el cono de
base A" es A"T1

Observacién 1.3.5. Notar que la operacion join es asociativa, esto nos permite trabajar con
joins multiples Ky * ... x K. Concretamente, los simplices de Ky * ... * K, son:

{SlU...USn:SZ‘ESKiU{Q},Hisi#g}
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1.4. Grupo de caminos de aristas

Los caminos de aristas son una versién combinatoria de los caminos usuales en un espacio
topolégico. Como ya es habitual, en las siguientes definiciones, K es un complejo simplicial:

Definicién 1.4.1. (Aristas y Caminos de aristas)

Una arista es un par ordenado e = (v, w) con v,w € Vi tal que {v,w} € Sk. Los vértices v
y w se llaman origen y fin de la arista respectivamente. Se notan orig(e) y fin(e).
Dada una arista e = (v, w) llamamos arista inversa a e~! = (w,v).

Un camino de aristas es una sucesion finita a = ey, ..., e, tal que orig(e;+1) = fin(e;) para
todo i. Notamos orig(a) = orig(e1) y fin(a) = fin(ey).
Cuando orig(a) = fin(a) = v decimos que « es un loop con base en el vértice v.

Nota 1.4.2. Indicaremos a veces un camino de aristas por los vértices que recorre.
Si el camino es o = e, ..., e, y sus aristas son e; = (vg,v1),e2 = (v1,02), ..., €n = (Vp—1,Vp)
escribiremos « = (v, ..., Up).

Ejemplo 1.4.3. Consideremos el siguiente compejo simplicial:

Son ejemplos de aristas (a,b), (b,a), (b,¢) y (¢,c). En cambio (a,c) no es una arista.
Un ejemplo de camino de aristas es « = (a, b)(b, ¢)(c,d)(d,b)(b,d)(d,d)(d, a).

A partir de los caminos de aristas definimos las componentes:

Definicion 1.4.4. Dos vértices v, w € Vi se encuentran en una misma componente si existe un
camino de aristas a tal que orig(a) = vy fin(a) = w. Escribimos en ese caso v ~ w.

Es facil ver que ~ es una relacién de equivalencia en V. Las componentes arco-conexas de
K son los subcomplejos plenos C' < K con Vi € Vi / ~.

Veamos ahora una nocién simplicial de la homotopia de caminos con extremos fijos:

Definicién 1.4.5. Sean a y o/ dos caminos de aristas en K.

Decimos que o/ se reduce a 'y escribimos o > « sison de la forma o = (vg, ..., Vi—1, Vit1, -, Un)

/ ’ . ,
y & = (Vg ..oy Vi1, Vi, Vig1, ..., V) Para algin 0 < i < n y ademas {v;_1,v;,viy1} € Sk.

Decimos que o y o’ son equivalentes si existe una sucesién finita de caminos o = ay, ..., o, =
o tal que paratodo 1 <i<mnesa; <a; 10 a;_1 < ;. Escribimos a =~ o/.
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Observacién 1.4.6. Veamos el significado geométrico de que un camino o’ se reduzca a otro
a cuando {v;_1,v;,vi+1} € Sk es un 2 — simplex:

Notemos que la reduccién también puede tener lugar cuando {v;_1,v;,vit1} € Sk es un
1—simplex o inclusive 0 — simplex. Dejamos al lector visualizar las correspondientes situaciones.

Observacion 1.4.7. =~ es una relacién de equivalencia en el conjunto de caminos de aristas que
tienen un origen y fin dados.

Ejemplo 1.4.8. Trabajamos nuevamente con el complejo simplicial del ejemplo anterior 1.4.3.
Sean los caminos a = (a,b,c) ; B = (a,b,d,c) y v = (a,d, c). Es ficil ver que « es equivalente
con 3 pero no lo es con 7.

Ejemplo 1.4.9. Consideremos los loops de 9A? con base en el vértice 0.
Definimos la “cantidad de vueltas™ que da un tal loop o = ey, ..., e, por:

v(a) = éZL #ireg=fiy —#{i:ei= fi_l}

Donde las aristas f; estan dadas por fi = (0,1) , fo = (1,2) y f3 = (2,0). Puede probarse
que dos de estos caminos « y o/ son equivalentes si y solo si v(a) = v(a/).

Definicion 1.4.10. Dados dos caminos de aristas o = e1,...,en, vy 8 = fi, ..., fm que cumplen
orig(f) = fin(a) definimos su concatenaciéon a x 3 = ey, ..., en, f1,...s frn-

Definiciéon 1.4.11. Sea K un complejo simplicial y v € V.

Consideremos los loops de K con base en el vértice v. El conjunto de sus clases médulo
equivalencia provistas de la operaciéon inducida por la concatenacién resultan un grupo.

En efecto, la operacién es asociativa y tiene como elemento neutro a la clase de la arista
(v,v). Ademads la clase de un camino « = (v, ..., v,) tiene como inverso a la clase del camino
a !l = (v, ..., v0).

Este grupo se conoce como el grupo de aristas de K con base en v y se nota m1(K,v).

Ejemplo 1.4.12. En la situacién del ejemplo 1.4.9 se tiene un isomorfismo 7 (0A2) — Z que
consiste en asignar a la clase de un loop [a] el niumero de vueltas v(«).

Notemos que el grupo de aristas de 9A? coincide con el grupo fundamental de su realizacién
geométrica S!. Se prueba en [10] que eso sucede en general:

Teorema 1.4.13. Sea K un complejo simplicial yv € V. Entonces el grupo de aristas w1 (K, v)
coincide con el grupo fundamental de la realizacion geométrica wi (| K|, v).
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1.5. Homologia simplicial

La homologia simplicial es el equivalente combinatorio a la conocida homologia singular de
espacios topoldgicos. En forma similar a lo que ocurre con el grupo de caminos de aristas y el
grupo fundamental, esta homologia coincide con la proveniente de la realizacion geométrica.

En lo que sigue K es un complejo simplicial.

Definicién 1.5.1. Un n-simplex ordenado de K es una sucesién finita o = (vg,...,v,) con
{vo, ..., vn} € Sk n-simplex.

Dos n-simplices ordenados o = (vg, ..., vn) v 0’ = (wy, ..., wy,) tienen la misma orientacion si
existe una permutacién par f : {0,...,n} — {0,...,n} tal que w; = vy para todo i. Escribimos
en ese caso o ~ o',

~ es una relacién de equivalencia en los n-simplices ordenados. Las clases de equivalencia se
llaman n-simplices orientados de K.

Observaciéon 1.5.2. Cada n-simplex s = {vg,...,vp} € Sk con n > 1 determina (n + 1)!
simplices ordenados pero solo dos simplices orientados: [vg,v1,...,vn] ¥ [v1, V0, ..., Up]. Decimos
de estos tultimos que son de orientacién opuesta.

Definicién 1.5.3. El complejo de cadenas de simplices, que notaremos C,(K), se define de la
siguiente forma:

» Para cadan > 0 tomamos C,(K) como el grupo abeliano libre generado por los n-simplices
orientados, identificando 0/ = —o cuando ¢ y ¢’ son de orientacion opuesta.

» El morfismo de borde d,, : C,(K) — Cp—1(K) se define sobre la base por la formula:

dn([V0, s Un]) = 3 (= 1) {00y vy Vi +vvy U]

Donde [vy, ..., Uj, ..., vp] indica el (n — 1)-simplex orientado que se obtiene al suprimir el
i-ésimo vértice.
Luego extendemos por linealidad a todo C,(K).

Proposicién 1.5.4. C,(K) es efectivamente un complejo de cadenas

Demostracion. Basta con probar d,,_1d,(c) = 0 para todo n-simplex orientado o.
Supongamos o = [vg, ..., U] entonces:

10 (0) = dpyy (g (= 1) [0, oons T oory Vn]) =

= Zi>j(—1)”j[1)07 ey 0y ooy Ujy oy U] + Zi<j(_1>i+j+1[vo, ey Oy evey Ujy ey U] = 0

Definicién 1.5.5. La homologia H,(K) es la homologia del complejo Cy(K).
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Observacién 1.5.6. Hy(K) es un grupo abeliano libre y su rango coincide con la cantidad de
componentes de K.

En efecto, por definicién Hy(K) = Co(K)/Im dy. Ahora bien, notemos que Cj y Cj son los
grupos libres generados por las aristas y los vértices respectivamente. Por otro lado, la imagen
de una arista [vg,v1] por dy es [v1] — [vg]. Por lo tanto, Hy resulta de indentificar entre si los
vértices que se hallan en cada una de las componentes y asi resulta que estas forman una base.

Observacion 1.5.7. Si dim K = n entonces para k > n no hay k-simplices, por esa razdn,
Ci(K) =0y resulta Hi(K) = 0.

Ejemplo 1.5.8. La homologia de AZ:
Segin las observaciones anteriores tenemos Hy = Z y H, = 0 para n > 3. Solo nos falta
obtener H; y Hy estudiando la primer parte del complejo:

0— Cy— C1 — (Cy

Llamemos o = [0,1,2], a = [0,1], b= [1,2] y ¢ = [2,0]. Entonces {c}, {a,b,c} y {0,1,2} son
bases de Cy, C1 y Cj respectivamente.
da(0) = a+ b+ c # 0 por lo tanto Ker do = 0 y resulta Hy = 0. Por otro lado:

di(za+yb+zc) =2(1-0)+y2—-1)+20-2)=(z—2z)0+ (zr —y)l + (y — 2)2
Luego Ker dy =< a+b+c>. Esto es Ker dy =Im ds y asi H; = Ker dy/Im da = 0.

Ejemplo 1.5.9. La homologia de 0AZ:
Seguimos con Hy = Z y H,, = 0 si n > 2. Por otro lado, como d; es la del ejemplo anterior
Hi=Kerdi=<a+b+c>~Z.

Notemos que las homologias simpliciales obtenidas en ambos ejemplos coinciden con las
homologias singulares de los correspondientes poliedros. Como lo indica el siguiente teorema,
cuya demostracién puede consultarse en [10], esto es siempre as:

Teorema 1.5.10. Sea K un complejo simplicial. Entonces la homologia simplicial de K coincide
con la homologia singular de su realizacion geométrica |K|.

Recordamos por tdltimo algunos aspectos sobre la caracteristica de Euler:

Comenzamos por la definicién algebraica. En lo que sigue, dado un grupo abeliano A notamos
su rango libre rg(A).

Definicién 1.5.11. Un grupo abeliano graduado M, = {M,,} es finitamente generado si M,, es
finitamente generado para todo n y ademas M,, = 0 para todos salvo finitos n.

Definiciéon 1.5.12. La caracteristica de Euler de un grupo abeliano graduado finitamente ge-
nerado M, es el nimero entero:
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La demostracién del siguiente hecho basico puede encontrarse, por ejemplo, en [10]:

Proposicién 1.5.13. Si un complejo de cadenas (Cy,d) es finitamente generado entonces tam-
bien lo es su homologia H.(Cy) y ademds se tiene x(Cyx) = x(H«(C)).

A partir de lo anterior definimos la caracteristica de Euler geométrica:

Definicién 1.5.14. Sea K un complejo simplicial con finitos vértices (luego C\(K) es finita-
mente generado). La caracterisitca de Euler de K es x(K) = x(C«(K)) = x(H«(K)).

Observaciéon 1.5.15. Pensando x(K) = x(C.«(K)), dado que para cada n > 0 el nidmero
rg Cn(K) es la cantidad de n — simplices, obtenemos la conocida formula:

X(K) = #{0 — simplices} — #{1 — simplices} + #{2 — simplices} — ...

Observacién 1.5.16. Supongamos que K; y Ko son dos complejos simpliciales con X = |K;|
i = 1,2. Entonces, utilizando el teorema 1.5.10 resulta x(K) = x(H«(X)) = x(K’).

Este hecho permite definir la caracteristica de Euler del poliedro X como x(X) = x(K) con
K algin complejo simplicial que lo triangula.



Capitulo 2

Relaciones y Cubrimientos

2.1. Complejos simpliciales asociados a una relacion
Consideremos una relacion R de un conjunto X en otro Y, es decir, un subconjunto
RC X xY.Si(z,y) € R lo indicaremos con = R y.
Vamos a asociarle a R dos complejos simpliciales K y Lp:

Kpg tendra como simplices los subconjuntos {zg,...,z,} C X tales que existe y € Y con
z; R y para todo i. Dualmente, Lg tendra como simplices los subconjuntos {yo,...,yn} C Y
tales que existe x € X con x R y; para todo i.

Veamos como son estos complejos en algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1.1. Sean X = {0,...,n} ,Y ={0,...,m} para ciertos n,m € Ny y consideremos
la relacién completa R = X x Y.
Resulta entonces Kr = A"y Lr = A™.

Ejemplo 2.1.2. Sean X = {a,b,¢,d} , Y ={0,1,2} y tomemos la siguiente relacion:

(0,a) (0,b)
R= (1,b) (1,¢)
(2,a) (2,¢) (2,d)

En este caso obtenemos:

17
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En los ejemplos se observa que Kr y L pueden ser complejos simpliciales geométricamente
muy diferentes. Sin embargo, si se los compara desde un punto de vista homotdépico, ya no
hay diferencias: en el ejemplo 1 ambos complejos son contréactiles y en el ejemplo 2 ambos son
homotopicamente equivalentes a S*.

C.H.Dowker demostré en el trabajo [4] publicado en 1952 que se trata de un hecho general:

’ |KRr| y |Lg| resultan homotépicamente equivalentes cualquiera sea la relacion R

Vamos a dar una demostracién de este resultado siguiendo a [8]. Para eso, hacemos uso de
una nocién de homotopia entre morfismos simpliciales llamada contigiidad:

Sean K y L dos complejos simpliciales y f,g: K — L dos morfismos.

Definicién 2.1.3. f es elementalmente contiguo a g si para todo simplex s de K f(s)Ug(s) es
un simplex de L. Escribimos en ese caso f =~ g.

Definicion 2.1.4. f es contiguo a g si existe una sucesién de morfismos f = fo, f1,...,fn = ¢
tal que f; =c. fi+1 para todo i. Escribimos en ese caso f = g a secas.

Observacién 2.1.5. = es una relacion de equivalencia en el conjunto de morfismos simpliciales

de K en L.

Ejemplo 2.1.6. Cualesquiera dos morfismos f,g : K — A™ con K un complejo simplicial
arbitrario son elementalmente contiguos (y por lo tanto contiguos).

Ejemplo 2.1.7. Sea L un complejo simplicial. Notemos que los morfismos AY — L estan en
correspondencia biunivoca con los vértices de L. Sean f, y f, los correspondientes a dos vértices
vy w.

fo ¥ fuw son elementalmente contiguos si y solo si (v, w) es una arista de L.

fv v fw son contiguos si y solo si existe un camino de aristas de v a w.

Ejemplo 2.1.8. Toda funcién {0, 1,2} — {0,1,2} define un morfismo simplicial 9A% — 9AZ.
De modo que hay 27 de estos morfismos. 6 de ellos corresponden a las biyecciones y cada uno
constituye una clase de contigiiidad. El conjunto de los 21 morfismos restantes forman otra clase
de contigiiidad.

Proposicion 2.1.9. Si f,g : K — L son dos morfismos contiguos entonces sus realizaciones
geométricas |f|,|g| : | K| — |L| son homotdpicas.

Demostracion. Debido a la transitividad de la relaciéon de homotopia entre funciones continuas
y a la definicién dada para la relacién de contigiiidad de morfismos bastara probar que |f| y |g|
son homotdpicas en el caso que f ~¢. g.

En dicho caso consideremos la homotopia “lineal” :

H:[K|x T —[L][, H(z,t) = (1 = t)[f[(x) + t|g](z)

Debemos probar que H esta bien definida, esto es, ver que para todo = € |K| las combinaciones
convexas de |f|(z) y |g|(z) estan en |L|.
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En efecto, sea s un simplex de K tal que x € |s|. Dado que f =, g, tenemos que f(s) U g(s)
es un simplex de L. Como |f|(x),|g|(z) € |f(s) Ug(s)| que es un convexo contenido en |L|, sus
combinaciones convexas estdn en |L|.

Resta observar que H es continua. Eso se debe a que las restricciones a |s| x I con s simplex
de K lo son. O

Observacién 2.1.10. La reciproca no es cierta: los morfismos simpliciales f, g : 0A%? — 9A?
definidos por f(0) =0, f(1) =1, f(2) =2y g(0) =1, g(1) = 2; g(2) = 0 satisfacen |f| ~ |g| sin

embargo como mencionamos antes no son contiguos.

Otro ingrediente que utilizaremos para demostrar el teorema de Dowker son las subdivisiones
baricéntricas:

Definicién 2.1.11. La subdivisién baricéntrica de un complejo simplicial K, que notaremos K’,
es el complejo simplicial que tiene como vértices a los simplices s de K y como simplices a los
subconjuntos de simplices de K {sq, ..., sp} con s9 C ... C sp,.

Si bien esta definicién es la mas apropiada para la demostracién del teorema de Dowker,
puede resultar un tanto artificial. Hay otra definiciéon equivalente que es més geométrica:

Nota 2.1.12. Sea s un simplex de un complejo simplicial K. Se define el baricentro de s como
el punto de la realizacién geométrica by = % Y ves V-

Notemos que conociendo el baricentro de un simplex podemos recuperar el simplex mismo
como el conjunto de vértices que aparecen en la combinacién convexa que lo define. Por lo tanto,
los simplices estan en correspondencia biunivoca con sus baricentros.

Este hecho nos permite pensar K’ de una forma mds geométrica: sus vértices son los bari-
centros de los simplices de K y sus simplices son los subconjuntos de baricentros {bs,, ..., s, }

con sgp C ... C s,.

Proposicién 2.1.13. La funcidn lineal b : |K'| — |K| que asigna a cada vértice s de K' (simplex
de K) su baricentro bs es un homeomorfismo. Por lo tanto, podemos pensar |K'| = |K|

Demostracion. Vamos por partes:

= Esta bien definida: Seaz’ =3 "_, 2s; € [K|con s; C ... C s,,. Se tiene by; € |s;] C [sy]

para todo j de modo que b(x) = Z?Zl Tbs; € |sp| C [K].

= Es biyectiva Debemos probar que cada z = . 2,0 € |K| se escribe en forma tinica
como combinacién convexa de baricentros x = > ¢ sbs donde {s : 2s # 0} es total-
mente ordenado.

Con ese fin escribamos los valores {x, : v € Vk x, # 0} de mayor a menor como
ay > ag > ... > ap

Teniendo en cuenta la definicion de baricentro de un simplex s, b; = % >

n
=1

ves U5 se concluye

facilmente que la tnica escritura posible es =) "" ; 2js; con :
sj={v:x, > a;}
= #sj(aj —ajq1) para j <n—1y 25, = #spay

Estos dltimos verifican s;1 C ... C s, y Z?Zl 2 = 1 como necesitamos.
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» Es homeomorfismo Como siempre la continuidad de by b~! la debemos verificar restrin-
giendo a cada simplex. Como b es una aplicacién lineal la continuidad de las restricciones
queda garantizada.

La inversa b~! no es lineal, ni siquiera en cada simplex de |K|, pero es “lineal a trozos™ :

Dado un simplex s de K podemos escribir |s| = Ub|s’| sobre los simplices s’ de K’ formados
por caras de s (mirar biyectividad). Como esta es una unién de finitos cerrados basta
verificar la continuidad de b en cada b|s'|. Pero b : |¢/| 'I'es la restriccién de una
iso lineal del subespacio generado por simplices de s’ en el subespacio generado por sus
baricentros (estos tltimos son li). Por lo tanto b~1 : b|s’| — |s'| es la restriccién de la
inversa del iso, es lineal y en consecuencia continua. Concluimos entonces que b~! también
es continua.

— bls

O]

Observacién 2.1.14. Terminemos de justificar el nombre de subdivision baricéntrica: si pen-
samos los vértices de K’ como baricentros de simplices de K, como dice la proposicién 2.1.13,
tenemos |K|=|K’|. Ademds, la escritura de cada simplex s de K en términos de simplex s’ de
K’ se convierte en |s| = U|s'|. Es decir, cada simplex de K es unién de simplices de K.

Ejemplo 2.1.15. La subdivisién baricéntrica del 2-simplex:

Nos podemos preguntar ahora lo siguiente: asi como hay una funcién continua canénica
b:|K'| = |K|, | cémo se pueden definir morfismos simpliciales K/ — K 7

Una forma cémoda de hacerlo es dando un orden < al conjunto de vértices Vi que sea total
en cada simplex s € Si. Una vez hecho eso, es facil verificar que asignarle a cada vértice de K’
(simplex de K') el minimo de sus vértices define un morfismo simplicial ¢ : K’ — K.

Esta construccion no es canénica, el morfismo obtenido depende del orden elegido. Sin em-
bargo, es notable que:

Proposicion 2.1.16. La clase de contigiidad de ¢ es independiente de <

Demostracion. Sean <i y <5 dos ordenes para los vértices de K. Probaremos que o<, ~ec p<,.
En efecto sea s’ = {sg C ... C s,} simplex de K'. Entonces ¢<,(s;) € s; para todos i = 1,2
j=0,..,n. Como s; C s, resulta p<,(s') C s, para i = 1,2 y por lo tanto su unién forma un
simplex de K como queriamos ver. O
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Observacién 2.1.17. En el caso particular K = L’ para cierto complejo simplicial L, si hay
una eleccién canoénica de ¢: tomando como orden en los vértices de K el dado por la inclusién
C en los simplices de L.

Hay una relacién importante entre las funciones b y |¢| : |K'| — |K]|:
Proposicién 2.1.18. b = |¢| cualquiera sea el orden < elegido

Demostracion. Consideremos, como otras veces, una homotopia “lineal” :
H:|K'| x1— K|, H@,t) = (1-1)b(a') + tle|(z)

Hay que ver que H esta bien definida. En efecto sea 2’ = Y " ats; € |K'| con so C ... C sp,.
Dado que |s,| C |K| es convexo bastara con probar b(z'), |o|(z') € |sn|. En efecto, bs, € |s;| C
|s,| por lo tanto b(z') = Y1 albs, € |sp|. Por otro lado, como ¢(s;) € |s;| C |sp| se tiene
|| (x") = Y1 g zhp(si) € |spl|. La continuidad es inmediata. O

Hasta ahora subdividimos complejos simpliciales, también se pueden subdividir los morfismos
simpliciales. En otras palabras, tomar subdivisién baricéntrica es funtorial:

Definicién 2.1.19. Dado un morfismo simplicial f : K — L llamamos subdivisién baricéntrica
de f, al morfismo simplicial f’': K/ — L’ dado por considerar f como aplicacién de Sk en Sy..

Proposiciéon 2.1.20. Sea f : K — L un morfismo simplicial entonces el siguiente diagrama
conmuta modulo contigiidad.

KL

i%’K \LS%
KL>L

Donde o y w1, son los morfismos que vinculan los complejos con sus subdivisiones, definidos
a partir de algin orden en los vértices de K y L.

Demostracion. Mostraremos que fox ~e. prf’. Sea s’ = {sg C ... C s, } simplex de K'. Bastara
probar que fox(si),orf (si) € f(sn) que es un simplex de L. En efecto px(s;) € s; C s, para
todo i, de este modo fer(s;) € f(sn). Por otro lado f(sp) C ... € f(s,) y por esa razén
erf'(si) € f(si) € f(sn) para todo i como querfamos ver. O

Corolario 2.1.21. Sea f : K — L un morfismo simplicial entonces el siguiente diagrama de
funciones continuas conmuta mddulo homotopia.

']
|K'| —— ||

- )

|K| ——[L]

Donde by y by, son los homeos que vinculan las realizacion de cada complejo con la realizacion
de su subdivision.

Demostracion. Al tomar realizacién geométrica en el diagrama de la proposicién 2.1.20 se obtiene
un diagrama conmutativo médulo homotopia en virtud de 2.1.9. Después usamos 2.1.18 para
reemplazar pi v @r por b y b, respectivamente. O
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Ya estamos en condiciones de probar el resultado prometido:

Teorema 2.1.22. (Dowker) Sea R una relacion R C X xY entonces |Kg| y |Lg| resultan
homotopicamente equivalentes.

Demostracion. De ahora en adelante abreviamos K = Kr y L = Lg.

Vamos a definir un morfismo f : K’ — L .Tomemos un vértice de K’, es decir un simplex de
K, s={xg,...,x,}. Segtn se defini6 K, debe existir y € Y tal que x; R y para todo i. Definimos
f(s) = y para algiin y que cumpla lo anterior.!

Veamos que f es simplicial. Sea s’ = {sp C ... C s,} simplex de K’ y tomemos = € sg
arbitrario. Resulta entonces = R f(s;) para todo i y por lo tanto f(s") = {f(s0), ..., f(sn)} es un
simplex de L como necesitabamos.

Definimos un morfismo g : L' — K en forma completamente simétrica.

|f] v 9] (0 mas formalmente |f|b;" v |g|b; ") resultan equivalencias homotépicas reciprocas.

Probaremos \g\bzllf\b;(l ~ 1|k|- Una vez hecho eso bastara cambiar R por R fporgyg
por f para obtener |f|bit|glb; ! ~ Lig-

Fijemos algin orden total para los vértices de K y consideremos el orden dado por la inclusién
en los vértices de K’. Llamaremos ¢ : K/ — K y ¢ : K” — K’ a los morfismos simpliciales
que se obtienen considerando esos ordenes.

Afirmamos que gf' ~e¢. @K donde f’ es la subdivisién de f.

En efecto sea s” = {s;, C ... C s, } simplex de K”. Tomemos y = fyg(s;) € Y. Bastard mos-
trar que oK/ (si) Ry, gf'(s}) Ry para todo i.

Para ver la primera condiciéon usaremos que g revierte el orden: cuando méas grande sea
el simplex s’ de K’ mds chico sera pg/(s’) que es el minimo de los simplices de K que lo
conforman. Por esa razén se tiene ¢k (s;) € ¢r(s;) C vk (sy). Como y = fok(s)), se sigue
de la definicién de f que px@r/(s;) Ry para todo i.

Para ver la segunda condicién usaremos que f’ preserva el orden: cuando més grande sea el
simplex s’ de K’, es decir cuando més simplices de K contenga, mds grande es el subconjunto
1'(s") que se obtiene. Luego y = fok(s() € f'(sy) C f'(s;) y por lo tanto segiin se definié g
resulta gf’(s;) R y para todo i.

Ahora que tenemos probado gf’ ~.. ¢x @K se sigue de las proposiciones 2.1.9 y 2.1.18 que
lg/|f'| & |bx||bxs|- Haciendo uso de 2.1.21 podemos reescribir |f’| obteniendo |g|b;*|f|bx =
brbg. Pasando de termino los homeos bx y bxs queda finalmente | g|bzl| I \b;(l ~ 1| como se
queria probar. ]

'Es interesante y facil de probar que los diferentes morfismos f que uno puede construir de esta forma estdn
en una misma clase de contigiiidad.
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2.2. Complejos simpliciales asociados a un cubrimiento

Sea X un conjunto y U una familia de subconjuntos que lo cubren. Entonces contamos con
una relacién de X en U: la relacién de pertenencia €. En este caso particular, los complejos
correspondientes K y L se indican V() y N(U) respectivamente. A V(U) se lo conoce como el
complejo de Vietoris y a N(U) como el nervio o complejo de Cech.

Concretamente:

» V(U) tiene como vértices a los puntos z € X y un subconjunto finito de esos puntos forman
un simplex cuando estan contenidos en algin U € U.

» N(U) tiene como vértices a los subconjuntos U € U y un subconjunto finito {Uy, ..., Uy}
de ellos forman un simplex cuando existe x en X con x € U; para todo %, es decir, cuando
NU; # 0.

El teorema de Dowker 2.1.22 nos dice que |V (U)| =~ |N(U)|.

Estas construcciones tienen particular importancia cuando X es un espacio topolégico y U
es un cubrimiento por abiertos:

Ejemplo 2.2.1. Sea U el siguiente cubrimiento abierto de S :

Su complejo de Vietoris es inmenso: tiene un vértice por cada punto de S! y resulta de
dimensién infinita dado que U,V y W estan formados por infinitos puntos!
Su nervio, en cambio, es mucho mas pequerio:

u A%

Notemos que N (U) tiene el tipo homotépico de S?.
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Nota 2.2.2. En general N(U) es mucho "més pequeno” que V(U) y por lo tanto més senci-
llo de estudiar con herramientas combinatorias. Por esa razén, si bien son homotépicamente
equivalentes, a partir de ahora nos concentramos en N (U).

Motivados por el ejemplo anterior, nos hacemos una pregunta muy natural: ; hay alguna
relacion entre los espacios X y |N(U)| ?

El teorema de M.McCord que enunciamos a continuacién, nos da una respuesta afirmativa
cuando se trabaja con cubrimientos que cumplen ciertas condiciones.
Damos dos definiciones necesarias para comprender su enunciado:

Definiciéon 2.2.3. Una funcién continua f : X — Y se dice equivalencia homotdpica débil
cuando los morfismos que induce en los grupos de homotopia f, : m,(X,z) — m, (Y, f(z)) con
x € X y n >0 son todos isomorfismos.

Definicién 2.2.4. Un espacio X se dice homotdpicamente trivial cuando m,(X,z) = 0 para
todo z € X y n > 0. Es decir, cuando la funcién constante f : X — {x} es equivalencia débil.

Teorema 2.2.5. (McCord) Sea X un espacio y U un cubrimiento por abiertos. Si U es pun-
tualmente finito y con intersecciones homotopicamente triviales entonces existe una equivalencia
débil IN(U)| — X

La demostracion dada por McCord utiliza técnicas de espacios finitos cuya introduccién nos
alejaria considerablemente del objetivo principal de esta tesis. Por ese motivo, le proponemos al
lector interesado consultarla en [7].

Notemos la potencia del teorema: podemos estudiar el espacio X aplicando métodos combi-
natorios al nervio que es un complejo simplicial.

Ejemplo 2.2.6. Este ejemplo muestra que la hipdtesis de que los abiertos del cubrimiento ten-
gan intersecciones homotopicamente triviales es clave para garantizar que toda la “informacién
homotdépica™ este contenida en el nervio.

Consideremos un nuevo cubrimiento abierto V de S*:

El nervio correspondiente es:

N (V) ya no tiene el tipo homotépico de S'. El problema es que U NV no es conexo y por lo
tanto no es homotodpicamente trivial como pide el teorema.
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En lo que queda de esta seccion obtenemos resultados similares al teorema de McCord en
un contexto de complejos simpliciales. Aqui los cubrimientos estardn dados por una familia de
subcomplejos.

El caso mas sencillo de subcomplejos son los simplices. Este caso se puede tratar con el
teorema de Dowker:

Proposiciéon 2.2.7. Sea K un complejo simplicial y S una familia de simplices generalizados
que satisface K = Ugess. Entonces hay una equivalencia homotdpica |N(S)| — |K].

Demostracion. La familia S nos da un cubrimiento del conjunto Vi y es inmediato que V(S) =
K. Por el teorema de Dowker V(S) = N(S). O

Nota 2.2.8. Es interesante notar que esta proposicién es equivalente al teorema de Dowker.
En efecto, sea R C X X Y una relaciéon. Para cada vértice y de L consideremos el simplex
(generalizado) en Kp con vértices R™'y = {z € X : R y}. Obtenemos de esta forma una
familia de simplices S tal que Kr = Usess. Es inmediato que N(S) = Lg y por lo tanto
aplicando la proposicién obtenemos la tesis del teorema de Dowker |Kg| ~ |Lg|.

Como una aplicacién podemos dar una demostracion combinatoria de un resultado clasico:
Corolario 2.2.9. Sea K un complejo simplicial entonces su cono a * K es contrdctil.

Demostracion. Consideremos la familia Sx formada por todos los simplices de K. Evidentemente
K = Ugess y por lo tanto S = {a * s}ses, es una familia de simplices cuya union es a * K.
Luego |a* K| ~ |N(S)|. Ahora bien, todos los simplices de S tienen un vértice en comtn por lo
tanto N(S) es un simplex y resulta contractil. O

Ahora pasamos a enunciar una reformulacién del teorema de McCord:

Teorema 2.2.10. Sea K un complejo simplicial con dim K < oo y consideremos una familia
de subcomplejos L con K = UpepL . Si L es puntualmente finito (ie. cada vértice de K esta en
a lo sumo finitos subcomplejos de L) y las intersecciones son subcomplejos contrdctiles entonces
existe una equivalencia homotdpica |N(L)| — |K]|.

Antes de demostrarla queremos destacar la siguiente:

Nota 2.2.11. Este teorema implica la proposicién anterior cuando dim K < oo y la familia
de simplices S es puntualmente finita. En virtud de la nota 2.2.8 concluimos que el teorema de
McCord implica el de Dowker para dim Kg y dim Lr < occ.

Para demostrar 2.2.10 necesitamos “inflar” simplices para obtener abiertos:

Lema 2.2.12. Sea K complejo simplicial con dim K < co. Se puede dar para cada subcomplejo
pleno L < K un abierto i(L) C |K| de forma que:

1. |L| Ci(L) es RDF

2. i(L)#¢e= L#¢
3. (LN M) =i(L)Ni(M)
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Demostracion. Comenzamos eligiendo un nimero positivo € < 1/(dim K + 1) y definimos :
i(L) = {> ey, v oy < € para todo v ¢ Vi }

Es inmediato, restringiendo a cada simplex de K, que i(L) es abierto. Probemos (1): es claro
que |L| Ci(L), veamos que es RDF. Para eso consideramos la homotopia H : (L) x [ — (L) :

H(Z’UEVK a,v,t) = (A+tB) ZUEVL %v +(1-1%) Zv%VL QU

donde A=3" ) awy B=3} 4y, v

Notemos que A > 0. En efecto B < #{v: v ¢ VL a,, # 0}e < 1 dado que el conjunto es un
simplex y por eso tiene a lo sumo dim K + 1 vértices. Como es A+ B = 1 debe ser A > 0.

Por otro lado (1 — t)ay, < ay < € para todo t, lo cual garantiza que H esta bien definida.

H es continua y verifica: H(z,0) = z para todo « € | K|, H(z,t) =  para todo (z,t) € |L|xI
y también H(z,1) =} o, v € [L|. Luego [L| Ci(L) es RDF.

La condicién (2) es consecuencia directa de la forma en que elegimos €. (3) es inmediata. [J

Observacion 2.2.13. Se pueden construir los abiertos i(L) para todos los subcomplejos L < K
(no necesariamente plenos). Para eso se puede usar un hecho facil de verificar: L < K=L'< K’
subcomplejo pleno y considerar los i(L) = i(L') pensando | K| = |K’|.

Ahora si, podemos probar el teorema:

Demostracion de 2.2.10. K es unién de los subcomplejos de la familia £. Aplicando el lema
tenemos entonces un cubrimiento abierto U = {i(L) : L € L} de |K]|.

U hereda las propiedades de £: (1) y (3) permiten probar que las intersecciones en U son
contractiles mostrando que se retractan por deformacion fuerte a subcomplejos contréctiles. (2) y
(3) garantizan que N (L) = N(U), en particular, al igualar dimensiones, I resulta puntualmente
finito. Solo resta aplicar el teorema de McCord a U y usar que una equivalencia débil entre
poliedros es una equivalencia homotdpica (teorema de Whitehead). ]



Capitulo 3

Acciones globales y Atlas de
grupoides

3.1. Acciones globales

Con el objetivo de mostrar la forma en que surgieron los atlas de grupoides analizaremos
primero a sus precursoras las acciones globales.

Las acciones globales son un analogo algebraico a las variedades topoldgicas, en el sentido
de que ambas se basan en un “pegado” de objetos locales mas simples. El modelo local en las
variedades topoldgicas es un abierto de R™, para las acciones globales, es la accién de un grupo
sobre un conjunto.

Comenzaremos con un breve repaso acerca de acciones de grupos sobre conjuntos, con el
prop6sito de recordar los hechos bésicos y establecer la notacion que utilizaremos en adelante.
Luego presentamos las acciones globales siguiendo los papers [2] [6]. Damos algunos ejemplos
como la accién global GL(n, R) que dio origen al concepto en la K-teoria y més en general las
A(G,H)s que permiten estudiar un grupo G a partir de una familia de subgrupos H. Después
nos volcamos a los morfismos de acciones globales en sus dos variantes débiles y fuertes.

Definicién 3.1.1. Una accion (a izquierda) de un grupo G sobre un conjunto X consiste en
una multiplicacion - : G x X — X que cumple con las siguientes propiedades:

1. g.(h.x) = (gh).x para todos g,h € Gy z € X

2. lx=xparatodozr € X

Indicamos una tal accién con G ~ X.

Definicién 3.1.2. Dada una accién G ~ X se tiene una relacién de equivalenciaen X: z ~ 2’ <
existe g € G tal que 2’ = g.x. Las clases de equivalencia se llaman drbitas de la accién. Cuando
la accién tiene una tnica érbita se dice que es transitiva.

Para cada x € X se tiene un subgrupo de G dado por G, = {g € G : g.x = z}. Este subgrupo
se conoce como el estabilizador de x.

27
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Ejemplo 3.1.3. Sea G un grupo. Cualquier subgrupo H < G actia sobre el conjunto G por
multiplicacién a izquierda. Las érbitas de esta accién son el conjunto de co-clases a derecha {Hg
con g € G}. Los estabilizadores son triviales.

Ejemplo 3.1.4. Sea G un grupo y H < GG un subgrupo. G acttia sobre el conjunto de co-clases
a izquierda G/H = {gH con g € G} por multiplicacién a izquierda g.(aH) = (ga)H. Esta
accién es transitiva: sean aH y bH dos co-clases, tomando g = ba~! resulta g.(aH) = bH. El
estabilizador de aH es aHa™'.

Ejemplo 3.1.5. Sea X un conjunto y consideremos una permutacién o € S(X). Se puede
definir una accién (Z,4+) ~ X por n.x = ¢"(x). Las érbitas de esta accién forman la llamada
estructura ciclica de o. El estabilizador de un cierto x es el subgrupo nZ < Z donde n es el
tamaifio del ciclo de o del cual forma parte x.

Podemos dar también una versién diferenciable de esta accién. El conjunto es ahora una
variedad diferenciable compacta M y en vez de permutaciones, consideramos un campo X €
X (M). Notemos con ¢p : R — M la curva integral de X que cumple ¢p(0) = P. Es fécil ver
que t.P = ¢p(t) define una accién (R, +) ~ M utilizando la unicidad de las curvas integrales y
su invariancia por traslaciones en t.

Definicion 3.1.6. Dadas dos acciones de grupos sobre conjuntos G ~ X y H ~ Y, un morfismo
F:G~ X — HANY consiste de un par (¢, f) formado por un morfismo de grupos ¢ : G — H
y una funcién de conjuntos f : X — Y que satisfacen f(g.x) = ¢(g).f(z) para todos g € G y
xeX.

Nota 3.1.7. Este capitulo incluye algunas observaciones categéricas. El lector que no maneje
este lenguaje podra omitir 3.1.8, 3.1.21, 3.2.2, 3.2.9, 3.3.18 y 3.3.27 sin perjudicar con esto su
comprension de los préoximos capitulos.

Observacion 3.1.8. Las acciones de grupos sobre conjuntos con los morfismos recién definidos
v la composicién “en cada coordenada”™ forman una categoria que notamos Acc.

La siguiente proposicién nos permite entender como son todas las acciones de un grupo dado:

Proposiciéon 3.1.9. Sea G ~ X una accion, x € X y notemos con O, la orbita de x. Entonces
la accion restringida G ~ O, es isomorfa a G ~ G/G,.

Demostracion. Considerar el morfismo de G-acciones ¢ : G/G, — O, dado por ¢(g9G,) = g.x.
Evidentemente ¢ es sobreyectivo. Veamos que también es inyectivo: sean g,h € G tales que
#(g) = ¢(h). Entonces g.x = h.x o bien h~1g.x = z, es decir, h~ g € G,. Por lo tanto ¢G, = hG,
como queriamos. O

Ya repasado el "modelo local”, pasemos a las prometidas acciones globales:

Definiciéon 3.1.10. Una accion global A consiste de un conjunto X4 junto con una familia de
acciones de grupos G, sobre subconjuntos X, C X 4. Estas acciones estdn vinculadas por ciertos
morfismos. M4s precisamente A = (X4, ¢4, {Xa}, {Go}) donde

1. X4 es un conjunto.
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2. ¢4 es un conjunto de indices dotado de una relacién reflexiva <.
3. Para cada a € ¢4, hay un subconjunto X, C X4 y un grupo local G, que actia sobre el.

4. Si a <, hay un morfismo ¢§ :Gq — G tal que g.ov = (;Sg(g).x para todo z € XoNXgy
g € G,.

Pedimos ademés ¢% = idg, y ¢a = ¢>g, o qsg cuando los tres morfismos estan definidos.

También se requiere que A sea cubierta, esto es, X = Uy X,. Si la accién global A cumple
ademas X, = X4 para todo «, decimos que A es simple.

Observacién 3.1.11. Notemos que como consecuencia de (4), para a < [ se tiene G (Xq N
X3) € X, N Xg. Por lo tanto se tiene una accion G, ~ (Xo N Xg) y un morfismo de acciones

(¢2,i5.) : (Ga ~ XaN X3) — (Gg ~ X) donde i3 es la inclusién de conjuntos.

Ejemplo 3.1.12. El ejemplo mas simple, claro esta, consiste en pensar una tnica accién G ~ X
como accién global con conjunto de indices unitario.

Ejemplo 3.1.13. Este es el ejemplo que dio origen a las acciones globales en la K-teoria. Se
trata de la llamada accion global lineal general de orden n con coeficientes en R. Donde n € N
y R es un anillo con unidad.

Un subconjunto av de A = {(4,7) : i # j 1 <i,5 <n} se dice cerrado si (i,j) € ay (j, k) € «
implican (i,k) € a. Consideremos X4 = GL(n,R) y ¢4 = {a C A cerrados} ordenado por la
inclusién. Para cada o tomamos G, C GL(n,r) como el subgrupo generado por las matrices

{E;;(r) para (i,j) €eay r € R}

Donde E;j(r) es la matriz con 1s en la diagonal, r en la posicién (i,7) y 0 en los demads
lugares. Los subgrupos G, actian sobre GL(n, R) por multiplicacién a izquierda.
Para a C 8 denotamos con ¢§ la inclusién G, — Gpg.

Este ultimo ejemplo sugiere generalizar la situacién de 3.1.3 considerando simultdneamente
la accién de varios subgrupos:

Ejemplo 3.1.14. Sea G un grupo y H = {H,} una familia de subgrupos de G. La accién
global A(G,H) consiste en tomar X4 = G y considerar la accién de cada H, sobre el grupo G
por multiplicacién a izquierda (es una accién global simple). El conjunto ¢4 es el que indexa la
familia ‘H con a < 3 sii H, € Hg. Los morfismos ¢>§ son las correspondientes inclusiones.

Si ademds nos dan una accion G ~ X, podemos construir una accién global que notamos
A(G,H) ~ X. Esta accién global tiene X4 = X y las acciones locales son las restricciones
H, ~ X de la accién dada a los diferentes subgrupos. El conjunto de indices ¢4 y los morfismos
¢4 se toman como en el caso de la A(G,H).

Pasamos ahora a los morfismos de acciones globales. Estos morfismos vienen en dos tipos:
débiles y fuertes. La diferencia estd en la cantidad de informacién que preservan.
Para definir los morfismos débiles usamos la nocién de tira local:

Definicion 3.1.15. Sea A una accién global. Una tira local o mas especificamente una a — tira
es un subconjunto finito de puntos =z, ..., £, de una orbita de alguna accion local G, ~ X,.
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Definicién 3.1.16. Sean A y B acciones globales. Un morfismo débil f : A — B es una funcién
de conjuntos f : X4 — Xp que preserva tiras locales. Es decir, si xg, ..z, forman una tira local
en A entonces f(zg), ..., f(x,) forman una tira local en B.

Los morfismos débiles s6lo preservan informacién de las érbitas locales. Corresponden a
pensar una acciéon global como un conjunto con un cubrimiento.

Ejemplo 3.1.17. Consideremos dos acciones de grupos sobre conjuntos G ~ X y H ~ Y como
acciones globales. Un morfismo débil f : G ~ X — H ~ Y es una funcién de conjuntos que
envia cada orbita de G ~ X dentro de alguna 6rbita de H ~ Y.

A continuacién presentamos los morfismos fuertes, que a diferencia de los débiles, preservan
los datos sobre las acciones locales y la forma en que estas interactian:

Definicion 3.1.18. Sean A y B acciones globales. Un morfismo fuerte n: A — B es una terna
(g, {na},nx) que satisface lo siguiente:

1. ng:$a — ¢p es una funcién de indices que preserva relaciones: si o < 3 = ng(a) < np(6).

2. Para cada o € ¢4 se tiene un morfismo de grupos 7, : Gé — G%(a) de forma que si a < 3
se tiene un cuadrado conmutativo:

Na B
Gé G% (o)

.

A np B
G — Gy9)
Donde las flechas verticales son los morfismos de estructura correspondientes a cada accién
global.

3. nx : X4 — Xp es una funcién de conjuntos tal que nX(Xg?) - Xﬁ(a) y ademas resulta

. YA A B B :
(Nayx) : G5 ~ X — G%(a) ~ X%(a) morfismo de acciones para cada o € ¢ 4.

Observacién 3.1.19. Si 1 es un morfismo fuerte, debido a la condicién (3), es claro que nx
preserva tiras locales y por lo tanto define un morfismo débil.

Ejemplo 3.1.20. Consideremos nuevamente dos acciones G ~ X y H ~ Y como acciones
globales. Dar un morfismo fuerte de acciones G ~ X — H ~ Y corresponde a dar un morfismo
de acciones en el sentido usual.

Podemos ver en este ejemplo que los morfismos fuertes entre acciones globales pueden ser
muy escasos. Eso sucede cuando tenemos pocos morfismos de grupos. Por ejemplo, cuando G y
H son grupos finitos con ordenes coprimos, s6lo contamos con el morfismo ¢ : G — H trivial.
En ese caso, los morfismos de acciones quedan muy restringidos, como es facil ver, estan dados
por las funciones f : X — Y constantes en cada érbita.

Observaciéon 3.1.21. Las acciones globales junto con los morfismos débiles o en forma alter-
nativa con los morfismos fuertes constituyen dos categorias que notamos AccGlp y AccGl
respectivamente.
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3.2. Atlas de grupoides

Los grupoides son estructuras algebraicas en cierto sentido similares a los grupos que poseen
ademads una “dimensién espacial”. Su uso se extiende a distintas ramas de la matematica. El
motivo de esto, en parte, es que permiten dar formulaciones muy elegantes de resultados cuya
expresion clasica, en términos de grupos, resulta muy complicada. Eso ocurre, por ejemplo, en
topologia algebraica con el teorema de Van Kampen.

En el trabajo [2] se utiliza una conocida forma de ver las acciones como grupoides para
reformular la definicién de accién global y asi obtener los llamados atlas de grupoides.

Los atlas de grupoides resultan mas flexibles que las acciones globales: son més ricos en
morfismos y ademas le dan un espectro mas amplio a la teoria. Esto ultimo se debe a que los
grupoides no solo “generalizan™ a las acciones, sino que también incluyen, por ejemplo, a las
relaciones de equivalencia.

Definicion 3.2.1. Un grupoide G consiste de :
1. Un conjunto de objetos Obj G.

2. Para cada par de objetos x,y € Obj G un conjunto de flechas de = a y que notamos G(z,y).
Cuando z = y escribimos solamente G(z).

3. Una composicién de flechas o : G(z,y) x G(y, z) — G(z, z) definida para cada x,y, z € Obj
G que satisface:

» Es asociativa: (fog)oh = fo(goh) para toda terna de flechas componibles f,g y h.

» Admite elementos identidad: para cada x € Obj G existe una flecha 1, € G(x) tal que
fol, = f para toda f € G(z,y) y 1, 0 g = g para toda g € G(y,z), cualquiera sea
y € Obj G. (La flecha 1, es necesariamente tnica)

» Admite inversos: para toda f € G(x,y) existe g € G(y, ) tal que gof =1,y fog =1,.

Nota 3.2.2. La anterior definicién se puede abreviar diciendo que un grupoide es una categoria
pequenia en la cual todos los morfismos son isomorfismos.

Definicién 3.2.3. Sea G un grupoide. Para cada x € Obj G el conjunto de flechas G(x) resulta
un grupo con la composicion. Se llama grupo en el objeto x.

Msés en general, podemos restringir los objetos a un subconjunto X C Obj G y quedarnos
con las flechas entre esos objetos provistas de la ley de composiciéon de G. Obtenemos asi el
subgrupoide pleno con objetos en X que indicamos con G|x.

Hay una relacién de equivalencia en Obj G dada por x = y < G(z,y) # ¢. Las clases de
equivalencia se llaman componentes conexas del grupoide G.

Veamos algunos ejemplos de grupoides:

Ejemplo 3.2.4. Analicemos los grupoides de pocos objetos y los de pocas flechas:
s Los grupoides con un tnico objeto son los grupos.

s Los grupoides que tienen a lo sumo una flecha de un objeto a otro son las relaciones de
equivalencia en el conjunto de objetos. Un grupoide conexo con esta propiedad se dice
simplemente conexo.
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Ejemplo 3.2.5. Se define el grupoide fundamental de un espacio topoldgico X, notado m(X),
de la siguiente forma:
u Ob] ™ (X) =X

» Dados z,2' € X, m1(X)(z,2’) es el conjunto de clases de caminos de x a 2’ médulo homo-
topia con extremos fijos.

= La composicién es la inducida por la concatenaciéon de caminos.
Para cada z la identidad esta dada por la clase del camino constante x. El inverso de la clase
de un camino « : [0,1] — X es la clase del camino recorrido en sentido inverso a1 (t) = a(1—1).

Notemos que el grupo que se obtiene en cada punto x es el grupo fundamental usual 7 (X, z)
y que las componentes de 71 (X) son las componentes arcoconexas del espacio X.

Ejemplo 3.2.6. En forma aniloga al ejemplo anterior se define el grupoide fundamental de un
complejo simplicial K:
» Obj m(K) = Vg

» Dados v,v" € Vg, m(K)(v,v") es el conjunto de clases de caminos de v a v' médulo la
equivalencia de caminos de aristas.

= La composicion es la inducida por la concatenaciéon de caminos de aristas.
Para cada v la identidad es la clase del camino de aristas (v,v). El inverso de la clase de un
camino ¢ = (vg, ..., v,) es la clase del camino recorrido en sentido inverso ¢~ = (v, ..., vo).

El grupo que se obtiene en cada vértice v es el grupo de caminos de aristas (K, v). Las
componentes de 71 (K) son los conjuntos de vértices correspondientes a las componentes de K.

Ejemplo 3.2.7. Dada una accién G ~ X, hay un grupoide asociado a la accion que se nota
G x X y se define por:

s O Gx X=X
» Dados 2,2/ € X, G x X(z,2')={9g€G:gx=1"}.
s La composicion de flechas esta dada por la multiplicacién del grupo.

En cada x se tiene como identidad a 1 € G x X(z). El inverso de g € G x X (x,2') es
g7l € G xX(x,z).

En este caso, el grupo que se obtiene en cada punto x es el correspondiente estabilizador de
la acciéon G, y las componentes del grupoide son las 6rbitas de la accién.

Estudiamos ahora los morfismos de grupoides:

Definicién 3.2.8. Sean G, H dos grupoides. Un morfismo (o funtor) F' : G — H esta dado por:

1. Una funcién de conjuntos f : Obj G — Obj H.

2. Para cada x,y € Obj G una funcioén f,y : G(z,y) — H(f(x), f(y)). (es comin escribir solo
f y dar por entendidos x e y segin las flechas a las que se aplica)

Ademds debe cumplirse f,.(5) o foy() = f22(8 o @) para todas o € G(x,y), 5 € G(y, 2).



3.2. ATLAS DE GRUPOIDES 33

Observacién 3.2.9. Con la composicién natural entre morfismos obtenemos la categoria de los
grupoides, notada Grpd. Todas las construcciones de grupoides que mostramos en los ejemplos
son funtoriales.

Hasta aqui hemos introducido las nociones basicas de grupoides que necesitamos para es-
tudiar los atlas de grupoides. Se puede continuar el estudio de los grupoides en [5] donde se
desarrollan algunas similitudes con la teoria de grupos y otros aspectos ligados a la “dimen-
sion espacial” como los revestimientos de grupoides. El lector interesado en las aplicaciones a la
topologia algebraica también puede consultar [3].

Ahora reformulamos la definicién de accién global, reemplazando las acciones locales por sus
grupoides asociados y los morfismos de acciones (¢§,z‘§,) (Ga ~ XaNXp) — (Gg ~ Xp)
(mirar 3.1.11) por los correspondientes morfismos de grupoides.

Definiciéon 3.2.10. Un atlas de grupoides A consiste de un conjunto X 4 junto con una familia
de grupoides con objetos en X4 y ciertos morfismos que los vinculan. Mas precisamente A =

(X4,04,{Ga}) donde

1. X4 es un conjunto.

2. ¢4 es un conjunto de indices dotado de una relacién reflexiva

3. Para cada a € ¢4 hay un grupoide G, con X, = Obj G, C X 4 de forma que X4 = UX,.

4. Si a < 3 el conjunto X, N Xg es unién de componentes de G, y hay un morfismo de
grupoides ¢Z : Galxun X5 — Qg] X5 que es la inclusién en los objetos.

Pedimos ademés ¢f = idg, y g = gbg o ng en Golx.n XzNX, siempre que los tres morfismos
estén definidos.

Ejemplo 3.2.11. Todo grupoide puede ser visto como un atlas de grupoides con conjunto de
indices unitario.

Ejemplo 3.2.12. El ejemplo fundamental, que como ya explicamos, sugirié la definicién, es el
atlas de grupoides inducido por una accién global.

Por otro lado, es importante notar, que no todo atlas de grupoides proviene de una accion
global. De hecho, no todo grupoide corresponde a una accién como se desprende de la siguiente
observacién.

Observacion 3.2.13. Los grupoides tipo relacion de equivalencia que pueden obtenerse a par-
tir de una accién son aquellos en las cuales todas las componentes tienen igual cantidad de
elementos.

En efecto, seria el caso de una accién con estabilizadores triviales, por la proposicién 3.1.9
todas las Orbitas resultan isomorfas a la accién del grupo sobre si mismo por multiplicacién a
izquierda, en particular tienen igual cantidad de elementos.

Otros ejemplos provienen de las construcciones de grupoides que ya comentamos:

Ejemplo 3.2.14. Sea X un espacio topolégico y U un cubrimiento por abiertos de X. El atlas
de grupoides A(X,U) se define de la siguiente forma: el conjunto subyacente es X y el conjunto
de indices es U ordenado por la inclusion. Para cada U € U, el grupoide local Gy es el grupoide
fundamental 71 (U) y los morfismos qﬁg son los inducidos por las inclusiones.
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Ejemplo 3.2.15. Sea X un conjunto provisto por una familia relaciones de equivalencia £ =
{~q} en X. Podemos construir un atlas de grupoides A(X, &) con X como conjunto subyacente
y grupoides locales dados por las relaciones de equivalencia de £.

El conjunto de indices de este atlas es el correspondiente a £. Las relaciones de equivalencia
son subconjuntos de X x X y por lo tanto se encuentran ordenadas por la inclusién. Respetando
ese orden, declaramos o < 3 si para todos z,y € X se tiene x =, y = = ~g y. Para a < 3
consideramos los morfismos de grupoides ¢§ inducidos por la inclusién de relaciones.

Una ligera variante de estos atlas se obtiene al permitir que las relaciones de equivalencia
esten definidas en subconjuntos de X.

Los atlas de relaciones son muy importantes, porque permiten estudiar la interaccién entre
diferentes relaciones de equivalencia, y ademaés de esto, porque su comprensién permite entender
la teoria débil de los demds atlas (3.2.16 y 3.2.19). Por estas razones, en el proximo capitulo nos
dedicamos de lleno a su estudio.

Observacién 3.2.16. Todo atlas de grupoides A = (X4, ¢4, {Gn}) induce un atlas de relaciones
de equivalencia A(X, £) haciendo X = X 4 y considerando la familia de relaciones de equivalencia
& que surgen de identificar puntos en X segtn las componentes de cada grupoide local G,,.

Cuando pensamos una accién como grupoide vimos en 3.2.7 que las las componentes del
grupoide son las 6rbitas. Con esto en mente recuperamos las tiras locales y por lo tanto los
morfismos débiles:

Definiciéon 3.2.17. Sea A un atlas de grupoides. Una tira local o mas especificamente una
«a — tira es un subconjunto finito de puntos =z, ..., x, de una componente de algin grupoide
local G,,.

Definicion 3.2.18. Sean A y B atlas de grupoides. Un morfismo débil f : A — B es una
funcién de conjuntos f : X4 — Xp que preserva tiras locales. Es decir, si xg, ..z, forman una
tira local en A entonces f(zg), ..., f(z,) forman una tira local en B.

Proposicién 3.2.19. Todo atlas de grupoides es isomorfo en forma débil al atlas de relaciones
de equivalencia que induce.

Demostracion. Es inmediato, el isomorfismo débil esta dado por la identidad en el conjunto
subyacente. O

Tambien podemos considerar morfismos fuertes:

Definicién 3.2.20. Sean A y B atlas de grupoides. Un morfismo fuerte n : A — B es una terna
(g, {na}, nx) que satisface lo siguiente :

1. 7ng:da — ¢p es una funcién de indices que preserva relaciones : si o < 5 = ng(a) < np(F).
2. nx: X4 — Xp es una funcién de conjuntos tal que nx (X2 C Xfi(a) para cada a € ¢ 4.
3.

Para cada a € ¢4 hay un morfismo de grupoides 7,, : Q;? — gﬁ (o) Que coincide con nx en
los objetos. También pedimos si a < 8 que el siguiente cuadrado sea conmutativo:
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A Mo B
ga |XaﬂX@ g77¢(06) |X77¢,(04)0X”7¢</3)

| |

A B B
95 G (8)

Donde las flechas verticales son los morfismos de estructura correspondientes a cada atlas
de grupoides.

Observacion 3.2.21. Los atlas de grupoides con los morfismos débiles o alternativamente con
los morfismos fuertes dan lugar a dos categorias que notamos AtlGrp y AtlGr.

Los morfismos de acciones globales inducen morfismos en los correspondientes atlas de gru-
poides. Por lo tanto se tienen funtores AccGlp — AtlGrp v AccGl — AtlGr.

Es sencillo comprobar que el primero de estos funtores es una equivalencia categorica. Para
eso se construye una vuelta AtlGrp — AccGlp. Este funtor le asigna a cada atlas una accion
global que tiene el mismo conjunto subyacente y por cada o € ¢4 una accién local G, ~ X,
cuyas orbitas coinciden con las componentes de G,. Los morfismos débiles entre atlas dan lugar
en forma inmediata a morfismos de acciones globales.

El siguiente ejemplo, muestra que los atlas de grupoides son maés ricos en morfismos fuer-
tes que las acciones globales. En particular, el segundo funtor AccGl — AtlGr no es una
equivalencia categérica (alternativamente recordar 3.2.12).

Ejemplo 3.2.22. Consideremos dos grupos finitos con ordenes coprimos G'y H actuando sobre
si mismos por multiplicacién a izquierda. A continuacién pensamos estas acciones como acciones
globales y luego como atlas de grupoides.

Segin vimos, los morfismos fuertes como acciones globales son los morfismos de acciones y
en este caso, en que G 'y H tienen ordenes coprimos, resultan constantes en cada érbita. Como la
accién de G sobre si mismo es transitiva, concluimos que los morfismos fuertes se corresponden
con las funciones constantes G — H.

Los morfismos fuertes como atlas de grupoides son los morfismos entre los grupoides asocia-
dos. Como la multiplicaciéon de un grupo es cancelativa, estos grupoides resultan simplemente
conexos. Es facil ver que los morfismos entre grupoides simplemente conexos se corresponden
con todas las posibles funciones de objetos, en nuestro caso, todas las funciones G — H.
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3.3. Complejos simpliciales e invariantes asociados

Los atlas de grupoides y en particular las acciones globales poseen una cierta dindmica: un
punto en X 4 se mueve “empujado” por las flechas de los diferentes grupoides locales (3.3.1).

Esta dindmica se compone de dos partes. Una dindmica local que tiene lugar en cada grupoide
G, vy una dinamica global que surge de la interaccién que se produce en las intersecciones entre
los diferentes grupoides y en la cual intervienen los morfismos ¢§.

Se le asocia al atlas espacios de construcciéon combinatoria que codifican esta dindmica como
informacién homotépica y nos permiten estudiarla haciendo uso de los invariantes usuales como
el grupo fundamental o la homologia.

Aqui mostramos los espacios que se consideran en [2]. Estos espacios son los complejos sim-
pliciales V(A) y N(A) correspondientes al cubrimiento de X 4 por componentes de los grupoides
locales. Son adecuados para estudiar la dindmica de los atlas a nivel global.

Los invariantes asociados a estos complejos se conocen como invariantes débiles. Ese nombre
se debe al hecho de que no registran la dindmica local como si lo hacen los llamados invariantes
fuertes que se presentan en [6]. Dichos invariantes ya no provienen de complejos simpliciales sino
de espacios combinatorios mas sofisticados que se llaman conjuntos simpliciales.

Ejemplo 3.3.1. Analicemos la accién global/atlas de grupoides A(Ds, H) donde Ds es el grupo
diedral de orden 6 y H esta formada por los subgrupos H =<r >y L =< s >.
Lr Lr?

Las acciones de H y L dividen a los elementos de G en orbitas :
I

Hs[\s/\sr/\srﬂ

Notemos como surgen naturalmente caminos y ciclos. Por ejemplo, actuando en forma alter-
nada con los elementos » € H y s € L obtenemos el ciclo:

T. S. T. S.
l1—>r—=>sr—orsr=s->1

Veremos mas adelante que estos ciclos guardan informacion muy valiosa acerca de la presen-
tacion del grupo.

En lo que sigue A es un atlas de grupoides.

Definicién 3.3.2. Llamamos V(A) al complejo simplicial Vietoris correspondiente al cubri-
miento de X4 por las componentes de los diferentes grupoides locales G, con a € ¢4. Es decir,
al complejo simplicial cuyos vértices son los elementos de X 4 y sus simplices las tiras locales.
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Ejemplo 3.3.3. Para un atlas A formado por un tnico grupoide, V(A) es una unién disjunta
de simplices. Cada simplex tiene como vértices a los objetos que forman una componente del
grupoide.

Ejemplo 3.3.4. Para el atlas A(D3,H) del comienzo V(A) es:

sr-

sr

Notemos que V(A) “luce de la misma forma mirado desde cualquier vértice”. Més adelante,
veremos que esto es siempre asi para atlas de grupoides A(G,H).

Dos vértices z,2’ € V(A) forman una arista (z,z") cuando hay una flecha x — 2’ en algin
grupoide local. Por lo tanto, los atlas de grupoides heredan del complejo simplicial V(A) la
siguiente nocion de camino:

Definicién 3.3.5. Un camino (débil) en A es una sucesién finita de puntos (xg, ..., x,) de X4
tal que para cada 1 < i < n existe una flecha x;_1 — z; en algin grupoide local G,.

Definicién 3.3.6. Dos puntos x,z’ € X4 se encuentran en una misma componente arco-conexa
si existe un camino débil de = a x’. Notamos el conjunto de las componentes arco-conexas de
A con mp(A). Cuando A tiene una tnica componente arco-conexa decimos que es un atlas de
grupoides arco-conezo.

Observacion 3.3.7. Un camino débil registra la existencia de flechas entre los puntos consecu-
tivos que recorre pero no incluye una eleccién particular de las mismas.

Ejemplo 3.3.8. Son ejemplos de caminos en el atlas A(Ds, H) las sucesiones (1,7,sr,s,1) y
(1,7,72). La sucesién (1,s,7) no corresponde a un camino pues no existen elementos en ninguno
de los subgrupos de ‘H cuya accién sobre s nos lleve a 7.

Como se puede apreciar en el grafico de V(A), se trata de un atlas arco-conexo. La siguiente
proposicién nos dice que esto es una consecuencia de que los subgrupos de ‘H generan a Ds.

Componentes arco-conexas de los distintos tipos de atlas

Proposicion 3.3.9. Sean G un grupo y H una familia de subgrupos de G. Las componentes arco-
conezas del atlas de grupoides A = A(G,H) son las co-clases a derecha del subgrupo generado
< H >. En particular, A es arco-conexo sii la familia H genera G.

Demostracién. Sean z,x’ € X4 = G. Bastard probar que existe un camino de z a z’ si y solo si
x y 2’ estdn en una misma co-clase de < H >.
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Supongamos que existe un tal camino r = xq,...,7, = z’. Entonces para cada 1 < i < n
hay un elemento g; en algin subgrupo H,, € H tal que z; = g;z;—1.De modo que 2’ = gy...q1z.
Como gp...g1 €< H > concluimos que x y 2’ se encuentran en una misma co-clase a derecha de
ese subgrupo.

Reciprocamente, si x y 2’ se encuentran en una misma co-clase a derecha de < H > entonces
' = gn...q1x para ciertos g; elementos de subgrupos H,, € H. Podemos construir un camino
x = x9,...,Ty, = 2’ tomando x; = g;...g1T. O

Es facil generalizar la proposicién anterior a los atlas de grupoides A(G, H) ~ X:

Proposiciéon 3.3.10. Sean G un grupo y H una familia de subgrupos de G. Consideremos una
accion G ~ X . Las componentes arco-conezas del atlas de grupoides A = A(G,H) ~ X son las
orbitas de la accion < H >~ X. En particular, A es arco-conexo sii esa accion es transitiva.

Proposicion 3.3.11. Sean X un espacio topoldgico y U un cubrimiento por abiertos. Las com-
ponentes arco-conexas del atlas A(X,U) coinciden con las componentes arco-conexas de X .

Demostracion. Sean x,x’ € X = X. Supongamos que existe en el espacio X un camino v de
z a 2’. Un argumento clésico con la compacidad del intervalo [0, 1] permite “descomponer” =
obteniendo puntos z = zg,...,z, = 2’ en X y caminos ~; de x;_1 a x; contenidos en abiertos
Ua, € U. Entonces para cada 1 < i < n existe una flecha z;_1 — x; en el grupoide local m1(Uy,)
correspondiente a la clase del camino ;. Por lo tanto x = xy, ..., 7, = 2’ es un camino de x a 2’
en A(X,U).

Reciprocamente, supongamos que existe un camino x = x, ..., x, = 2’ de x a 2’ en A(X,U).
Esto quiere decir que para cada 1 < ¢ < n los puntos x;_1 y z; se encuentran en una misma
componente de 71(U,,) para algin abierto U,, € U. Por lo tanto existen caminos ; de x;_; a
x;. La concatenacion v = 7y * ... x 7, es un camino de x a 2" en el espacio X. 0

Para la siguiente proposiciéon recordamos el concepto de relacién de equivalencia generada.
Dada una familia £ de relaciones de equivalencia en un conjunto X, existe una minima relaciéon
de equivalencia en X que las contiene a todas (como subconjuntos de X x X). Esta relacion,
que notaremos =g, es la relacién de equivalencia generada por la familia £ y concretamente
esta dada por:

x ~yue ¥ & Existe una sucesion finita x = x, ...,z, = 2’ de elementos de X tal que para
todo 1 < i < n existe ~;€ &€ con x;_1 ~; T;.

Proposicion 3.3.12. Sea X un conjunto y € una familia de relaciones de equivalencia en el
conjunto X . Entonces las componentes arco-conezas del atlas A = A(X,E) son las clases de la
relacion de equivalencia generada =~ ¢.

Demostracién. Es inmediata teniendo en cuenta que la existencia de una flecha x — 2/ en el
grupoide correspondiente a una relacién de equivalencia ~¢€ £ es equivalente a x ~ z’. O

También podemos definir a partir de V(A) el grupo/grupoide fundamental de un atlas:

Definicién 3.3.13. El grupo fundamental (débil) de A en el punto z € X4 es m(V(A),x), el
grupoide fundamental es m1(V(A)). Los notamos (A4, z) y m1(A) respectivamente. (recordar
1.4.11 y 3.2.6)
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Ejemplo 3.3.14. Para un atlas A formado por un tnico grupoide, dado que V(A) es unién
disjunta de simplices, el grupo fundamental débil es trivial en cualquier punto.

Ejemplo 3.3.15. Para el atlas A(D3,H) del comienzo, observando V' (A), se puede concluir que
m1(A, 1) = Z=7Z. Mas adelante, veremos que el grupo fundamental de los A(G, H) esta vinculado
a las relaciones algebraicas necesarias para recuperar el grupo G a partir de los subgrupos de la
familia H.

Nota 3.3.16. Los caminos, grupos y grupoide fundamental débiles también pueden presentarse
utilizando morfismos débiles de atlas de grupoides como se hace en [2].
Para eso se considera un modelo de la recta dado por el atlas de grupoides L con

n XL = Z
v ¢op ={{n}:neZ}}U{{n,n+ 1} :n € Z} ordenado por la inclusion.
* Gin) ¥ G{n.nt1) simplemente conexos con objetos n y {n,n + 1} respectivamente.

1 1 . . . .
] ¢Z’”+ y ¢Z_C1+ son las correspondientes inclusiones de grupoides.

Un camino débil es entonces un morfismo débil f : L — A que se estabiliza para valores
grandes de n, es decir, existe M € N tal que f(n) = f(n + 1) cuando |n| > M.

Se define naturalmente el producto de dos atlas de grupoides y esto permite considerar
morfismos débiles h : L x L — A. Con una condicién de estabilizacién apropiada, estos morfismos
juegan el rol de homotopias de caminos.

Los grupos/grupoide fundamentales se obtienen en la forma usual como las clases de caminos
débiles médulo homotopia junto con la operacién inducida por la concatenacion.

Definicién 3.3.17. El complejo singular (débil) (C(A),0) es el correspondiente a V(A). No-
tamos los correspondientes grupos de homologia H,,(A). (recordar 1.5.3 y 1.5.5).

Observaciéon 3.3.18. La construccion del complejo de Vietoris V(A) es funtorial. Esto es
inmediato dado que las tiras locales de A corresponden a los simplices de V(A) y por lo tanto
los morfismos débiles A — B son morfismos simpliciales V(A) — V(B).

De hecho, el funtor V :AtlGrpdp — CS es una equivalencia categdrica. Se construye una
vuelta CS — AtlGrpdp asigndndole a cada complejo simplicial K un atlas de grupoides A(K).
Donde A(K) tiene X4 = Vi, ¢4 = Sk ordenado por inclusién y por cada simplex s un grupoide
local simplemente conexo G con Obj Gs = s. Los morfismos simpliciales son automaticamente
morfismos débiles entre los correspondientes atlas.

Definicién 3.3.19. Llamamos N(A) al complejo simplicial nervio correspondiente al cubri-
miento de X4 por las componentes de los diferentes grupoides locales G, con a € ¢4.

Concretamente, los vértices de N(A) son las componentes de los diferentes grupoides locales
y los simplices consisten en conjuntos de esas componentes {Cy, ..., Cy,} con NC; # &.

Observacion 3.3.20. Sea A un atlas de grupoides con #¢4 = n entonces dim N(A) <n — 1.
Esto se debe a que las componentes de cada grupoide local son disjuntas dos a dos y por lo tanto
un simplex de N(A) tiene a lo sumo n vértices. En caso de que A sea simple, es decir X, = X4
para todo a € ¢4, resulta dim N(A) =n — 1.
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Observacién 3.3.21. Como ya sabemos por el teorema de Dowker (2.1.22), |V(A)| = |N(A)|
y por lo tanto N(A) nos suministra la misma informacién homotépica que V(A). En particular:
» Siz € X4y c(r) es una componente de algin grupoide local de A que contiene a z resulta
(A, x) = m(N(A), c(z)).
» Los grupoides fundamentales 71 (A) y m1(IV(A)) resultan equivalentes como categorias.
» Los grupos de homologia débil de A coinciden con los grupos de homologia de N(A).

Podemos pensar N(A) como un “diagrama de intersecciones” entre las componentes de los
grupoides locales y asi concluir que los invariantes débiles registran solo esa informacion “global .

Ejemplo 3.3.22. Veamos dos casos sencillos:
» Si el atlas A esta formado por un tinico grupoide G entonces N(A) es discreto con un punto
por cada componente de G.
» Siel A es simple y de grupoides locales conexos entonces N(A) = A™ donde n = #¢4 — 1.

Ejemplo 3.3.23. Para el atlas A(D3,H) el complejo N(A) es el siguiente “"diagrama de inter-
seccion de co-clases™ :

H

Hs

Notemos que es bastante mas simple que V (A) y que también nos permite obtener m; = Z*Z.

Ejemplo 3.3.24. Consideremos los atlas A(X,U) correspondientes a los cubrimientos de S!
que vimos en los ejemplos 2.2.1 y 2.2.6. Sus nervios, dado que los abiertos son arco-conexos, son
los vistos entonces: OA? y Al respectivamente.

Proposicién 3.3.25. Consideremos un atlas de grupoides A = A(X,U) correspondiente a un
espacio X con un cubrimiento por abiertos arco-conexos U.
Sea x € X y tomemos un abierto U, € U que contiene a x entonces se tiene la igualdad

7T1(A,.TE) = Wl(Nu,Ux).

Si ademds U es puntualmente finito y sus intersecciones son homotdpicamente triviales re-
sulta m (A, x) = m (X, x).

Demostracion. Como los abiertos de U son arco-conexos, el cubrimiento dado por las compo-
nentes de sus grupoides fundamentales es el mismo U. Entonces resulta N(A) = N(U) y en
particular, en vista de la observacién, mi (A, z) = m (NU, U;). Cuando el cubrimiento U cum-
ple los requisitos adicionales, por el teorema de McCord (2.2.10), los espacios X y NU son
débilmente equivalentes. De modo que m (NU,Uy) = 71 (X, x). O
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Nota 3.3.26. La proposicién anterior es una muestra de que los invariantes débiles solo respon-
den a la dindmica global. Nos permiten recuperar la informacién del atlas en forma completa,
en este caso el grupo fundamental de X, sélo cuando la dindmica local es trivial.

En el proximo capitulo analizaremos los nervios provenientes de los atlas de relaciones.
Daremos nuevos ejemplos y mostraremos que su geometria tiene caracteristicas particulares.

Finalizamos con algunos resultados que nos dicen como influye la cantidad de grupoides del
atlas en sus invariantes débiles:

Proposicion 3.3.27. Sea A un atlas de grupoides entonces:
= Cuando #¢4 =1 los grupos fundamentales débiles son triviales.
s Cuando #¢p4 = 2 los grupos fundamentales débiles son libres.

Demostracion. Ambos resultados pueden deducirse estudiando los grupos fundamentales de
N(A). Cuando n = 1 N(A) es un conjunto discreto de puntos y para n = 2 es un grafo.
(Es sabido que el grupo fundamental de un grafo es libre, consultar por ejemplo [10]).
Notemos que el caso n = 1 también se puede probar con V(A) (ejemplo 3.3.3), no es asi para
el caso n = 2. O

Proposicion 3.3.28. Sea A un atlas de grupoides con #¢ o = n entonces la homologia cumple
Hy(A) =0 para todo k > n.

Demostracion. La homologia de N(A) satisface esa condicién porque dim N(A) < n —1y
coincide con la homologia débil de A. O

Observacion 3.3.29. La construccion del complejo Nervio N(A) no es funtorial. Es decir, no
proviene de un funtor N :AtlGrpdp — CS.

En efecto, si existiera un tal funtor entonces atlas de grupoides débilmente isomorfos tendrian
nervios isomorfos. A continuacién mostramos con un ejemplo que esto no sucede en general.

Sea Gyo,13 un grupoide con objetos {0,1} y sea G0y otro grupoide con 0 de tnico objeto.
Consideremos un atlas A que consiste en un tnico grupoide Gyg 1y y otro altas B definido a
partir de los dos grupoides Gy 1y v Gyoy- La identidad de {0, 1} es un isomorfismo débil A ~ B.

Por otro lado N(A) resulta ser "un punto”™ y N(B) es "un segmento” que no son complejos
simpliciales isomorfos.
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Capitulo 4

Atlas de relaciones de equivalencia

Este capitulo trata sobre los atlas de grupoides A(X, &), donde £ es una familia de relaciones
de equivalencia en un conjunto X. Nos proponemos aqui estudiar la forma en que “interactdan”
las distintas relaciones desde un punto de vista homotépico, utilizando los complejos simpliciales
e invariantes introducidos en el capitulo anterior.

En la primer seccién de este capitulo estudiamos los caminos y las relaciones que induce
entre ellos la familia £. Mostramos que estas relaciones estan vinculadas a la homotopia de ca-
minos en V(A) y en particular se manifiestan en el grupoide fundamental w1 (A(X, £)). También
observamos que permiten construir nuevos atlas de caminos.

En la segunda y tercer seccién hacemos un andlisis del nervio N(A). Pasamos a trabajar con
familias £ formadas por un niimero finito n de relaciones y probamos que en esa situaciéon N(A)
es n-partito y n — 1-homogéneo. Analizamos en particular el caso en el cual N(A) esta completo:
veremos cual es el significado en términos de las relaciones de £ y ofrecemos una caracterizacion
del tipo homotodpico correspondiente.

En la cuarta seccion de este capitulo nos concentramos en el caso particular de dos relaciones.
Damos una formula para el rango del grupo de homologia débil H;(A) en términos de cantidades
de clases y derivamos a partir de ella las acotaciones:

HX/) ~1 A H#X/ ~o < #X/ mue +HX/ ~ne < #X/ ~1 #X] o+

Revisamos los dos casos “extremos™ en los que vale alguna de las igualdades y en conexion
con el caso inferior tratamos las relaciones localmente comparables.

En la quinta y dltima seccién nos dedicamos al estudio de los complejos simpliciales emplean-
do atlas de relaciones. Caracterizamos aqui los complejos simpliciales que se pueden obtener como
vietoris de una cantidad n de relaciones e investigamos cuales son las propiedades que tienen.

43
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4.1. Caminos débiles y el grupoide fundamental

Sea X un conjunto y £ = {~,} una familia de relaciones de equivalencia en X. Recordemos
que el atlas de grupoides A(X,E) tiene como conjunto subyacente a X y sus grupoides locales
estdn dados por las relaciones de equivalencia ~, (3.2.15).

Comenzamos analizando el significado de los caminos débiles y las tiras locales para este tipo
particular de atlas:

s Los caminos corresponden a formas de relacionar dos elementos de X empleando alterna-
damente las diferentes relaciones de £. Més precisamente:
Son sucesiones finitas (x, ..., x,) de elementos en X tales que para todo 1 < i < n existe
una relacién de equivalencia =;€ £ con x;_1 ~; x;.
Notaremos al conjunto de los caminos débiles con C(X, £), cuando queramos aclarar el punto
inicial y final de los mismos escribiremos C(X, £)(x,y).

s Las tiras locales corresponden a formas de relacionar dos elementos empleando una Unica
relacion:
Son sucesiones finitas (zg, ..., z,) de elementos en X tales que existe una relacién de equi-
valencia ~€ £ con x;_1 ~ x; para todo 7.

Como ya vimos en el capitulo anterior mo(A(X,€)) = X/ ~ys. Es decir, las componentes
arco-conexas mo(A(X, £)) nos permiten saber que pares de elementos se pueden relacionar entre
si por medio de €.

Ahora bien, dos familias de relaciones de equivalencia muy diferentes pueden dar lugar a la
misma relacion de equivalencia generada. De modo que un estudio completo de la “interaccién”
entre relaciones no puede darse por terminado al conocer si un par elementos de X se logran
relacionar entre si. Tiene interés estudiar los caminos, que como vimos, son las distintas formas
en que estos pares de elementos se relacionan. En particular, nos interesan ciertas relaciones de
equivalencia que surgen naturalmente entre ellos:

Observacién 4.1.1. Cada relacién ~€ £ induce una relaciéon de equivalencia ~* en el conjunto
de caminos C(X, &) que consiste esencialmente en identificar entre si las ~-tiras locales.

Mas precisamente, llamamos ~* a la menor relacion de equivalencia compatible con concate-
nacién que satisface ¢ ~* ¢ para todas ¢, ~-tiras locales con orig(c) = orig(c') y fin(c) = fin(c).

No es evidente que la relacién de equivalencia ~* exista, debemos probarlo:

Proposicion 4.1.2. Sea ~€ £ entonces la relacion de equivalencia ~* en el conjunto de cami-
nos C(X, &) efectivamente existe y podemos exhibirla concretamente. Para eso, consideremos la
relacion auxiliar < dada por:

a < [ cuando son de la forma o = (Tgy ooy i1y Tip 1y ooy Tn) Y B = (L0, vey Tim1y Tiy Tip 1y vy Tny)
para algin 0 < i <n y ademds x;—1 = T; = Tit1.

Tenemos entonces:

a &* G & existe una sucesion o = «Qq, ..., n, = 0 tal que para todo 1 < i < n o;1 < o
0 a; < ajq.
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Demostracion. En efecto, definida segtn el enunciado, ~* verifica:

= Es relacién de equivalencia, de hecho, es la relacién de equivalencia generada por <. Resulta
compatible con concatenacién porque < evidentemente lo es.

» Toda relacién del equivalencia ~ en C(X,&) compatible con concatenacién que hace la
identificacion de ~-tiras locales cumple ~*C~:
En efecto, supongamos primero que o < [ entonces las tiras locales (x;—1, i, Ti+1) y
(xi—1,xi+1) quedan indentificadas por ~. Como ademés ~ es compatible con concatena-
cién tenemos a ~ .
Si o &* 3 entonces existe una sucesién a = «g,...,, = 3 tal que para todo 1 < i < n
a1 < a; 6 a; < ;1. Segin vimos entonces a;_1 ~ «; para todo ¢ y por transitividad
resulta o ~ 8 como necesitabamos.

O

Observacion 4.1.3. Si a =" § entonces a y [ tienen un mismo elemento inicial y final en X.

Observacién 4.1.4. En la proposicién anterior se puede observar la similitud entre la relacién
~* y la relacién de homotopia usual entre los caminos de V(A) (1.4.5). Podemos pensar a la
relaciéon ~* como una relaciéon de “~-homotopia”™ entre caminos que permite deformaciones
dentro de las clases de equivalencia X/ =, es decir, homotopias de caminos que solo involucran
a los simplices de V(A) que esas clases determinan:

Tenemos entonces una nueva familia de relaciones de equivalencia £*={~*:~c £} en C(X, £).
Estas relaciones se manifiestan en el grupoide fundamental del atlas A(X,E):

Proposiciéon 4.1.5. Sea X un conjunto y € una familia de relaciones de equivalencia en X.
Entonces para x,y € X las flechas del grupoide fundamental estin dadas por:

mA(X, E) (,y)= C(X, E)(x,y)/ ~ue-

Demostracion. Los caminos en V(A) son los caminos en A, resta ver que la homotopia de
caminos en V(A) esta dada por ~sg-.

En efecto, sea =& £. Como recién comentamos, cuando dos caminos « y 3 satisfacen a ~* (3
quiere decir que hay una homotopia entre ambos que solo involucra simplices contenidos en
clases de equivalencia de ~. Los simplices de V' (A) por definicién estdn contenidos en las clases
de equivalencia de las distintas relaciones de £. Por lo tanto, cualquier homotopia de caminos
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se puede expresar como una concatenacion de s=-homotopias con ~€ £. Concluimos asi que la
relaciéon de homotopia usual de caminos coincide con ~gx. ]

Obtuvimos un nuevo atlas de relaciones de equivalencia A(C(X,¢&),£*). Restringiendo las
relaciones también podemos considerar para cada par x,y € X el atlas A(C(X,€&)(z,y),E").
Este ultimo mantiene una importante relacion con el atlas original:

Corolario 4.1.6. Sea X un conjunto y € una familia de relaciones de equivalencia en X.
Entonces para todo par de elementos x,y € X es

7T1‘4(‘)(7 5)(1‘, y) :WOA(C(Xv 5)(1'7 y)7 5*)

Demostracion. Basta recordar que el my de un atlas de relaciones esta dado por las clases de
equivalencia correspondientes a la relacién generada. ]

4.2. EIl punto de vista del nervio

El andlisis que hicimos del atlas A(X, ) en la seccién anterior se apoyo principalmente en
el complejo simplicial V' (A): la nocién central fue la de camino débil en A que corresponde a
un camino en este complejo. Ese enfoque nos permitié estudiar aspectos de la interaccién entre
relaciones vinculados a la relacién generada ~¢.

En esta seccién, cambiamos el punto de vista, nos concentramos en el complejo simplicial
N(A). A través del mismo podremos estudiar la relacién de equivalencia interseccion:

Definiciéon 4.2.1. Sea X un conjunto y £ una familia de relaciones de equivalencia en X. La
relacion de equivalencia interseccion ~ng se define para z,y € X por:

T g Yy & x &~y para toda ~€ &

El complejo simplicial N(A) tiene caracteristicas muy particulares, las siguientes definiciones
nos permitiran describirlas:

Definicion 4.2.2. Un complejo simplicial K se dice n-partito si existe una particiéon de su
conjunto de vértices Vi = V1 II... 11 V,, tal que cada simplex s € Sk tiene a lo sumo un vértice
en cada V.

Ejemplo 4.2.3. Un complejo simplicial 3-partito en la forma Vi = {a,b} U {c,d,e} 1 {f, g, h}

a b

Definicion 4.2.4. Un complejo simplicial K con dim K = n se dice homogéneo si para todo
simplex s € Sk existe un n-simplex t € Sk tal que s C t.
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Observacion 4.2.5. Los complejos simpliciales homogéneos se pueden pensar alternativamente
como aquellos que son unién de subcomplejos n-simplices para algin n.

Ejemplo 4.2.6. El n-simplex A™ y su borde dA™ son homogéneos. El complejo simplicial del
ejemplo anterior 4.2.3 no es homogéneo porque existen varios 1-simplices que no se encuentran
contenidos en ningun 2-simplex.

Proposicién 4.2.7. Sea X un conjunto y € = {=~1, ..., ~n} una familia de relaciones de equi-
valencia en X.
Entonces el complejo simplicial nervio N(A(X,€&)) verifica :

= Sus vértices son las clases de equivalencia de las diferentes relaciones de €. Resulta n -
partito en la forma Vy = X/ ~1 1. 11 X/ ~,,.

» Es homogéneo con dim N(A) = n — 1. Sus simplices de dimension n — 1 se corresponden
con las clases de equivalencia de la relacion interseccion ~ng.

Demostracion. Los vértices son las clases de equivalencia porque esas son las componentes de los
grupoides correspondientes a cada relacién ~€ £. Sea {C1, ..., Cj} un simplex de N(A) entonces
ﬂleCi # . Las clases de una relacién dada son disjuntas dos a dos por lo tanto el simplex
tiene a lo sumo un vértice en cada cociente como queriamos ver.

Veamos ahora que es homogéneo con dimensién n — 1. En efecto, sea s = {C1, ...,Cx} € Sy,
como ﬂleCi # & podemos tomar x € mleci. El elemento = se encuentra en una clase de
equivalencia de cada relaciéon. Como son n relaciones, podemos agregar las clases faltantes en
s y asi obtener un simplex ¢t = {C1,...,Cy,}. Tenemos por lo tanto s C ¢t donde t esun n — 1 -
simplex.

Por ultimo observemos que hay una correspondencia evidente entre n — 1 - simplices y clases
de equivalencia de la relacién interseccién ~qg: {C1, ..., Cp} e~ NI, C;. O

A continuacion consideramos algunos ejemplos en los cuales se tiene un conjunto X provisto
de una familia £ de dos relaciones de equivalencia. En esta situacién N(A) es un grafo bipartito:

Ejemplo 4.2.8. X ={a,b,c,d,e, f} , X/ ~1={{a,b};{c,d};{e, f}} vy X/ mo= {{b,c};{d,e}; {f,a}}.

{a.' b} {e:f} {C!d} X/ =1

{f.a} {b,c} {de} Xi=

Las 6 aristas corresponden a las clases de X/ =~ N ~o= {{a}, {b}, {c}, {d},{e},{f}}.
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Ejemplo 4.2.9. X = {(Z, ba ¢, da 6} ) X/ ~1= {{CL, bv C}7 {d’ 8}} y X/ o= {{CL}, {b}a {Ca d7 6}}

{a.b.c} {d.e} X/ =1

{a} {b} {cde} X=2

Las 4 aristas corresponden a las clases de X/ ~1 N ~o= {{a}, {b}, {c},{d,e}}.

4.3. Teorema chino para relaciones y el tipo homotépico completo

Ejemplo 4.3.1. Sea X = 7Z con las relaciones de equivalencia congruencia médulo 2 =5 y
congruencia médulo 3 =3.
El teorema chino del resto, dado que 2 y 3 son coprimos, nos asegura que los sistemas de

congruencias
r =2 /)
T =3 j

coni=0,1yj=0,1,2 tienen solucién.

Si notamos con [i]z la clase médulo 2 de @ y [j]s la clase mdédulo 3 de j, lo anterior es
equivalente a decir que [i]2 N [j]s # &. Por lo tanto el grafo bipartito esta completo: tiene las 6
aristas correspondientes a todas las posibles intersecciones entre clases méd 2 y clases méd 3.

[0] [1] =
WEN

[0] [1] [21 *~ss

Por otro lado, es facil ver que =9 N =3=congruencia moédulo 6 y por lo tanto las aristas se
corresponden con las clases de enteros médulo 6.

La siguiente proposicién, de demostraciéon inmediata, captura la situacién de este ultimo
ejemplo:



4.3. TEOREMA CHINO PARA RELACIONES Y EL TIPO HOMOTOPICO COMPLETO49

Proposicién 4.3.2. Sea X un conjunto y € = {~1, ..., ~n} una familia de relaciones de equi-
valencia en X. Entonces son equivalentes :

Para toda eleccion de clases C; € X/ ~; i =1,...,n se tiene N_,C; # @.

2. Se cumple “la propiedad del teorema chino del resto”, es decir, para toda eleccion de x; € X
i =1,...,n existe una solucion x al sistema :

T <1 X1

TRy, Ty

3. El nervio del atlas N(A(X,E)) es el complejo simplicial n-partito completo con vértices en
X/~ U..I1 X/ ~,. Esto quiere decir N = X/ =1 *...x X/ =, donde pensamos a los X/ ~;
como complejos simpliciales discretos.

Definicion 4.3.3. Sea X un conjunto y £ una colecciéon de relaciones de equivalencia en X.
Decimos que el par (X, ) es completo cuando se encuentra en las condiciones de la proposicién
anterior.

Ejemplo 4.3.4. Generalicemos el ejemplo anterior. Sea {ni,...,ny} C Z un subconjunto de
nimeros con mcd(n; : nj) = 1 para todos i # j. Podemos considerar la familia de congruencias
en Z correspondiente £ = {=,,: 1 <14 < k}. Como consecuencia del teorema chino del resto, el
par (Z,€) es completo.

Ejemplo 4.3.5. Sea X = A; x...x A, con A; conjuntos arbitrarios y n € N. Consideremos para
cada 1 < i <n la relacién de equivalencia = ~; y < x; = y;. Entonces (X, {~;}) es completo.

En lo que sigue nos proponemos caracterizar el tipo homotépico del nervio para un
par (X, &) completo. Trabajaremos en esta parte con dos hipétesis de finitud: £ es finito con
E ={~1,...,~,} y los cocientes X/ ~2; son finitos para todo i con #X/ ~;=k;.

Por lo tanto, salvo por el nombre de los vértices, el nervio es N = I, *...x I, donde notamos
con I al complejo simplicial discreto con k vértices. Nuestro objetivo es probar:

Teorema 4.3.6. i, *...x[}, tiene el tipo homotopico de la unidn por un punto de (k1 — 1)...(k, — 1)
esferas de dimension n-1.

Para demostrar el teorema vamos a hacer uso de la siguiente proposicién clasica cuya de-
mostraciéon puede consultarse en [11] en el contexto més general de CW-complejos:

Proposicion 4.3.7. Sean K un complejo simplicial, L un subcomplejo contractil de K y v un
vértice de L.
Entonces hay una equivalencia homotdpica punteada:

(2 ~ (K], v)

Donde * indica a |L| colapsado a un punto.

Obtuvimos dos demostraciones diferentes del teorema:
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Primera demostracion

Comienza con un lema que corresponde al caso particular donde k; = 2 para todo 1.

Lema 4.3.8. Hay un homeomorfismo S° x ... SO = §7~1,
—

n

Demostracion. Llamemos E; = {x € R" :|| = ||;= 1} para ¢ = 1,2. Donde || . ||1 y || - ||2 son las
correspondientes normas 1 y 2 usuales en R".

Hay un homeomorfismo S ... ¥ S = E; dado por la aplicacién lineal que envia los vértices
+1 de la copia i-ésima de SO a +e; € R™. Por otro lado S"~! = E».

Las funciones continuas "de normalizacién” f;; : E; — Ej v +— x/ || « ||; con (4,5) = (1,2) y
(2,1) son biyecciones reciprocas. Luego F1 = Es. O

Nota 4.3.9. En lo que resta de la demostracién trabajamos con complejos simpliciales que
tienen un vértice distinguido.

Supongamos que tenemos dos de ellos K y L con correspondientes vértices v y w. Elegiremos
como vértice distinguido para el join K * L a v o w segin convenga.

Desde el punto de vista homotdépico, ambas elecciones son equivalentes. En efecto, si in-
dicamos con kl al segmento que une ambos vértices, en virtud de la proposicién 4.3.7 hay
equivalencias homotdpicas punteadas:

(1K + LI, k) ~ (5 %) = (1K * L], 1)

El otro ingrediente de esta demostracién es una interesante ley distributiva:

Proposicion 4.3.10. Sean K1, Ko y L complejos simpliciales con vértice distinguido entonces
hay una equivalencia homotopica de espacios punteados:

(K] V [ Kal) * |L] & ([Kq | = |L]) V (| K2| * |L])
Antes de la demostracién de esta proposicién veamos un caso particular:

Ejemplo 4.3.11. Observemos los espacios (S° Vv S9) x SO y (S0 % S0) v (89 x SY).

La diferencia entre ellos es que el primero tiene un tnico cono 1% S° mientras que el segundo
tiene dos conos 1 * S° unidos en 1 (resaltados en la figura). Como en ambos casos se trata de
subcomplejos contractiles, el tipo homotdpico no cambia si se los colapsa a un punto. Después de



4.3. TEOREMA CHINO PARA RELACIONES Y EL TIPO HOMOTOPICO COMPLETO51

este colapso los dos espacios que se obtienen resultan iguales, por lo tanto, hay una equivalencia
homotépica punteada entre los espacios originales.

Es interesante notar que no hay un homeomorfismo punteado entre ambos dado que al
eliminar el 1 central el primer espacio sigue conexo y en cambio el segundo espacio queda con
dos componentes conexas.

Ahora pasamos al caso general:
Demostracion de 4.3.10. Sean k1 v ko los vértices distinguidos de los complejos K1 y Ko. Vamos
a elegir los vértices distinguidos en los joins de modo que en ambos complejos (K1 V Ka) * Ly

(K1 % L)V (Kg x L) el vértice distinguido sea k = k; V ko=identificacion de ki y k.
Hay un morfismo simplicial evidente ¢ que envia "dos copias de L en una™:

(K1 vV KQ) * L <—(K1 * L) V (K2 * L)
Tomando realizacion geométrica y pasando a los cocientes por los subcomplejos k x Ly
(kL) V (k% L) obtenemos una funcién continua |¢|:

|(K1\/K2)*L| - |(K1*L)\/(K2*L)‘
|k L| [(k*L)VkxL)|

Como estos subcomplejos son contractiles, obtenemos de la proposicién anterior equivalencias

homotopicas punteadas % ~|(K1V Kp)*L|y % ~ |(K1%L)V (Kyx*L)|.

Bastaria entonces con probar que |¢| es un homeomorfismo. Como los espacios involucrados
son compactos solo nos falta ver la biyectividad. Esta se sigue de las siguientes dos observaciones
que surgen de un sencillo analisis:

» ¢ preserva la dimensién de los simplices. Por lo tanto |¢| aplica el interior de cada simplex
s biyectivamente sobre el interior del simplex ¢(s). (El interior de un simplex es el conjunto
las combinaciones convexas que involucran a todos sus vértices).

» ¢ determina una biyeccién entre los simplices de (K7 * L) V (K3 % L) que no se encuentran
en k* LV kxLylossimplices de (K; V K3) * L que no se encuentran en k * L.

O
Estamos en condiciones de dar la primera demostracién del teorema:
Primer demostracion de 4.3.6 . Utilizamos la propiedad distributiva 4.3.10 y el lema 4.3.8:
[Ty ¢ oo Ty | =y | % o [ Dy [ = Vi —1.50 5 % Vi, 2180 & V=190 % % SO = vy, 215" !

Donde estamos haciendo uso de la nota 4.3.9 para omitir los vértices distinguidos de los
joins.
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Segqunda demostracion

Requiere el siguiente:

Lema 4.3.12. Elijamos un vértice a; en Iy, parai=1,...,n. Entonces el siguiente subcomplejo
de Iy, * ... x Iy, es contrdctil :

i%—lugar

T=U" Iy x...x a0 .0y

n

Demostracion. Consideramos la familia de subcomplejos de T' dada por £ = {Ij, *...xa;*...xI},

i = 1,..,n}. Evidentemente dim T < oo y L es puntualmente finita. Ademds las interseccio-
nes de subfamilias de £ son conos y por lo tanto contractiles (2.2.9). El teorema de McCord
para complejos simpliciales (2.2.10) nos permite concluir entonces que |T'| es homotdpicamente
equivalente a |[N(L)|.

Ahora bien, todos los subcomplejos de £ contienen al simplex {ai,...,a,} y por lo tanto la
interseccién de cualquier subfamilia es no vacia. De modo que N(L) es el n — 1 - simplex y por
lo tanto |V (L)| resulta contractil. Luego |T'| es contractil.

O

Este lema nos permite deducir:

Proposicion 4.3.13. Sea K un subcomplejo de Iy, * ... x Iy, . Supongamos que K contiene a su
vez un subcomplejo T' como el del lema anterior.

Entonces hay una equivalencia homotdpica |K| ~ V., S"1 donde m es la cantidad de simpli-
ces de K con n vértices que no contienen a ningun a;.

Demostracion. Los simplices de Iy, * ... * I}, son de la forma s = {v;,...,v;, } con 1 <i; < ... <
ir <Ny v € Ikij'

Aquellos de estos simplices s con una cantidad de vértices r < n son simplices de T'. En efecto,
tomemos algin 1 < ¢ < n diferente de los i1, ..., %, entonces s es un simplex de Iy, *...xa;*...x [}, .
Por otro lado, los simplices s con n vértices que pertenecen a 1" son los que tienen algin a; como
vértice.

Luego Sk — St esta formado por los simplices de K con n vértices que no contienen a ningin

P . . [ A1 _
a;. Estos son m simplices de dimensién n — 1 cuyos bordes estdan en 7. Como | | = gn-1

[0An=1]
podemos concluir entonces % = V,, 5" L.
Por dltimo, utilizando que |T'| es contractil (4.3.12) obtenemos de la proposicién 4.3.7 una
equivalencia homotépica |K| ~ % de donde se deduce lo que queriamos probar. O

Obtenemos de esta forma la segunda demostracién del teorema:

Segunda demostracion de 4.3.6. Basta tomar K = Iy, *...xI} _en la proposicién anterior (4.3.13)
y observar que el niimero de simplices de n vértices en K que no contienen ningin a; es m =

TI(ki — 1). O

Esta segunda forma de trabajar nos permite ademas, dar una reciproca del teorema y asi con-
seguir la siguiente caracterizacion:
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Teorema 4.3.14. Sea X un conjunto y € = {~1,...,~,} una familia de relaciones de equiva-
lencia en X. Supongamos ademds n > 2 y #X/ ~;=k; > 2 para todo i.
Entonces son equivalentes:

1. (X,E&) es completo
2. N(A) =~ V(A) tienen el tipo homotdpico de V[ (hs—1yS"
3. La homologia (débil) de A(X,E) es:

Zlk=1 g =pn -1
Hy=! Z k=0
0 k#0,n—1

Demostracion. 1 = 2 Queda doblemente probado porque es el teorema anterior.

2 = 3 Recordemos que la homologia débil de A(X,E) es la homologia simplicial de V. Esta
ultima coincide con la homologia singular de |V|. Como la homologia singular es invariante por
equivalencia homotdpica, en virtud de (2), obtenemos la homologia de vy ki_lS"*I que es la
que figura en el inciso (3).

3 = 1 Probaremos el contra-reciproco. Supondremos que el par (X,€) no es completo y
concluiremos que su homologia no puede ser la de (3). Notamos en lo que sigue N = N(A) y
M =TIy, *..ox Iy, .

En efecto, como (X, &) no es completo N & M. Hay entonces s = {vy,...,vn} € Sy — Sy
n — 1 simplex. Llamemos M’ al complejo simplicial con simplices Sy = Sy — {s}.

Como k; > 2 para todo 7, podemos elegir vértices a; € I, diferentes del correspondiente v;.
Se tiene asi un subcomplejo K = U I}, *...xa;*...x I, < M’y podemos aplicar la proposicién
anterior (4.3.13) para concluir |M'| = V,, 15" ! donde m = [] (k; — 1).

Como N < M’y dim M’ = n—1entonces H,,_1(N) < H,_1(M'). Perorg H,—1(M') = m—1
entonces rg H,_1(N) < m y por lo tanto la homologia débil del atlas no puede ser la del inciso
(3). O

En particular:
Corolario 4.3.15. Si (X, ) es completo entonces V y N sonn — 2 - conexos.
Demostracion. Se debe a que Vpy (ki,l)S”_l lo es. 0

También obtenemos la siguiente consecuencia sobre el atlas de caminos:

Corolario 4.3.16. Si (X, &) es completo y la cantidad de relaciones n > 3 entonces para todos
xz,y € X el atlas A(C(X,E)(x,y),E) es arco-conexo.

Demostracion. Por el corolario anterior V' resulta simplemente conexo. Luego, debido a 4.1.6,
para todos T,y € X vale #WO(A(C(Xa g)(xay)vg*) = #Wl(A(X78))($>y) = #7T1(V)(.’L',y) =L
O
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4.4. Homologia de dos relaciones

En esta seccién nos concentramos en la situacién més sencilla en la cual existe “interaccién™.
Esta situacion, claro esta, se obtiene cuando el conjunto X esta provisto de dos relaciones
€ = {~1,~2}. Como en la seccién anterior, seguiremos suponiendo que los correspondientes
cocientes son finitos.

Comenzamos con una interpretacién del grupo de homologia H;(A) en términos de cantidades
de clases de equivalencia :

Proposicién 4.4.1. Hy(A) es libre con rango (#X/ ~ue +#X/ ~ng) — (#X/ =1 +#X/ ~2).

Demostracion. Recordemos que la homologia débil del atlas se puede obtener como la homologia
de N. Como estamos trabajando con dos relaciones, N es un grafo y por lo tanto Hi(N) es libre.
Dado que los cocientes X/ =; se suponen finitos N tiene finitos vértices. Por esa razén el
complejo de cadenas Cy(N) y su homologia H,(N) resultan finitamente generados y ademés, en
virtud de 1.5.13, vale la igualdad de las caracteristicas x(C«(N)) = x(H(N)).
Utilizando la proposicién 4.2.7 obtenemos:

X(Cu(N)) = —rg C1(N) +rg Co(N) = —aristas + vertices =
—#X/ ~ag +H(#X/ =1 +# X/ ~9)
Por otro lado, dado que |V| = |N| resulta Hy(N) = Ho(V) y asi:
X(H«(N)) = —rg Hi(N) +rg Ho(N) = —rg Hi(N) +rg Ho(V) = —rg Hi(N) + #X/ ~ue

Basta igualar ambas expresiones para obtener el resultado buscado.

Corolario 4.4.2. #X/ ~ g +#X/ mae< #X/ ~1 #X/ =9 +1
Vale la igualdad si y solo si (X,E) es completo.

Demostracion. Se debe a la proposicién anterior junto a los siguientes hechos que surgieron al
demostrar la caracterizacién de pares completos por la homologia en 4.3.14:

» (X,&) completo = rg Hy = (#X/ ~1 —1).(#X/ ~2 —1).
» (X,&) no es completo = rg Hy < (#X/ ~1 —1).(#X/ =~ —1) (cuando probamos 3 = 1)

O]

Corolario 4.4.3. #X/ ~1 +#X/ mo< #X/ ~ue +#X/ ~n¢e
Vale la igualdad si y solo si las componentes de N (o equivalentemente las de V') son con-
trdctiles.

Demostracion. La desigualdad se deduce de la proposicién anterior (4.4.1) teniendo en cuenta
que rg Hy > 0. Por otro lado rg H1(IN) = 0 si y solo si rg H1(C) = 0 para toda componente C'
de N. Como las componentes C' son grafos conexos C' ~ \/mCS1 y rg Hi(C) = m¢ para cierto
me € Noy. Luego rg Hi1(C) =0 < C es equivalente homotdpico a un punto, es decir, contractil.

Es equivalente que las componentes de V' sean contractiles a que las de N lo sean debido a
la equivalencia homotépica |V| ~ |N|. O
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Ejemplo 4.4.4. Sea X = {a, b, c} y consideremos relaciones definidas por X/ ~1= {{a, b}, {c}}
y X/ ~o= {{a},{b,c}}. Resulta X/ ~_ ¢= {{a,b,c}} v X/ =ne= {{a}, {b}, {c}} de modo que se
tiene la igualdad del corolario. Observemos que ambos complejos simpliciales son contractiles:

El vietoris es:

a b c
e
y el nervio:
{a,b} b Xi=

{a} {bc} Xi=

Relaciones localmente comparables

Una situacién particular en la cual las componentes de V' y N son contractiles es cuando
A1 y R son comparables, esto es, cuando ~1C=s 0 ~9Ca. Es facil ver que en ese caso las
componentes de V son simplices y las de N estrellas.

Con la intencién de caracterizar las relaciones € = {~1,~} para las cuales las componentes
son de ese tipo damos la siguiente definicién:

Definicion 4.4.5. Sea X un conjunto provisto de dos relaciones de equivalencia a1 y ~ss.
Decimos que ~; y ~9 son localmente comparables si para todo x € X se tiene [z]; C [z]2 0
[z]2 C [x]1.(notamos [z]; a la clase de equivalencia de = segun =;)

Observacién 4.4.6. Si dos relaciones son comparables entonces son localmente comparables.
La reciproca es falsa.

Proposicién 4.4.7. Sea X un conjunto provisto de dos relaciones de equivalencia & = {~1,~2}.
Son equivalentes:

1. =1 y =9 son localmente comparables.

2. Todo camino débil en A(X,E) es tira local

3. Las componentes de V(A) son simplices (generalizados).
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Demostracion. 1 =2

Probaremos que todo camino débil a es tira local por induccién en la longitud.

Para los caminos de longitud 2 es inmediato. Ahora supongamos cierto el resultado para
caminos de longitud n y veamos que vale para caminos « = (21, ..., Zp+1) de longitud n+ 1. En
efecto, consideremos el camino auxiliar 8 = (x1, ..., x, ). Por hipdtesis inductiva [ es tira local y
por lo tanto existe i =1 6 2 tal que {z;: 1 <1 < n} C [z,];. Por otro lado, sabemos que existe
j =102 tal que z,, ®j 5,41 0 lo que es igual {xy, Tp41} C [z5];.

Como =1 y =~y son localmente comparables hay una clase de equivalencia méxima [x]; =
maz{[z]1, [x]2}. Esa clase contiene a [z]; y [z];. Resulta entonces {z; : 1 <1 < n}U{z,,xn41} C
[x]r ¥ por lo tanto a es una k-tira local.

2=3

Debemos mostrar que todo subconjunto finito {xo, ..., x, } de los vértices de una componente
de V(A) forman un simplex. En efecto, para cada 1 < [ < n sea a; un camino de ;1 a ;.
Consideremos el camino que se obtiene al concatenarlos o = «, * ... *x 1. Por hipétesis este
camino es una tira local. Esto implica en particular que existe ¢ = 1 o 2 tal que x;_1 =; x; para
todo [ y por lo tanto {zo, ..., x5} es un simplex de V(A).

3=>1

Sea x € X. Debemos probar que [z|; C [z]2 0 [z]2 C [z];.

Llamemos C, al conjunto de vértices de la componente de V(A) con x € C,. Tenemos que
[z]; C Cy para ¢ = 1,2. Bastara probar que ademas Cy, C [z]; 6 Cy C [z]a.

Supongamos que esto tltimo no se cumple, es decir, que hay a € Cp — [z]1 y b € Cp — [z]2.
Como C, es simplex generalizado, s = {a, b, 2z} C C, resulta simplex. Por lo tanto {a, b, 2} C [z];
6 {a,b,x} C [z]. Esto es una contradiccion, luego C,, C [z]; 6 C, C [z]a como querfamos.  [J

Proposicién 4.4.8. Sea X un conjunto provisto de dos relaciones de equivalencia € = {~1,~}.
Son equivalentes:

1. =1 y =9 son localmente comparables.

2. Las componentes de N(A) son estrellas.

Demostracion. Podemos expresar la condicién (1) de la siguiente forma: para todas C; € X/ ~4
y Cy € X/ =9 con C1 N Cy # & se tiene C; C Cy 6 Cy C (.

Por otro lado, tanto para (7,j) = (1,2) como para (i,7) = (2,1), son equivalentes las afirma-
ciones "C; C C;"y "C; N C} = @ para toda C} € X/ ~; C} # C;".

Recordemos que N(A) es un grafo con una arista por cada par de clases con interseccién no
vacia. Luego, (1) es equivalente a decir que cada una de estas aristas tiene al menos un vértice
“libre”, es decir, que no pertenece a ninguna otra arista. Esta propiedad corresponde a que las
componentes de N(A) son estrellas (2). O

Ejemplo 4.4.9. Retomemos el ejemplo anterior con X = {a,b,c}, X/ ~1= {{a,b},{c}} vy
X/ ~o= {{a},{b,c}}. Puede observarse en las figuras que las componentes de V(A) no son
simplices y las de N(A) no son estrellas. Por otro lado, ~; y ~ no son localmente comparables

pues [b]; = {a,b} y [b]2 = {b, ¢} de modo que [b]1 € [bl2 y [b]2 € [b]1.
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Ejemplo 4.4.10. Sea X = {a,b,c,d, e} con relaciones dadas por X/ ~1= {{a}, {b},{c},{d,e}}
y X/ == {{a,b,c},{d},{e}}. Luego ~1 y =~ son localmente comparables.

El Vietoris queda :
a e
d
c

{a} {b} {c} {de}  X/=

y el Nervio:

{ab,c} {cf} {e} XI=,

4.5. Aplicaciones a complejos simpliciales

Dado un complejo simplicial K cualquiera siempre es posible encontrar un atlas de relaciones
tal que K = V(A). En efecto, basta tomar X = Vi y £ = {=4: s € Sk} donde =~; es la relacién
de equivalencia que identifica los vértices de s.

Este hecho sugiere encarar un estudio de los complejos simpliciales a través de los atlas de
relaciones. Es decir, invertir los roles que tenian en las secciones anteriores donde se analizd a
los atlas por medio de complejos simpliciales.

En esta seccién todos los complejos simpliciales se suponen de dimensién finita.

Comenzamos con una caracterizacién de los complejos simpliciales que se pueden obtener
como Vietoris de un atlas con una determinada cantidad de relaciones de equivalencia:

Definicién 4.5.1. Sea K un complejo simplicial y n € N.

Decimos que K es n-relacionado si existe un conjunto X provisto de n relaciones de equiva-
lencia &€ = {~;:i=1,...,n } tal que K = V(A(X,¢E)).

Definimos ahora el nidmero de relaciones de K: cuando K es n-relacionado para algin n es
nkg = min{n € N: K es n — relacionado} sino ng = oo.

Proposicién 4.5.2. Sea K un complejo simplicial y n € N. Entonces son equivalentes:

1. K es n-relacionado.

2. Los simplices maximales de K se pueden agrupar en n familias S; i = 1, ...,n formadas por
simplices disjuntos dos a dos.
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Demostracion. 1 = 2

Supongamos K = V(A(X,€)) como en la definicién y sea S el conjunto de los simplices
maximales de K. Probaremos que & C U ; X/ =;. En efecto, dado s € S sabemos por la
definicién de V(A) que existe C € X/ =; para algin 1 < i < n tal que s C C. Si fuese s & C
entonces existirfa un simplex ¢ con s & t en contradiccion con la maximalidad de s. Por lo tanto
s =C € X/ =; como querfamos.

Como S C U} ; X/ ~; entonces podemos elegir para cada simplex s € S un indice 1 < iy <n
con s € X/ =;. Consideremos finalmente las familias de simplices S; = {s € § i, = i} con
i = 1,...,n. Los simplices en cada §; resultan disjuntos 2 a 2 pues son clases de equivalencia
correspondientes a =2;. Por lo tanto se cumple (2).

2 = 1 Sea X el conjunto de vértices Vi . Cada familia de simplices S; define una relacién de
equivalencia en X:

xRy < Existe se S;talquez,yesdr =y

Sea V' el complejo de vietoris del atlas A(X,E) con € = {~q, ..., ~,}. Entonces los simplices
de V son aquellos simplices de K que se encuentran contenidos en un simplex maximal. Como

estamos suponiendo dim K < oo eso se cumple para todos los simplices de K y resulta S = Sy
Es decir, K = V(A(X,E)). O

Corolario 4.5.3. Sea K un complejo simplicial y sea S el conjunto de sus simplices mazximales.
Entonces ng < #S. Se tiene la igualdad si y solo si para todos s,t € S es sNt # &.

Demostracion. Es inmediata de la proposicion 4.5.2. La desigualdad se debe a que K es vietoris
de un conjunto con #S relaciones. Basta considerar familias unitarias Sy = {s} con s € S.
Cuando existe un par de simplices disjuntos en S se pueden agrupar en una unica familia
reduciendo la cantidad total de las mismas. Asi se obtiene la condicién para la igualdad.
O

Ejemplo 4.5.4. El niimero de relaciones de algunos complejos simpliciales:

Complejo Simplicial K nK
t-simplex A? 1
Borde del ¢-simplex OA! t+1

————

t > 2 Segmentos consecutivos | 2
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H 2 .
O Poligono de ¢ > 3 segmentos { sutes par

3 si t es impar
:\ Estrella de ¢t segmentos t

Los siguientes resultados muestran que tipo de informacién nos da el nimero de relaciones
de un complejo simplicial:

Proposicion 4.5.5. Sea K un complejo simplicial con ng < oo entonces existe un complejo
simplicial N homogéneo con dim N = ng — 1 tal que |K| ~ |N|.

Demostracion. Sabemos que K = V(A) con A = A(X,€) y #€ = nk. Entonces el nervio
N = N(A), segin vimos en 4.2.7, es homogéneo con dim N =nxg — 1y |[V(A)| = |N(4)]. O
Corolario 4.5.6. Sea K un complejo simplicial.

= Sing =1 entonces las componentes de K son simplices y por lo tanto contrdctiles

» Sing = 2 entonces las componentes de K son contrdctiles u homotopicamente equivalentes
a uniones por un punto de copias de S'.

Ejemplo 4.5.7. El siguiente complejo simplicial tiene ntimero de relaciones 2, basta considerar
las familias &1 y Sy formadas por los 2-simplices en los diferentes tonos de gris.

Es homotépicamente equivalente a V3 S?.
Corolario 4.5.8. Sea K un complejo simplicial. Entonces H,(K) = 0 para todo n > ng.

Para finalizar damos una caracterizacién de los complejos simpliciales que son nervio de un
atlas con n relaciones. Este es el resultado dual al probado en el comienzo para el vietoris.
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Proposicion 4.5.9. Sea K un complejo simplicial y n € N. Entonces son equivalentes:

1. Euxiste un conjunto X provisto de n relaciones de equivalencia € = {~;: i = 1,...,n } tal que

K = N(A(X,E)).

2. K esn - partito y homogéneo con dim K =n — 1.

Demostracion. 1 = 2 Ya fue probado en el capitulo anterior.

2 = 1 Sea X el conjunto de los n—1 - simplices de K. Como K es n-partito hay una particién
Vi =V I ... 11V, tal que cada simplex s € Sk tiene a lo sumo un vértice en cada V;.

Dado v € Vg llamamos st v = {s € X : v € s}. Notemos que los simplices s € X tienen
exactamente un vértice en cada V;. Por lo tanto {st v},cy, es una particién de X para cada
i=1,.,n.Sea & = {=;} la correspondiente familia de relaciones de equivalencia y consideremos
el nervio N = N(A(X,€)).

Afirmamos que hay un isomorfismo simplicial ¢ : K — N dado por v € Vi +— st v € V.

Evidentemente queda definida una biyecciéon a nivel vértices. Solo falta ver que se trata de
una biyeccién a nivel simplices. Esto es probar para s C Vi que s € Sg < ¢(s) € Sy.

Supongamos s € Sk y veamos ¢(s) € Sy. En efecto, como K es homogéneo con dim
K =n—1hayunn—1- simplex t € X tal que s C t. Luego t € Nyesst v y por lo tanto
¢(s) = {st v:v e S}e Sn.

Reciprocamente, si ¢(s) € Sy quiere decir que existe t € Nyesst v. Entonces s C ¢ y como
t € Sk se deduce s € Sk.

O



Capitulo 5

Atlas de subgrupos

Este capitulo esta dedicado a los atlas de subgrupos A(G,H). Estos atlas nos permiten
estudiar al grupo G a través de una familia de subgrupos H que lo generan. Nuestras referencias
aqui son [1] y [2].

La primer seccién trata sobre las acciones simpliciales del grupo G sobre los complejos V' y
N, y en particular, sobre las fuertes consecuencias que estas tienen sobre la geometria de ambos.
En la segunda secciéon construimos el producto amalgamado *n H y mostramos como puede
vincularse con el grupo G mediante el grupo fundamental m A(G, H). La tercer seccién propone
pensar al atlas A(G,H) como un atlas de relaciones. Esto permite aplicar los resultados que
obtuvimos en el capitulo anterior a este nuevo contexto.

5.1. Acciones simpliciales

Definicion 5.1.1. Sea G un grupo y K un complejo simplicial. Una accion simplicial a izquierda
G ~ K consiste en una accién a izquierda de G sobre el conjunto de vértices Vi con la siguiente
propiedad adicional:

Para todo g € G la multiplicacién por g, ¢4 : v € Vi — g.v € Vi es un morfismo simplicial.
Es decir, si s € Sk entonces g.s € Sk.

Se definen andlogamente acciones simpliciales a derecha K G.

Consideremos un grupo G y una familia de subgrupos H. A continuacién mostramos que G
actia simplicialmente sobre el vietoris V = V(A(G,H)) y el nervio N = N(A(G, H)).

Tengamos presente que los vértices de V' son los elementos de Gy que los vértices de N son
las co-clases a izquierda Hx con H € Hy z € G.

Proposiciéon 5.1.2. Hay una accion simplicial V. G inducida por la accion de G sobre su
conjunto subyacente por multiplicacion a derecha.

Demostracion. Sea s un simplex de V entonces existen H € Hy x € G tales que s C Hz. Luego
s.g C Hxg y por lo tanto s.g resulta simplex de V. 0

61
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Definicién 5.1.3. Un complejo simplicial K se dice geométricamente homogéneo si para todos
v,w € Vi existe un automorfismo simplicial ¢ : K — K tal que ¢(v) = w.

Observacion 5.1.4. Intuitivamente un complejo simplicial es geométricamente homogéneo
cuando “se ve igual desde cualquiera de sus vértices”. Advertimos al lector que esta propie-
dad no implica ni es implicada por el hecho de que el complejo simplicial sea homogéneo en el
sentido de los capitulos anteriores.

Ejemplo 5.1.5. Para todo n € Ny el n-simplex A" y su borde JA™ son geométricamente
homogéneos.

La "recta”™ L con Vi, = Z y simplices S, = {{n,n + 1},{n} : n € Z} también lo es. Si nos
quedamos en cambio con n > 2 segmentos consecutivos obtenemos un complejo simplicial que
no es geométricamente homogéneo.

Proposicion 5.1.6. Son equivalentes:

1. K es geométricamente homogéneo

2. Hay un grupo G y una accion simplicial (a izquierda o a derecha) de G sobre K que es
transitiva en el conjunto de vértices.

Demostracion. 1 = 2 Considerar la accién simplicial Aut(K) ~ K. El hecho de que K sea
homogéneo nos dice que esta accién es transitiva.

2 = 1 Supongamos que la accion es a izquierda. En caso que sea a derecha se trabaja en forma
andloga. Dados dos vértices v, w € Vi existe g € G tal que w = g.v. El elemento g € G define un
automorfismo simplicial ¢, (tiene inverso ¢,-1) que cumple ¢,4(v) = w como necesitamos. [

Corolario 5.1.7. El vietoris V' de un atlas A(G,H) es un complejo simplicial homogéneo.
Demostracion. La accién simplicial de G sobre V' por multiplicacion a derecha es transitiva. [J

Ejemplo 5.1.8. Consideremos el grupo diedral D3 con orden 6 y la familia de subgrupos
H ={H,L} con H=<7r >y L =<s>. Se observa claramente que el vietoris de A(G,H) es
geométricamente homogéneo:

Sr=

sr

Observacién 5.1.9. Notemos que el vietoris de un atlas de grupoides no es en general geométri-
camente homogéneo. Es més, recordemos que todo complejo simplicial es el vietoris de un atlas
de relaciones de equivalencia.
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Proposiciéon 5.1.10. Hay una accion simplicial N «~\ G dada por multiplicar las co-clases a
1zquierda de subgrupos de H por la derecha.
Las orbitas de esta accion son los cocientes G/H con H € H.

Demostracion. Es claro que la multiplicacion de co-clases Hx.g = Hxg define una accién sobre
el conjunto de vértices de N. Veamos que resulta simplicial. Sea s = {H;, x;,, ..., H;,z;, } un
simplex de N entonces N7_; H;, x;, # (). Para verificar que s.g resulta simplex de N debemos ver
que N}_ H;;xi;g # (). Esto es inmediato pues Ny Hiwi g = (ﬁ?le,;ja:ij).g. O

Observacién 5.1.11. El nervio N no tiene porque ser geométricamente homogéneo. El hecho
de que las drbitas de la anterior accién sean los cocientes G/H nos dice que N se ve igual desde
los vértices correspondientes a dos clases de un mismo cociente. Es decir, “es geométricamente
homogéneo como complejo simplicial partito™.

En general, el nervio de un atlas de grupoides que no sea A(G,H), no tiene esta propiedad.

Ejemplo 5.1.12. Observemos el nervio del atlas A(D3,H) con el que trabajamos en el ejemplo
anterior. Notar que se ve “igual™ desde dos clases de un mismo cociente.

H Hs
GMH

G/L

FEl lector interesado puede encontrar mas informacién acerca de la accién simplicial sobre el
nervio en [2].

5.2. Producto amalgamado de subgrupos y m(A(G,H))

Sea G un grupo y H = {H,} una familia de subgrupos que lo generan. En esta seccién
mostramos que el grupo G se puede reconstruir a partir de los subgrupos de H utilizando el
grupo fundamental 71 (A(G,H)).

El producto amalgamado es el andlogo a la unién conjuntista en la teoria de grupos. Es un
grupo que se obtiene "pegando” los subgrupos de la familia H por sus intersecciones de a pares:

Definicion 5.2.1. El producto amalgamado de los subgrupos de la familia H es un grupo x~H
provisto de una familia de morfismos i, : Hy, — *nH que cumplen i, | HoNHg = ig] H.NHy Para
todos «, B y son universales respecto de esa propiedad. Es decir:

Para cualquier grupo L y familia de morfismos fq : Hy — L con fo|u,nm, = f8lu.nu, para
todos «, B existe un tnico morfismo f : xqnH — L tal que fin, = f, para todo a.
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Ahora mostraremos que el producto amalgamado efectivamente existe dando una construc-
cion explicita del mismo. Es ficil de probar que es tnico salvo isomorfismos utilizando la pro-
piedad universal.

Teorema 5.2.2. Eriste el producto amalgamado *nH.
Demostracion. Los elementos del grupo son clases de palabras formadas por elementos de U, Hy:
snH = {(hp,....,h1) :n €N h; € UsH,}/ =~

Donde = es la menor relacién de equivalencia compatible con concatenacién de palabras que
verifica (h,h') =~ (hh') para todo a y todos h, h' € H,,.

Luego, hay una operacién x en *nH inducida por la concatenacién de palabras (que también
notamos ).

Es facil probar que *nH con la operacion * resulta grupo:

= % es asociativa (porque la concatenaciéon de palabras lo es).

» (1) es neutro donde 1 es el neutro de G.

= Todo elemento (hy, ..., hy) tiene inverso (hy ', ..., hnt).

Para cada « tenemos un morfismo i, : Hy, — *~H dado por i, (h) = (h):

ia(W.h) = (W.h) = (k' h) = (R)* (h) = (W) % (h) = ia(h) x io(h) para todos h,h' € H,.

Nos resta ver que *nH provisto de los morfismos i, satisface la propiedad universal de la
definicién.

En efecto, sea L un grupo y consideremos una familia de morfismos f, : H, — L que cumplen
con folu,na,; = f3lHonH,- Debemos mostrar que existe un tinico morfismo f:*qH — L tal que
fia = fo para todo a.

Para comenzar supongamos que [ existe y veamos que pinta tiene :

f(hn,shy) = f(hp * ... x h1) = f(hy). ... .f(h1)

Si ahora elegimos indices «; de modo que h; € H,,, como fia, = fq, tenemos:

F(hny s h1) = fa, (Bn). oo fay (R1)

Por lo tanto el morfismo f en caso de existir queda determinado por la familia de morfismos
fa, por esa razon su unicidad queda garantizada.
Para ver la existencia probaremos que la formula anterior efectivamente define un morfismo:

= La buena definicién de la funcién f se obtiene en dos pasos:

1. Queda definida una funcién f sobre las palabras por (hy,...,h1) — fa, (hn). ... fa;(h1).
En efecto, dado que fa|HaﬁHg = f@\HamHﬁ para todos a, 3 se tiene que el valor de fq, (h;)
es independiente del «; elegido con h; € H,,.
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2. Veamos que f pasa al cociente por la relacion de equivalencia ~. Esto es, si llamamos ~
a la relacién de equivalencia entre palabras w ~ w’ < f(w) = f(w'), probar ~C~.
En efecto, es inmediato verificar que ~ es compatible con concatenacién. Por otro lado,
dados h,h' € H, para algun « resulta f(h',h) = fa,(R).fa,(h) = fa,(R.R) = f(K'h) y
por lo tanto (h', h) ~ (h'h). Luego, como = es la menor relacién de equivalencia con estas
propiedades, podemos concluir =~C~. Por lo tanto f pasa al cociente y obtenemos una
funcién f.

= f es morfismo: Sean (A, ..., h1), (b, .-, l1) € *n’H. Elijamos indices a; con h; € Hy, y 3; con
lj € Hp, entonces:

Tl coos ) % (s ees 1)) = Fl s s 11) % Qo e 1)) = F s ooy ot by oo 11) =

=fo, (") far (h1) 3, (b)) - f5,(11) = f(Pny ooy h1) . f (L, o 1)

O]

Observacién 5.2.3. Cuando los subgrupos de H verifican H,NHg = 1 para a # (3 la propiedad
universal se simplifica: la condicién que pide a los f, compatibilidad en las intersecciones resulta
superflua. Se obtiene entonces el coproducto de grupos, es decir, el producto libre usual *H.

En general, el producto amalgamado de los subgrupos de H, no es la “"reconstruccién™ pro-
metida del grupo G. Esto se debe a que la construccién de *nH no involucra la forma en que
se multiplican los elementos de diferentes subgrupos entre si. Mostraremos que las relaciones
algebraicas que nos falta agregar al producto amalgamado para recuperar G estan en correspon-
dencia con el grupo fundamental 71 (A(G, H)). Seguimos aqui el trabajo [2].

Proposicion 5.2.4. Los elementos del producto amalgamado *qH se corresponden con los
caminos débiles de A(G,H) que comienzan en 1 médulo homotopia con extremos fijos.

Demostracion. Recordemos que los elementos del producto amalgamado son clases de palabras
(hn, ..., h1) en los elementos de U, H,,. Hay una correspondencia entre esas palabras y los caminos
débiles (xg, ...,x,) con g = 1. En efecto, haciendo actuar sucesivamente los elementos de una
palabra (hy, ..., h1) conseguimos un camino débil g = 1, z; = h;.x;—1. Reciprocamente, dado
un camino débil (zy, ..., z,) podemos obtener la palabra formada por los elementos h; = xl:c;_ll
cuya accién nos lleva de cada punto al siguiente.

Resta ver que bajo esta correspondencia, la relacién = utilizada en la construccién de xH
equivale a la homotopia de caminos.

En efecto, ~ es la menor relacién de equivalencia en las palabras (hy, ..., h1) compatible con
concatenacién que satisface (h',h) ~ (h'h) para todo « y todos h,h’ € H,. Notemos que si
x; = h.x;—1y xiy1 = h.x; entonces h,h’ € H, para algun « sii {z;_1,2;,z;11} es simplex de
V(A). Por lo tanto, en términos de caminos débiles, ~ se traduce en pedir (z;_1,%;, Tit1) ~
(xi—1,i+1) siempre que {;_1,x;,z;+1} sea un simplex de V(A). Luego ~ es la relacién de
homotopia de caminos.

O

Definicion 5.2.5. Llamamos morfismo evaluacion e : sn’'H — G al definido por
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Es decir, al morfismo que definen por propiedad universal las inclusiones j, : Hy, — G.

Observacién 5.2.6. En vista de la proposicién anterior podemos dar una interpretacién de e
en términos de caminos. Sea w un camino débil que comienza en 1 entonces e(w) es el elemento
de G donde finaliza w.

Corolario 5.2.7. Se tiene Ker e = m(A(G,H),1) y por lo tanto e determina un isomorfismo
*nH ~

maE D ~ ¢

Demostracion. Como consecuencia de la observacién anterior es Ker e = m(A(G,H),1). Por

otro lado, como estamos suponiendo que la familia de subgrupos H genera G, el morfismo

evaluacion es sobre. O

Nota 5.2.8. En el trabajo [1], que es anterior a [2], se ofrece una demostracién del corolario
que utiliza revestimientos:

Sean G = *nH y H = {ia(Ha)}. Se puede mostrar entonces que el morfismo evaluacién
induce un revestimiento de complejos simpliciales e : V(A(G, H)) — V(A(G,H)) para el cual
se tiene Aut e = Ker e. Luego se prueba que e es el revestimiento universal de V(A(G,H)) y
por lo tanto Aut e = m1(V(A(G,H)),1)). De donde se obtiene Ker E = m1(V(A(G,H)),1)) vy
se sigue el corolario.

Ejemplo 5.2.9. Sea G = S3 y consideremos las transposiciones 71 = (12) y 72 = (23). Tomemos
la familia H compuesta de los subgrupos H =< 711 >y L =< 1o >.
El vietoris de A(G,H) es el siguiente hexdgono:

Ta

-

(12) — (321)

(23) —=— (123)
T

Es un complejo simplicial conexo por lo tanto los subgrupos de H generan Ss, o lo que es
igual, las transposiciones 71 y T son generadores para Ss.

Notemos que H N L =1 y por lo tanto el producto amalgamado es sencillamente H * L.

Evidentemente m(V(A)) =~ Z. La clase del camino senalado con flechas, que corresponde a
la palabra T 911707 de H * L, es un generador.

HxL y recuperamos asi la presentacion clasica:

Conclunnos entonces que Sg = CToTLToTITaTL>

Sy =<T1,T0:TE =172 =1Tmn = "1 >.

Observamos nuevamente que el Vietoris de un A(G,H) es geométricamente homogéneo.
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Sabemos que la arco-conexién de A(G,H) es equivalente a que la familia de subgrupos H
genere G (3.3.9). Segun el corolario 5.2.7, la simple-conexién de A(G,H) es equivalente a que G
sea el producto amalgamado de los subgrupos de H. Es decir, corresponde a que ‘H genere G en
un sentido mas fuerte: las relaciones algebraicas entre elementos de GG son las que se presentan
dentro de los diferentes subgrupos.

Estos hechos sugieren "medir que tan buena” generadora es la familia H por el grado de
conexién de A(G,H). La siguiente definicién puede encontrarse en [1]:

Definicién 5.2.10. Una familia de subgrupos H de G se dice n-generadora si el atlas A(G,H)
es (n — 1) — conexo, es decir, si m;(A(G,H)) =1 para 0 <i < n.

Ejemplo 5.2.11. Sea G = S4 y consideremos las transposiciones 71 = (12), 72 = (23), 73 = (34).
Elegimos H = {Hl,HQ,Hg} donde H; =< 12,73 > , Hy =< T1,73 > , H3 =< T1,T2 >.

El vietoris tiene 4!=24 vértices y dimensién 5, de modo que es bastante intratable. El nervio,
en cambio, tiene 14 vértices y dimensién 2. En efecto H; ~ Ss para i = 1,3 y Ho &~ Zgy X Zs. Por
lo tanto la cantidad de co-clases a izquierda es:

[G:Hi|+[G:Ho)+|[G:H3)=4+6+4=14.

Afirmamos que N(A) consiste en el borde de un cubo con sus seis caras trianguladas por sus
centros en la forma evidente:

il

En efecto, segin sea ¢ = 1,2 o 3 las co-clases a izquierda de H; pueden pensarse:

1. {feSy:f'(1)=k}conk=1,234.
2. {feSy:fH1,2} = {ki,ko} } con {k1,ko} C {1,2,3,4} vy k1 # ko.
3. {feSs:f14) =k}conk=1,23/4.

Cada una de las 6 co-clases de Hy determinada por un subconjunto {ki,k2} C {1,2,3,4}
es el centro de una cara. Llamemos {l1,l2} = {1,2,3,4} — {k1, k2}. Entonces la correspondiente
cara tiene vértices {f € Sy : f7N1) = ki}, {f € Sy : f7H1) =k}, {f € Sy : f714) =11} y
{feSy: f14) =1}

Concluimos entonces que N(A) ~ S? y por lo tanto 71 (A(G,H)) = 1. Luego, segin el
corolario, Sy es el producto amalgamado de los subgrupos de la familia H. El grupo S4 resulta
2 — generado por H.

Notar también que este complejo simplicial se ve igual desde el centro de cualquiera de sus
6 caras. Esto es una consecuencia de la accién simplicial sobre el nervio, que tiene al conjunto
de “centros” como una 6érbita.
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5.3. Subgrupos como relaciones de equivalencia

Comenzamos esta seccién mostrando que los atlas de subgrupos A(G,H) pueden verse como
atlas de relaciones de equivalencia:

En efecto, sea H, € H un subgrupo. El grupoide H, x G asociado a la acciéon de H, ~ G
es simplemente conexo y tiene como componentes a las co-clases a izquierda de H,. Entonces
podemos pensarlo como la relacion de equivalencia =, definida para z,y € G por:

TR,y yr e Hy

De esta forma concluimos que A(G,H) = A(X, &) donde X es el conjunto subyacente a Gy
E={~q: Hy € H}.

Por lo tanto, los resultados vistos para atlas de relaciones son aplicables en el contexto actual
de subgrupos:

Notemos que la condicién de completitud de (X, E) se puede expresar de la siguiente forma:

Para toda eleccién de x1, ..., x, € G se tiene Hyz1 N ...\ Hyx,, # O

Obtenemos entonces :

Proposicién 5.3.1. Supongamos que la familia de subgrupos es finita, H = {H1,..., H,} con
|G : H;] < oo para todo i.

Si para toda eleccion de x1,...,x, € G se tiene Hix1 N ... N Hpx, # & entonces resulta
VaN=x an([G:Hj}—l)Sn_l y en particular G esta (n — 1) — generado por la familia H.

Demostracion. Es la caracterizacién 4.3.14 para el tipo homotépico de un par (X, E) completo.
Como A(X,E) resulta (n — 2) — conexo entonces H es (n — 1) — generadora. O

Ejemplo 5.3.2. Sean G4y, ..., Gy grupos finitos y consideremos su producto directo G = Hj Gj.
Llamemos H a la familia de subgrupos H; = H#i Gjconi=1,..n.
Dados x; = (z},...,27) € G i = 1,..,n podemos formar Z € G tomando como coordenada
i-esima a x! y resulta ¥ € N;H;x;. (comparar con 4.3.5)

Concluimos entonces por 5.3.1 que V = N = \/HJ_([G:H],},I)S”_I y que G esta (n — 1) —
generado por la familia H.

Veamos que relacién hay entre el grupo G y el producto amalgamado *nH:

» Sin >3, m(A(G,H)) =1y por lo tanto es G = xH,.

» Para n = 2, m(A(G,H)) es grupo libre de rango (|G : Hi] — 1)([G : Ha] — 1). Se pueden
elegir como generadores los conmutadores aba~'b~! € HyxHy cona € Hy yb € Hs a,b # 1.
Por otro lado, es Hy N Ho = 1 y por lo tanto Hy xn Hy = Hy * Ho.

Obtenemos asf la relacién usual entre el producto directo y el libre: G = —H1xH2

<aba=1b=1>"
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Para terminar nos concentramos en el caso en el cual la familia H esta formada por dos
subgrupos Hy y Hy de indice finito en G. Sean & = {=~1,~4} las correspondientes relaciones de
equivalencia.

Es facil probar que la relacién de equivalencia correspondiente al subgrupo generado < H >
es ~g v la correspondiente al subgrupo interseccion NH es ~ng.

Entonces podemos expresar los resultados obtenidos en 4.4 en términos de indices:

Proposicién 5.3.3. El grupo de homologia Hy(A(G,H)) es libre con rango:
([G:<H>]+1[G:NH]) — ([G: Hi]| + [G : H3])
Con esta proposicion podemos dar el siguiente refinamiento de 5.2.7 :

Corolario 5.3.4. Supongamos que los subgrupos Hy y Ho generan el grupo G entonces este puede
recuperarse del producto amalgamado Hy *~ Hy imponiendo 1+ [G : "H]) — (|G : H1|+ [G : Ha])
relaciones.

Demostracion. Como consecuencia de la proposicién anterior el grupo fundamental w1 (A(G,H))
resulta libre en (1 + [G : "H]) — ([G : Hi] + [G : H3]) generadores. O

Corolario 5.3.5. [G:<H >|+[G:NH]| < [G: Hi].[G: Hy]+1
Vale la igualdad si y solo si para toda eleccion de x1,x2 € G se tiene Hyxy N Hoxo # . .

Corolario 5.3.6. [G: H1] + [G: Ho] < [G :<H >] + [G : NH]
Vale la igualdad si y solo si las componentes de N (o equivalentemente las de V') son con-
tractiles.

Observacién 5.3.7. Notemos que:
A1 y A9 son comparables < Hp y Hjy son comparables (es decir Hy C Hy 6 Hy C Hy)
Ademss, es facil ver que para las relaciones provenientes de subgrupos vale:
/%1 ¥ =9 son comparables <=2 y &9 son localmente comparables

Obtenemos entonces de los resultados 4.4.7 y 4.4.8:

Proposicion 5.3.8. Son equivalentes:
1. H; y Hy son comparables
2. Las componentes de V' son simplices(generalizados)

3. Las componentes de N son estrellas
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