UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Teoria de grado topolégico

y aplicaciones a las ecuaciones diferenciales

Julian Haddad

Director de Tesis: Dr. Pablo Amster
Lugar de Trabajo: Departamento de Matematica- FCEyN (UBA)

Buenos Aires, Julio de 2009.



Indice general

0.1. Agradecimientos. . . . . . . . . . ...
0.1.1. Maés en particular . . . . . . ... ...

1. Introduccién
1.1. Motivaciones . . . . . . . . .
1.2 Ejemplos . . . . . . .

2. El grado de Brouwer
2.1. Definicién y propiedades . . . . . . . ...
2.1.1. Implicaciones de la teoria del grado de Brouwer . . . . . .. ..
2.2. El grado en dimensién infinita . . . . . .. ... . 0L

3. Aplicaciones al analisis no lineal
3.1. Un teorema de extension . . . . . . . . . ... ...
3.2. Teorema del punto fijo de Schauder . . . . . .. .. ... ... .....
3.3. Teoremas globales sobre invariancia homotépica . . . . . . . . . . ...
3.3.1. Conexion, lema de Whyburn . . . . .. ... ... ... ... ..
3.3.2. Continuos de soluciones . . . . . . . . ... ... ... ...
3.3.3. Aplicaciones a Teoria de Bifurcacion . . . . .. ... ... ...
3.4. Teorema de Krein-Rutman . . . . . . ... ... ... ... .. .....

4. Aplicacién a las ecuaciones diferenciales ordinarias
4.1. Problemas no resonantes . . . . . . . .. . ...
4.1.1. Ecuacion periédica de primer orden . . . . . . .. ... .. ...
4.1.2. Ecuacién de segundo orden con condiciones de Dirichlet . . . . .
4.1.3. Generalizacion a sistemas . . . . . . . .. ...



INDICE GENERAL 3

4.2. Problemas resonantes . . . . . . . . ... 41
4.2.1. Condiciones de Landesman-Lazer . . . . .. ... ... .. ... 41
4.2.2. Generalizacién a sistemas: Condicion de Nirenberg . . . . . . . . 48
4.2.3. Resonancia en un autovalor de orden superior: Condicion de Lazer-

Leach . . . . . . 49



INDICE GENERAL 4

0.1. Agradecimientos

A la gente de la FCEyN:

Gracias por la confianza, por el entusiasmo, por la exigencia y por la paciencia.

Gracias por los problemas.

Gracias por la induccion, las sucesiones, los polinomios, las integrales, los compactos,
las bases, las medidas, los ideales, las representaciones, las densidades, los quivers, los
indices, las homotopias, los ganchos, los dynkin, las holomorfas, los proyectivos, los
fibrados, las cotas, los banach, las geodésicas, las transformadas, las generatrices, las
homologias y las extensiones de Galois.

Gracias por jugarse por nosotros.

Gracias por Heine-Borel, por Runge-Kutta, por Jordan, por Harnak, por Stone-
Weiestrass, por Tychonoff, por Krein-Millman, por Gauss-Bonet, por Holder, por Baer,
por Baire, por Egorov, por Hurewitz, por el teorema de representaciéon conforme, por
el algoritmo Buchberger, por Hahn-Banach, por Sard-Smale, por Radon-Nikodym, por
el teorema de no retraccion, y por supuesto, por Zorn.

Gracias por las categorias.

Gracias por hacernos pensar.

Y por la gente que conoci.

Y por hacer de estos, los mejores anos de mi vida.

0.1.1. Mas en particular

Agradezco a mi director

Pablo Amster

A a mis profesores

Andrea Solotar, Julidn Bonder, Mariano Suarez Alvares, Miguel Ottina y José Luis
Romero.

A mis companeros

Quimey, Pablo, Marco, Yanina, Ximena y Lucia

A mi novia

Ariana F. Galeano



Capitulo 1

Introduccion

1.1.

Motivaciones

Hay problemas del andlisis que resultan muy dificiles de probar con herramientas
clasicas.
Por ejemplo:

1.

Si apoyamos en el piso un mapa de Buenos Aires, entonces seguro que hay un
punto del mapa que se representa a si mismo (Teorema de Brouwer).

. Si tiramos dos panes y un jamon al aire, podemos cortarlos simultaneamente a la

mitad mediante un corte plano de cuchilla (Teorema de Stone-Tukey).

. En todo momento hay dos puntos antipodales de la tierra que tienen igual presién

y temperatura (Teorema de Borsuk-Ulam).

. Si una funcién continua de la bola cerrada en si misma deja fijo el borde, entonces

es sobreyectiva. (No retraccién)

Si aplastamos un cubo de plastilina entonces hay algiin punto que no se mueve
(Teorema de Miranda).

. No se puede peinar una bola peluda.
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Esto se debe a que el motivo por el que son ciertos es de naturaleza topoldgica y no
analitica. En este trabajo presentaremos un invariante con el que podemos resolver
todos estos problemas (y més), usando ideas muy sencillas.

Cuando esta teoria se generaliza a espacios de Banach, los teoremas anteriores dan
mucha mas informacion. En lugar de demostrar la existencia de “un punto muy espe-
cial”, demuestran la existencia de “un elemento en un espacio de Banach, muy especial”.
Por ejemplo, una solucién a una ecuacién diferencial.

Empezamos dando ejemplos que ayuden a la intuicion del lector.

1.2. Ejemplos

1. Sea
g (—4,1) =R

dada por
ga(x) =22 + A

Observemos el conjunto de ceros de g, mientras A se mueve. Si A € (—1,0), g
tiene dos ceros ay y by. En cada uno, los signos de g} son distintos. Cuando A
cruza la barrera del 0 y se hace positivo, estos ceros se aniquilan y la g deja de
anularse. Cuando A cruza el —1 hacia el intervalo (—2, —1), el cero de la derecha
se escapa por el borde. Al cruzar el —2 se escapa el otro.

2. Sea
f,\:DQQC—NC

dada por
f)\ (23) = .1’2 +A

Cuando A € (—1,0) U (0,1) tenemos dos ceros ay y by. La diferencial de f es
una transformacién conforme, puesto que f, es un polinomio. Esto dice que si vy
es una curva a que da una vuelta al rededor de ay o de by en sentido horario y
que no se aleja mucho, entonces fv dard una vuelta al 0 (en el codominio) en el
mismo sentido.

Cuando A se acerca a 0, ay y by estdn muy cerca. Si tomamos una curva § que
de una vuelta a ay y a by en sentido horario, fé dara dos vueltas al 0. Ahora los
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ceros no se aniquilan cuando A cruza la barrera del 0 sino todo lo contrario. En el
ejemplo anterior, la diferencial de f, preservaba la orientacién del espacio en un
cero y la invertia en el otro. En este caso la orientacion se preserva en ambos.

3. Sea
f:D*CcC—C
una funcién holomorfa que no se anula en S! y sea
v(t) = e"

Del anélisis complejo sabemos que

L )
ami Jy Fo) D4

es un nimero entero que cuenta la cantidad de veces que f se anula en D? (con
multiplicidad). Ademds este nimero es igual a

1 1
270 oy 2
que cuenta la cantidad de vueltas que la curva fv le da al 0. Pero si f no es holo-
morfa sino sélo continua, (1.1) se puede calcular. En este caso ya no es necesario
que este numero cuente la cantidad de ceros de f (podrian ser infinitos) pero sigue
siendo un niimero entero que depende de los valores de f en S*.

Nos imaginamos que D? es una membrana eldstica y que su borde S! es un
alambre. f(D?) es la membrana deformada de forma continua y nos estamos
preguntando qué podemos decir de la cantidad de veces que la membrana toca
al origen. Viéndolo de esta forma es bastante claro que si fy da alguna cantidad
no nula de vueltas al cero, entonces necesariamente f tiene que anularse en algin
punto de D?. Esto es porque “la membrana no tiene agujeros”.

Este nidmero (1.1) es lo que a continuacién vamos a definir como el grado de
la funcién f respecto del dominio D?. Hay muchas formas de hacerlo y algunas
requieren que el lector tenga manejo de lenguajes algebraicos sofisticados.

Con homologia singular o simplicial podemos dar la definicion del grado para
funciones continuas definidas en un dominio del cual se conoce el H™ de su frontera
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(por ejemplo una bola). Las propiedades tiles del grado se deducen trivialmente
de la definicion.

Con formas diferenciales se puede definir el grado para funciones de clase C* entre
variedades diferenciales conexas compactas orientadas y de la misma dimensién,
en términos del morfismo inducido en los grupos de cohomologia de de Rham. La

hipdtesis de compacidad se puede relajar a pedir sélo que la funcién sea propia.
Ver [6].

También se puede dar una generalizaciéon de (1.1) para dimensién n cuando la
frontera del dominio es una subvariedad diferencial de R". Esta se conoce como
la integral de Kronecker. Ver [5].

Todas son equivalentes. Elegimos una definicién elemental.
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El grado de Brouwer

2.1. Definicion y propiedades

Definicién Sea D C R™ un abierto y f : D — R™ diferenciable. Decimos que ¢ € D
es un punto regular de f si d,f : R” — R™ es un epimorfismo. Decimos que p € R™ es
un valor regular de f si todos los ¢ € f~!({p}) son puntos regulares. Si f~'({p}) =0
la condicion se cumple de forma tautologica.

Observaciones Obviamente, n > m en la definicién. Ademds d,f : R” — R™ es un
epi si y solo si hay una submatriz de m x m de la matriz de d,f (en alguna base) que es
inversible. Como esto ocurre si y solo si el det de esta submatriz es no nulo, deducimos
que si f es C! el conjunto de puntos regulares es un abierto.

Definicién Sea D C R un abierto acotado , f : D — R™ diferenciable y p € R™ tal
que:

p ¢ f(OD) (2.1)
Yy
p es un valor regular de f (2.2)
definimos
deg(f,.D,p)= Y sgldet(d.[)) (2.3)
z€f~1({p})
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Debemos justificar que esta definicién tiene sentido. En primer lugar, (2.2) implica
que det(d,f) es no nulo y que le podemos tomar signo. En segundo lugar, hay que
probar que la suma es finita. Esto lo vemos en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.1 Sean D, f € C*(D,R"™) y p como antes. Llamemos C = f~'({p}).
Entonces C' es finito y AV entorno de p y Vi,...,V, abiertos disjuntos tales que C' C
Ui Vi, f: Vi =V es un difeomorfismo y todo ¢ € V' es regular.

Demostracion Podemos suponer que p = 0. Como 0 es un valor regular de f, por el
teorema de la funcién inversa Vo € C' 3A,, B, entornos de x y 0 respectivamente tales
que f: A, — B, es un difeomorfismo. Como f es C', podemos suponer (achicando los
A,y By) que d, f es isomorfismo Vr € A,.

En cada A, el tnico cero de f es 2. {A, : 2 € C}U{D\ C} es un cubrimiento por
abiertos de D (que es compacto) del cual todo subcubrimiento debe contener a los A,.
Luego hay finitos abiertos y C' es finito.

Tomamos
V=[)B.\/f (5\ Um)

zeC zeC

Ve=A,Nf V)

Es directo verificar que V' y V., x € C son abiertos y que satisfacen la tesis del enunciado.

Observaciones El hecho de que f sea C! y los puntos de V sean regulares implican
que det(d, f) es continuo en x € V; y es nunca nulo.

Corolario 2.1.2 El deg de la definicion (2.3) es localmente constante en p

Observaciones Es trivial el hecho de que deg(f, D,p) = deg(f — p, D,0) por lo que
deg(f — p, D,0) tambien es localmente constante en p.

Definicién Un poco de notacion:
dada H : D x I — R"™ una homotopia, llamamos Hy = H (., \)
dado un conjunto C' en un espacio métrico X y € > 0 llamamos B(C\¢) = {z € X :

dist(z,C) < €}
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El préximo teorema es clave en el desarrollo de la teoria. Describe lo que sucede
con el conjunto de ceros de una funcién mientras se la perturba de forma continua. Por
lejos, es el teorema mas importante de este capitulo.

Teorema 2.1.3 Sean D C R*, p € R*, f,g: D - R* y H : D x I — R" una
homotopia de clase C*° con Hy = f y Hy = g tal que

pd H,(0D) = H(OD x {t})Vt € I (2.4)

p es un valor reqular de H,f vy g. (2.5)
Entonces deg(f, D,p) = deg(g, D, p).

Demostracién

Llamemos C' = H~'({p}). C es una subvariedad diferencial compacta de D x I de
dimensién 1, con dC € (D x I) = (D x {0}) U (D x {1}) U (0D x I).

Sabemos que CNOD x I = (). Al ser C' de dimensién 1, sabemos que es homeomorfo
a una unién disjunta de finitos intervalos cerrados y circunferencias. Las circunferencias
estdn en I° x D porque p es valor regular de f y de g, y los intervalos tienen borde en
D x {0} UD x {1}.

Para simplificar el problema cambiamos un poco la homotopia:

Sea s : I — I tal que

1. ses O™,

2. 5([0,3]) = {0}, s(5.1]) = {1} ¥
3. §'(t) £ 0Vt € (3, 2)

313

Consideramos H(x,t) = H(z,s(t)). Hay que chequear que p sigue siendo un valor
regular de H, pero esto es facil: la matriz de la diferencial de H en (z,t) contiene

los primeros n vectores columna de la matriz de H en (z,s(t)) y el ultimo vector es
O (x,5(t))s'(t). Enlos t € (3, 2), s'(t) # 0 asf que esta matriz tiene el mismo rango que
la de H en (z,s(t)). Enlos t € [0,1] U [2,1] la matriz de la diferencial de H contiene
la de f o ala de g y por lo tanto tiene rango n (recordar que Hy = f y H; = g).
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Miremos la matriz J, que es la matriz de la diferencial de H

en z. Sabemos que los vectores fila de J, son Li. porque d,H es /_\
epi. Ahora sea v : I — D x [ una parametrizacién de una de \_/—\v_)

las componentes conexas de C' que tienen borde. Por la regla
de la cadena, sabemos que Jy(t)'y/ (t) = 0 lo que nos dice que
v'(t) es Li. con las filas de J,(¢). Entonces la matriz cuadrada
K; formada por las filas de J,(), y 7' () es inversible V¢ € I.
Por lo tanto el determinante tiene signo constante.

Vamos ahora a dC'. Por como es s cerca del 0 y el 1, los
vectores fila de J tienen tultima coordenada 0 y los vectores | ™~

7'(0),~'(1) son de la forma (0,...,0,a(t)) para t = 0, 1. Luego \_/\/
det(Ko) = det(dyH(.,0))a(0) y lo mismo con 1. Observar que
H(,0)=fyH(,1)=g. '

En resumen, si la curva v une (o,%) con (z1,t,), donde Figura 2.1: Ceros de
to,t1 € {0,1}, el signo del determinante de H(.,ty) en zg la homotopia
serd igual o distinto al de H(.,t;) en 27 dependiendo de si a(0)
y a(1) tienen igual o distinto signo. Pero dado que I'm(vy) C D x I, si ty = t; entonces
tienen distinto signo, y si tg # t; tienen el mismo signo.

De esto se deduce facilmente que deg(f, D,p) = deg(g, D,p). |}

Recordamos dos resultados clasicos, que pueden enunciarse de forma mucho mas
general:

Teorema 2.1.4 Teorema de Stone-Weierstrass
Las funciones polinomiales son densas en el conjunto de funciones continuas, con
la norma infinito.

Teorema 2.1.5 Lema de Sard
Los wvalores regulares de una funcion C°(R™,R™) m > n son densos en todo el
codominzio.

Proposicién 2.1.6 Llamemos M, C C>®(D,R"™) al conjunto de funciones g tales que
p € R™ es valor reqular de g y p ¢ g(OD). Sea f € C(D,R") con p ¢ f(OD).Le
damos a estos espacios la norma infinito. Entonces existe un entorno B de f en donde
deg(.,D,p) : M, B — Z es constante.
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Demostracién Dada f € M,, 3¢ > 0 tal que £ = B(f(0D),¢) es disjunto con p.
Si g,h € M, estan en B(f,€), la homotopia del segmento entre g y h (llamémosla H)
cumple con la condicién (2.4). Por el lema de Sard existe un v € R™ tan chico como
queramos tal que p es valor regular de H + v. Por la proposicion 2.1.1 podemos tomar
v de forma que p sea también valor regular de f +v y g + v y que los grados sean los

de fyg.
Por el teorema anterior, los grados de f,f + v,g + v y g son todos iguales.

Con estos dos teoremas, la siguiente definicién estd claramente justificada.

Definicién Sea D C R un abierto acotado, f : D — R” continua y p € D tal que:

p¢ [(OD). (2.6)

definimos
deg(f, D, p) = deg(g, D, p) (2.7)
donde g € C*(D,R"™) N M,, est4 suficientemente cerca de f.

Llamamos D, = {f € C(D,R") :p ¢ f(dD)}

Observaciones Se deduce de 2.1.5 y 2.1.4, que la funcién deg(.,D,p) : D, — Z es
continua.

Proposicion 2.1.7 Propiedades interesantes:
Sean f,g continuas, E, D C R™ abiertos y p € R" tales que se cumple 2.6 con D vy
E (para que todo esté bien definido). Entonces:

1. deg(id, D,.) = I(D) (la funcion indicadora de D)
2. deg(f,D,p) = deg(f —p, D,0)

deg(f,D,p) =0 si f #p en todo D

si f =g endD = deg(f,D,p) =deg(g,D,p)

si f =g gyp¢ H\OD) = deg(f,D,p) = deg(g,D,p)

si D, E son disjuntos entonces deg(f, DU E,p) = deg(f, D,p) + deg(f, E,p)

S v e
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7. siDCEypé¢ f(E\ D) entonces deg(f, E,p) = deg(f, D,p)

Demostracién De la definicién (2.3) se deduce el punto 1. Los items 2, 3, 6 y 7 son
triviales para las funciones de la definicién 2.3 y se deducen facilmente para funciones
de la definicion 2.1. El punto 5 para funciones continuas se deduce de la continuidad de
deg(.,D,p) : D, — Z. El punto 4 sale de considerar la homotopia del segmento entre f

yg.

Observaciones

La propiedad 3 tiene la siguiente importante consecuencia:
Una funcién con grado no nulo tiene que tomar el valor p en algin punto de D. Més
aun, por la proposicién (2.1.1) f(D) es entorno de p.

La propiedad 5 es una buena herramienta para calcular el grado de una funcién.

La propiedad 4 dice que el grado queda determinado conociendo los valores que toma la
funcién en el borde. Es més. De la propiedad 5 se ve que la funcién deg(., D, p) : D, — Z
tiene mas sentido si se la ve factorizada por deg(., D, p) : lly(D,) — Z. (donde IIy(D,)
es el conjunto de componentes arco conexas de D,). Luego puede pensarse al grado
como una funcién deg(., D, p) : o(C(0D,R™ \ {p})) — Z o por qué no...

deg(.,D,p) : lIy(C(0D,S™)) — Z

Cabe destacar que, en el caso que D sea una bola, conociendo alguna teoria de homologia
de espacios topolégicos se puede dar una definicién directa del deg para funciones
continuas que nos ahorra todo el trabajo que hicimos hasta ahora.

Proposicién 2.1.8 Foérmula del producto cartesiano
Sean f,D,p como antes, D C R™. Llamamos D™ = D NR™ con m < n donde
identificamos a R™ con un subespacio de R™ por (xq,...,2m) — (T1,...,Zm,0,...0).
Supongamos que f =1id — ¢ donde Im(¢) cae en R™ y que p € R™. Entonces

deg(f,D,p) - deg(flRm7Dm7p)

Demostracion Lo probamos primero para las funciones de la definicién 2.3. Llamemos
g = flrm. Es claro que g tiene imagen en R™ y su grado estd bien definido. Six € D es tal

que f(z) = p entonces z — ¢(x) = p = = = p+ ¢(x) € D™, luego f~1({p}) = g~ ({p}).
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Sea A la matriz de la diferencial de f en x y B la de g. Queremos ver que tienen
determinantes del mismo signo. Pero A tiene la forma

A %
0 Id
, entonces vale.

Para ver que vale para funciones continuas basta aproximar a ¢ por una funcién ¢
tal que id — ¢ cumpla con 2.1 y 2.2.

Observaciones Esta propiedad se enuncia con el lenguaje de la topologia algebraica,
diciendo que el grado es invariante por suspension.

Definicién Dado un espacio vectorial V' de dimensién finita con una norma cualquiera,
una funcién f: D C V — V que cumpla 2.1 y 2.2y p € V' \ f(9D), podemos definir
el grado de f de la siguiente forma. Tomamos ¢ : V' — R" un isomorfismo cualquiera y
definimos

deg(f,D,p) = deg(f~",8(D), d(p))
Hay que ver que esta definicion no depende de 4. Si tenemos v otro isomorfismo,
Y™t =6t o dfd o 5L, Esto dice que ¥ fp~t v §f5! son conjugados por un
isomorfismo de R" y por lo tanto los grados coinciden. Lo mismo puede decirse para f
continua

2.1.1. Implicaciones de la teoria del grado de Brouwer

Exponemos algunos resultados clasicos sobre la topologia de R™ que se pueden de-
mostrar usando teoria de grado. En su mayoria, estos teoremas pueden demostrarse unos
a otros. Son todos “ equivalentes ” (no sélo por ser verdaderos) y dependen fuertemente
de la existencia del grado y sus propiedades listadas en (2.1.7).

Teorema 2.1.9 S™ no es un retracto de D™+,

Demostracién Sea f : D" — S una retraccién. Componiendo con la inclusién
S™ — R™ tenemos que f : D" — R es continua y coincide en S™ con la identidad.
Por las propiedades (4) y (1), deg(f, D""',0) = 1 por lo que f debe anularse. Esto es
absurdo porque I'm(f) = S™.



Captulo 2: El grado de Brouwer 16

Observaciones Un poco més en general, se puede decir que si f : D"*! — R+l
cumple que f(S™) C S™y flsn : S® — R™™ \ {0} es homotépica a la inclusion,
entonces Im(f) 2 D", La misma demostracién funciona, tomando deg(f, D"*1, p)
con p € D",

Teorema 2.1.10 (Teorema del punto fijo de Brouwer)
Toda funcion continua f : D™ — D™ tiene un punto fijo.

Demostracién Sea g(z) = f(x) — z. Es intuitivo el hecho de que g es un campo que
apunta hacia adentro de la esfera, por lo que su grado es el mismo que el de —id que
es (—1)". Entonces g debe anularse. Esta demostracién esta detallada mas adelante en
el teorema del punto fijo de Leray-Schauder. Daremos una prueba parecida:

Supongamos que f no tiene puntos fijos. Consideramos h(z) = f(z)+d(x)(z— f(z))
donde §(z) > 0 es el tinico nimero positivo tal que h(x) € S™. Geométricamente, h(x)
es el punto de interseccién entre S™ y la semirrecta que empieza en f(z) y pasa por z.
Es féacil ver que § es continua porque la funcién g no se anula. Ademéds d|s» = 1 por lo
que h es una retraccion de D" en S", contradiciendo el teorema anterior.

Teorema 2.1.11 (Teorema de Bolzano generalizado)
Sean (f;)i, funciones f; : I" — R continuas con I = [—1,1], tales que

f’i(xla vy Li1, —1,$i+1, . ,l’n) <0< fi(l'l, RN 7 I 17$i+17 c. ,l’n) V1 < 1 <n
Entonces existe un cero comin a todas.

Demostracién Consideramos f = (fi,..., f,) v la homotopia hy(x) del segmento
entre f y la identidad de I"™. Sea z = (x1,...,x,) € OI", entonces hay un j tal que
z; € {—1,1}. Como f;(z) y z; tienen el mismo signo (por la férmula de la hipdtesis)
vale que la coordenada j-ésima de hy no se anula. Entonces h es una homotopia que no
se anula en el borde de I" y deg(f,I",0) =1 que es lo que querfamos.

Definicién Sea f : S* — R**! continua. Todas las extensiones de f a f : D"t! — R»+!
tienen el mismo grado respecto de un punto p € R"*\ Im(f). Definimos deg(f, S™, p)
como el grado de alguna de sus extensiones a D"*!. Lo llamamos el ntimero de rotacién
del campo f al rededor de p. También suele notarse u(f,p) o u(f, S™, p).
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Teorema 2.1.12 (odd mapping theorem) Sea f : S™ — R*"™\ {0} tal que f(—x) =
—f(x) (decimos que f es impar si pasa esto). Entonces deg(f,S™,0) es impar.

Demostracién Primero podemos suponer que f estd definida en D"*! y que es im-
par. De hecho, si tenemos una extension g cualquiera, tomamos w que es una
extension impar.

También podemos suponer que f es una funcién suave y tal que 0 es valor regular.
Para probar el teorema cuando f es continua e impar, basta aproximar por funciones
suaves e impares que tienen a 0 como valor regular.

Ahora podemos usar la definicion 2.3 y probar que este nimero es impar.

Es claro que f(0) = 0 porque f(0) = f(—0) = —f(0). Ademaés el conjunto de ceros
de f es de la forma

{0, 21, =21, ..., Tpp, =T }

Pero la diferencial de una funcién impar, es una funciéon par. Entonces

sg(det(ds, f)) = sg(det(d_z, f)) Vi

y el grado de f es simplemente sg(det(dof)) + 2> 1", sg(det(d,, f)) = £1 + 2k, que es
impar.

Teorema 2.1.13 (Teorema de Borsuk-Ulam) Dada f : S™ — R"™ continua existe x €
S™ tal que f(x) = f(—x).

Demostracién Tomamos g(z) = f(x) — f(—x) y queremos ver que g se anula. g es
una funcién impar. Pensamos a S"~! como el ecuador de S™ e identificamos D™ con la
semiesfera superior, S7. Llamamos h = g|gn-1, h : S"' — R™. Si g se anula en S"*
ya esta probado el teorema asi que suponemos que no. En este caso estd bien definido
deg(h, S™1,0) que es no nulo (porque h es impar), por lo que cualquier extension de
h a D™ debe anularse. Por como hicimos las identificaciones, podemos pensar a g|p»
como una de estas extensiones. Esto prueba el teorema.

Corolario 2.1.14 Sea A; ... A, un cubrimiento por cerrados de S™ entonces algin A;
contiene un par de puntos antipodales.

Demostracion Basta considerar la funcién continua f : S™ — R™ dada por
f(z) = (dist(x, Ay), ..., dist(z, A,))

por Borsuk-Ulam existe un y tal que f(y) = f(—y). El punto y estd en algin A;, asi que
dist(y, A;) = 0. Pero entonces dist(—y, A;) =0y —y € A;.
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Teorema 2.1.15 Dada f : S™ — S™ continua tal que (f(x),x) = 0 Ve € S, f es
homotépica a id y a —id.

Demostracion Tomamos la homotopia del segmento con +id.
Hy(z) =Af(x) £ (1 — Nz

H) no se anula nunca. Supongamos Hy(x) = 0. Obviamente debe ser A # 1. Multipli-
cando por x,

0=Af(x),z) £ (1 = AN)(z,z) = £(1 — \)(z, z)

entonces x = 0 que es absurdo.
Ahora podemos normalizar H para obtener una homotopia dentro de S™.

Corolario 2.1.16 (Teorema de la bola peluda)
St existe un campo continuo de vectores unitarios tangentes a S™, entonces n es
mpar.

Demostracion Si identificamos el espacio tangente a S™ en un punto x con el sube-
spacio de R"! correspondiente, el campo esté dado por una f : S™ — S™ continua que
cumple que f(z) € T,S™. f estd en las condiciones del teorema anterior, entonces id
y —id son homotdpicas. Pero sus grados son respectivamente 1 y (—1)"*1. Como son
iguales, n es impar.

2.2. El grado en dimensién infinita

Nos proponemos definir el grado de funciones entre espacios de Banach. Para esto
serd necesario tener hipotesis adicionales. Cabe destacar que no esta claro cudl es la
condicién natural para esta definicién, pero que sélo con la de continuidad no alcanza.
Veamos un ejemplo.

Proposicién 2.2.1 Sea S la esfera de I*(R). S es contrdctil.

Demostracién Consideramos el operador shift 7'(zy,x2,...) = (0,21,...) vy H la
homotopia del segmento entre la identidad y 7'. Como 7" no tiene autovalores no nulos,
H no se anula en [*(R) \ {0} y podemos normalizarla para obtener una homotopia entre
ids y T : S — S (observar que T" es una isometria y 7'(S) C ).
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Ahora tomamos la siguiente homotopia: G(t, (x1, x2,...)) = (sin
es claro que G(0,z) = T(x), G(1,z) = (1,0,0,...) y Im(g) C S.
tanto la identidad de S) es nullhomotopica.

t),
Luego T (y por lo

En este ejemplo se ve que el problema de la dimension infinita es que en una homo-
topia podemos mover infinitas coordenadas simultaneamente. Pero no todo esté perdido.

Definiciéon Sean X, Y espacios de Banach y f: D C X — Y una funcién continua.
Decimos que f es compacta si f(B) es compacto para todo B C D acotado.
Llamamos rango de f a la dimension del subespacio generado por la imagen.

Proposicion 2.2.2 Dada f: D C X — Y compacta con D acotado, existe fo : D —Y
continua de rango finito tal que ||f — fe|le < €.

Demostracién Sabemos que K = f(D) es totalmente acotado. Entonces existen B;
bolas de radio € y centros y;,i = 1...,n que cubren K. Definimos

Zn: dist(f(x), Bf) "
> dwt( (x), BS)™
El denominador nunca se anula, justamente porque {B;} es un cubrimiento de K. f,

es continua y la imagen de f, cae dentro de la capsula convexa de los y; que estd dentro
de un subespacio de dimension finita. Ademaés

150~ LN < 3 s g ) il

En todo sumando no nulo correspondiente al indice i, debe valer que f(x) € B; y por
lo tanto || f(z) — vi|| < 2e. Luego

& dist(f(x), Bf)
1f(z) = fe(@)]] < “hmE S €
Z Z dZSt( ( )a B])
y el teorema queda probado.

Lema 2.2.3 Sea X un Banach, D abierto y acotado, K : D C X — X continua y
compacta, f : D C X - X, f=1d—K,pe D\ f(0D)
Entonces dist(p, f(0D)) >0

cos(t)xy, cos(t)x, . ..
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Demostracién De lo contrario tendrfamos una sucesion z,, € 0D con f(x,) — p. Al
ser z,, acotada y K compacta podemos suponer que K (z,,) — ¢, luego z,, = K(x,)+p —
g+p€dD entonces q=K(p+q)y f(p+¢q) =p+q— K(p+q) = p que contradice la
hipotesis.

Definicién Bajo las condiciones del lema anterior definimos:

deg(f7Dap) :deg(feh/;Dm‘/vp) (28)

donde € < dist(p, f(OD)) y f. tiene imagen en V que es de dimensién finita.

Debemos ver que la definicién no depende de la f. ni del €. Si tenemos otra aprox-
imacién gs, llamamos V, W a los subespacios donde caen f.,gs vy U =V + W. Por la
formula del producto cartesiano vale que

deg(fe, DNV, p) =deg(f., DNU,p)
deg(gs, D N W,p) = deg(gs, D N U, p)

Por como elegimos el € es facil ver que la homotopia del segmento entre f. y gs
cumple 5 de 2.1.7 probando que los dos grados son iguales.

Llamamos perturbaciones compactas de la identidad (PCI) a las funciones de la forma
Id — K con K compacta.

Observaciones Las propiedades de la proposicion 2.1.7 siguen valiendo para el grado
de LS, asi como también vale la férmula del producto cartesiano. La tinica que merece
mencién es la propiedad de invariancia homotdpica.

Proposicién 2.2.4 f.g: D C X — X PClspe X\0D, H:D x 1 — X tal que
p ¢ Hy(0D) y Hy es PCIVt. Entonces deg(f, D,p) = deg(g, D, p).

La razén por la que vale es que deg(., D,p) : K — Z es continuo donde K es el espacio
de PClIs. Por eso necesitamos que la homotopia sea una curva contenida en K.

Definicién Mirando la propiedad (7) de (2.1.7) se ve que si tenemos z un cero aislado
de f y D; es un filtro de entornos de x, el grado de f en D; eventualmente esta bien
definido y es (eventualmente) constante. A este nimero lo llamamos el indice de 2 como
cero de f y lo notamos

I(f,x,0)



Capitulo 3

Aplicaciones al analisis no lineal

3.1. Un teorema de extension

Empezamos esta seccién con una herramienta importante para probar los teoremas
que siguen. Recordamos un resultado de topologia general.

Definicién Un espacio topoldgico X se dice paracompacto si es T2 y todo cubrimiento
por abiertos tiene un refinamiento localmente finito. Es decir que dado un cubrimiento
de abiertos {U,}ier, existe un cubrimiento de abiertos {V;};c; tal que Vj € J 3i €
con V; C U; y tal que Vo € X JV, entorno de = que es disjunto con V; para todos salvo
finitos j.

Lema 3.1.1 Todo espacio métrico es paracompacto.

Observaciones La demostracién usa fuertemente el axioma de eleccién, a menos que
el espacio sea separable.

Teorema 3.1.2 Teorema de extensién de Dugundgi
E y X espacios de Banach, C C E cerrado y K C X convezxo. Sea f : C'— K continua.
Entonces eziste una funcion continua g : E — K con glc = flc

Demostracién Llamamos .
Tu = gdist(u, )

21
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y

B, = B(u,r,)
diam(B,) < dist(B,,C) La coleccién {B,}uemc es un cubrimiento por abiertos de
E \ C que es un espacio paracompacto. Entonces tenemos un refinamiento {O)}xea
localmente finito con una particién de la unidad {py}rea subordinada al cubrimiento.
Para cada A € A tomamos un u, € C tal que

dist(u)\, O)\) S QdZSt(C, O)\>

definimos
9(u) = f(u)
para u € C'
u) = ZPA(U)f(UA)
AEA
para u ¢ C

De la definicién tenemos que g es una extensién de f que es continua en £\ C'y en
C° (puede ser que C°sea vacio). Solo resta ver que g es continua en 9C' ”desde afuera”.
Seanu € 0C yve E\C.

llg(uw) = g()I| = [1f (u) =D pa)f )] <Y pa(@)I[f(w) = f(un)]]

AEA AEA

En cada sumando no nulo de indice A, v € Oy. Dado w € Oy, |[v —uy|| < |[v — w]|| +
l|lw —uy|| < diam(Oy) + ||w — uy||. Tomando infimo para w € O tenemos

[|lv = up|| < diam(O,) + dist(uy, O))
Ahora, O, C B,, para algin u; € E'\ C. Entonces, dado que
diam(0,) < diam(B,,) < dist(B,,,C) < dist(C, O,)

obtenemos
[|lv —uy|| < 3dist(C,0,) < 3|jv — ul]

Luego, para todo A con py(u) # 0 tenemos ||[u—u,|| < ||[v—ul|+]||lv—u)|| < 4||lu—v]|| Con
estas cotas, y como f es continua, si v — u = px(v)||f(u) — f(ux)|| — 0 uniformemente

en \. Y como Z,\EAP/\(U) =1=|lg(u) —g(v)|]| =0
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Corolario 3.1.3 E, X espacios de Banach, C C E cerrado, f : C' — X continua.
Entonces f admite una extension a E cuya imagen cae en co(f(C)) (la cdpsula conveza
de la imagen de f).

Observaciones Si ademés f es una funcién compacta y C es acotado, se puede ver
que g es compacta. Es claro que f(C) es precompacto y que si B es acotado, g(B) C
co(f(C)). Hay que ver que la cdpsula convexa de un precompacto es precompacta. Este
resultado es una propiedad de las medidas de no-compacidad (Ver [1], teorema 6.1.5).

3.2. Teorema del punto fijo de Schauder

Proposicion 3.2.1 Sea X un espacio de Banach, C C X un conjunto convezo, cerrado,
acotado y con interior no vacio. Sea

T:C—=C
Una funcion continua y compacta. Entonces T tiene un punto fijo.

Demostracién Llamemos D = C° y sea zy € D. Como C es convexo, 0C = 0D y
D = C = C. Probemos esto.

Seax € C,y B = B(xg,7) CC, B, =tx+ (1 —-1t)B C CVt € [0,1]. Como B; es
entorno de tx + (1 —t)zo para t € (0,1), este punto estd en D. Se sigue que D es denso
en C. Entonces D =C y dD =D\ D°=C\ C° = dC.

Volviendo al problema, sea fy = Id— (Azg+ (1—A)T") con 0 < A < 1. Un cero de f
es un z que cumple z = Azg+ (1 — \)T'(z). Como x( estd en el interior y C' es convexo,
para A > 0 un cero de fy debe estar en el interior de C'. Al ser ImT C C, sabemos que
f no tiene ceros en D a menos que A = 0, en cuyo caso tenemos el punto fijo buscado.
Supongamos que esto no ocurre.

Por la propiedad de invariancia homotépica tenemos que deg( fo, D, 0) = deg( f1, D, 0).
Pero deg( fo, D,0) = deg(Id — xo, D,0) = deg(Id, D, zy) = 1. Luego deg(fy, D,0) =1y
fo tiene al menos un cero en D como queriamos probar.

Teorema 3.2.2 (Punto fijo de Schauder) En el teorema anterior, la hipdtesis de que
C' tenga interior no vacio, no es necesaria.
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Demostracion El teorema de extension de Dugundgi dice que existe una
T:B—C

compacta con T'|c = T. Donde B es una bola que contiene a C. Por el teorema anterior
T tiene un punto fijo que necesariamente es punto fijo de 7.

Observaciones La hipétesis de que C' sea convexo, se puede relajar. Si C' es homeo-
morfo a un convexo, también vale.

3.3. Teoremas globales sobre invariancia homotépi-
ca

En el teorema (2,1,4) del capitulo 2, describimos el conjunto de ceros de una homo-
topia por medio de la geometria diferencial. Ahora veremos cémo usando el grado como
herramienta principal, se pueden dar descripciones analogas para el caso de funciones
continuas en dimensién infinita.

Definicién Dados X, Y espacios de Banach pensamos a X x Y con la norma dada por
(2, )| = maz(|[ul], [[y]])-

Dado G € X x Y un conjunto abierto y x € X, definimos G, = {y € Y : (z,y) € G}.
Idem G, cony €Y

Dada una funcién f: X x Y — Z llamamos f, con z € X a la funcién f(z,.). Es decir,

fa(y) = f(z,y). Idem f, (cony €Y).
En los teoremas de esta seccion usaremos mayormente el caso en que Y = R.

Teorema 3.3.1 Principio generalizado de invariancia homotdépica
Sea O un conjunto abierto y acotado de X x [a,b]. Sea T : O — X wuna funcion
continua y compacta y fr = f(x,\) = x — T(x,\). Supongamos que 0 ¢ f(90)
Entonces deg(fx, Oy, 0) es independiente de \.

Demostracién Podemos suponer que O # () y que a = inf{\ : Oy # (0}, b = sup{\ :

Ox # 0}
Sea U =0UO, x (a—¢,alUOy x [b,b+¢) donde € esta fijo. Entonces U es un abierto
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acotado de X x R. Sea T la extension de 7' a X x R dada por el teorema de extensién
de Dugundgi.

Sea f(z,A) = (x — T(z,\), A — \*) con \* € (a,b) fijo. f es una perturbacién compacta
de la identidad en X x R. Ademds, para cada \*, f(x,\) # 0 con (z,\) € AU.

El deg(f,U,0) esta bien definido y es constante respecto de A, y esto es para cada A\*.
Consideramos la siguiente homotopia:

gi(z,\) = (z — tT (2, \) — (1 — tlT(x, A, A =A%)

(z,A) es un cero de g; si y solo si A = A* y x = T'(z, \). Entonces nuestras hip6tesis
implican que g¢(x,\) # 0 para (z,\) € OU y t € [0, 1]. Por el principio de invariancia
homotépica concluimos que

deg(?a U7 0) = deg(gla Ua O) = deg(QOv U7 0)

pero deg(go, U, 0) = deg(go, Ox+ X (a—€,b+€),0) porque los ceros de gg estdn en A = \*.
Ademas, por la formula del producto cartesiano,

deg<g07 O)\* X (a’ - € b + 6)7 O) = deg(yO(_v >\*)7 U)\*a 0)
Esto completa la prueba.

Observaciones Lo que dice este teorema es que ademas de poder “mover” apy a f
de forma continua sin cambiar deg(f, D, p), ahora podemos mover al abierto D. Esta es
una propiedad sumamente fuerte. Para ver lo que se puede hacer con ella, necesitamos
algo de topologia general.

3.3.1. Conexion, lema de Whyburn

Definicién Dado un espacio topoldgico X y un punto x € X llamamos “componente
conexa de z” (C,) a la unién de los conjuntos conexos contienen a z. C, es conexo y
cerrado.

Llamamos “quasi-componente conexa de z” (Q),) a la interseccién de los conjuntos
que contienen a x y son a la vez abiertos y cerrados. Obviamente, una quasi-componente
es cerrada. Pero no tiene porqué ser abierta ni conexa.

Es claro que C, C @, (C, estd dentro de todo conjunto abierto y cerrado que
contenga a x), pero en general no vale la igualdad.

Tenemos dos relaciones de equivalencia en el espacio X dadas por las particiones en
las componentes conexas o quasi-conexas. La particion de ', es més fina.
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Definicién Dados dos conjuntos A y B en un espacio topoldogico X, decimos que A y
B estan conectados si existe un conjunto conexo de X que se interseca con A y B.

Decimos que A y B estan separados si existen abiertos disjuntos U,V de X tales
que U D A,V D By X = UUYV. Claramente, es lo mismo decir que A y B estan
separados si existe un F' D A abierto y cerrado que no toca a B. Dos puntos estan
separados si y solo si pertenecen a distintas componentes quasi-conexas.

Lema 3.3.2 Sea X un espacio topologico compacto yT2. Entonces las quasi-componentes
son conexas. Luego C, = Q, Vr € X

Demostracién Supongamos que (), no es conexa. Tenemos un abierto G C X y un
q € Q,\ G con
IGNQ, =10

Dado un y € 9G, por la igualdad anterior y NO estd en algin conjunto B, abierto y
cerrado, que contiene a x (recordar la definicién de @),). Entonces {B,} es un cubrim-
iento por abiertos de dG que es compacto. Si unimos un subcubrimiento finito de los
{B,} obtenemos un conjunto abierto y cerrado B = |J;_, B,, con x € By BNJG = 0.
Ahora basta tomar F' = B N G que es abierto. Veamos que también es cerrado.

F=BNGCBNG=BNnG=(BNIG)U(BNG)=BNG=F

Pero tenfamos que ¢ ¢ G entonces ¢ ¢ F lo que es absurdo porque ¢ y = estaban
quasi-conectados. Esto termina la demostracién.

Lema 3.3.3 (Whyburn) Sean A, B C K cerrados con K compacto y T2. Entonces A
y B estdn conectados o separados.

Demostracién Si A y B son puntos, el resultado se reduce al lema anterior. Si no,
basta observar que Va € A,b € B, a y b NO estan conectados. Entonces tenemos un
cubrimiento finito de A por conjuntos {4;}", que son abiertos y cerrados, y que no
tocan a B. La unién es abierta y cerrada, y nos da la separaciéon que buscabamos.

3.3.2. Continuos de soluciones

A partir de ahora, un continuo serd un conjunto cerrado y conexo.
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Teorema 3.3.4 Teorema de continuacion de Leray-Schauder
Bago las mismas hipdtesis del teorema 3.3.1 y suponiendo que deg(f,,Oq,0) # 0,
Eziste un continuo C C O de ceros de f tal que Co N O, # 0 # Cy N Oy

Demostracién Llamamos
S=f"1{o})no
A=5, x{a}
B= Sb X {b}

Sabemos que deg(f,, O4,0) = deg(fy, Op,0) #0y A # O # B. Al ser O acotado y T
compacta, S, A y B resultan compactos. Usando el lema de Whyburn, si A y B no
estdn conectados en S, existe una separacién en S de la forma A C K4, B C Kg,
S=KysUKp, KyNKpg=10. Con Ky y Kp compactos. Tomando un inflado de K4,
construimos un conjunto U abierto de [a,b] x X con U NS = (. Sea V = U N O.
OV CoU U0 = 9V NS = . Pero entonces

deg(fa; Va, 0) = deg( fo, Vb, 0) = deg(f,, 0,0)
Ahora, como A C V, no hay ceros de f en O, \ V,, luego
deg(fa, Oa \ Vo, 0) = 0
deg(fa, Ou, 0) = deg(fa, Va, 0) + deg(fu, Ou \ Vo, 0) = deg(fa, Va, 0) = 0
Esto contradice la hipotesis.

Sea T : D — X una funcién continua y compacta y f = f(z,\) =z — T'(z, \).
Consideremos la ecuacién

f(@,A) =0 (1)

El teorema de la funcién implicita dice que si f es C! y su diferencial respecto de u
en (ug, Ag) es un isomorfismo, entonces existe una curva {u(A), A} de soluciones de (1)
que pasa por (ug, Ag). Esta condiciéon ademés implica que ug es un cero aislado de (1)
en A = Ay y que

deg(fAmO?O) 7é 0 (2)

donde O es un entorno aislante. Vamos a ver que la condicién (2) sola implica que la
ecuacion tiene una rama global de soluciones a cada lado de A.
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Teorema 3.3.5 (Globalizacién del teorema de la funcién implicita) Sea O un abierto
acotado de X. Supongamos que para X = Ao la ecuacion (1) tiene solucion tinica ug en
O, y que vale (2).

Entonces existe un continuo CT C X X [A\g,00) de soluciones de (1) tal que

CHN O x {Ao} = (1o, \o) (i)

CTN(X\O) x{ A} #D o bien C" es no acotado en X x [Ny, 00) (ii)

Demostracién Sea CT el conjunto conexo maximal que cumpla la condicién (i) y
supongamos que no se cumple (ii). Al ser C" acotado y T' compacta, es facil ver que
C" es compacto. Vamos a construir un abierto acotado U tal que Uy, C O, CT C U
y f no tiene ceros en 9U. Como U es acotado, Uy, = () para algiin A\; > )\¢. Entonces,
por el teorema de continuacién de Leray-Schauder,

]<f>\oau0) = deg(f>\07U>\o70) = deg(f>\1>U>\170) =0

Pero esto es absurdo porque por hipotesis, el grado anterior es no nulo.

Para construir el abierto U, Tomamos N un entorno de C* disjunto con (X\O) x {0}
y tal que Ny, C O. El conjunto V' = SN N es compacto. Como ON y CF son disjuntos
y CT es conexo, tenemos que CT y N NS no estan conectados en V. Entonces (por
Whyburn) tenemos una separacién por compactos Ki y Kj tales que V = K; U Ko,
KiNKy, =0,Ct C Ky yONNS C K,. Ahora tomamos U un entorno de K; que
esté dentro de N y sea disjunto con Ks.

Observaciones 1. La hipétesis de que la solucién sea tnica en O, esta sélo para
facilitar la prueba. Alcanza con la condicién (2)

2. Si se cumple que C" es acotado y D es un entorno acotado de los ceros de fy,
que no estdn en O entonces, por la propiedad de escisién, deg(fy,,O U D,0) =
deg(fry, O,0) + deg(fr,, D,0) y este grado es 0 por invariancia homotopica.

3. Si las soluciones de f), son aisladas y tienen todas grados del mismo signo, en-
tonces todos los continuos son no acotados.
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Ejemplo sean p,q € C[X] polinomios ménicos de grado n y pensemos que son
funciones de R? en R2. Sea
f:R*xR — R?

dada por

f(z,2) = Ap(2) + (L = A)g(z)
Sabemos que los ceros de f estan acotados, que los ceros de fy y fi son aislados y
que todos tienen grado positivo. Entonces para cada raiz de p existe un continuo

de ceros de f que es no acotado respecto de A. En particular, cada uno llega a
A = 1. Luego los ceros de p y de ¢ estan conectados.

4. Supongamos que f = Id — T (T una funcién compacta) resulta una funcién
coerciva, no sobreyectiva y que existe x € X tal que deg(f, O, f(x)) esté definido
en algin entorno O de x y sea no nulo.

Consideremos la funcién g(x, \) = f(x,\) — (Ax; + (1 — X\)zo) donde z1 no esté en
la imagen de f.

Al ser f coerciva, los ceros de g son acotados en x. Ademéas g; = f — 1 que
tampoco tiene ceros. El teorema anterior dice que debe haber un cero de gy en
X \ O y por lo tanto, una preimagen de f(xy) por f distinta de z.

Esta observacion puede enunciarse de la sigiuente forma:

T : X — X continua, compacta y f = Id—T coerciva. Si existe un xo € X que es
solucién tnica de la ecuacién y = f(x) y I(f,x) # 0, entonces f es sobreyectiva.
Esto puede pensarse como una version globalizada del teorema de la funcién
inversa.

Un ejemplo de lo anterior es el teorema fundamental del algebra

3.3.3. Aplicaciones a Teoria de Bifurcacién
Consideramos la ecuacion
flz,A)=0 (3)

donde
flz,A) =2 —=T(x,\)
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con T : X x R — X una funcién compacta. Supongamos que 7'(0,\) = 0 de tal forma
que hay una solucién trivial para la ecuacion 3, para todo .

llamamos
So = {(z,t) : f(x,t) = 0} a las soluciones del problema.
T = {0} x R las soluciones triviales.
A = {0} X [a,b] las soluciones triviales en [a, b]

S1 = So \ T las soluciones que son no triviales o son aproximables por soluciones no
triviales

Definicién Decimos que (0, Ag) es un punto de bifurcaciéon (o que Ay es un valor de
bifurcacién) de la ecuacién si dentro de todo entorno de (0, \g) existe una solucién no
trivial. En otras palabras, si (0, Ag) € 51

Teorema 3.3.6 Sean a,b € R a < b tales que la solucion trivial es aislada para Ao =
a,b y a,b no son puntos de bifurcacion.
Supongamos ademds que

1(fa,0) # 1(f6,0)

donde O = B,.(0) C X es un entorno aislante del 0.
Entonces hay un continuo C' C S7 de soluciones "no triviales”que cumple una de las
siquientes condiciones:

1) Es no acotado en X x R

2)CN(T\A)#0

Demostracion Llamemos H = S; U A. Sea C' C H la componente conexa de H que
contiene a A. Este va a ser el continuo buscado.

Dado que a y b no son valores de bifurcacién, tenemos B, = Bs(0,a) C X xRy
By = Bs(0,b) disjuntos con Sj.

Definimos la siguiente familia de conjuntos:

U={QCXxR:Q=0,UQ.}
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donde Qo = B.(0) x [a,b], € < § y Qs es un abierto acotado de X con Qo NT = (.

i) Primero vamos a ver que V) € U hay soluciones no triviales en 02. Supongamos
que esto no ocurre para un €) en particular:

Consideramos Q4 N (X X [a,a]) como abierto de X X [«,a], donde « es tal que
Qq = 0 (recordar que 2 es acotado).
Gracias a la existencia de B, sabemos que no hay ceros en 0, N (X X [«, a]):
0o NT =0 = 9N NSy C BE
luego 9y NSy N X X [a,a] € BN X x [a,a)] C (Qo)°
pero 9 \ Qo C 90
entonces 90, NSy N X X [a,a] CINN Sy =10
(en un futuro trataremos de evitar este tipo de cuentas y apelar a la intuicién del
lector) La frontera de o, N X X [a,a] como subespacio de X X [, a] tampoco con-
tiene soluciones, asi que por el principio generalizado de invariancia homotdpica, ten-
emos que deg(fa, Looa, 0) = deg(fu, Qoca,0) = 0. Un argumento andlogo muestra que
deg( fy, Qoob, 0) = 0. Por la propiedad de escision, deg( fo, Q4,0) = I(fa,0) y deg(fo, s, 0)
I(f5,0). Miramos QN (X X [a, b]) como abierto de X x [a, b]. Como las soluciones triviales
estan en (g, no hay soluciones en 092 (frontera en X x [a,b]). Otra vez por el princi-
pio generalizado de invariancia homotdépica, deg(f, 4,0) = deg(f, 2, 0). Pero entonces
resulta que.

[(fayo) = [(fb,O)

que contradice la hipotesis.

ii) Dado un Q € U vamos a ver que C' N 99 # () Consideramos los siguientes con-
juntos:

K=5nQ

B = S,Nn 02
Al ser T compacta y T'|s, = id, Sy es localmente compacto. K es entonces un espacio
compacto y A, B son subespacios compactos de K. Por el lema de Whyburn, A y B
estan conectados o separados. Supongamos que estan separados, entonces K = K,UKpg

compactos y existen U,V abiertos acotados disjuntos con A ¢ K4 C U, B C Kg C V.
Consideramos Q* = QN U. Q* es un abierto cuya frontera es disjunta con K porque

oQNU) CoNUIU = I NSy C BUIU
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Ademas, con un poco de imaginacién, 2* € U. Esto niega lo demostrado en la parte

iii) Ahora si, supongamos que no se cumplen ni 1 ni 2: Como suponemos que C
es acotado, resulta compacto y podemos construir un abierto V' = B.(C) como en el
teorema (3.3.5) cuya frontera sea disjunta con S;. Cambiando a,b por a —€,b+ € (que
para € chico, no son valores de bifurcacién), V' es un abierto que estd en U y cuya
frontera es disjunta con S;. Absurdo.

Observaciones El teorema anterior se puede aplicar al caso en que
T(x,\) = AB(x) + H(z,\)

donde B es lineal compacta y H(z,A) = o(x) uniformemente sobre compactos en .
Es facil ver que bajo estas hipdtesis, los valores de bifurcacion deben ser valores carac-
teristicos de B y por lo tanto finitos. Ademads se puede ver (con bastante trabajo) que
bajo ciertas condiciones sobre T', en cada valor caracteristico Ay de B de multiplicidad
algebraica impar, I(fy,0) cambia de signo cuando A cruza a \g. Esto significa que hay
finitos valores de A que dependen sdlo de B, de donde sale una rama de soluciones. Esto
estd detallado en un hermoso paper [10] “Spectral Theory and Nonlinear Analysis”.

3.4. Teorema de Krein-Rutman

Usaremos el teorema de la funcion implicita global para mostrar una generalizacion
a dimensién infinita del teorema de Perron-Frobenius, sobre autovalores de matrices
positivas. Necesitamos una nocién de operador positivo en espacios de Banach.

Definicién Sea X un espacio de Banach. Decimos que un conjunto K es un cono en
X si

1) K es cerrado convexo

2) Ry K C K

) KN—-K=10

Definicién Un cono en K en X induce un orden parcial <y dado por u <g v sii
v—u € K.

Una funcién lineal L : X — X es positiva si L(K) C K.

Si K° # () decimos que L es fuertemente positiva si L(K \ {0}) C K¢
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Ejemplo En R", los elementos de coordenadas positivas.
En C(Q,R), las funciones positivas.

Teorema 3.4.1 Sea X un Banach con un cono K, L : X — X wuna funcion lineal
positiva y compacta. Supongamos que existe un w € K, w # 0 y una constante m > 0
tal que

w < mL(w)

donde < es el orden dado por K.
Entonces eziste \g >0 yu € K, ||u]| =1 tal que

u = AL(u)
(En palabras, L tiene un autovector en el cono, de autovalor positivo)

Demostracion Tomamos 7', la extensién de Dugundgi a X de la restriccion de L a
K. Como L es compacto T también. Como K es convexo T'(X) C K. Consideramos la
ecuacion

u=NT"(u+ ew)

donde € > 0 estd fijo. Aplicamos el teorema global de la funcion implicita (3.3.5).
Para A = 0 tenemos solucién unica v = 0. Tenemos un continuo C, de soluciones en
X x [0,00). Como T(X) C Ky T|x = L|k, vale que

u=AL(u+ ew)¥(u,\) € C

luego
AL(u) <wu

A
—Ew < XeL(w) <wu
m

Aplicando L a la ultima desigualdad, tenemos

(%)new <u (1)
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Por hipétesis, w # 0. Por 1, A\ < m. Pero esto implica que C. C X x [0, m]. Como
C. es no acotado, debe existir un (ue, Ae) € C¢, ||uc|| =1, Ae € [0,m]
Haciendo esta construccién para todo € y tomando € — 0, {(ue,Ac)} contiene una
sucesién convergente a un (u, Ag) € C. Como ||u|| = 1, claramente Ay > 0

Definicién Si L : X — X es una funciéon R lineal, decimos que A # 0 es un valor

caracteristico si % es autovalor.

Teorema 3.4.2 Sea X un Banach con un cono K de interior no vacio. Sea L : X — X
una funcion lineal, fuertemente positiva y compacta. Entonces existe un unico Ao con
las siguientes propiedades:

1) 3u e K, u= \L(u)

2) SiA € RX#0 estal que Jv € X, v # 0 con v = AL(v) entonces v ¢ KU —-K y
Ao < A

(en palabras, L tiene un tinico valor caracteristico Ao con autovector en K U—K, y este
es positivo y mds chico que todos los valores caracteristicos)

Demostracién Sea w € K\ 0. Como L(w) € K°, existe un 6 > 0 tal que L(w) —dw €
K° y esto, en términos del orden, significa que dw < L(w).

Ahora, por el teorema anterior, existe un A\g > 0y u € K tales que u = A\gL(u). Como
L es fuertemente positivo, u € K°. Si (v,\) € (K \ {0}) x (0,00) es tal que v = AL(v),
entonces v € K° y para todo 0 chico, tenemos u — dv € K°. Consecuentemente, existe
un 6* maximo tal que u — 6*v € K (o sea u —rv ¢ K sir > ¢*). Ahora,

1 A
L(u — §*v) = )\—O(u - 705*11)

Que implica que u—’\A—O(S*v € K°amenos queu—0*v = 0. Siu—0*v =0 = A\g = Aysino
Ao < A porque 6* es maximo. Si A\g < A podemos hacer la misma cuenta intercambiando
u 'y vy obtener (con otro §*) A\g < A que es absurdo, o sea que tiene que ser \g = A
y u = 0*v. Con esto hemos probado que \g es el unico valor caracteristico de L con
autovector en el cono, y que el autoespacio asociado a Ay es de dimensién 1.
Ahora sea A # )\ otro valor caracteristico de L y sea v # 0 tal que v ¢ K U —K.
De nuevo, para |4 chico, tenemos u — dv € K° y que existe 6* > 0 maximo tal que
u—0"v € Ky d, <0 minimo tal que u — d,v € K. De nuevo,

1 Ao

L(u— 6"v) = )\—(u — 75*@)
0



1 Ao
W
Si A > 0 concluimos que \g < Ay si A < 0 tenemos que Agd* < Ad, ¥ Agdy > A0F,
entonces |[Ao| < [A].

L(u — 6,v) = 9.v)

Definicién Sabemos del andlisis de operadores compactos que dim(ker(l — X\gL)") <
oo y que la cadena de subespacios se estaciona en un natural n. Llamamos a este n la
multiplicidad algebraica de Ag y llamamos a ker(1 — A\gL)" el autoespacio generalizado
asociado al autovalor Ag.

Teorema 3.4.3 La multiplicidad algebraica de \g en el teorema anterior es 1.

Demostraciéon Supongamos lo contrario. Sea n la multiplicidad algebraica. Entonces
existe un v tal que (1 —X\oL)"(v) = 0 pero (1 — X L)" (v) = w # 0. w es un autovector
de valor caracteristico A\g. Sea u el autovector dado por el teorema anterior. Si w,u
fueran linealmente independientes tendriamos u — d*w # 0 con §* como antes,

L(u — §"w) = i(u — §"w)

Ao
y como L es fuertemente positiva, u — §*w € K° que contradice la maximalidad de d*.
w = ku y podemos suponer que k > 0. Sea z = (1 — \gL)" %(v), AL(2) = z — ku.
Aplicando gL sucesivas veces, tenemos que \J'L"(z) = z — mkuVm € N. Se sigue que
z ¢ K por que de lo contrario = — ku € K ¥m = —ku € K que no es cierto. Como
u € K° existena > 0y y € K tales que z = au—y. Entonces \j'L"(2) = au—A\'L™(y)
y A L™(y) = y + mku. Tomamos 3 > 0 tal que y < fu, luego A\j*L"(y) < fu y por lo
anterior se ve que y +mku < fu. Dividiendo esta desigualdad por m y haciendo tender
m — 00 obtenemos que ku € —K que es falso.
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Aplicacion a las ecuaciones
diferenciales ordinarias

Primero, algo de notacion:
1. decimos que |z| es el médulo de x si x € R y es la norma si z € R"
2. para un x € X un espacio de Banach, notamos ||z|| a la norma de x.

3. A menos que se indique lo contrario, la norma que se considera en C*(X,Y) es

k i
]l = Yizo 129l

4.1. Problemas no resonantes

Empezamos con una aplicacién del grado en dimensién finita.

4.1.1. Ecuacion periédica de primer orden

Consideramos la ecuacién

{ ) = 16.40) @)

donde f : [0,1] x R® — R™ es continua y localmente lipschitz.

36
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Bajo nuestras hipdtesis sobre f sabemos que dado un x € R" tenemos una solucion
uy 1 [0,€) — R™ tal que u,(0) = = y que estd definida en algin entorno del 0. Es mas.
Se puede probar que si la u, no se puede extender mas alld de cierto intervalo [0,b)
entonces necesariamente es no acotada en b.

Pedimos la siguiente condicion en f:

x.f(t,x) <0Vt e [0,1],]z| =R (4.2)

con R > 0.

Esta condicion se lee como que el campo f apunta hacia adentro en la esfera de radio
R. Esto nos garantiza que las soluciones u, con x € B = B(0, R) tienen imagen dentro
de B y por la observacién anterior quedan definidas para todo tiempo ¢, en particular
parat = 1.

Definimos la funcién P : B — R™ como P(x) = u,(1). Esta se conoce en general
como la “aplicacion de Poincare” inducida por la ecuacién (4.1). De la teoria cldsica de
ecuaciones ordinarias se sabe que P es continua y por lo dicho en el parrafo anterior,
P:B— B.

Es claro que una solucién periddica de (4.1) es u, donde z es un punto fijo de P.
Entonces el teorema del punto fijo de Brouwer nos da la existencia de una solucién
periodica.

4.1.2. Ecuacién de segundo orden con condiciones de Dirichlet

a0 ) 2 (4

~—

donde f:[0,1] xR — R.

Buscamos condiciones de f para que exista al menos una solucion. Para esto planteamos
el problema como una ecuacién entre espacios de banach. Sea X = C([0,1],R) y
K : X — X dado por K(v) = u donde u es la unica solucién del problema

{ u"(t) = f(t,v(t)) (4.4)

Ahora el problema se traduce en buscar un u tal que u = K(u) o lo que es lo
mismo, un cero del funcional F' = id — K. Para esto nos proponemos encontrar un
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abierto D C X en donde deg(F, D,0) # 0. Esto implicarfa la existencia de un cero de
F adentro de D.

Para calcular el grado de F' podemos construir una homotopia entre F' y una funcién
mas sencilla, y usar que el grado es invariante. Consideramos el problema

u’(t) = Af(t,v(t))
{ u(0) = ug, u(l) = uy (4.5)

que induce un operador ”"solucién” K y una Fy = id — K. Es claro que K; = K y que
Ko(u) =1 Vu donde [ es la recta que une (0, ug) con (1,u).

Hay que ver que K,(z) es continua respecto de (A, z), que K es compacta para
todo A, y construir un abierto D C X tal que 0 ¢ F)(9D).

Sean v, w € X. Tales que ||v — w|| < €. Es facil ver que si una funcién C?
u:[0,1] — R cumple u(0) = u(1) = 0, entonces vale que

lull < fla'll < lu”] (4.6)

luego

K5 (v) = Ka(w)|| < [[K5(0)" = Kx(w)"|| = Alf(v() = fLw()]

Si pedimos f continua, la continuidad de K, se deduce de la continuidad uniforme de
f en el conjunto [0, 1] x [—|Ju|| — €, ||u]| + €].

Veamos la compacidad.

Tomamos B = B(0,r) una bola de X y queremos ver que K,(B) es compacta.

Siue Kx(B)=ues C?y |[u| = A|f(.,v)|| < ||f(.,v)]| con v € B. Obtenemos

|u"|| < M, = méx
[0,1]x[—r,r]
que no depende de u. Ademas, como valen las condiciones de borde para wu, tenemos
por (4.6) que
Ju =1 < fI(w =0l < [[(w—=0)"[| = [[u"]] (4.7)

Con esto probamos que K (B) es un conjunto equiacotado y equicontinuo. Por el
teorema de Arzeld-Ascoli, es precompacto.

En un ataque de inspiracion se nos ocurre que D podria ser una bola, por ejemplo
de radio r. En este caso, necesitariamos que las soluciones de F\ = 0 tengan norma
distinta de r. Supongamos que tenemos u un cero de F). Significa que

lw =1 < Iw = D" = "l = IMC )l = AFCwll < NG wl (4.8)
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Necesitamos una condicién en f tal que la igualdad anterior garantice ||u|| # r para
alguna constante r que no dependa de u (ni de A). Obviamente con f acotada alcanza.
Sin pedir tanto, (4.8) implica

fall < 121+ 117wl = méx{fuol, [us|} + [[£(, )]

por lo que existe un ¢ € [0, 1] tal que

Jull < méx{[uol, [ur[} + [ £ (¢, u(t))]

Podemos poner como condicién que

Ir > 0 tal que |f(t,z)| < r — max{|uol, |us|} Yt €[0,1],]z| <r (4.9)
Esto implica que la desigualdad anterior no se cumple cuando ||ul| = r.
Con esto tenemos que deg(F), Bg,0) estd bien definido y no depende de A. Ahora

Fo(u) = u — 1y podemos restringir g = Fo|gy : (I) — (I) y DN () = [ ”l” ”l”]l que son
de dimensién 1 !!. Identificando [ con 1 € R, ¢(t) =t —1y DNR (el abierto donde
calculamos el grado de g : R — R) es [—ﬁ ﬂ] Asi que si ademds pedimos R > ||I||, el
grado de g es 1

1]

Teorema 4.1.1 Dada f : RxR — R continua y tal que vale (4.9), entonces el problema
(4.3) tiene al menos una solucion.

Observaciones La condicién (4.9) pide una restriccién en el crecimiento de f respecto
de x. Esta condicién se cumple si por ejemplo, |f(¢, )] < €|lx| + A con € < 1.

4.1.3. Generalizacién a sistemas
Es facil generalizar este problema a un sistema de ecuaciones, o sea
u'(t) = f(t,u(t))
L) 2 2 (410

donde f : [0,1] x R™ — R"™ y ug,u; € R™. La forma de probar existencia es la misma.
Las mismas acotaciones valen cambiando médulos por normas y sélo hay que considerar
el espacio X = C([0,1],R"). La homotopia es nuevamente
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(1) = Mt u(t)
{ uw(0) = ug, w(l) =uy (4.11)

Otro tipo de acotacién para las soluciones de (4.11) sale de considerar condiciones
similares a (4.2). Si el campo f cumple

z.f(t,x) >0 Vt € [0,1], |z| > r donde |ug|, |us| <7 (4.12)

entonces es facil ver que las soluciones de (4.11) estdn acotadas por r. De hecho,
supongamos que una solucién u tiene norma |ju| > r, llamamos d(t) = |u(t)]* y
to = Inf{t € [0,1] : d(¢) > r*}.

Es claro que d es diferenciable,

d(0),d(1) < r?

to € (0,1)

y d'(to) > 0.

Ademas

d'(t) = 2u(t)ad (t)

d'(t) = 2([[u/ @) + u(t)u"(t)) = 2| O] + u(t).f (£, u(?)))

por lo que d(t) > r? y creciente para t > to. Esto no puede ser porque d(1) < r2.

El parrafo anterior es una forma complicada de decir que si un campo de fuerzas
apunta hacia afuera de la bola y una particula tiene una aceleracion dada por ese campo,
una vez que la particula se escapa de la bola no puede volver.

Observaciones La condicién (4.12) no pide restricciones al crecimiento de f.
La hipétesis (4.12) se puede relajar bastante. Basta que el campo de aceleraciones
apunte hacia afuera, sélo en el borde de la bola. Es decir

z.f(t,x) >0 Vt € [0,1], |x| = r donde |Juo||, [Jui|| < r (4.13)

Notar que ahora pedimos una desigualdad estricta, por lo que esta no es una condi-
cion estrictamente mas fuerte que la anterior.
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Esto es porque antes habiamos demostrado que no puede haber soluciones de norma
mayor a 7. Pero basta con que no haya soluciones de norma igual a r. En efecto, si
|ul| =7y d(tg) = 7* es un méximo de d, tenemos que d'(ty) =0y

d"(to) = 2(|[u/ ()|I* + ult).f(t, u(t))) = 2u(to)-f (to, ulto))) > 0
que es absurdo.

Observaciones En vista de lo anterior, no es dificil cambiar la condicién (4.13) por
n(z).f(t,z) >0 Vt € [0,1],z € 9D (4.14)

Donde D es un abierto acotado, que contiene al segmento [ug, u1], 9D es una subvar-
iedad diferenciable inmersa en R” y n(z) es el vector normal exterior a dD. El abierto
donde se calcula el grado de K es {u € C([0,1],R") : Im(u) C D}.

4.2. Problemas resonantes

4.2.1. Condiciones de Landesman-Lazer

Muchos problemas del analisis no lineal pueden presentarse en la forma
L(u) = N(u) (4.15)

donde L y N son operadores entre espacios de banach, L es un operador diferencial
lineal y N es no lineal y continuo pero depende de derivadas de u de menor orden que
L.

En la seccién anterior tenfamos L(u) = u” y N(u) = f(.,u(.)). El operador K era
una inversa de L por lo que la ecuacién (4.15) se transformaba en

u = K(N(u)) (4.16)

En el caso en que el operador L no es inversible pero es fredholm de indice 0, el
problema se denomina “resonante”. Esto ocurre, por ejemplo, cuando a la ecuacion
(4.3) se le ponen condiciones periédicas.

Para empezar tomamos este problema.
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(4.17)

Sean

X ={feC*[0,1],R): f(0) = f(1), f(0) = f'(1)}
Y ={feC(0,1,R): f(0) = f(1)}

con las normas usuales. Definimos L : X — Y por L(u) = u”.

El operador L es continuo y K = Ker(L) es el conjunto de funciones constantes.
Sea R =1Im(L) CY. R es el conjunto de funciones de promedio 0. Como el ntcleo de
L es no trivial, no hay una tunica inversa a derecha de L. Definimos K : R — X dada
por

K@) =u
donde u es la tnica solucion del problema

u'(t) = v(t)

u(0) = u(1)
10) = (1) (4.18)

U

es decir que LK (v) = v Vv € R. Es facil ver que K es continua.
Definimos las proyecciones ) : Y — K, P : Y — R dadas por

Qu) =
P(u) = u~ Q(U)

(aqui, @ significa el promedio de u y estd dado por @ = fol u

Algunas cosas a tener en cuenta:

Con las normas elegidas en X e Y, la inclusion ¢ : X — Y queda compacta. Esto
es consecuencia del teorema de Arzela-Ascoli. Por esta razén haremos distincion entre
X y «(X) (a pesar de ser iguales como conjuntos). Las proyecciones @) y P nos dan
una descomposicién en suma directa de Y = «(K) @ R. El espacio X hereda esta
descomposicién X = K @ (~!(R) porque obviamente Py @ se restringen bien a ¢(X).

El operador no lineal N : Y — Y esta dado por N(u) = f(.,u(.)) y es continuo.
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La ecuacién (4.15) bien escrita es

con u € X. Pero como los elementos son iguales, la escribimos en la forma (4.15).
Aplicando P y @, resulta equivalente a
PN(u) = PL(u)
SIS — 4.1
{ Nu = L(u) (4.19)
Por definicién de Py Q, tenemos que PL(u) = L(u) y Lu = 0. Y como K es inyectiva
(es una seccién de L), el problema es equivalente a
KPN(u) = KL(u)
{ N — 0 (4.20)
y KL(u) = P(u). Como Im(K) C Ry «(K) y R estan en suma directa, la ecuacion
(4.20) es equivalente a la suma:

PN (u) = P(u) + Nu (4.21)

Entonces definimos F : Y — Y, F(u) = P(u)+Nu—tKPN (u) = u—u+Nu—tKPN(u).
Una funcién v € Y es un cero de F' si y solo si u € X y es solucién de (4.17). Nos
proponemos probar que:

1. S(u) =u+ Nu — PN (u) es continua y compacta
2. deg(F,D,0) #0

Escribimos el problema directamente con la homotopia. Fy(u) = u — u + Nu —
MK PN (u). Teniendo en cuenta que u — u + Nu es lineal de rango 1 y que ¢ es
compacta, ya tenemos la compacidad de S.

En el siguiente teorema vemos que en algunos casos se puede garantizar que el
método de la homotopia funciona.

Teorema 4.2.1 Teorema de Landesman-Lazer
Supongamos que p € C([0,1]) es periddica y que g € C(R) es acotada y tiene limites
en +o0o. Entonces la ecuacidn resonante

"+ g(u) = p(t) (4.22)
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admite una solucion u de periodo 1 si

g(—00) <P < g(+00)
0 (4.23)
g(—00) > > g(+00)

Observaciones Ademas, si g satisface
g(=00) < g(z) < g(+00)

entonces la condicién es también necesaria.
La necesidad de la condicién (4.23) es clara: si u es solucién periédica del problema,

entonces N(u) = p. Como la imagen de u es compacta, tenemos que g(—oo) < d; <

g(u(t)) < 09 < g(+00). Tomando promedio se deduce que g(—o0) < g(u) < g(+00).

Demostracion En vista de lo expuesto en los parrafos anteriores, basta probar que
las soluciones de F)\ estan acotadas y que

deg(Fy, D,0) # 0

Sea u € X tal que F)\(u) = 0 con A # 0. Como g es acotada se ve que u — T y
méx u — minu, también (las cotas no dependen de u ni de \). Como Nu = 0 tenemos
que L

g(u) =p
pero a medida que u tiende uniformemente a 400, g(u) tiende a g(400) pero esto no
puede ser porque en la condicién (4.23) la desigualdad es estrictall. Por esta razon, el
grado de F\(u) = 0 en una bola grande, no depende de A (con A # 0). Los ceros de Fj
son las funciones u constantes con g(u) = 0 que también estan acotados.

Ahora debemos calcular el grado de Fy que tiene la forma Fy(u) = u — g(u) donde
la imagen de ¢ estd en el conjunto de funciones constantes (que identificamos con R).
Cortando con este subespacio (nuevamente de dimensién 1) podemos calcular el grado
de la funcién v — u — u + g(u) = g(u) que por hipdtesis es +1 (independientemente
del tamario de la bola) dependiendo de si se cumplen las desigualdades de arriba o de
abajo en (4.23).

Esto implica entoces que deg(Fi, B,0) = deg(Fy, B,0) # 0 y existe un cero de F}
que es una solucién periédica a la ecuacién (4.22).
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Observaciones En el caso de que en (4.23) se cumpla la desigualdad de abajo, no hace
falta pedir que g sea acotada. Las cotas a priori se deducen de una forma parecida a lo
que hicimos en la condicion (4.12).

En efecto, sea u solucion de (4.22). Como es periédica, podemos pensar que esta defini-
da en R. Suponemos sin pérdida de generalidad que p = 0, entonces g(u) = 0. Queremos
acotar el minimo de u por abajo. Sean ty < t; € R tales que u(tp) es minimo de u.

Haciendo el desarrollo de Taylor de orden 2 tenemos que

ultr) — u(to) = / [+ - < [ [l [ o

(notar que u'(ty) = 0).

Sabemos que hay un z € R tal que g((—o0, z]) C (4, 00) con § > 0. Supongamos que
u(ty) < . De lo contrario ya tenemos una cota para u(ty). Al saber que g(u) = 0, tiene
que haber un ¢ tal que u(t) = x. Tomamos t; = min{t € [to, to+1] : u(t1) = z}, entonces
g(u) > 0 en [to, t1]. Luego la desigualdad anterior nos dice —u(tg) < [ [ |p| — . De esta
forma tenemos acotado el minimo de u y de manera analoga acotamos el maximo de u

por arriba.

Observaciones También podemos cambiar la hipotesis de g acotada por cualquier
otra que garantice la cota para ||u —||. Si por ejemplo, g es sublineal o si estd acotada
de uno de los dos lados, alcanza.

El teorema de Landesman-Lazer puede generalizarse en varias direcciones. En este
trabajo expondremos algunas:

Por un lado se puede trabajar con elementos técnicos para relajar la hipdtesis (4.23).
También se puede plantear como un sistema de ecuaciones y las condiciones son del
estilo de (4.12). Por tltimo se puede cambiar el operador lineal L por uno que tenga
un nucleo de mayor dimension.

Una generalizacién del teorema de (4.23) es que no hace falta que la g tenga limites
en +oo alcanza con que

limsup g(z) < p < liminf g(x)

T——00 T—+00
o bien (4.24)
liminf g(z) > p > lim sup g(x)

T——00 T——-00
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En efecto, s6lo usamos de estas desigualdades que existe un M > 0 tal que

P ¢ g((—o0, =M]) U g([M, o0))

y que se puede definir el grado de g en algin intervalo grande. Omitimos la de-
mostracion.

Ademds podemos intentar pedir que las desigualdades de (4.23) sean no estrictas,
pero esto es un tanto sutil. De hecho es facil dar contraejemplos. Si g > 0 = p no hay
solucién, pero puede pasar que g(x) — 0 cuando = — +oo.

Proposicién 4.2.2 Seanp € C([0,1]) conp =0 y g € C(R) acotada. Supongamos que
existe un M > 0 tal que si |z| > M = z.g(x) > 0. (0 bien, la desigualdad opuesta)
Entonces el problema (4.22) tiene una solucion periddica.

Observaciones 1. Pedimos p = 0 sélo para facilitar la escritura. Como podemos
sumar constantes a (4.24), esta condicién se puede pedir siempre.

2. x.g(x) > 0 significa que g(z) y x tienen el mismo signo (alguno puede ser 0). Esta
condicién es mas débil que (4.24) pero mas fuerte que

limsup g(z) < p < liminf g(z)

T——00 T——+00
(idem al revés)

Demostracién Probamos el caso en que se cumple x.g(x) > 0. El otro caso es anédlogo.
Consideramos

It z) = Ap(t) — g(x)) — A1 — A) arctan(z)
y nuevamente el operador Ny, dado por

Na(v) = fa(0())

Ny (v) es continuo respecto de (A, v). Construimos la F\ del principio de la seccién, de
manera tal que una solucién periédica de (4.22) es un cero de Fj. Ahora esta dada por

Fy(u) =u — U+ Nu— KPNy(u)

Notemos que la funcién h(x) = Ag(z)+A(1—\) arctan(z) cumple con la desigualdad
estricta z.h(z) > 0. Lo que buscamos con esto es perturbar a la g para obtener las cotas
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a priori. El factor A(1 — \) se anula en 0 y en 1. Con esto logramos que K PN, sea de
rango 1 y que F resuelva la ecuacién (4.22) (ahora un cero de F) es una solucién a la
ecuacion u” = fy(t,x)). El truco consiste en que la cota para los ceros de F\ obtenida
en el teorema anterior, no depende de g(400) sino de la “velocidad” con que g tiende
a dichos limites.

Como f) es acotada uniformemente en A, tenemos nuevamente un r > 0 tal que
max(u) — min(u) < r para todo u cero de Fy. Tomamos R > M + r. Es claro que si u
es cero de Fy de norma R, |u(t)| > M Vt por lo que u(t).g(u(t)) > 0. Pero entonces si
A€ (0,1), o

Hsu() = —(Ag(u) + A(1 — Narctan(u))

que es mayor o menor que 0 dependiendo de si v > M o u < —M. Pero esto es

absurdo porque
Hlul)=u"=0
(es igual que en el teorema anterior).

Ahora tenemos acotados todos los ceros de F) con A € (0,1). Si F} tiene algin cero
ya tenemos probado el teorema, asi que suponemos que no.

Descartemos otro caso: si existe un k& > 0 tal que g(z) = 0Vx > k o Vo < —k
podemos construir una solucién de (4.22) de la siguiente forma. Tomamos u la tnica
solucion de

u”(t) = p(t)
u(0) = u(1)
u'(0) = /(1)

u

(4.25)

u
u
0
luego u + k + ||u|| serd la solucién buscada.
Ahora podemos suponer que dxg < —(M + 1), 21 > M + r tales que

g(xo) <0< g(xy) (4.26)

Sea D = {u € C([0,1],R) : 29 < u < x1}. Como no hay ceros de F) de norma
mayor o igual que R para A € (0, 1] tenemos que no hay ceros de F\ en 0D.

Para calcular el grado de la funcién Fy : D — X, cortamos de nuevo con el sube-
spacio de funciones constantes y la identificamos con

g: [anxl] - R

y por (4.26) el grado es 1.
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4.2.2. Generalizacion a sistemas: Condicion de Nirenberg

Queremos extender el resultado de Landesman-Lazer para resolver el problema

u'(t) + g(u) = p(t)
u(0) = u(1) (4.27)

Donde w : [0,1] — R™, g : R® — R" es continua y acotada. Ahora el nicleo de L
(que sigue siendo el conjunto de funciones constantes) tiene dimension n.

Es interesante ver cudl es la nociéon que reemplaza los limites de g en 4o0o. Sea
v € S" ! definimos

Jso (V) = g(c0.w) = lim g(t.v)

t——+o0

Goo Snfl — R"

1
= [
0

definimos

Teorema 4.2.3 (Nirenberg)
Supongamos que

1. g:R™ — R" es continua y acotada.

2. Ezisten los limites radiales g(0co.v) y convergen uniformemente en S™!
3. g(cow) #£p Vv e St

4. deg(goo, D", p) # 0

Demostracién Damos la idea general de la demostracién. Los detalles se reconstruyen
a partir de los teoremas anteriores.
Primero probamos que no hay soluciones de

u'(t) = Ap(t) — g(u))
W'(0) = /(1)
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de norma muy grande. Sea u, — 0o una sucesién de soluciones de (4.28) para A =
An € (0,1]. Como g es acotada, tenemos que ||u, — @,|| < r con r fijo. Luego @, — .
Escribimos u,, = v,.|[t,| con v, € S""!. Por compacidad, podemos suponer que v,

converge a v. Tomando promedio en (4.28) tenemos que g(u,) = p. Sean w,(t) = ;Z&

las proyecciones de u, en la esfera. Como ||u, — %,| estd acotado, es facil ver que
wy(t) — v uniformemente. Luego g(u,) — goo(V) = goo(v) = P que contradice la
hipotesis.

Consideramos la homotopia Fy : B — X donde B es una bola grande. El grado de
Fy estd dado otra vez por el grado de g : BNR™ — R™ que por la convergencia uniforme
de g, es igual al grado de g, : S"™! — R" y es no nulo por hipétesis.

Nuevamente, las hipotesis técnicas del teorema de Nirenberg pueden relajarse. La
condicion de que g sea acotada se puede cambiar por otra, con la que se pueda acotar
[ — ]

La condicién que dimos en (4.2.1) de que basta pedir g acotada de un lado tiene
su analogo en este caso. Ahora podemos pedir que cada coordenada de g esté acotada
de un lado. También se puede pedir que la imagen de ¢g viva en un sector angular
delimitado por n hiperplanos afines distintos.

Por otro lado, la condicién (2) no puede quitarse. En [4] se exhibe una funcién g que
cumple (1), (3) y (4), y un forzante p tales que el problema (4.27) no tiene solucién. En
[3] se muestra el teorema, cambiando la condicién (2) por una més débil, que involucra
el comportamiento de g en un dominio acotado.

El anélogo al caso no estricto de Landesman-Lazer (proposicion 4.2.2) se estudia en
detalle en [7]. El problema de elegir una condicién débil, elegante y verificable, no es
para nada obvio.

4.2.3. Resonancia en un autovalor de orden superior: Condi-
cion de Lazer-Leach

Volvamos a los problemas en dimension 1.

En los casos en que u — u” + Au tiene nucleo no trivial, A es un autovalor de
u — —u” (visto en el espacio de funciones periédicas). En esta seccién vamos a trabajar
en el espacio de funciones de periodo 27. Es sabido que los autovalores de u — —u”
son A\, = m? y que los autoespacios correspondientes estdn generados por las funciones
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r — sin(mzx) y x — cos(mz) para m > 0 entero. El primer autovalor es m = 0 (y el
autoespacio es el nicleo).
Consideramos el problema resonante

u”(t) + mPu + g(u) = p(t)
u(0) = u(2m) (4.29)
uw'(0) = u/(2m)

Sean
X ={f e H*[0,21],R) : f(0) = f(2m), f'(0) = f'(2m)}
Y ={feH(0,2n],R): f(0) = f(2r)}
Z = L*((0,27))

con las normas usuales. Recordemos que en dimensién 1, las funciones del H' son
absolutamente continuas. Definimos L,, : X — Z por L,,(u) = u” + m?u.

El operador L, es continuo y autoadjunto respecto del producto de Z. K = Ker(L)
es el espacio generado por s,,(z) = sin(mx) y ¢,, = cos(mz). Sea R =Im(L) C Z. R
es el complemento ortogonal a K en Z, es decir que

2 27
R={¢ e L*((0,27)) : ¢(t) cos(mt) = o(t) sin(mt) = 0}
0 0
Sea ) : Z — Z la proyeccién ortogonal a K,y P(u) = u — Q(u)
Tenemos K : R — X, una inversa a derecha de L,, dada por
K) =u

donde w es la tnica solucién 27 peridédica del problema

{ u”(t) 422 Zz)ug)oz v(t) (4.30)

Acéa hay que ver que K : R C Z — X es continua. Como es lineal y KL,, = P, basta
ver que se cumple el siguiente lema:

Lema 4.2.4
|P(w)|| < ||Lm ()]
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Demostracién Usando el isomorfismo con [*(Z) dado por el desarrollo de Fourier,
tenemos

U = (Gi)iez

3
S
I

(. .. ,am_l,O,amH,. . )
Ly (u) = ((=3* +m?).a:)iez
ILm()| = L P@)ll = ) (= +m*P|al* > Y (@ + D]l =
i€Z\{m} i€Z\{m}
[1P()llzz + [[P(u)'l|z2 = [P ()|
El operador no lineal N : Z — Z esta dado por N(u) = p — g(u(.)) y es continuo.
Definimos Fy : Y — Y, F\(u) = v — Q(u) + Q(N(u)) — AMKCPN(u). Una solucién

de (4.29) es un cero de Fy. Como antes, ¢ : X — Y es compacta. Luego MMKCPN es
compacta para todo A y es continua respecto de (A, u).

Teorema 4.2.5 (Lazer-Leach)
Supongamos que p € C([0,1]) es periddica y que g € C(R) es acotada y tiene limites
en +o0o. Entonces la ecuacion resonante

u” +mPu+ g(u) = p(t) (4.31)

admite una solucion u de periodo 2w si

2 )
/ p(t)e™
0

Demostraciéon Debemos ver que no hay ceros de F) demasiado grandes. En primer
lugar, si F)(u) = 0,

< 2|g(+00) — g(—00)| (4.32)

[P@)] = AN ()| < llpll + lg(w)l < M (4.33)

donde M no depende de u ni de A. Supongamos ademas que M > ||g|/o. Sea ¢ € K,
entonces

0=A""Ln(u);0) = ([p— g(u)); ®) (4.34)
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Supongamos que tenemos u, — oo ceros de F), con A\, € (0,1]. Por (4.33) tenemos
que Q(u,) — oo. Identificamos C con R?* y con K asignando 1 — (1,0) — ¢, y
i — (0,1) — sp,. Con estos isomorfismo, se identifican
re'® — (rcos(a),rsin(a)) — rcos(mt — )
Por compacidad, podemos suponer que Q(u,) = r,.¢**» con r, € R,r, — o0y
€ [0,27], a0, — a € [0, 27]. Calculamos el segundo miembro de (4.34):

(p—g(un); &) = (P—9(Qun)+P(un)); ¢) = ;/0 ﬂ[p(t)—g(rnCOS(mt—an)+P(un)(t))]-<b(t)dt

Supongamos que @(t) = ™ = eianeilmt—an),
Por comodidad escribimos (g(u,); ¢) = (g(uy,); Re(@)) + i(g(uy,); Im())

) 1 2w A
(g(un); 0) = " — / glra cos(mt — ag) + Pluy,)(t)).e" ") dt
™ Jo
ia 1 i On mt o .
= | glracos(mt) + Plun)(t+0)) €™t = e (an +iby)  (4:35)
™ Jo m

Llamemos ©,,(t) = P(u,)(t4+%). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, pode-
mos acotar |0, || < C.||O,||m < M. Nos olvidamos de la constante e“" y calculamos
la parte imaginaria:

=1 fo (rn cos(mt) + ©,(t)).sin(mt) =

L 57 glra cos(mt) + ©,(1)).(sin(mt) — S2)di+ (4.36)

1 fo (rn cos(mt) + O, (t ))%

t=2m
1

+ - /0 ' g(r, cos(mt) + @n(t)).gg(t)

rm

an = ——glracos(mt) + O,(1))|  + -

t=0
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1
|an| <

lgllo +

’I’L

ademds, [|© |1z < ||P(u,)|lx < M. Entonces tenemos que
a, — 0

Por otro lado, dado un € > 0

2
by, = / g(r, cos(mt) + ©,,(t)). cos(mt)dt = / +/ +/
0 cos(mt)>e | cos(mt)|<e cos(mt)<—e

/ < eM
| cos(mt)|<e

> inf g) / cos(mt)
/cos(mt)>e ([+rnE_M’+°O] cos(mt)>e
/ sup g |- / cos(mt)
cos(mt)<—e [—o0,—rnet+M)] cos(mt)<—e

. —1/2 .
Poniendo € = 7, / y haciendo tender n — oo, tenemos que

IN

by — b= = (g(+00) — g(~o0)

el 2 es por la integral de cos(mt) en los conjuntos donde es positiva y negativa. Juntando
(4.34, 4.35, 4.36)

1 2w ) ]
—/ p(t)e™dt = e (a, + iby)
T™Jo
luego,
1 o imt . 2
— | pt)e™dt| = |ay +1iby| — [b] > =|g(+00) — g(—00)|
T Jo s
y

! / Z”pa)eimtdt‘ > 2Jg(+00) — g(~oo)
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que contradice la hipotesis.

Tenemos que acotar los ceros de Fy. Cuando Fy(u) = 0 tenemos que v = Q(u) +
Q(N(u)) porlo que u € Ky Q(N(u)) = 0. Entonces se pueden usar las mismas cuentas
que antes, con © = 0.

Ahora que tenemos las cotas a priori, sélo queda ver el grado de Fy = id — Q + QN
en alguna bola grande, y basta calcular el grado de Brouwer en K. Pero Fy|x = QN.
Identificando K con C, y repitiendo la cuenta de antes (con © = 0), tenemos que la
funcion QN : K — K se identifica con

. 1 2 , e 4 ,
Y re'® — — (/ p(t)e™dt + e“"/ g(r cos(mt))e“"tdt> =z, + €Wy,
0 0

™

donde w,, — w, € R cuando r — o0o. De esta expresion se ve claramente que
cuando r es suficientemente grande, la curva « — 1 (re’®) da exactamente una vuelta
al 0 justamente porque |wy| > |2,|. Esto es consecuencia de la condicién (4.32) y de las
cuentas anteriores. Luego el grado es 1.

Esto termina la demostracion.

Uno puede también considerar la ecuacion (4.31) como un sistema de ecuaciénes en
R™. Ahora el ntcleo de L es 2n-dimensional y las condiciones se complican consider-
ablemente.

En el paper [8] Krasnoselskii y Mawhin formulan las condiciones de Lazer-Leach
en términos de la funcién ¥(x) = fol sin(nt) f(x sin(nt))dt y dan condiciones suficientes
para la existencia de infinitas soluciones de (4.31).

La cuenta del teorema de Lazer-Leach es sutil. Depende fuertemente de las propiedades
de las funciones trigonométricas. La misma cuenta no funciona si uno quiere reemplazar
el operador L por uno no lineal (por ejemplo, por el p-laplaciano).

En el paper [9] Alan Lazer demuestra existencia en el problema periédico

u +u'g(u) +u = p(t) (4.37)

usando el teorema del punto fijo de Brouwer en R2.

Es interesante comparar este resultado con la cuenta anterior, porque sugiere que
el teorema de Lazer-Leach tal vez pueda probarse de forma analoga. Por ahora no lo
sabemos.
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