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Introduccion

A principios de la década del ’70, los matematicos Hochster e Eagon querian probar que el
ideal generado por los menores de tamafio t+1 de una matriz de tamano r X s con coeficientes
en un anillo (conmutativo y con unidad) R era perfecto si su grado era (s —¢)(r —t), el mas
grande posible. El resultado ya habia sido demostrado para t =0, t =1 ypara t+1=1r <s.

En el camino encontraron una manera de probar esto usando teoria de invariantes. Notaron
que este ideal surge como solucion del segundo problema fundamental de la teoria de invariantes,
que es encontrar generadores para el ideal de las relaciones entre los generadores de un anillo
de invariantes. Mas precisamente encontraron una representacion de un grupo tal que el ideal
generado por las relaciones entre los generadores del anillo de invariantes coincidia con el ideal en
el que estaban interesados. Entonces, usando un teorema que caracteriza a los anillos graduados
que son Cohen-Macaulay, redujeron el problema a probar que cierto anillo de invariantes era
Cohen-Macaulay.

A pesar de haber encontrado una demostracion de este hecho, no los conformé, pues servia
sélo para el caso en que se trabajaba en un anillo de polinomios sobre un cuerpo de caracteristica
cero.

Finalmente dejaron de lado la teoria de invariantes y encontraron una demostracién inde-
pendiente de ella. Tenia la desventaja de que era necesario demostrar que todos los ideales de
una familia de ideales mas grande y més complicada eran perfectos. Lo mas sorprendente es que
cada uno de estos ideales podia obtenerse también como solucién del segundo problema de la
teoria de invariantes para una representaciéon de un grupo reductivo. Lo cual permitié encontrar
varios ejemplos de anillos de invariantes que eran Cohen-Macaulay.

Con todos estos ejemplos en mente se abocaron a la tarea de “cazar” (usando sus propias
palabras) ideales perfectos y anillos de Cohen-Macaulay. Claramente buscaban anillos de inva-
riantes, e ideales generados por las relaciones entre los generadores de estos anillos. Ejemplos
de tales anillos son los anillos homogéneos de coordenadas de las Grassmannianas y de las sub-
variedades de Schubert de estas, y el anillo de invariantes de cualquier representacion racional
de un toro GL(1, K)™. Al no encontrar ejemplos de representaciones de grupos reductivos en
las que el anillo de invariantes no sea Cohen-Macaulay conjeturaron que esto debia ocurrir en
general. Fue asi que Hochster conjeturé que si un grupo reductivo actia racionalmente en un

anillo de polinomios, entonces el anillo de invariantes es Cohen-Macaulay.



Parte de esta motivacién esta relacionada con el renacer que tuvo el estudio de invariantes
de representaciones gracias a los trabajos del matematico Mumford, quien introdujo una nueva
teoria, la teoria geométrica de invariantes.

Ya en la década del '80, Hochster junto con Roberts pudo probar la conjetura que los
anillos de invariantes son Cohen-Macaulay, usando teoria de haces coherentes. Posteriormente,
el matematico Kempf dié una demostracién méas simple de esta conjetura usando teoria de
clases caracteristicas.

En el presente trabajo estudiaremos los ejemplos que motivaron a Eagon y Hochster. En
primer lugar, en el capitulo 1, probaremos que el anillo de invariantes de cualquier representacién
racional de un toro GL(1, K)™ es Cohen-Macaulay. De paso demostraremos que en el caso en
que un grupo finito actia en un anillo, y el orden del grupo es invertible en el anillo entonces
el anillo de invariantes es Cohen-Macaulay.

En el capitulo 2 enunciaremos los resultados de [Ho Eal, poniendo énfasis en la relacién que
hay entre algunos anillos de invariantes y ciertos ideales de determinantes. En general vamos
a probar los resultados en el caso en que el cuerpo en el que trabajamos es algebraicamente
cerrado, para dar una motivaciéon geométrica, dando las referencias para ver las demostraciones
en el caso general.

La relacién entre estos anillos y las subvariedades de Schubert de las Grassmannianas lo
veremos en el capitulo 3. En este capitulo trabajaremos en un cuerpo de caracteristica cero, y
nuevamente lo supondremos algebraicamente cerrado (con lo cual el lector prefiera pensar que
este cuerpo es C).

Para estos dos capitulos, suponemos conocidas nociones bésicas de geometria algebraica,
en especial los teoremas de dimensién de variedades algebraicas (teoremas 11.12 y 11.14 de
[Ha]). También usaremos el teorema de los ceros de Hilbert (razén por la que trabajaremos con
cuerpos algebraicamente cerrados).

Si se desea mayor informacion respecto a los resultados de teoria de invariantes que se
utilizan en estos tres capitulos, se recomienda la lectura de los capitulos de [Di Ca] y [We]
citados durante los mismos.

Para no distraer la atencion, los principales resultados que usaremos estan comprendidos
en dos apéndices. En el primero enunciaremos resultados bésicos de dlgebra conmutativa, entre
los cuales se encuentran la dimension y la profundidad de anillos y moédulos, y la nocién de
anillo Cohen-Macaulay. Presuponemos conocidos los elementos de la descomposicién primaria
de moédulos y anillos.

En el segundo de los apéndices demostramos teoremas de algebra homolégica que necesi-
taremos para probar la caracterizaciéon de algebras graduadas que son Cohen-Macaulay. Para
este segundo apéndice presuponemos conocimientos basicos de dlgebra homolégica, en especial

manejo del funtor Ext.



Capitulo 1

Anillos de invariantes de un toro

En este capitulo probaremos que el anillo de invariantes de una representacién racional del
grupo G = GL(1,K)™ es de Cohen-Macaulay. Para ello vamos a seguir los pasos hechos en
[Ho 2].

1.1. Planteo del problema

Sea G = GL(1,K)™, y tomemos una accién racional de G en un espacio V' de dimensién
n. Tomemos la accién inducida en el dlgebra simétrica de V', KJz1,...,x,]. Fijada una base
de V y un isomorfismo de V en K", un elemento g € G actiia asignando a un polinomio
p € Kl[x1,...,x,] el polinomio p(g(z1,...,2s)).

Nuestro primer objetivo es probar el siguiente

Teorema 1 Si G = GL(1, K)™ actia racionalmente en un espacio vectorial V de dimension
finita, entonces Klx1,...,1,)%, el anillo de invariantes de la accién inducida de G en el dlgebra

simétrica Klxy,...,x,] de V, es Cohen-Macaulay.

Para hacer esto vamos a replantear el problema, relacionando una representacién de G =

GL(1,K)™ con las soluciones enteras no negativas de un sistema de ecuaciones con coeficientes

enteros.
La accién se puede diagonalizar de manera que un elemento a = (ay,...,a,) € G actia en
K[zy,...,z,] de la siguiente manera

t1; tmj
TjrH—— Q1" ...Am" Ty,

para cada 1 < j < n,y donde los t;; son los mn enteros que determinan la representacién
diagonal. (Esto se puede deducir de [Di Ca, Ch. 2 Sec.1].)

Luego, un elemento (ai,...,a,) € G actia en un monomio xi”, R 1:2" via,
x?l L. xZn —s aillhl‘i’""i’tlnhn L. af‘;rlnlhl“r"“i‘tmnhnx}fl L xilln



Es claro entonces que si un polinomio p € K|x1,...,z,] es invariante por G, deben serlo

también cada uno de sus monomios. Entonces K|x1,...,2,]® estd generado como K -espacio

hn

h1
1 - n

vectorial por los monomios x7* ...z invariantes por la acciéon de G, que son aquellos que
verifican

tinhi+ -+ tinh, =0, para cada 1 <7 <m.

Reciprocamente, sea

tithy + -+ 4+ tinhg
toth1 4+ -+ + toghy, =
tmlhl + -+ tmnhn =0

un sistema homogéneo de m ecuaciones y n incégnitas a coeficientes enteros. Consideremos la
representacion de GL(1, K)™ en K|[zy,...,x,] en la que un elemento (ay,...,a,) € G actia
en las variables por

) tl]' tmj .
Tj—ay’ . ..am’ Ty,

para cada 1 < j < n. Entonces el anillo de invariantes K[z1,...,,]¢ estd generado como
K -espacio vectorial por los monomios cuyos exponentes verifican el sistema dado. Sea M el
conjunto de los monomios cuyos exponentes satisfacen el sistema dado, entonces lo que queremos
ver es que K[M] es Cohen-Macaulay.

El caso en que el cuerpo K es finito lo desarrollaremos en la seccién 1.5

Pero primero necesitamos desarrollar algunas ideas.

1.2. Subsemigrupos de monomios

En esta seccién vamos a dar una caracterizacién para el anillo de invariantes que queremos

estudiar, en funcién de ciertos subsemigrupos de monomios.

Definicién 1.1 Sea (N,-) un semigrupo conmutativo y cancelativo. Vamos a decir que un
subsemigrupo M C N es completo si para cada terna de elementos p,p’,p” € N tales que
pp' =p" yp,p" €M severifica que p € M.

Vamos a decir que un subsemigrupo M C N es normal si es finitamente generado y si para
cada terna de elementos p,p’,p" € M y cada nimero natural n tales que p(p' )" = (p')", existe

un elemento q € M tal que p=q".

Observar que la caracteristica de ser completo depende de la estructura de semigrupo de
M y de como M estd inmerso en N, mientras que la caractiristica de ser normal depende sélo
de la estructura de semigrupo de M .

Es fécil ver que si un subsemigrupo finitamente generado es completo, entonces también es

normal.



Vamos a trabajar con el semigrupo N de monomios en las variables x1,...,x,, con lo que
vamos a hablar de subsemigrupos completos y subsemigrupos normales de monomios. También
trabajaremos con el semigrupo Z% = {(h1,...,hn) :h; € Z y h; > 0}.

h hi
1

Si x1,...,x, son indeterminadas, y (hi,...,hy,) € Z't, denotamos con z" a x hn

B v7ds
Esto permite definir un isomorfismo entre el semigrupo Z’ con la suma y el semigrupo de
monomios en las variables 1, ..., T, conla multiplicacién. A la aplicacién inversa la llamaremos
log . Es claro que entonces un subsemigrupo M de monomios va a ser completo (respectivamente
normal) si y sélo si log M lo es como subsemigrupo de (Z7},+).

Introduzcamos la siguiente notacién: Q4 = {q € Q: ¢ > 0} es el conjunto de los racionales
no negativos, y @} denota el primer cuadrante de Q. Si S C Q", notamos con S, a SNQ} .
Dado que (Q},+) es un semigrupo, hablaremos de subsemigrupos de @} completos.

Sea H C Z un subsemigrupo. Notaremos con Q(H) al subespacio de @" que generan
los elementos de H, con ZZ(H) al grupo abeliano H — H = {h —k : h,k € H} y con
Q. (H) al conjunto de las combinaciones Q@ -lineales de elementos de H (que es el conjunto
{L:heHnel}).

Los subsemigrupos completo de monomios estan relacionados con el anillo de invariantes que
estamos estudiando: los monomios que generan este anillo de invariantes forman un subsemi-
grupo completo de monomios (pues sus exponentes son soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales). Luego, para ver que el anillo de invariantes de una representacién racional de un to-
ro es Cohen-Macaulay basta ver que si K es un cuerpo y M es un semigrupo completo de
monomios, entonces K[M] es Cohen-Macaulay.

Por otro lado, los semigrupos completo y normales de monomios se relacionan con anillos
normales. (Un dominio se dice normal si es noetheriano e integramente cerrado en su cuerpo de

fracciones. Por ejemplo, si K es un cuerpo, el anillo de polinomios K|[x1,...,x,] es normal.)

Proposicion 1.2 Sea M un semigrupo de monomios en las variables x1,...,x, . Entonces las

stguientes proposiciones son equivalentes :

1. Eziste un cuerpo K tal que K[M] C K[x1,...,x,] es normal.
2. M es normal.

3. M es isomorfo como semigrupo a un semigrupo completo de monomios en algin conjunto

finito de variables.

4. M es finitamente generado como semigrupo y para cada dominio D integramente cerrado

el subanillo D[M]| C Dlz1,...,xy,] es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

Con esto podemos reducir nuestro problema a probar que si M es un subsemigrupo normal
de monomios, entonces K[M] es Cohen-Macaulay.

Vamos a dar unas definiciones y unos lemas antes de la demostracién de esta proposicién.



Definicion 1.3 Sean R C S anillos. Vamos a decir que p : S — R es un operador de Reynolds

para el par (R, S) siy sdlo si p es un morfismo de R-mddulos tal que p(r) =r para todo r € R.

Observemos que la existencia de un operador de Reynolds equivale a la existencia de un
R-submédulo T'C S talque ReT =S.
Es fécil verificar que si el par (R,S) tiene un operador de Reynolds y S es noetheriano,

entonces R es noetheriano.

Lema 1.4 Sea M un subsemigrupo completo de monomios en las variables x1,. .., x, . Entonces
para cada anillo R existe un operador de Reynolds para el par (R[M], R[x1,...,zy,]). Por lo
tanto si R es noetheriano, entonces R[M]| lo es, y en consecuencia M es finitamente generado

como Semigrupo.

Demostracion: R[M] es un R-mddulo libre con los elementos de M como base. Podemos
tomar como complemento de R[M] el R-submddulo libre T' C R[z1,...,z,] generado por los
monomios que no pertenecen a M. Como M es completo, el producto de un monomio que
pertenece a M por uno que no pertenece, no estd en M , luego 7' resulta un R[M]-mébdulo.

Como R[x1,...,zy] es noetherianosi R lo es, entonces R[M| también lo es. Si en particular
R = K un cuerpo, K[M] es una K -algebra graduada noetheriana. Por lo tanto existen mono-
mios pi,...,pr € M que generan el ideal maximal de K[M]. Entonces K[M] = K|p1,...,px|,

y por lo tanto M estd generado como semigrupo por pi,...,pg. ®

Lema 1.5 Sea M un subsemigrupo completo de monomios en las variables x1,...,x, y sea K
un cuerpo. Sea F' el cuerpo de fracciones de K[M]. Entonces F N K[xy,...,zy] = K[M]. Por

lo tanto K[M] es integramente cerrado en F.

Demostracion: Supongamos que existe un elemento g € (F'N K[xy,...,xy,]) — K[M]. Po-
demos suponer sin perder generalidad que ninguno de los monomios de g estd en M . Entonces
g = f/f donde f,f" € K[M]—0. Sea p un monomio de f = gf’. Se puede escribir a p
como p'p” donde p’ y p” son monomios de g y f’ respectivamente. Como p,p’ € M y M es

completo, p”" € M lo cual es un absurdo. m

Veamos ahora la demostracion de la proposicién 1.2

Demostracion: (de la proposicion 1.2).

1) = 2) Como K[M] esuna K -édlgebra graduada noetheriana, existen monomios pi, ..., pg
en M que generan el ideal maximal de K[M],y por lo tanto M estd generado como semigrupo
por pi,...,pk. Sean ahora p,p’,p” € M tales que p(p')" = (p”)™. Entonces (p”/p’)™ =p, por
lo que p”/p’ estd en la clausura entera de K[M], y por lo tanto en K[M]. Como p”/p’ es un
monomio y K[M] es libre sobre K con los elementos de M como base, tiene que pasar que
P € M.

2) = 3) Ver [Ho 2, Pégina 323].



3) = 4) Sale usando los dos lemas anteriores y el hecho que si dos semigrupos de monomios
M y M’ son isomorfos como semigrupos, las dlgebras R[M] y R[M’] lo son como R-dlgebras
(pues son las dlgebras de semigrupo de M y M').

4) = 1) Trivial. m

Tenemos que hacer atn otra reduccién, queremos ver que el que K[M] sea Cohen-Macaulay

para un subsemigrupo normal depende solamente de la estructura de semigrupo de Q4 (log M) .

Definicién 1.6 Sea (N,-) un semigrupo conmutativo y cancelativo, y M C N un subsemigru-
po completo. Definiremos la expansion de M como el conjunto M€ de elementos p € N tales
que p* € M para algin entero k > 0. Si un subsemigrupo completo M verifica que M = M€

diremos que M es expandido.

Hablaremos entonces de expansiéon de subsemigrupos completos de monomios y de subsemi-
grupos de monomios expandidos; y también de expansién de subsemigrupos de Z'} completos
y de subsemigrupos de 7' completos expandidos.

Tenemos el siguiente lema

Lema 1.7 Sea S C Z" wun subsemigrupo completo, entonces S es expandido si y sélo si se

verifican una de las dos siguientes proposiciones equivalentes
1. S=WnZ} , donde W es un subespacio vectorial de Q" .

2. S es el conjunto de soluciones enteras no negativas de un sistema lineal homogéneo de

ecuaciones a coeficientes enteros.

Demostracion: Es claro que 1) es equivalente 2), y también es claro que W N Z" es
expandido. Por otro lado tomemos S un semigrupo expandido y sea W el subespacio vectorial
generado por los elementos de S. Veamos que S =W NZ" Es claro que S C W NZ" , pues
SCW ySCZ? . Porotrolado sea w € WNZ" , entonces w = q151+- - -+ gk , donde cada
¢; € Q y cada s; € S. Multiplicando a w por el minimo comuin miltiplo de los denominadores
de los ¢; obtenemos nw = a1sy + - -+ 4+ axsi, donde ahora cada a; € Z,y n € IN. Pasando
de miembro los a;s; tales que a; < 0, conseguimos escribir nw + s =s", con s,s' € S, con lo

cual nw € S (pues S es completo) y por lo tanto w € S, ya que S es expandido. m

Lema 1.8 Sea M un semigrupo expandido de monomios, entonces K[M] es el anillo de inva-
riantes de una representacion de un toro. Reciprocamente, cada anillo de invariantes de una

representacion de un toro es K-isomorfo a K[M] para un semigrupo expandido de monomios.

Demostracion: El tnico enunciado que no conociamos es el primero. Pero por la caracte-
rizacién 2) del lema anterior log M es el conjunto de soluciones enteras no negativas de un
sistema de m ecuaciones a coeficientes enteros. Y ya vimos como construir una representacién
de GL(1,K)™ tal que su anillo de invariantes sea K[M]. m



Los siguientes dos lemas terminan de caracterizar a los anillos generados por semigrupos de

monomios (normales, completo, y expandidos).

Lema 1.9 Sea M un semigrupo completo de monomios en x1,...,x, y K un cuerpo, entonces
la clausura entera de K[M] en Klxi,...,z,] es K[M¢] y por lo tanto K[M] es entero en
Klzy,...,zy] siy sdlo si M es expandido.

Demostracion: Haremos la demostracion en el caso en que el cuerpo K es infinito.

s6lo tenemos que ver que K[M] es integramente cerrado en Klz1,...,z,] si M es expandi-
do. Ahora, en este caso K[M] = K[x1,...,2,]%, donde G es un toro actuando racionalmente.
Tomemos un elemento p € K[zy,...,x,] entero sobre Klx1,...,x,]". El estabilizador de p,
Gp={9€G:g-p=p} escerrado en G. Ademss el cociente G/G), es finito pues es isomorfo
a la orbita de p que esta contenida en el conjunto de raices de la ecuacién de dependencia de
p. Déndole a G/G, la topologia cociente, tenemos que G/G), es conexo pues G lo es (acd es
donde necesitamos que el cuerpo sea infinito). Pero como G/G), es ademds finito, entonces
G/G, = {*}. Luego G =G, y por lo tanto p € K[z1,...,7,]%. m

El lema anterior no hace a la demostracion del teorema 1, pero termina la caracterizacion

de anillos generados por subsemigrupos de monomios.

Lema 1.10 Sean M y M’ dos semigrupos normales de monomios tales que Qy(log M) y
Q4 (log M') sean isomorfos como semigrupos, entonces K[M]| es Cohen-Macaulay si y sdlo si
K[M'] lo es.

En particular, si M es un semigrupo completo entonces K[M] es Cohen-Macaulay si y solo

si K[M€] lo es. (Pues Qi (log M) = Q4 (log M*) ).

Demostracion: Ver [Ho 2, Pagina 326]. m

Antes de seguir observemos que por todo lo hecho, para ver que nuestro anillo de invariantes
es Cohen-Macaulay basta ver que si M es un semigrupo expandido de monomios, entonces
K[M] es Cohen-Macaulay. Esto es lo que haremos, pero primero necesitamos introducir la

nocién de politopo de ideales.

1.3. Politopos de ideales

En esta seccién vamos a definir lo que es un politopo de ideales con el fin de aprovechar
propiedades de los politopos usuales que se traducen a propiedades de ideales. Por politopo
vamos a entender la realizaciéon geométrica de un complejo simplicial. En nuestro caso particular
vamos a trabajar con politopos que son la cdpsula convexa de finitos puntos de @ (o sea, vamos

a trabajar con poliedros en Q).



Llamaremos dimensién de un politopo P al nimero entero d — 1 donde d es la mayor

cantidad de puntos de P afinmente independientes. Sea H el hiperplano
{(xl,...,l‘n) eQ': a1+ +apzy :T}.
Si se verifica que

aixry + -+ -+ apx, > 1 para todos los (x1,...,x,) € P,

diremos que el conjunto H N P es una cara de P. Observar que una cara de un politopo es un
nuevo politopo, con lo que tiene sentido hablar de la dimensién de una cara.

Dado P un politopo (real o racional) de dimensién d, vamos a notar con JP a la unién
de las caras de P de dimensiéon d — 1.

Y vamos a llamar L(P) al conjunto formado por los subconjuntos de 0P que son uniones
de caras (consideramos al conjunto ) como una cara de dimensién —1).

Observemos que L(P) es un reticulado bajo N y U. Notar también que cada elemento
B en L(P) se escribe de manera tnica como una unién de caras (sin relaciones de inclusién
entre ellas). A esas caras las llamaremos componentes de B. Definiremos la dimensién de un
elemento B en L(P) como el supremo de las dimensiones de sus componentes.

Vamos a definir ahora un politopo de ideales.

Definicion 1.11 Sea R un anillo noetheriano de dimension finita. Vamos a llamar politopo
de ideales a un par (Z,a) donde I es una familia de ideales propios de R que forman un

reticulado bajo + y N, y o es un isomorfismo de reticulados
a:Z — L(P)

para algin politopo P que invierte el orden, tal que para una constante ¢ € Z 1y para todo ideal
Ien T se verifica
dim/ —dima(l) =c¢

donde dim I es la dimension del anillo R/I (ver A.1).

Si llamamos (3 a la inversa de «, entonces vamos a decir que un ideal I = $(B) es un ideal
cara de 7 si B es una cara de P.

Similarmente a lo que ocurre con un politopo P, cada ideal de Z puede escribirse de manera
unica como interseccién de ideales cara (que no verifican relaciones de inclusion entre ellos).

Es facil ver que si dimI — dim«(I) es constante en los ideales cara de Z entonces es
constante en todo Z. (Esto es porque dim I3 N Is = max{dim [;,dim I} ).

Antes de seguir mostremos un ejemplo de un politopo de ideales de K[xy,...,zy]:

s 7 sera el reticulado de ideales formado por intersecciones de los ideales generados por

subconjuntos no vacios de {z1,...,2,}.



» P eselsimplice A" ' ={(z1,...,2,) €EQ*: 21+ -+ 2, =1y 2z >0Vi}

» La aplicacién de Z en L(P) se define en los ideales generados por los subconjuntos no
vacios de {z1,...,7,} asociando al ideal (z;,...,7;. ) la cara de A" ! definida por
{(z1,...,z) €A™ iz, =0V 1<j<r}

La aplicacion se extiende luego a todos los ideales en Z de forma que quede un morfismo
de reticulados. Observar que por este isomorfismo el ideal (x1,...,2,) se corresponde con la
cara () de A"1,

Falta todavia verificar que la diferencia entre la dimensién de un ideal en Z y su subconjunto
correspondiente en A" ™! es constante. Para esto basta ver que el resultado vale en los ideales
generadores del reticulado (pues estos ideales se corresponden a las caras de A"~ 1). Pero esto

dltimo es claro, ya que la dimensién del conjunto
{(21,...,2n) € A"} tz;; =0V1<j<r}
es (n—r)—1,y la dimensién del ideal

($i1,...,$ir)
es n—r.

Observemos que a pesar de que vamos a trabajar solamente con politopos racionales, vamos
a probar resultados para politopos reales. Esto no va a traer problemas ya que el reticulado
L(P) es el mismo para un politopo racional que para el politopo real con los mismos vértices.

Demostraremos ahora un teorema que nos va a servir para trabajar con politopos de ideales
homogéneos en anillos de polinomios.

Empecemos con una definicién.

Definicién 1.12 Vamos a definir un conjunto constructible en L(P) de manera recursiva:
1. Cada cara en L(P) es constructible.

2. Si By y Bs son dos conjuntos constructibles de dimension k y By N By es constructible

de dimension k — 1, entonces By U By es constructible.

Teorema 1.13 Sea o : T — L(P) una aplicacion que define un politopo de ideales en un
anillo noetheriano R, y sea B un subconjunto constructible de 0P . Entonces si R es una K-
dlgebra graduada finitamente generada para un cuerpo K, los ideales de T son homogéneos, y
los ideales cara de T son semi-requlares, se tiene que [(3(B) es semi-regular. (Recordamos que

un ideal I C R se dice semi-reqular si R/I es Cohen-Macaulay.)
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Demostracion: Como R es una K -algebra graduada finitamente generada, entonces R es
isomorfa a K{z1,...,x,|/J donde J es un ideal homogéneo (si le asignamos a cada z; el grado

del respectivo generador de R). Dada la proyeccién
m: Ky, ..., xn] — Klzy, ... x,]/J,

y dado I C R un ideal homogéneo, llamaremos I C K [z1,...,7,] al ideal 7=1(I) (que es
homogéneo también). Como R/I es una K -algebra graduada finitamente generada que es

isomorfa a K[zy,...,2,]/I tenemos que

dimR/I = dim K[z1,...,2,)/1

y que
I es semi-regular < I es semi-regular.

Ademés, el morfismo de reticulados desde Z en el reticulado Z = {z'(I) : I € T} es un
isomorfismo. Como dim R/I = dim K|[z1,...,z,]/I para cada ideal I C T, el reticulado Z
es un politopo de ideales homogéneos en Klz1,...,x,]. Por la ltima observacién hecha en el
parrafo anterior, este nuevo politopo verifica las hipétesis del teorema, luego podemos suponer
que R = Klz1,...,2,] y que Z es un politopo de ideales homogéneos en Klz1,...,z,], tal
que sus ideales cara son semi-regulares.

Como un ideal homogéneo en K|x1,...,z,] es semi-regular si y sélo si es perfecto (por el
teorema B.13) , veamos que los conjuntos constructibles de L(P) se corresponden con ideales
perfectos de 7.

Para esto observemos que los ideales cara son perfectos por hipdtesis; y que si I; e I2 son
dos ideales perfectos de Z ambos de dimensién k y el ideal I; + Is es perfecto de dimensién
k — 1, entonces Iy U Is es perfecto de dimension k + 1. Esto se deduce de la proposicion B.12
una vez que se observa que en un anillo de polinomios, las nociones de altura y profundidad de
ideales coinciden y por lo tanto depth;(K[x1,...,z,]) = dim K[z1,...,2,] — dim I, para cada
ideal I propio.

Luego por la definicién de conjunto constructible, se ve que los ideales que corresponden a

subconjuntos constructibles de 0P son perfectos. m
En el siguiente corolario vamos a usar un resultado de [Br Ma] que afirma que OP es

constructible para cualquier politopo P real y convexo.

Corolario 1.14 Sea « : Z — L(P) wuna aplicacién que da un politopo de ideales homogéneos
en una K-dlgebra graduada finitamente generada R. Supongamos que los ideales cara de I son

semi-regulares. Entonces B(OP) es semi-reqular.

Demostracion: Sabemos que OP es constructible (por el corolario de la proposicién 2 de

[Br Ma]). Luego por el teorema anterior 3(0P) es semi-regular. m
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1.4. Demostracion del teorema principal

Ahora vamos a demostrar por induccién en n que si M es un semigrupo expandido de
monomios en xi,...,&, y K esun cuerpo, entonces K[M] es Cohen-Macaulay.

Primero tenemos que construir un politopo de ideales asociado al semigrupo M . Vamos a
usar el politopo que construimos como ejemplo en la seccién 1.3.

Tomemos ahora la familia de ideales J = I N K[M] = {INK[M] : I € ZT} Vamos
a probar que J es un politopo de ideales en K[M]. Observemos que si I € Z entonces
IN K[M] esta generado como K -espacio vectorial por los monomios de M que son multiplos
en K[xi,...,z,] de los monomios que generan a I.

Construyamos ahora el politopo que hara de J un politopo de ideales.

Sea X el hiperplano de @" definido por la ecuacién g1 +---+¢, =1.Sea P = XNQ+(M).
Como P depende de M lo vamos a llamar también P(M). P es un politopo en @ pues es
interseccién finita y acotada de semi-espacios. Observemos que como cada rayo en S = Q4 (M)
corta a P en exactamente un punto, el reticulado L(P) es isomorfo al reticulado L de uniones
no vacias de caras no vacfas de S (es claro que al pasar de L(P) a L las dimensiones son
incrementadas en 1).

Dado w un subconjunto de {1,...,n} sea
I, = ({zi:i e u}) N K[M].

Elideal I, estden J si u#0 (Iy = (0)).

Sean M, el conjunto de monomios en las variables
{z;:ie{1,...,n} —u},

y X, el conjunto de puntos (qi,...,q,) en Q" tales que ¢; = 0 si 7 € u. Tenemos entonces que
log M, = Z"; N X, . Si n(u) es el nimero de elementos en {1,...,n} que no estan en u, entonces
X,, puede ser identificado con @) y podemos pensar que la funciéon log correspondiente a
K[M,] va a parar a X, en vez de a Q"%

El siguiente lema nos da una primera idea de cémo vamos a ver a J como un politopo de

ideales.
Lema 1.15 Sea M un semigrupo expandido de monomios en las variables x1,...,x, . Entonces
para cada uw C {1,...,n}, M N M, es un semigrupo expandido de monomios en las variables

{z;:ie{l,....n} —u}.

Las caras de P = P(M) son los conjuntos PN X, (P es PN Xy). Las caras propias de
dimension mdzima estdn entre los conjuntos PN X, 1 <i<mn.

Para cada u, K[M]/I, = K[M N M,], y el politopo P(M N M,), pensado como un subcon-
gunto de X, , es P(M)NX,.
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Mds ain, para cada uw C {1,...,n}, se tiene
dim I, = dim K[M]/I, = dim(P N X,) + 1.
En particular, dim K[M]=dimS =dimP + 1.

Demostracion: Es claro que M N M, es expandido si M lo es.

Siuwe{l,...,n}, sea

H = (q17"'7qn)€Qn:Z_Qi:_1
iZu

Es claro que Z —q; > —1 si (q1,...,qn) € P, luego el conjunto

Fo=<(q1,---,qn) EP:Z—qi:—l
idu
es una cara de P. Pero es claro que F, = M, . Ademds, dado que S = W NQ}, donde W
es un Q-espacio vectorial, resulta que P =X N (W NQ}), es facil ver que entonces un punto
cuyas coordenadas sean todas distintas de cero no puede pertenecer a ninguna cara.
Por otro lado, los ideales I, estan generados como K -espacio vectorial por los monomios

en M en los que aparece una de las x; para un ¢ € u. Por lo tanto K[M]/I, = K[M N M,].

Mi4s atn, se tiene lo siguiente :
XNQt(log(MNM,))=XNQt(logM)NQs(logM,) =PN(Xy)+ =PNX,

osea, PIMNM,)=PM)NnX,.

Veamos ahora que dim K [M] = dim S . Para eso tomemos sy, ..., s; una base del subespacio
vectorial que generan los elementos de S, formada por elementos de log M (con lo cual, dim S =
k). Veamos que z°',...,z° son elementos de K[M] que son algebraicamante independientes:

Sip(y) = Z aoy® € Kly1,...,yx] es tal que p(z*,...,2°) = 0, entonces lo que ocurre

la]<n
es que
k
Z aaxd“ =0, donde d, = Zaisi.
laj<n =1
Ahora, si d, = dg, tenemos que o = 3 pues los vectores si,...,s; son linealmente indepen-
dientes.

Luego debe ocurrir que a, = 0 para todo « que interviene en p, o lo que es lo mismo,
p=0y z,..., 2% son algebraicamente independientes.
Veamos que entonces estos elementos forman una base de trascendencia para el cuerpo de

fracciones de K[M]. Como el cuerpo de fracciones de K[M] es igual a K(z% : o € log M),
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basta ver que cada « € log M es algebraico sobre K (x®',...,z%). Escribamos a « como una

combinacién lineal sobre @ de los vectores s;,
o =qi181+ -+ qgSk-
Multiplicando por el minimo comun miltiplo de los numeradores de los ¢;, obtenemos
na = a1s1 + - + agsg,
con a; € Z. Con lo cual z, es raiz del polinomio
p(t) =t" — (%)% . L (a%)% € K(2°, ..., z%%)[t].

Con esto dim K[M] = dim S (por el Teorema de normalizacién de Noether, teorema A.8).

Y como ya habiamos observado que dim S = dim P + 1, sélo nos falta ver que
dim I, = dim K[M]/I, = dim(P N X,,) + 1.

La primera igualdad no es més que la definicién de la dimensién de un ideal (recordar que
I,, es un ideal del anillo K[M]), y la otra igualdad es clara pues K[M]/I, = K[M N M,],y
por lo tanto
dim K[M N M,] = dim(P(M N M,)) + 1.

Pero como P(M N M,) = PN X,, sale la igualdad que queremos. m

Finalmente, la proposicién siguiente termina con la construccion del politopo de ideales que

buscdbamos:

Proposicion 1.16 Sea M un semigrupo expandido de monomios en xi,...,T, . Supongamos
que cada una de las x; forma parte de un monomio de M. Si definimos una aplicacion o desde

J hasta el conjunto de subconjuntos de P por
a(I) = P — @ (log(I N M),

entonces « es un isomorfismo de reticulados entre J y L(P) tal que para cada v C {1,...,n},
a(l,) = PN X, . Ademds para cada I € J, dimI = dima(I)+ 1. Por lo tanto (J,a) es un
politopo de ideales.

Demostracion: Vamos a ver que « es una composicién de isomorfismos de reticulados.

Primero notemos que como cada I € J estd generado como K -espacio vectorial por el
conjunto I N M , la aplicacién v que manda un ideal I € J a I N M es una funcién inyectiva
entre J y los subconjuntos de M y manda sumas en uniones e intersecciones en intersecciones.

Ademés, como la funcién log es una inyeccién de M en @}, la funcién log~y es una aplicacién
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inyectiva desde J en el conjunto de subconjuntos de @} que manda sumas en uniones e

intersecciones en intersecciones. También es facil ver que
Q4 (log(I N M)) N7y =log(I N M).

Por lo tanto la funcién Q4 log~ es un isomorfismo de reticulados entre J y el conjunto de
subconjuntos de Q! que son uniones de rayos que estdn incluidos en .S. Como cada elemento
de log(IN M) estd en S — {0}, cada uno de estos rayos esta determinado por el punto en que
interseca al hiperplano ¢; +--- + %, = 1, que es el mismo punto en el que interseca a P. Por
lo tanto la funcién 4/ que manda a I en PN (Qylog(I N M)) es un morfismo de reticulados
inyectivo entre J,4,N y el conjunto de subconjuntos de P,U,N. Si finalmente componemos a
~" con la funcién que envia a un conjunto en su complemento en P obtenemos «.

Como I, N M es el conjunto de monomios en M que involucra alguna de las z; para un
i € u, tenemos que Q4 (log(f, N M)) es el conjunto de los puntos (qi,...,qn) en Q} tales
que ¢; # 0 para algin ¢ € u. Luego su complemento en P es X, N P. Luego cada cara de P
estd en la imagen de « y por lo tanto tenemos que L(P) C Im«a.Y como J estaba generado
por los ideales Ifyy,..., Iy (i.e. todo ideal en J es unién e interseccién de estos ideales), la
imagen de « estd generada por las caras propias de P (y es acd donde usamos que cada x;
estd en alguno de los monomios de M, y por lo tanto las imagenes de Ify,..., I,y por a son
caras propias de P). Luego Im oo C L(P).

Por ultimo falta ver que dim I = dim «(I)+1. Pero esto es cierto ya que por el lema anterior

vale para los ideales cara de J (o sealos I, para u C {1,...,n}). =

Ya estd todo listo para demostrar el siguiente

Teorema 1.17 Sea M un semigrupo expandido de monomios en xi,...,xn y K un cuerpo.

Entonces K[M] es un anillo de Cohen-Macaulay.

Demostracion: Vamos a hacer induccién en n, la cantidad de variables.

Si n =1 es ficil pues en ese caso, se tiene que M = {1}, 0 que M es el semigrupo generado
por la variable x; (en otras palabras, K[M]| = K o bien K[M] = KJz1]), y en ambos casos
K[M] es Cohen-Macaulay.

Sea n > 1 y sea M un semigrupo expandido en las variables z1,...,xz,. Si alguna de
las variables z; no aparece en ningin monomio de M , entonces M puede ser visto como un
semigrupo en menos de n variables y el resultado sale por hipétesis inductiva.

Tomemos entonces para cada 1 < ¢ < n un monomio p; € M tal que x; intervenga en
pi.Sea p=pi...pp ysea h = (hy,...,h,) € N" de manera que p = 2" = xlflz:ﬁ" El
monomio p pertenece a M , pero vamos a necesitar que el monomio zj ...z, pertenezca a M .
Para eso vamos a ver que se puede pedir esto ultimo sin pérdida de generalidad.

Definamos una funcién biyectiva
T:Q" — Q"
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por la férmula
T(q11 ceey qn) = (fh/hl, s 7Qn/hn)-

Sea S = Q¢ (log M), entonces T'(S) es un semigrupo de Q7 que es isomorfo a S. Mas atin,

T(S) es un semigrupo completo

(T(S)=T(S)NQ}y =(TS)-TS))NT(QL) =T((S—-95nQ}) =T(S),

(la dltima de las igualdades es consecuencia de que M es expandido).

Sea H =T(S)NZ" . Es claro que H es un semigrupo expandido (H = Z7 NT(Q(S))), y
ademés T'(S) = Q+(H).

Sea N = {z" : h € H}. Es claro que log N = H , luego como

Q. (log N) = Q; (H) = T(S) = § = Q; (log M),

tenemos, por la proposicién 1.10, que K[M] es Cohen-Macaulay siy sélo si K[N] lo es. Ademas,
como (1,...,1) € H, podemos suponer que el monomio zj ...z, € M.

Ahora vamos a usar la proposicion 1.16, obteniendo una aplicacién
a:J — L(P),

(donde J es la familia de ideales de K[M| que definimos al comienzo de la construccién del
politopo).

Sabemos que los ideales caras de J son los ideales I, para u C {1,...,n} (u #0),y
que cada I, es semirregular por hipétesis inductiva ( K[M]/I, = K[M N M,] donde M N M,
es expandido en menos de n variables). Entonces aplicando el corolario 1.14 de la proposicién
1.13, tenemos que B(0P) es semi-regular. Pero 3(9OP) es igual a B(P N (UL, X)) v

ﬁ(Pﬂ (U?:lX{Z})) = ﬂz;l(:ciK[a:l, .. .,:En] N K[M]) = (:Ul .. xn) N K[M} = (xl .. a:n)K[M]

con lo cual (z7...x,)K[M] esun ideal semi-regular. Entonces, dado que x; ...z, es un polino-
mio homogéneo de grado positivo que no es divisor de cero en K[M], tenemos por el corolario

B.16 del teorema B.13 que caracteriza las algebras graduadas que son Cohen-Macaulay, que
K[M] es Cohen-Macaulay < K[M]/(z1...z,)K[M] lo es.

Como (1 ...xzy)K[M] es un ideal semi-regular, tenemos que K[M]/(x;...x,)K[M] es Cohen-

Macaulay, con lo cual K[M] también lo es. m

Con esto ya queda demostrado el teorema 1 que afirma que el anillo de invariantes de
una representacién racional del grupo GL(1, K)™ en el anillo de polinomios K{z1,...,z,] es
Cohen-Macaulay.

Sin embargo todavia podemos demostrar algo mas.
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Teorema 1.18 Sea M un semigrupo normal de monomios en las variables x1,...,x, . Enton-

ces si R es un anillo de Cohen-Macaulay, R[M] también lo es.

Demostracion: Sea P C R[M] un ideal primo. Sea p = PN R C R.

Dado que (R[M])p = (Ro[M])pr,n ¥ que Ry, anillo local, podemos suponer que R es
local y que p es su ideal maximal.

Como R[M] es R playo (pues es libre), también lo es R[M|p . Luegosi a1, ...,a, € p esuna
sucesién R-regular, también es R[M]|p-regular. En otras palabra, depth R < depth R[M]p.
Ademds, por ser R[M| R-playo, tenemos (c.f. [Ma, Th.19 (2), pdgina 79])

dim R[M]p = dim R + ht (P/pR[M]).
Consideremos entonces los dos casos siguientes:
1. pR[M]="P
2. pRIM]C P

El caso 1 es sencillo una vez que notamos que dim R = dim R[M]p (pues ht (P/pR[M]) =0)
y que dim R = depth R (pues R es Cohen-Macaulay). Asi

dim R[M]p = dim R = depth R < depth R[M|p

y por lo tanto R[M|p es Cohen-Macaulay.

Veamos ahora el segundo caso.
Sea P = P/pR[M] C R[M]/pR[M] = R/p[M]. Pero R/p es un cuerpo, luego podemos
usar el teorema para cuerpos (teorema 1.17) y afirmar que R/p[M] es Cohen-Macaulay. Por

lo tanto, dado que P es primo,
depths(R[M]/pR[M]) = dim(R[M]/pR[M])z = ht P = ht (P/pR[M]).
Como tenemos que dim R[M]p = dim R + ht (P/pR[M]), podemos deducir que

dim R[M]p = depth R + depthz(R[M]/pR[M]).

Sea ahora by,...,bs € P una sucesion R[M]/pR[M]-regular. Los elementos bi,...,bs no
son divisores de cero en R/(ai,...,a,)[M] (donde ai,...,a, € p es una sucesiéon R-regular
maximal que, por ser R Cohen-Macaulay, verifica (a1,...,a,) = ). Luego a1,...,a,,b1,...,bs

es una sucesién R[M]p -regular. Con lo cual
depth R[M|p > r+ s = dim R[M]p,

y por lo tanto R[M] es un anillo de Cohen-Macaulay. m
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1.5. El caso en que el cuerpo es finito

Vamos a ver que el anillo de invariantes de cualquier representacién del grupo G = GL(1, K)™
es Cohen-Macaulay si el cuerpo K es finito. Es més, vamos a ver que si un grupo finito cual-
quiera actia en un anillo de Cohen-Macaulay y el orden del grupo es inversible en R, entonces

el anillo de invariantes es Cohen-Macaulay.

Teorema 1.19 Sean S y R dos anillos noetherianos tales que S sea entero sobre R y tal que
exista un operador de Reynolds p para el par (R,S). Entonces si S es Cohen-Macaulay, R

también lo es.

Demostracion: Comencemos tomando un ideal primo P C R. Localicemos a R en Py
a S en el conjunto multiplicativamente cerrado R \ P (en otras palabras consideremos los
anillos Rp 2 R@r Rp y S ®r Rp). La extensiéon R ®r Rp — S @r Rp sigue siendo entera
y la aplicacion de Rp-médulos p ® id : S ®zr Rp — R ®p Rp es un operador de Reynolds
para el par (R®pr Rp, S ®r Rp). Ademads el anillo S ®r Rp es Cohen-Macaulay, luego el par
(R®R Rp,S ®pr Rp) verifica las hipdtesis de la proposiciéon y podemos entonces suponer que
R es local y que P es su ideal maximal.

Tomemos r € P que no sea divisor de cero en S, entonces r no es divisor de cero en
R. Ademds 7SN R = rR (pues tengo un operador de Reynolds). Si entonces consideramos
el par (R/rR,S/rS = S ®@gr (R/rR)), se puede ver facilmente que verifica las hipétesis del
teorema. Por lo tanto podemos considerar que los elementos de P son todos divisores de cero
en S (porque el procedimiento de dividir por elementos que no son divisores de cero termina
en finitos pasos, pues la cantidad de pasos estd acotada por la profundidad del ideal P en R,
que es finita pues S es noetheriano).

Sean Qji,..., Qs los ideales primos asociados a (0) en S. Los ideales Q; son minimales
pues S es Cohen-Macaulay (ver proposicién A.16 item 1). Entonces P C Ule @, N R. Como
cada Q; N R es primo tenemos que P C Q; N R para algin 7. Supongamos de ahora en maés
que i = 1. Como S es entero sobre R, Q; debe ser también maximal (entonces es maximal
y minimal). Si Q; es el tnico ideal primo de S, entonces tenemos que dim S = 0, pero como
S es entero sobre R, dim R = dim S = 0. Entonces, dado que depthp(R) =0=dimR, R es
Cohen-Macaulay.

Si Q1 no es el unico ideal primo de S entonces los ideales Q1 ¥y ﬂf::z Q; son coprimos y

tenemos por el teorema chino de los restos que
S = S/(O) = S/ﬂfﬂ i = S/Ql X S/ﬂfﬂgi'

Llamemos S; a S/Q1 y S2 a S/N,_,Q;. Sea h : R — S; x Sy la inclusién y sean
m; ¢ S1 X So — S; las proyecciones (¢ = 1,2). Estos morfismos son de R-mdédulos, por lo
tanto las aplicaciones pm;h : R — R son morfismos de R-mddulos para ¢ = 1,2 y coinciden

con multiplicar por elementos fijos y univocamente determinados r1 y ro. Como p es una
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retraccién, se debe tener r; +79 =1,y por ser R local, o bien r; o bien 9 debe ser inversible.
Supongamos que 71 es inversible. Entonces el morfismo mh : R — 57 es inyectivo, y podemos
tomar el par (R,S1 = S5/0 x S2), que verifica las hipétesis. Como S es noetheriano realizando
este proceso finitas veces llegamos al caso en que tenemos un par (R, 5‘) donde S tiene un solo

ideal primo. m

Teorema 1.20 Si un grupo G actia en un anillo de Cohen-Macaulay R, y el orden de G es

inversible en R entonces RC es Cohen-Macaulay.

Demostracion: Sea n el orden de G . Tenemos el operador de Reynolds para el par (RG, R),

dado por

p(?")=%zg~7"-

geG

Ademids R es entero sobre RC, pues cada elemento r € R satisface la ecuacién con coefi-

cientes en RE

H(:/vfg-r):O.l

geG

Corolario 1.21 Si K es un cuerpo finito y G = GL(1, K)™ actia en K[x1,...,x,], entonces

el anillo de invariantes K|x1,...,2,]% es Cohen-Macaulay.

Demostracion: Es claro que si p es la caracteristica de K, p no divide a (p® —1)™ que es
el orden de G. m
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Capitulo 2

Ideales generados por menores de

matrices y anillos de invariantes

En este capitulo veremos la relacién entre la “perfeccion” de ciertos ideales generados por
menores de matrices y anillos de invariantes que son Cohen-Macaulay. Vamos a enunciar los

principales resultados de [Ho Eal, y demostraremos algunos.

2.1. Una clase de ideales generados por menores de matrices

El objetivo de Eagon y Hochster en [Ho Ea] era ver que dada una matriz M € R"*® (donde
R es un anillo), tal que el grado del ideal I generado por los menores de tamano (t+ 1) es lo
mas grande posible, (r —t)(s —t), entonces I es perfecto (ver el apéndice B, seccién B.3 para

una definicién y propiedades de ideales perfectos)

Ellos trabajaron sin embargo con una clase de ideales mas grande :

Definicién 2.1 Sea R un anillo conmutativo noetheriano. Sea M = (m;;) € R™*°. Sea H =
(ho, ..., hm) una sucesion estrictamente creciente de nimeros enteros tales que hg =0, hy, =
s,y m<r. Sean un entero tal que 0 < n < s. Llamaremos I = Iy, = IHn(M) al ideal de
R generado por los menores de tamano t+ 1 de las primeras hy columnas de M (1 <t <m)

Y por mii,...,min (si hy <t+1 no hay tales menores y ponemos 0 ).

Se puede ver que si k£ es el menor entero tal que hy > n, el mayor grado posible para Iy,
es
gun=rs—(r+sym+k+ (1/2m(m+1)+hi 4+ + hp_1,

(donde el grado de un ideal I C R es la mayor longitud de una sucesién R-regular incluida
en I, ver definicién A.11 y observaciones subsiguientes). Al final de este capitulo daremos
una demostracién de este hecho en el caso en que R = K[X], donde X es una matriz de

indeterminadas de tamano rx s,y K esun cuerpo algebraicamente cerrado. (Para que el grado
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sea lo méas grande uno debe pedir que no haya relaciones algebraicas entre las coordenadas de
M , es por esto que el grado maximo se alcanza en anillos de la forma R = K[X], donde X es

una matriz de indeterminadas algebraicamente independientes entre si.)

El resultado principal de [Ho Ea] es:

Teorema 2.2 Bajo las hipdtesis de la definicion, se tiene:

Sin=h on="h+1yelgrado de Iy, = gun, entonces Iy, es perfecto.

Mas ain, si K es un dominio noetheriano, y R = K[X] = K[z;;] donde X = (z;;) es una
matriz de indeterminadas sobre K de tamano r x s, entonces I n(X) es un ideal radical de

grado gmp , y perfecto si n="hy o hy+1 (0<t<m). Si n=hy entonces Iy, es primo.

Demostracion: Ver [Ho Ea, Th. 1, pdgina 1023]. Daremos una idea del proceso inductivo que se
hace en ese articulo. Los autores reducen el problema a probar el enunciado del tltimo parrafo.
Los autores suponen probado el resultado inductivamente para matrices mas chicas y para
ideales mas grandes de la forma Iy, , n' =hy o n' =hy + 1.

Hay dos casos principales. Si n = h; o hy + 1, t < m, entonces * = 1,41 NO €s Un
divisor de cero en I, (que es primo), luego el hecho que Ip, es perfecto es equivalente a que
Itin+1 = Igpn + (z) sea perfecto (por el corolario B.15 del teorema B.13). Pero este dltimo es
perfecto por la hipétesis inductiva. El otro caso es n = hy+1,n # hy4+1 . En este caso se prueba
que Iy, =PNQ,donde P, Q,y P+ Q son ideales de la forma Iy, , n' = hy (y por
lo tanto, perfectos por la hipétesis inductiva) y el grado de P 4+ Q es uno mds que los grados
de P, Q y PNQ que son iguales. Entoces por la proposiciéon B.12, el ideal Iy, =P N Q es

perfecto. m

Como corolario se obtiene el resultado que buscaban originalmente,

Corolario 2.3 St H =(0,1,2,...,t—1,s) y n=0, Iy, es el ideal generado por los menores
de tamamno t+1 de M (al que llamaremos Z,(M) ); si el grado de I,(M) es mdzimo, este ideal

es perfecto. En este caso, gy = (r —1t)(s —1).

Demostracion: Es claro que el ideal generado por los menores de tamano t + 1 de M

coincide con Iy (M). El resultado respecto al grado es un caso particular de la férmula de

9gHn - A

2.2. Anillos de invariantes

Vamos a ver que los ideales recién definidos surgen como solucién al segundo problema
fundamental de la teoria de invariantes. Es decir son los ideales generados por las relaciones
entre los generadores de anillos de invariantes de ciertas representaciones de grupos. El primer

problema fundamental de la teoria de invariantes es, dada una representacién racional de un
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grupo G en un anillo de polinomios K|[z1,...,z,] (inducida por una representacién racional de

G en un K -espacio vectorial V' de dimensién n), determinar un conjunto finito {pi,...,pr}
de polinomios homogéneos invariantes que generan el anillo K[zi,...,2,]%. Definamos una
aplicacién

K[y17'-'7yk] i> K[xla"'vxn]G

Yi — b

Entonces el ideal I = ker ¢ es homogéneo (si se le asigna a cada y; el grado de p; ). El segundo
problema fundamental de la teoria de invariantes es encontrar generadores para este ideal.

Observemos el siguiente hecho, que es el punto de conexién entre la teoria de invariantes y
la “perfeccién” de ideales. El anillo de invariantes K[z, ... ,xn]G es Cohen-Macaulay si y s6lo
si el ideal ker ¢ es perfecto (por el teorema B.13, que caracteriza las dlgebras graduadas que
son Cohen-Macaulay).

Nuestro objetivo ahora es ver que los ideales If o son ideales de la forma ker ¢ para alguna
representacion de un grupo reductivo.

Veamos primero que el ideal I generado por los menores de tamano ¢+ 1 de una matriz X
de indeterminadas de tamano r x s sobre un cuerpo K de caracteristica cero, se puede obtener

de esta manera.

Proposicion 2.4 Sean U y V matrices de indeterminadas de tamano r Xt y t X s respecti-
vamente. Definamos una accion de GL(t, K) en K[U,V]| de la siguiente manera: una matriz
A € GL(t,K) actia asignando a cada coordenada de U y de V la correspondiente de UA™1
y AV respectivamente. Entonces las coordenadas de UV generan el anillo de invariantes de
la accion descripta. Dada X wuna matriz de indeterminadas de tamano r X s, definamos la
aplicacion
K[X] -% K[UV]
zij > (UV)y
entonces el nicleo de ¢ (que es el ideal de las relaciones entre los generadores de K[UV]) es

el ideal generado por los menores de tamano t +1 de X .

Antes de la demostracién veamos que esta representacién es la inducida por una represen-
tacién del grupo GL(t, K) en K™ x K5,
Sea entonces A € GL(t, K). El elemento A acttia en K" x K por

(C,D) — (CA™', AD).

Esta aplicacion induce un morfismo de anillos entre los anillos de coordenadas que coinciden con
las dlgebras simétricas. Este anillo es K[U, V], el anillo de polinomios en todas las indetermi-
nadas de U y de V (consideramos a todas las indeterminadas algebraicamente independientes

entre si). Notaremos

K[U,V] 25 KU, V).
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al morfismo inducido. Veamos el efecto de A* en una variable v;; de V. Por definicién,
A*(vij) = vij 0 A, es decir el polinomio A*(v;;) es la coordenada ij de la matriz AV . Ha-
ciendo lo mismo con las indeterminadas de la matriz U, le dimos sentido a la definiciéon de la
representaciéon de grupos hecha en el enunciado de la proposicién anterior. Ahora veamos la
demostracién.

Demostracién: La demostracién de que K[U, V]GLEEK) = K[UV] se deduce facilmente de
[We, Ch. II, §6]. Por otro lado, que el ideal de las relaciones entre los generadores de este anillo
es el ideal generado por los menores de tamafio ¢t + 1 de una matriz de indeterminadas de
tamano r x s se puede ver en [We, Ch. II, §14].

Sin embargo, aceptando que este dltimo ideal es radical, y suponiendo que el cuerpo K es
algebraicamemente cerrado, podemos hacer lo siguiente.

Consideremos el morfismo (de variedades algebraicas)

ert % Kt><s 7" KTXs

(C,D) — CD
Si invertimos las flechas mirando los anillos de coordenadas, tenemos el morfismo

K[X] = K[U,V]
zij > (UV)j
Veamos que ker7* es el ideal generado por los menores de tamano t 4 1. El ntcleo de
7* corresponde al ideal de la clausura de la imagen de 7, que es el conjunto K;*° de las
matrices en K"** de rango menor o igual a t. Pero K;*° = V(Z;), donde Z; es el ideal
generado por los menores de tamano t+ 1 de X . Asi, por el teorema de los ceros de Hilbert,
ker 7* = I(V(Zy)) = Z; pues el ideal Z; es radical (recordemos que este ideal coincide con uno
de los ideales Ip, definidos en la seccién anterior, y son radicales).
Por otro lado, la imagen de 7* es K[UV], el subanillo de K[U, V] generado por los poli-
nomios que son coordenadas de la matriz UV .

Con todo esto tenemos que
K[UV] = K[X]/kern* = K[X]/T,

y como K[U,V|¢HEE) = K[UV], se deduce el resultado que buscdbamos. m

Claramente, por lo observado anteriormente, el ideal generado por los menores de tamano
t+1 de una matriz de indeterminadas va a ser perfecto (asumiendo que es radical) si y sélo si
el anillo de invariantes K[U, V]¢H5K) s Cohen-Macaulay.

Vamos a definir ahora una representacién de grupos que relacione al anillo de invariantes

con un ideal I definido como en la seccién anterior.

Definicién 2.5 Sean U; y Vi matrices de indeterminadas sobre K (un cuerpo) de tamano

tiv1 Xty ti x ji (1 < i < m), respectivamente. Notemos con U y V a las m-uplas
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(Ur,...,Un) y (V1,..., V) respectivamente. Sea K[U,V]| el anillo de polinomios en las coor-
denadas de todas las U's y las V's. Definamos entonces una representacion del grupo G =

1 GL(t;, K) en K[U,V]| de la siguiente manera : un elemento (Ai,...,An) € G actia
astgnando a cada coordenada de U; la correspondiente de Ai+1UiAi_1 para los i tales que
1<i<m—1, a cada coordenada de Uy, la correspondiente de U, ALY, y a cada coordenada

de Vi la correspondiente de A;V; (1 <i<m).

De forma similar a lo hecho anteriormente, se demuestra que esta representacion es la
inducida por la accién del grupo G = [["y GL(t;, K) en KXt x KXt x ... x [lmt1xtm

KUXdt x ... x Ktm>Xim en la que un elemento (Ay,...,A,) € G actia via

(C1,...,Cm,D1,..., D) — (AC1 AT, A Cr 1 A | C ALY ALDy o A D)

m—1>

Manteniendo las notaciones de la definicién definamos a r = tyq1 vy a s = >0 i, ¥

definamos U * V' como la matriz de r por s dada por bloques :
[UnUn—1...UVi | UpUp—1 ... U2V | -+ | UnUnm—1Vi—1 | UnVi] -
Entonces se obtiene la siguiente

Proposicion 2.6 Si K tiene caracteristica cero, el anillo de invariantes de la accion de G

recién descripta es K[U = V] (el anillo generado por las coordenadas de U V).

Demostracion: Consideremos una accién de G en un anillo (posiblemente) mas grande.
Para ello tomemos V;,+1 una nueva matriz de indeterminadas de tamano t,,+1 X jm+1 (en
el caso que jm41 sea cero, este nuevo anillo es K[U,V]). Consideremos la accién de G en
K[U,V] (donde ahora V = (V1,...,Vi11)) que es igual a la del enunciado en las U; y las V;
(1 <i<m)y que deja cada coordenada de V11 fija.

Veamos entonces por induccién en m que el anillo de invariantes de K[U,V] es K[U x V|

donde ahora U %V es la matriz por bloques
[UmUm—l cee Ul‘/l | UmUm—l s U2‘/2 | te | UmUm—lvm—l ‘ Umvm ‘ Vm—l—l} .

El caso m =1 es la proposicién 2.4

Sea entonces m > 2 y supongamos que ya hemos probado el resultado para k& < m.
Como la acciéon de G en V41 es la identidad podemos reducirnos al caso en que V =
(Vi,...,Vin) (o0 sea, suponer que j,+1 = 0). Es claro entonces que U x V = U, (U = V')
, donde U' = (Uy,...,Up-1) y V' = (W,..., V). Por otro lado G = GL(t,, K) x G’ donde
G =TI"' GL(t;, K) . Como la accién de G’ en Uy, es la identidad, el anillo de invariantes de
G’ es K[U' « V' ,U,] (por hipétesis inductiva) y el anillo de invariantes de G es el anillo de
invariantes en K[U' x V' U,,] por la accién de GL(ty,, K).

Sea Y una nueva matriz de indeterminadas del tamano de U’ x V', y consideremos el

morfismo de K -algebras que asigna a cada coordenada de la matriz [Y | U,,] la correspondiente
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de [U'«V" | U,,]. Tomemos la accién de GL(t,,, K) en K[Y,Up,] inducidapor Y — AY ', Uy, —
UnA~1. Entonces por el caso m = 1, el anillo de invariantes de esta accién es K[U,,Y]. Como
esta accién induce la accién que estamos considerando en K[U' V' U], y como GL(ty,, K)
es reductivo, el anillo de invariantes de K[U' V', U,,] es K[Uy,(U'«V')] = K|U *V7]; tal como

queriamos probar. m

Relacionemos ahora estos anillos de invariantes con los ideales Ir o descriptos en la seccién

anterior :

Proposicién 2.7 Manteniendo las hipdtesis, sea X una matriz de indeterminadas de tamano

rx s ysea K[X] el anillo de polinomios en las coordenadas de X. Consideremos el morfismo

K[X] % K[U*V]
Tij — (U* V)”

Entonces para algin H = (ho,...,hp), ker¢p = Igo(X) (permitimos que hg # 0 y que
hm <s.)

Demostracién: Ver [Ho Ea, Prop. 27, pgina 1047]. m

Si asignamos a cada x;; el grado de (U *V);; de manera que el nicleo del morfismo ¢ sea

homogéneo, entonces tenemos

Proposicién 2.8 Si K tiene caracteristica cero, entonces el anillo de invariantes K[U x V] es

Cohen-Macaulay.

Demostracion: Es claro que K[U x V] =2 K[X]/ker ¢, con lo cual K[U x V] es Cohen-
Macaulay si y sélo si ker¢ es perfecto (por la caracterizaciéon de las dlgebras graduadas que
son Cohen-Macaulay hecha en el teorema B.13). Pero este ideal es perfecto, pues es isomorfo a

I (que es perfecto por el teorema 2.2). m

Obsevar que K[U % V] es Cohen-Macaulay sin importar la caracteristica del cuerpo, el
problema es que no sabemos si es un anillo de invariantes.
Finalmente logramos lo que buscdbamos: cada uno de los ideales I o(X) aparece como el

ideal de relaciones de los generadores de un anillo de invariantes.

Proposicién 2.9 Si H = (hg,...,hm) (ho =0,hy = s ), tomemos tyyp1 =1, ;=1 (1<i<
m), y ji =h; —hi—1 (1 <i<m). Entonces manteniendo las notaciones de las proposiciones
anteriores, ker ¢ = I'y(X).

Demostracion: Se puede ver en [Ho Ea, Prop. 26, pagina 1045] que los ideales I (X) son
primos (luego, radicales). Por otro lado, por [Ho Ea, Prop. 25, pagina 1044], el radical de Iz (X)

y el ker ¢ son iguales, con lo que la proposicién estd demostrada.
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Vale la pena sin embargo hacer una demostracién de que /I (X) = ker ¢, usando el hecho
que Iy (X) es radical y suponiendo que el cuerpo K es algebraicamente cerrado.

Para esto comencemos por mirar el siguiente morfismo (de variedades algebraicas)

Kt2xXty o KtaXta o .. 5 Ktmt1Xtm s KBXI1 .. KtmXdm SUEN KTXs

(C’l,...,Cm,Dl,...,Dm) — CxD

Este morfismo induce un morfismo de anillos entre los respectivos anillos de coordenadas

K[X] =5 K[U=*V]
xij — (U * V)ij
Observemos que esta aplicacion es exactamente la misma que ¢. Queremos ver que
Ip(X) =ker ¢ = kern™.
Pero esto ltimo vale si y sélo si

T = Vikerr*) = V < IH(X)> — V(In(X)).

Veamos entonces que si una matriz W € K"** puede escribirse en la forma C'x D (para C
y D donde corresponda), entonces los menores de tamano ¢+ 1 de la matriz W, formada

por las primeras h; columnas de W son cero. Pero como

W|hz = [Cmcmfl ...C1Dq | s | CnCm—1--. CtDt],
podemos escribir
W|ht — (C’mC't) . [Ct_l...01_D1 ’ ‘ Dt]
Como se tiene que o bien Cy,...Cy, 0 bien [Ci_1...C1Dy |-+ | Dy] tienen rango menor o

igual que ¢, se puede concluir lo mismo con W/, . Con esto probamos que Im 7 C V(Ig (X))
con lo cual /Ig(X) C ker ¢ = ker7*.

Veamos la otra inclusién. Como ya hicimos recién, vamos a ver en vez que Im 7 O V(I (X)).
Sea entonces M € K"*® tal que para cada 1 < ¢ < m los menores de tamano ¢t + 1 de la

matriz M|y, son todos cero. Escribamos a M como
M =[My| My |- | Mp],

donde cada M; € K™ Ji. Las matrices M|y, = [My | My | --- | My] son de rango menor o igual
que t, luego podemos elegir matrices P; € K™ tales que el espacio generado por las columnas
de [My | --+ | My] sea el mismo que el generado por las columnas de P;. Existen entonces
matrices C; € KHD*t tales que P, = P1Cy (1 <t<m-—1),y definamos C,, = P, . Por
otro lado existen matrices D; € K®*Jt tales que My = P.D; (1<t <m).
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Es claro que P, = C),...Cy, y entonces My = C,,...C;D;. Pero esto ultimo quiere decir

que M =CxD,conlocual M €Im7.m

Por tltimo, veamos lo que dejamos pendiente respecto al grado maximo de los ideales Ify, .

Haremos el caso particular en que K es un cuerpo algebraicamente cerrado, n = 0, y
R = K[X] donde X es una matriz de indeterminadas sobre K de tamano r x s (el caso
general se puede ver en [Ho Ea, §10, pdginas 1050-1052]). En este caso, veremos que el grado
de Ign €8 gun=1s— (r+sym+1/2m(m+1)+hi + -+ hpm1 .

Ya sabemos que el ideal If es el ideal de la variedad
W={MecK™ :rg(Mlp,) <t, V 1<t<m}.

(W es una variedad ya que si X es una matriz de indeterminadas de tamano r x s, entonces
W es el conjunto de ceros de la familia de polinomios {menores de tamano i+1 de X|;,} con
1 < i < m.) Por lo tanto para probar el resultado respecto del grado basta con ver que la
dimensién de la variedad W es (r+s)m —1/2m(m+1) — (h1 + -+ + hm—1)

Para visualizar mejor las cosas vamos a ver a una matriz M € K™% como una transfomacién
lineal fp;: K® — K".

Hecha esta aclaracién tomemos los siguientes conjuntos que nos permitiran calcular la di-

mensiéon de W.
Z={f:K°— K": f es K-lineal},

Vi={(k1,...,ks) € K® 1 kp,41 =...=ks =0} para cada 1 <i <m,
G ={(51,...,Sm) : Si es subespacio vectorial de V;, S; C S;y1, y dim S; = h; — i},
W ={(f,S1,--,Sm): fEZY f(Sm) =0} C Z xG.
El conjunto G es una subvariedad de G(h; — 1,V7) x --- X G(hy, — m,V,,) donde cada

G(h; — 1,V;) es la variedad de subespacios vectoriales del espacio V;, que tienen dimensién
h; —i. Las variedades G(h; —,V;) son ejemplos de Grassmannianas, son irreducibles y tienen
dimensién (h; — i) x (dimV; — (h; — 1)) (todo esto lo veremos con més detalle en el capitulo 3
dedicado a estas variedades).

La imagen de
m:ZXxG—Z

es W pues dada una aplicacion f € Z tal que f(S,,) = 0, entonces f(S;) = 0 para cada
1<i<m-—1,conloque rg (M|p,) <i paracada 1 <i<m.

Luego la dimensién de W serd la misma que la de W . Calculemos entonces la dimensién
de W.

Sea w9 : Z x G — G la proyeccién en la segunda coordenada. Observemos que la fibra

72_1(51, ..., Sm) de un elemento (Si,...,S,) € G, es el conjunto

{(f,S1,---,5m) : f(Sm) =0} =Hom g(K*°/S,,, K"),
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que es un espacio vectorial. Luego W es un fibrado vectorial. Por lo tanto si probamos que el
conjunto G es una variedad irreducible, W lo serd también, y su dimensién ser4 la dimensién
de G mas la dimensién de la fibra de un elemento (por los teoremas 11.12 y 11.14 de [Hal).

La dimension de la fibra de un elemento (Si,...,S,) es la dimensién del espacio vectorial
Hom g (K*/Sm, K")

que es (s — (hy —m))r = (s — (s —m))r =mr.

La dimensién de G se calcula usando la sucesion de conjuntos
Gr = {(S1,...,Sk) : Si es subespacio vectorial de V;, S; C S;y1, y dim S; = h; —i}.

Consideremos la aplicacion

en - Gr-1
(Sl, e ,Sk) — (Sl, . .,Skfl)

Calculemos entonces la dimensién de G en funcién de la de G_1 suponiendo que esta ultima
es una variedad irreducible.

Con estas hipodtesis podemos concluir que Gy es irreducible y que su dimension es igual a
la de G_; sumada a la dimensién de la fibra 771(Sy,...,Sk_1). (Esto vale por los teoremas
11.12 y 11.14 de [Hal.) Pero esta tltima es el conjunto G(hy —k — (hx—1 — (k—1)), Vi/Sk-1) =
G(hg—hg—1—1,V/Sk—1), que tiene dimension (hy —hi—1)(hx — (hg—1—(k—1)) — (hx —hp—1 —
1)) = (hgy — hj—1 — 1)k.

Luego dim Gy = dim Gi_1 + k(hx — hy—1 — 1) (siempre asumiendo que las variedades Gy,
son irreducibles).

Luego basta ver que Gy es irreducible. Pero
Gl = {Sl : Sl cWv y dimSl Zhl—l} ZG(hl—l,Vl),

que es irreducible de dimensiéon hy — 1.

Por lo tanto, cada una de las Gy, es irreducible, y por lo tanto G = G,,, también. Adema4s,

dim G =Y k(hg —hj—1 —1) = mhy, — (1/2)m(m+1) - Z r=ms—(1/2)m(m+1)— Z
k=1 k=1 k=1
Luego

m—1 m—1
dimW = mr +ms — (1/2)m(m +1) — Z hiy =m(r+s) — ((1/2)m(m +1)+ Z hk> .
k=1 k=1

Finalmente veamos que la dimensién de W es la misma que la de W .

Sea
W =W\ Zo,
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donde Z,,—1 es el conjunto de matrices M € Z de rango menor o igual que m — 1. Entonces
la fibra 7 1(M) de un elemento M € W’ tiene un solo elemento, con lo que 7; restringida a
7 H(W') es un isomorfismo. Luego dim W = dim W’ y como W' es denso en W (pues W' es
abierto en W), dimW = dim W’ = dim W .
Finalmente, dado que I(W) = I, , tenemos que
m—1
grlg, =rs—dimW =rs—m(r+s)+ (1/2)m(m +1) + Z hi.

k=1
(Estamos calculando en realidad la altura del ideal If , , pero en un anillo de polinomios sobre
un cuerpo las nociones de grado, profundidad y altura de un ideal coinciden, pues es un anillo

de Cohen-Macaulay (ver proposicién A.18).)
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Capitulo 3

Grassmannianas y subvariedades de
Schubert

En este capitulo vamos a ver la relacion entre ideales generados por menores de matrices y

subvariades de las Grassmannianas.

3.1. Grassmannianas

Definicion 3.1 Sea V un K-espacio vectorial de dimension s, y r un nimero natural menor
o igual que s. Llamaremos G(r,V) al conjunto de subespacios de V de dimension r. Ademds

notaremos con G(r,s) a G(r,K?).

Si K = IR, las Grassmannianas son variedades diferenciables de dimensién r(s — ), y
como los cambios de coordenadas del atlas diferenciable candnico son funciones racionales,
estas variedades resultan variedades algebraicas de la misma dimensién (pues contienen un
abierto affn que es isomorfo a A=) )

Existe una presentacién de la variedad G(r, s) como una subvariedad del espacio proyectivo

s
]P(T)_l. Tomemos una matriz M € K™*® de rango r, asociémosle a M el subespacio de K*

generado por las filas de M . Esto induce una aplicacién
K{7** ={M e K" : M es de rango r} N G(r,s).
Si definimos en K{[*° la siguiente relacién de equivalencia:
M ~ N & existe G € GL(r, K) tal que GM = N,

entonces la aplicacién f pasa al cociente, de manera que G(r,s) = K[*°/ ~. (Esta es una
igualdad conjuntista, ahora veremos que este conjunto se sumerge en un espacio proyectivo

déndole una estructura de variedad.)
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Dados un conjunto a C {1,...,s} de r elementos y una matriz M € Kj*°, llamaremos M,
a la submatriz formada por las columnas de M indicadas por los elementos de a (numerando
las columnas de izquierda a derecha.)

Definamos entonces una aplicaciéon
KSXS i ]P(i)il
M — (detM,), dondeacC{l,...,s}y#a=r.

La aplicaciéon p preserva la relacién definida anteriormente induciendo una funcién

P:G(r,s) — ]P(i)_l,

(1)1

es una variedad algebraica cuyo ideal estd dado por cuddricas (llamadas cuddricas de Pliicker,

que es conocida como la inmersién de Pliicker. Se puede ver que el conjunto Im P C IP

para mayor informacién ver [Hal).
Tomemos una matriz X de indeterminadas sobre K de tamano r X s. Si llamamos A al
conjunto de subconjuntos de {1,...,s} que tienen r elementos, y tomamos (j) indeterminadas

Yo indexadas por A, obtenemos el morfismo de anillos inducido por p

*

Klyala —— K[X]
Ya — det X,.

Llamemos K[X/r] al anillo generado por los menores de tamano r de X , entonces Im p* =
K[X/r]. Sea J = kerp*, es claro que V(J) = G(r,s). Por lo tanto el anillo

Klyala/ T = K[X/r]

es un anillo de coordenadas homogéneas para G(r,s). También es cierto que el ideal J es el
ideal de la variedad G(r,s) y estd generado por las cuadricas de Pliicker.
Observemos que entonces el anillo K[X/r| es Cohen-Macaulay si y sélo si el ideal J es

perfecto.

3.2. Subvariedades de Schubert
Vamos a definir las subvariedades de Schubert tal como se hace en [Ho 1].

Definicién 3.2 Sean r y s dos nimeros naturales con r <s y 0 = (S1,...,8r) una sucesion
de nimeros enteros tales que 0 < 51 < -+ < 8. < 8. Sea ademdas 0 C Vi C --- C V. una
sucesion estrictamente creciente de subespacios de K*° , donde el subespacio V,_;+1 estd gene-
rado por los vectores e, 11,...,es de la base canonica de K*®. Llamaremos S, al conjunto de
subespacios T de K* de dimension r tales que la dimension de T N'V; es mayor o igual que

i para cada i € {1,...,1}.
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Observar que si tomamos 7 = (0,...,r — 1), entonces S; = G(r,s) .

S)—1
Por ser subconjuntos de G(r,s) los conjuntos S, estdn inmersos en IP(T) . Sea

B, ={ac{l,...;s}:#a=ry#(an{l,...,s}) > i para algin i},

donde #0 =0.Sea T C K* es un subespacio de dimensién r y M € K[*° es una matriz cuyas
filas son una base de T, veamos que T € S, < det M, = 0 para todos los a que pertenecen
a B, . Tomemos una matriz M de rango r cuyas filas generan un subespacio T de K® de

dimensién r,

mir Mmi2 - Mis

ma1 M2 -+ M2s
M =

My My2 - Myg

Un elemento tipico de T es una combinacion lineal
t=oai(mig,...,mis) + -+ ap(Mp1y ..., Mys).
Dado que cada subespacio V; esta dado por
Vi={(x1,...,25) rx1 =+~ =w,._,., =0},

para que un elemento t € T' pertenezca a V;, los «y deben verificar las siguientes ecuaciones

mi10n + -+ My10y
mi20 + -+ My20 =
b
mlsr_i+1a1 + -+ mrsr_i_HO‘r = O

luego para que dim7T NV; > i, la matriz del sistema anterior debe tener rango menor o igual
que 7 —i. Pero esta matriz es (M|s _, )", con lo que la condicién para que dimT'NV; >4 es
que rg M|, _,., <r —i. Cambiando de indices obtenemos la condiciéon rg M|,, <i—1.

Tomemos ahora un subespacio T € S,, y M una matriz cuyo subespacio fila sea 1. Sea
a € B, , entonces existe un i tal que #(aN{l,...,s;}) >i. Pero como T € S,, se debe tener
que rg M|s, <i—1,y por lo tanto det M, =0.

Reciprocamente, dada M una matriz de rango r tal que det M, = 0 para todo a € By,
veamos que el subespacio T generado por las filas de M pertenece a S, . Supongamos que
esto no ocurre. Entonces debe existir un ¢ tal que rg M|s, > i. Sean ay,...,a; los nimeros de
i columnas de M]|s, que son linealmente independientes, y sea a D {ay,...,a;} de cardinal r,
tal que rg M, = r. Entonces det M, # 0, lo cual es un absurdo pues #(aN{l,...,s}) > 1.

Esta condicién dice que los conjuntos S, son la interseccién de G(r, s) y finitos planos coor-

denados de Il:’(r)i1 , con lo cual son variedades algebraicas (que son subvariedades de G(r,s) ).
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Definicion 3.3 A las variedades S, las llamaremos variedades de Schubert standard.

Si llamamos B, al ideal de K[X/r] generado por {X;, : b € B,}, entonces es claro que
K[X/r]/Bs es un anillo de coordenadas homogéneas para S, . Sea 7 el morfismo
Klyale — K[X/r]/B,

Ya - Xa

Es claro que K[X/r]/Bs, = K[yqs]a/ ker 7, con lo cual K[X/r]/B, es Cohen-Macaulay si y s6lo
si el ideal ker 7w es perfecto. Al ideal ker w lo vamos a notar con 7, .

El resultado principal en [Ho 1] es:

Teorema 3.4 Sea 0 = (s1,...,8;) (con 0<s; <---<s,<s). Entonces K[X/r]/B, es un
anillo de Cohen-Macaulay.

Demostracién: Ver [Ho 1, Th. 3.1*, pdgina 47]. La demostracién consiste en probar que los
ideales J, son perfectos, para lo cual se usa un argumento similar al que se usa para probar el

resultado principal de [Ho Eal. m

Sabiendo esto podemos concluir que los ideales Iz definidos en el capitulo anterior son

perfectos.

Proposicion 3.5 Sea X una matriz de indeterminadas sobre un cuerpo K de tamanio rxs y
sea 0 < hy<hy <---<hy <s una sucesion de nimeros enteros, con m < r. Sea I C K[X]
el ideal generado por los menores de tamano t + 1 de la matriz formada por las primeras hy
filas de X (1 <t <m ). Entonces el ideal I es perfecto.

Demostracion: Ver [Ho 1, Cor 3.13, pagina 53]. m
Finalmente realicemos el cdlculo de la dimensién de las subvariedades S,

Proposicion 3.6 Las dimension de la subvariedad S, es

. 1 .
dimS, =rs — 57“(7‘ +1)— Z Si.
=1
Demostracion: La demostracion va a ser similar a la hecha al calcular el grado de los ideales
I, en el capitulo anterior.

Definamos para cada 1 < k < r los conjuntos
Gr={(S1,...,8;) : S; CV;,dimS; =iy S; C Sj+1 paracada 1 <i <k —1}.
La dimensiéon de G, se puede calcular recursivamente. Consideremos la aplicacién

Tk

Gk Gk—l
(Sl,... ,Sk) [ — (51,. . '7Sk’—1)
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Calculemos entonces la dimension de GG, en funcién de la de Gj_1 suponiendo que esta ultima
es una variedad irreducible.

Con estas hipdtesis podemos concluir que Gy, es irreducible y que su dimensién es igual a la
de Gj_1 sumada a la dimensién de la fibra 7rk_1(51, ..., Sk—1) . Pero esta tltima es el conjunto
G(1,Vx/Sk—1), que tiene dimensién s—s,_j+1 —k. (Estamos usando los teoremas 11.12 y 11.14
de [Ha].)

Luego dim Gy = dim Gg_1 + s — $,_k+1 — k (siempre asumiendo que las variedades Gy, son
irreducibles).

Basta para esto ver que G es irreducible. Pero
G1 = {51 : S1 W y dim51 = 1} = G(l,V1),

que es irreducible de dimensiéon s — s, — 1, con lo cual también se ve que

r

. 1 .
dim G, = kz::l(s — Sp_gy1 — k) =1rs — 51"(7“ +1)— ; Si.

Finalmente, tenemos que la proyeccion
G, L G(r, V)
(Sla"'vsT) U ST'

tiene como imagen a la variedad S, . Ademsds, el conjunto
U={ScV,:dimSnNnV,=i} CS,

es un abierto Zariski, y m restringida a 7, '(U) es uno a uno, por lo cual la dimensién de S,

coincide con la de G, . m

3.3. Mas anillos de invariantes

Vamos a ver que los anillos de coordenadas homogéneas para las Grassmannianas y para
las subvariedades de Schubert que definimos en las secciones anteriores, surgen como anillos de
invariantes de ciertas representaciones de grupos.

En primer lugar enunciamos que el anillo de coordenadas homogéneas para las Grassma-

nnianas es el anillo de invariantes de una representacién de un grupo reductivo.

Proposicion 3.7 Sea X una matriz de indeterminadas de tamano v x s. Consideremos la
accion de SL(r,K) en K[X]| que actia asignando a cada coordenada de X la correspondiente
de AX . Entonces el anillo de invariantes de esta accion es K[X/r], que es un anillo de

coordenadas homogéneas para las Grassmannianas.

Demostracion: Ver [We, Ch. II, §6]. m

Veamos ahora que los anillos de coordenadas homogéneas de las subvariedades de Schubert

son anillos de invariantes de representaciones de grupos.
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Proposicion 3.8 Sea 0 = hg < hy < -+ < hy, = s una sucesion de numeros enteros, con
m < r. Sean U; y V; matrices de indeterminadas sobre K (un cuerpo) de tamano (i + 1) X
i eixji, donde j; = h; —hi—1 (1 < i < m), respectivamente, y sea Vy41 una matriz
de indeterminadas de tamano r x r. Notemos con U y V a las m-uplas (Uy,...,Up) y
(Vi,..., Ving1) respectivamente. Sea K[U,V| el anillo de polinomios en las coordenadas de
todas las U's y las V's. Definamos entonces una representacidon del grupo G = [["y GL(i, K)
en K[U,V] de la siguiente manera: un elemento (Ai,...,An) € G actia asignando a cada
coordenada de U; la correspondiente de Ai+1UiAZ-_1 para los © tales que 1 <i<m—1, a cada

-1

m s @ cada coordenada de V; la correspondiente

coordenada de U,, la correspondiente de U, A
de A;V; (1 <i<m)y que deja las coordenadas de V11 fijas. Por otro lado consideremos
la siguiente accion del grupo SL(r,K) : una matriz A € SL(r,K) actia asignando a cada
coordenada de U,, y de V41 la correspondiente de AU, y de AV,,y11 respectivamente, y
dejando las otras fijas. Es fdcil ver que estas dos acciones conmutan, definiendo luego una
accion desde el grupo G' = SL(r, K) x G. Entonces si K tiene caracteristica cero, el anillo
de invariantes de esta es accion es el anillo de coordenadas homogéneas K[X/r]/B, donde
o= (ho,- - shmyhm+1,...;hpy+r—m—1), y X es una matriz de indeterminadas de tamano

T por s+r.

Demostracion: Sabemos por la proposicion 2.6, que el anillo de la representacién de G
en K[U, V] es K[U xV]. Ahora UV = [Uy, - U « V' | Vi11] donde U' = (Un,...,Up-1),
Vi=(Vi,...,Vim) y

UsV' =[Upn_1...UV1 || Vil

Nos encontramos en la situacién en que una matriz A € SL(r, K) actia en K[U x V] llevando
cada coordenada de U *V en la correspondiente de A-U x V. Consideremos una nueva matriz
de indeterminadas Y de tamano r x (r 4+ s). En la proposicién anterior vimos que la accién
de SL(r,K) en K[Y] que manda cada coordenada de Y en la correspondiente de AY tiene
como anillo de invariantes a K[Y/r]

Por lo tanto el anillo de invariantes de la accién de G’ en K[U, V]| es K[UxV/r]. Faltaria ver
que este ultimo anillo es isomorfo a K[X/r]/B, donde recordamos que o = (ho, ..., hm, hpm +
1,...,hpm+r—m—1),y que X es una matriz de indeterminadas de tamano r x (s +7).

Estos dos anillos son isomorfos a cocientes del anillo K|[z,], donde a es un subconjunto de
r elementos del conjunto {1,...,s+r}. K[X/r]/Bs = K|z4|a/T>, donde T, es el niicleo del

morfismo

Klzala — K[Xﬁ] /B,

Za — Xg.
De la misma manera, K[U * V/r] 2 K[z,]q/Z, con Z el niicleo del morfismo

Klzaa % K[U *V/r]

Za —  (UxV),.
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Queremos ver que los ideales 7 y J, son iguales.

Consideremos el morfismo de variedades algebraicas

K271 5 KB3X2 o oL s KTXM s KIXG1 s oL s KMXTm 5 KTXT i) KTX(s+r)
(Cl,...,Cm,Dl,...,Dm,Dm+1) — CxD.

Vimos en el capitulo anterior que esta aplicacién induce un isomorfismo K[U V]| = K[Y]/If,
donde Y es una matriz de indeterminadas de tamano r x (r + s), e Iy es el ideal generado

por los menores de tamano ¢+ 1 de la matriz Y|, (1 <t <m). Tomemos la aplicacién

s+r

Krx(s+r) ¥ ( T )

—

M — (Mg)q-

y consideremos la composicién ¢ o ¢. Entonces tenemos que (¢ o ¢)* = 9 y por lo tanto
I (W) 7.

Como por otro lado el ideal 7, es el ideal de la subvariedad S, , veamos que esta variedad
es isomorfa a la variedad Im po ¢.

Para ello basta ver que el conjuntos de matrices de tamano r X (s+r) tales que su espacio
fila representa a un subespacio de dimensién r que pertenece a S, es igual al conjunto de

matrices de tamano 7 x (s+r) de rango r que se pueden escribir como
[M | N,

donde M es una matriz de tamano 7 x s tal que el rango de M|, <t paracada 1 <t <m.
(Basta con esto pues los menores de tamano r de una matriz de rango menor que 7 son todos
cero.)

Por el andlisis hecho en la seccién 3.2, si el espacio generado por las filas de una matriz
L € K™(17) pertenece a S, , entonces rg L|s, < i—1 para cada 1 < ¢ < r. En particular,
rg L|p, <t para cada 1 <t < m. Luego si llamamos M = L|;, y N es la matriz formada por
las ultimas s columnas de L, podemos escribir L = [M | N], donde M verifica rg M|y, <t
para cada 1 <t <m.

Si por otro lado L € K"*(5+7)  ge escribe como L = [M | N], con M € K™% tal que
rg M|p, <t paracada 1 <t < m, entonces es claro que rg L|;, <i—1, paracada 1 <i<m+1
(pues s; = hj—1, 1 <i <m+1). Finalmente como ;414 =hm+j para 1 <j<r—-m-—1,
es claro que rg L]sm+1+j <m+j, con lo cual rg L|s, <i— 1 para cada 1 < i < r, condicién

para que el subespacio fila de L pertenezca a S, . m

Luego vimos otro ejemplo en que el anillo de invariantes de la representacién de un grupo

reductivo es Cohen-Macaulay (pues el anillo de coordenadas homogéneas de S, 1o es).
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Apéndice A
Diccionario de Algebra Conmutativa

Vamos a considerar solamente anillos conmutativos y con unidad.

A.1. Dimension

Sea A un anillo. Vamos a llamar cadena de ideales primos de A a una sucesién finita
estrictamente creciente de ideales primos ; si pg C p1 C ... C g, es una tal cadena diremos
que su longitud es .

Llamaremos dimension de A al supremo de las longitudes de las cadenas de ideales primos
de A,y lo vamos a notar dim A.

La dimension de un anillo es un nimero entero no negativo o infinito. En adelante vamos a
trabajar solo con anillos que tienen dimensién finita.

Si o C A es un ideal primo, llamaremos altura de p al supremo de las longitudes de las
cadenas de ideales primos pg C 1 C ... C g, tales que g, = p, y la vamos a notar ht p.
Observar que ht p = dim A, (la dimensién del anillo A localizado en g ).

Si I C A es un ideal arbitrario, definiremos ht I como el minimo de las alturas de ideales
primos p O I.

Siempre se cumple

dimA/I+ht I <dim A

Por ltimo, definiremos la dimensién de un A-médulo M como dim M = dim A/Ann(M),
y la dimensién de un ideal I C A, como dim ] = dim A/I.
A.2. Dimensién sobre anillos semi-locales

Definicién A.1 Sea A un anillo semi-local y sea M el ideal radical de Jacobson (la inter-
seccion de los ideales mazimales de A). Llamaremos ideal de definicion de A a un ideal I que

verifique una de las siguientes propiedades equivalentes
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1. M™C T C M para algin n>0.

2. I C My A/l es de longitud finita.

Teorema A.2 Sea A un anillo semi-local, M el ideal radical de A, y M un A-mdédulo. Entonces

se tiene la siguiente caracterizacion de la dimension de M:
dim M =min{r € Z : ezisten a1,...,a, € M y M/(a1,...,a,)M es de longitud finita}

Demostracion: Ver [Ma, Th.17, pagina 76]. m

Corolario A.3 Sea A un anillo semi-local y sea M su ideal radical. Entonces la dimension

de A es la minima cantidad de generadores de un ideal de definicion de A.

Demostracion: Ver [Se, Cor.2, 111-9]. m

Definicion A.4 Sea A un anillo semi-local, y M un A-mddulo de dimension n. Vamos a decir
que T1,...,T, son un sistema de parametros de M si y sdlo si el A-mdédulo M/(x1,...,xn)M

es de longitud finita.

Definicién A.5 Sea (A, M) un anillo local. Diremos que A es un anillo local reqular si y sélo
si existe un sistema de pardmetros de A que generan el ideal mazimal M. A un tal sistema de

pardmetros lo llamaremos sistema regular de pardmetros.

Proposicion A.6 Sea A un anillo semi-local, M un A-mddulo de dimension n y x1,...,Z,

elementos del radical de A. Entonces
dim M /(z1,...,x.)M +r > dim M
y vale la igualdad si y sélo si x1,...,x, son parte de un sistema de pardmetros de M.

Demostracion: Ver [Se, Prop.6, I1I-11]. m

A.3. Dimensién de algebras
En esta seccién establecemos los resultados de dimension de dlgebras.

Teorema A.7 Sea A un anillo noetheriano y Alxi,...,zy,] el anillo de polinomios en las

variables x1,...,x, . Entonces

dim A[zq,...,z,) =dimA+n
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Demostracion: Ver [Ma, Th.22, pagina 83]. m
En consecuencia, el anillo de polinomios sobre un cuerpo en las variables x1,...,x, tiene

dimension n.

Teorema A.8 Teorema de normalizacién de Noether

Sea A un dlgebra finitamente generada sobre un cuerpo K . Entonces existen r elementos

Yi,---,Y € A que son algebraicamente independientes sobre K, tales que A es entera sobre
Kly1,...,yr]. Se tiene que r = dim A y que si A es un dominio, r es el grado de trascendencia
de A sobre K.

Demostracion: Ver [Ma, Cor.1, pagina 91]. m

A.4. Profundidad

Hasta el fin de este apéndice trabajaremos con anillos noetherianos tinicamente.
Sea A un anilloy M un A-mdédulo. Sea aq, ..., a, una sucesién de elementos de A. Vamos

a decir que ai,...,a, es una sucesion M -regular si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Para cada 1 <i <7, a; no es un divisor de cero en M/(aq,...,a;—1)M
2. M #(ay,...,ap)M

Si I C A es un ideal, y ademas a; € I para 1 < ¢ < r , diremos que aq,...,a, €S una
sucesion M -regular en 1.

Si bien esta nocién depende del orden de los elementos, en el caso en que M es finitamente
generado se puede determinar cudl es la longitud de una sucesién regular maximal (observar
que una tal sucesién maximal existe, ya que la sucesiéon de submédulos (a1)M, (a1, a2)M, ...
es es estrictamente creciente, y luego (aj), (a1, a2),... es una sucesién creciente de ideales en

A que se estaciona).

Teorema A.9 Sean A un anillo noetheriano, M un A-mddulo finitamente generado, I C A

un ideal tal que IM #= M, y n > 0 un entero. Entonces son equivalentes:

1. Exty(N,M) =0 (i <n) para cada A-médulo finitamente generado N tal que Supp N C
SuppA/I

2. Exty(A/I,M) =0 (i <n)

3. EBaiste un A-mddulo finitamente generado N con SuppN=SuppA /I tal que Ext’y (N, M) =
0(i<n)

4. Existe una sucesion M-reqular ay,...,a, de longitud n en I
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Demostracién: Ver [Ma, Th.28, pagina 100]. m

Entonces tiene sentido definir

Definicion A.10 Sean A,M,I como en el teorema anterior. Llamaremos profundidad de I en M

a la longitud de las sucesiones M-regulares mazimales incluidas en I, y la notaremos depth;(M) .

El teorema muestra que
depth; (M) = min{i € Z : Ext’y(A/I, M) # 0}.

En caso que (A, M) sea local, llamaremos depth M a depth,(M).

Existe ademads la nociéon de grado introducida por D.Rees, que se relaciona con la de pro-
fundidad.

Definicion A.11 Sea A un anillo noetheriano, M # 0 un A-mddulo finitamente generado y
sea I = Ann M . Se define el grado de M como

gr M = min{i € 7 : ExtYy (M, A) # 0}.
El teorema anterior muestra que
gr M = depth;(A), (donde I = Ann M).

Por otro lado si I C A es un ideal, se llama grado de I a gr A/I (i.e. el grado de I es

depth;(A) , la longitud de una sucesién A-regular maximal en I).

Si bien Eagon y Hochster usan esta ultima nocién, nosotros usaremos la de profundidad,
esperando que no cause confusion al que quiera leer los trabajos originales de ellos.
Para finalizar esta seccién enunciaremos un lema que relaciona sucesiones regulares y di-

mensiéon en anillos locales.

Lema A.12 Teorema de Krull
Sea A un anillo local y M un A-mddulo finitamente generado. Sea ai,...,a, una sucesion
M-regular,entonces dim M/(aq,...,a,)M =dim M —r.

Demostracion: Es claro que dim M/(ay,...,a,)M > dim M — r (por teorema A.2). To-
memos ahora b un elemento M-regular. Este elemento no pertenece a ningiin ideal minimal de
Supp M , luego dim M/(b)M < dim M , o lo que es lo mismo dim M/(b)M < dim M — 1. El

lema sale iterando este procedimiento r veces. m
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A.5. Anillos y médulos de Cohen-Macaulay

En esta seccion definiremos la nocién de ser Cohen-Macaulay, y enunciaremos resultados
bésicos sobre esta clase de modulos y anillos. Empezaremos probando una proposicion que nos

permitird tener una idea del significado de ser Cohen-Macaulay.

Proposicién A.13 Sea (A, M) un anillo noetheriano local y sea M # 0 un A-mddulo fini-
tamente generado. Entonces depth M < dim(A/P) para cada P € Ass M .

Demostracion: Hagamos induccién en la dimensién de A/P.

Si dimA/P = 0, P es maximal. Entonces P = M, y por lo tanto M € Ass M . Luego
Ext%(A/P, M) = Hom 4(A/P, M) #0 y depth M = 0.

Si dim A/P =r > 0, existe x que pertenece a M y no a P. Ademds, P+ () C Q, para
algiin Q € Ass (A/P + (z)) . Luego, dado que dim A/Q < r, y usando hipétesis inductiva, sale
que depth M < dim(A4/Q) < dim(A/P).m

Corolario A.14 Sea (A, M) un anillo noetheriano local y sea M # 0 un A-mddulo finita-
mente generado. Entonces depth M < dim M .

Demostracion: Es facil ver que dim M = sup{dim A/P: P € AssM}.nm

Luego definimos

Definicién A.15 Sea (A, M) un anillo local y M un A-mddulo finitamente generado. Vamos
a decir que M es un mddulo de Cohen-Macaulay si y solo st M =0 o depth M =dimM . Y

diremos que A es un anillo de Cohen-Macaulay si lo es como A-mddulo.
Las siguientes son propiedades de los médulos de Cohen-Macaulay sobre anillos locales.

Proposicién A.16 Sea (A, M) un anillo local y M un A-mddulo finitamente generado, en-

tonces valen las siguientes propiedades:

1. Si M es un mddulo de Cohen-Macaulay y P € Ass M, entonces depth M = dim A/P .

Por lo tanto M no tiene primos inmersos.

2. Si ay,...,a, es una sucesion M-reqular en M y M' = M/(ay,...,a,), entonces M es

Cohen-Macaulay si y sélo si M’ lo es.

3. Si M es Cohen-Macaulay, luego para cada ideal primo P € A el Ap-mddulo Mp es
Cohen-Macaulay, y si Mp # 0 se tiene que depthp(M) = depth Mp.

4. Si A es un anillo de Cohen-Macaulay, e I es un ideal propio de A, entonces ht I =
depth;(A) =gr 1.

Ademds, ht I +dim A/I =dim A.
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5. 8t M es un modulo de Cohen-Macaulay, todo sistema de pardmetros de M es una sucesion
M-regular. Reciprocamente st un sistema de parametros de M es una sucesion M-regular,

M es un modulo de Cohen-Macaulay.

6. Si M es un mddulo de Cohen-Macaulay, y si P C P' son dos ideales primos en el soporte
de M, entonces todas las cadenas saturadas de ideales primos que unen P con P’ tienen
la misma longitud : dim A/P — dim A/P’.

Demostracion: Ver [Se, IV-24] y [Ma, pagina 107]. m

Se puede definir también lo que es un anillo de Cohen-Macaulay sin necesidad de que este

sea local

Definicion A.17 Sea A un anillo noetheriano. Diremos que A es un anillo de Cohen-Macaulay

sty solo si el anillo local Ap es un anillo local de Cohen-Macaulay para todo ideal primo

P C A.(i.e. ht P = depthp(A))

Por la proposiciéon A.16 basta ver que Apq es un anillo local de Cohen-Macaulay para cada
ideal maximal M C A.
No todas las propiedades que valian para anillos locales de Cohen-Macaulay se siguen apli-

cando en el caso general, sin embargo tenemos

Proposicion A.18 Sea A un anillo de Cohen-Macaulay e I C A un ideal propio. Entonces
ht I = depth;(A) =gr 1.

Demostracion: Por ser A Cohen-Macaulay sabemos que ht P = dim Ap = depthp(A) para

cada ideal primo de A. Pero como

htI = sup{htP :P esprimoy P DI}
depth;(A) = sup{depthp(A):P esprimoy P D I}

es claro que ht I = depth;(A). =

Para terminar con este capitulo enunciamos que el anillo de polinomios en n variables sobre

un anillo de Cohen-Macaulay es Cohen-Macaulay.

Teorema A.19 Teorema de Macaulay
Sea A un anillo de Cohen-Macaulay. Entonces el anillo de polinomios en n variables Alz1, ..., %y)

es Cohen-Macaulay.

Demostracion: Ver [Ma, Th.33, pagina 111]. m
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Apéndice B
Herramientas homologicas

En este capitulo definiremos la dimensién proyectiva de médulos y demostraremos la formula
de Auslander-Buchsbaum, que permite calcular la dimensién proyectiva de médulos sobre anillos
locales usando la profundidad.

Daremos también la nocién de ideal perfecto. Con esta definicion y con la férmula de
Auslander-Buchsbaum podremos caracterizar a los médulos de Cohen-Macaulay sobre anillos

graduados de una forma sencilla.

B.1. Dimensién proyectiva
Comencemos definiendo la dimensién proyectiva de un A-médulo

Definicién B.1 Sea M un A-mddulo, llamaremos dimension proyectiva de M, y la notaremos
pd M , al menor numero natural n que satisface que existe una resolucion proyectiva finita de
M de longitud n; en el caso en que no existan resoluciones proyectivas finitas la definiremos

como infinito.
La dimension proyectiva puede ser calculada en funcién de Ext. Mds precisamente, se tiene
Proposicion B.2 Sean M un A-mddulo y n un numero natural, entonces son equivalentes:
1. pdM <n.
2. BExty(M,N) =0 para todo i >n y para todo A-mddulo N.

3. Dada una sucesion exacta 0 — M, ELN n—1 fn—_1> Loy My o, M — 0, donde M;

es proyectivo para cada 0 < i <n —1, entonces M, es proyectivo.

Demostracion:

1) =2) Dado que pd M < n, existe una resolucién proyectiva de M de longitud n

0_>Mn£> n_lfn_*}...LMOLM_,O
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Esta sucesién induce la siguiente sucesién exacta corta
] 0
0 — ker fo —— My 2% M — 0
La cual a su vez induce, para cada A-mdédulo N la sucesion larga de homologia

0 — ExtY(M,N) — —  Ext® ! (ker fo, N) *

§k—1 k k k 5k
— Exti(M,N) — Ext}i(My,N) — Extf(ker fo,N) —

Como My es proyectivo,Extl/i(Mo,N) = 0 para todo k € IN y para todo A-médulo N .

Luego se tiene que
Ext®™ (M, N) = Ext (ker fo, N) para todo k € IN.
Haciendo el mismo procedimiento con la sucesion exacta corta
0 — ker fi —= M; % ker fo — 0
encontramos que
Extf ! (ker fo, N) 2 Ext® (ker fi, N) para todo k € IN.
Juntando ambas igualdades obtenemos
Exth (ker f1, N) = Ext®™(M, N) para todo k € IN.
Finalmente iterando el procedimento n veces tenemos que
Ext’ (ker f,—1, N) = Ext®™(M, N) para todo k € IN
pero como ker f,,_1 = M, esta igualdad se transforma en
Ext® (M, N) = Ext"™ (M, N) para todo k € IN.
Y como Eth(Mn,N) =0 para todo k € IN y para todo A-médulo N, tenemos que
Ext% (M, N) = 0 para todo i > n y para todo A-médulo N.

2) = 3) Por la demostracién de 1) = 2), (observar que no se usa que M,, sea proyectivo)
tenemos que Ext¥ (M, N) = Ext]ZJr"(M, N) para todo k € IN y para todo A-médulo N.

Pero como Ext% (M, N) = 0 para todo i > n, se tiene que Ext%(M,, N) = 0 para todo
k € IN y para todo A-médulo N ; luego M, es proyectivo.

3) = 1) Se puede construir paso a paso una sucesiéon exacta

O—>Mnﬁ> n_lfn—fg---LMOLM%()

donde M; es proyectivo para cada 0 < i < n — 1, luego, por la hipdtesis, M,, es proyectivo y

tenemos una resolucién proyectiva de M de longitud n; conlo cual pd M <n.m

Como corolario obtenemos
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Corolario B.3 pd M = sup{k € Z : Ext (M, N) # 0 para algin A-médulo N}

Veamos ahora la relacion entre las dimensiones proyectivas de los términos de una sucesién

exacta corta.

o s f g .
Proposicién B.4 Sea 0 — M’ — M —— M" — 0 una sucesidn exacta corta, entonces

1. pd M < sup(pd M',pd M") y si la desigualdad es estricta, se tiene que

pd M" =pd M' +1

2. pd M" < sup(pd M,pd M’ + 1) y si la desigualdad es estricta, se tiene que

pd M = pd M’

Demostracion:

1. Sea n > sup(pd M’,pd M"), tenemos entonces que
Ext’y(M', N) = Ext’y(M", N) = 0 para cualquier A-médulo N.

Fijemos un A-médulo N . Si miramos la parte siguiente de la sucesién exacta larga de la

homologia
- — Ext}(M",N) — Ext}(M,N) — Exty(M',N) — - -+

tenemos que Extj (M, N) = 0 pues los extremos son 0 también. Luego, por la proposicén
B2, pd M <n.

Para ver qué pasa si la desigualdad es estricta tomemos r = pd M . Entonces, mirando la

sucesion exacta larga de la homologia
. — Ext’}(M, N) — Ext’y(M’, N) 25 Ext™ 1 (M”, N) — Ext' (M, N) — - --

para un A-médulo N cualquiera y notando que Ext’(M,N) = 0 para todo n > r,
tenemos que
Ext% (M, N) = Ext "' (M" N) para todo n > r

Es claro entonces que pd M” = pd M’ + 1

2. Similar al anterior. m
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B.2. Formula de Auslander-Buchsbaum

Antes de demostrar la férmula veamos un teorema que caracteriza a los médulos proyectivos

sobre anillos locales.

Teorema B.5 Sean (A, M) un anillo local y M un A-mddulo finitamente generado, entonces

M es proyectivo st y solo si M es libre.

Demostracion:

<) Trivial.

=) Sean g¢i,...,g, generadores de M , de manera que su cantidad sea minima. Entonces
g1, -,0n son una base del A/ M -espacio vectorial M/ MM .

Sea F = A",y sea F 25 M, definido en la base {ey,...,e,} de F como (&) = gi,
para 1 <1i < n. ¢ induce un isomorfismo F/MF oM /MM . En particular tenemos que

ker p C MF'. Ademas, la sucesion exacta
O—>ker¢L>Fi>M—>0

se parte, por ser M es proyectivo. Entonces, F' = M’ ® ker ¢, con M’ = M .
Entonces, MF = MM' & Mker¢, y como kerp C MF, se ve que Mkerp = kerp; y
por el lema de Nakayama, kero =0 y M es libre. m

También vamos a necesitar la siguiente proposicién

Proposicién B.6 Sean (A, M) un anillo local, M un A-mddulo finitamente generado y
0—K-LFr 9% Mm—0
una sucesion exacta con Fy K libres. Si g es suryectiva y ker g C M, entonces los morfismos
Exty(A/M, K) L= Exti,(A/M, F)
inductidos por f son el morfismo nulo para cada © > 0.

Demostracion: Como F y K son libres, se tiene que F' = A™ y K = A™ para n,m €
IN. Entonces f se puede representar como una matriz (a;;) € A"*™, donde cada a;; € M
(pues Im f C M). Identificando a Exty(A/M,K) y Exty(A/M,F) con (Ext'y(A/M,A))"
y (Extly(A/M, A))™ respectivamente, tenemos que f, estd representada por la misma matriz.

Luego dado que los elementos de M anulan a Ext’(A/M,A), f. tiene que ser cero. m

Los dos resultados anteriores siguen valiendo si reemplazamos al par (A, M) por un anillo

graduado A = @A donde A es un cuerpo, y M = @A es el ideal irrelevante maximal
=0 =1
oo

de A,y a M por un A-méddulo graduado M = @MZ finitamente generado.
i=0
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Teorema B.7 Férmula de Auslander-Buchsbaum
Sea (A, M ) un anillo local, y sea M un A-mddulo finitamente generado de dimension pro-

yectiva finita. Entonces se tiene la siguiente formula
pd M + depth M = depth A

Demostracion: Vamos a hacer induccién en la dimensién proyectiva de M.

Supongamos que pd M = 0. Entonces M es libre, y por lo tanto M = A™ para algin
n € N. Se tiene entonces que Ext’y(A/M,M) = (Exty(A/M,A))", y por la proposicién 2
del teorema A.9 , depth A = depth M .

Supongamos que pd M = 1. Entonces se tiene una resolucién libre de M
0—K-5F-2M-—0

Si se elige F' de manera que tenga rango minimo, entonces el morfismo ¢ verifica las hip6tesis

de la proposicién B.6, luego el morfismo
Exty(A/M, K) > Ext{(A/M, F)

es el morfismo nulo para cada i € Z .

Asi a partir de la sucesién exacta larga de homologia se obtiene el siguiente isomorfismo
Extiy (A/M, M) 25 Ext’i1 (A/M, K)

para cada ¢ € Z .

Pero como K = A" para algiin n € N, se tiene que Exty(A/M, K) = (Exty(A/M, A))".
Por lo tanto, Extl(A/M, M) # 0 < Ext’/ 1 (A/M, A) #0

Luego, por la caracterizacion de la profundidad de los A-mddulos usando Ext, se tiene que
depth M = depth A —1.

Supongamos ahora que depth M > 1.

Tomemos una sucesion exacta corta de la forma
0—N-SSF-2M-—0,

con F' un A-mddulo libre. Es claro que pd N = pd M — 1. Luego si vemos que depth M =
depth NV — 1 el teorema queda demostrado.
Llamemos d = depth N . Es claro que depth F' > d. Luego

ExtY(A/M, F) = Ext’y(A/M,N) =0, parai < d
De la sucesién exacta larga de la homologia se obtiene que

Exty (A/M,M)=0,sii<d—1
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Entonces s6lo hace falta ver que Ext%'(A/M, M) #0
Como depth N = d, entonces Ext%(A/ M, N) #0.

Veamos una parte de la sucesion exacta larga
d—1 dd—1 d T d
0 — Ext% " (A/ M, M) — Ext4(A/M,N) — Ext%(A/ M, F)

Si 44 es el morfismo nulo, entonces ExtdA_l(A/M,M) = Ext%(A/M,N), y por lo tanto
depth M = depth N — 1.

Ahora pd N > 0 y pd N = pd M — 1, luego, por hipétesis inductiva, d = depth N <
depth A. Entonces Ext4(A/M,F) =0,y por lo tanto, i, = 0. m

B.3. Ideales perfectos

Definiremos ahora la nocion de ideal perfecto, que estd muy relacionada con la de Cohen-

Macaulay en el caso de médulos sobre un anillo de polinomios.

Definicion B.8 Sea A un anillo e I C A wun ideal. Diremos que I es perfecto si y solo si

pd A/I = depth;(A) (la dimension proyectiva de A/I se calcula considerdndolo un A-mddulo).
De manera similar definimos mdédulos perfectos:

Definicion B.9 Sea M # 0 un A-mddulo. Vamos a decir que M es perfecto si y sélo si la
dimension proyectiva de M es igual a la profundidad del ideal I = Ann M .

Observemos que por la caracterizaciéon de la profundidad y de la dimensién proyectiva en
términos del funtor Ext hecha en la proposicién B.2, siempre se tiene que depth;(A) < pd A/I
y que depthpy, pr(A) < pd M.

Un ejemplo facil de un ideal perfecto es un ideal I = (ay,...,a,) donde aj,...,a, € A
es una sucesién regular, ya que el complejo de Koszul permita dar una resolucién de A/I de
longitud r, con lo que pd A/I < r = depth;(A). (Ver [Ma, |.)

La relacion con los anillos de Cohen-Macaulay es la siguiente

Proposicion B.10 Sea A un anillo de Cohen-Macaulay e I C A un ideal perfecto. Entonces
A/I es un anillo de Cohen-Macaulay.

Demostracion: Sea P C A un ideal primo tal que (A/I)p # 0. Veamos primero que el
ideal TAp C Ap es perfecto.
El ideal P = PA/I es primo y se tiene ademés que (A/I)p = Ap/IAp, luego, dado que
localizar es exacto, se tiene que
pd Ap/IAp < pd A/I
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donde en el primer término se ve a Ap/IAp como un Ap-mdédulo. Como I es perfecto,

pd A/I = depth;(A), y como localizar conserva la regularidad, tenemos que
depth;(A) < depth; 4, (Ap)

En definitiva lo que se tiene es que pd Ap/IAp < depth;, (Ap) y como la otra desigualdad
vale siempre, el ideal ITAp es perfecto.
Luego basta ver que el teorema es cierto si (A, M) es un anillo local de Cohen-Macaulay.
Sea entonces (A, M) un anilo local, e I C A un ideal perfecto.

Por la férmula de Auslander-Buchsbaum, tenemos

pd A/I = depth A — depth A/I,

pero como I es perfecto lo que vale es que
depth;(A) = depth A — depth A/I.

Por otro lado, por ser A Cohen-Macaulay y local,

depth A = dim A/I + depth;(A).
Juntando las dos ultimas igualdades,

dim A/I = depth A/I

con lo cual, A/I es Cohen-Macaulay. m

Es fécil ver que si dos ideales P y Q son perfectos y depthp(A) =n = depthg(A), entonces
también depthprgo(A) =n.

Las siguientes proposiciones relacionan la “perfeccion” de PN Q con la de P+ Q.

Proposicién B.11 Sean P y Q dos ideales perfectos tales que depthp(A) = depthg(A) =n,
y supongamos que P ¢ Q y que Q ¢ P. Sea Ep = (P + Q)/Q = Q/(PN Q), y sea
Eo=(P+Q)/P=P/(PNQ). Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. PN Q es perfecto. (Como depthprg(A) =n esto es equivalente a pd A/(PNQ)=n o
apdA/(PNQ)<n.)

2. pdA/(P+ Q) <n+1. (Como n < depthp,g(A), n <pdR/(P+ Q) es automdtico.)

3. pd Ep < n. (Como el anulador de Ep contiene a P, depthg, (A) > n; por lo tanto si
vale 3), pd Ep =n y Ep es perfecto.)

4. pd Eg < n. (Valen los mismos comentarios que para 3).)

49



Demostracion: 1) < 3) y 2) < 3) salen de la proposicién B.4 y de las sucesiones exactas

0—Ep—A/(PNQ)— A/Q—0

0—Ep—A/P—-A/(P+Q)—0

respectivamente. La equivalencia de 4) sale por simetria. m

Proposicién B.12 Bajo las mismas hipdtesis, si P+ Q es perfecto y depthp, o(A) <n+1,
entonces P N Q es perfecto, y depthg(A) =n. Si depthp,o(A) =n+1, entonces P+ Q es
perfecto si y solo si PN Q lo es.

Demostracion: Aplicar la equivalencia 1) < 2) de la proposicién anterior. m

Ahora vamos a ver un teorema que nos permite decidir si un dlgebra graduada noetheriana

es Cohen-Macaulay o no de una manera sencilla.

o0
Teorema B.13 Sea S = @Si una K -dlgebra graduada noetheriana con So = K un cuerpo.

=0
00

Sea P = @Si el ideal irrelevante maximal de S. Recordemos que como S es noetheriana, es
=1
finitamente generada como K -dlgebra (estd generada por los generadores del ideal P ), luego

S puede escribirse como R/I donde R es el anillo de polinomios sobre K en la cantidad de
variables como generadores tenga S, e I es un ideal homogéneo (si se le asigna a cada variable
el grado del generador correspondiente en S). Bajo estas hipdtesis las siguientes proposiciones

son equivalentes:
1. S es Cohen-Macaulay.
2. Sp es Cohen-Macaulay.

3. I es perfecto.

Demostracion: 3) = 1) Dado que R es Cohen-Macaulay y que I es perfecto, S = R/I
es Cohen-Macaulay por la proposicién B.10.

1) = 2) Es la parte 3) de la proposcién A.16.

2) = 3) Tomemos Q el ideal irrelevante maximal de R (i.e. el ideal generado por los
elementos homogéneos de R de grado mayor estricto que cero) y notemos que entonces Sp =
Ro/IRg. Esto ultimo dice que Rg/IRg es un anillo de Cohen-Macaulay, y por lo tanto
tenemos que

depth RQ/IRQ = dim RQ/IRQ.

Como Rg es un anillo local de Cohen-Macaulay, tenemos que
dim Rg = depth;p,(Ro) +dim Rg/IRg y que dim Rg = depth Ro.
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Ademas, por la férmula de Auslander-Buchsbaum, se tiene
pd Rg/IRg = depth Rg — depth Rg/IRg.
Operando adecuadamente obtenemos
pd Ro/IRg = dim Rg — (dim Rg — depth;p, (Rg)) = depth;p, (Ro).

Con lo cual el ideal IRg es perfecto.

Se deduce que I es perfecto del siguiente

Lema B.14 Sea M un R-mddulo graduado (donde R es un anillo graduado) , I C R un ideal
homogéneo y sea Q el ideal irrelevante mazimal de R. Entonces depth;(M) = depth;p,(Mg) .

Demostracidn: Ya sabemos que depth;(M) < depth;p,(Mg) . Para probar la otra desigualdad
tomemos un elemento ¢ € [Rg Mg-regular. Supongamos que a es un divisor de cero en M,
entonces existe un ideal primo P C R asociado a M tal que a € P. Pero P es homogéneo y

de la forma Annm, donde m € M es un elemento homogéneo. En particular, am = 0. Como

m es homogéneo, no puede ser F =0 en Mg, pues si asi lo fuera, existirfa un elemento s’ ¢ Q

tal que sm = 0 lo cual estarfa en contradicciéon con Annm C Q. Pero entonces %% =0 que

es un absurdo porque ¢ es Mg-regular. Luego a es un elemento M -regular, y el lema queda

demostrado.

Apliquemos el lema a los siguientes pares de médulos graduados e ideales
= R I.
= RO.
» R/I,Q.
obteniendo respectivamente las siguientes igualdades:
= depth;p, (Rg) = depth;(R).
= depthgp, (Rg) = depthg(R).
= depthgp, ((R/I)g) = depthg(R).
Usando la primera de las igualdades y el hecho que IRg es perfecto, logramos
depth;(R) = depth;p (Rg) = pd Rg/IRo.

La férmula de Auslander-Buchsbaum nos dice que

pd Rg/IRg = depthgp, (Ro) — depthgr, ((R/I)o),
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pero usando las dos ultimas de las igualdades que nos dio el lema, obtenemos
pd Rg/IRg = depthg(R) — depthg(R/I).

Finalmente usando la férmula de Auslander-Buchsbaum para anillos graduados (es vélido usarla
ya que R esun anillo de polinomios sobre un cuerpo y por lo tanto todos los R-moédulos tendran
dimensién proyectiva finita (c.f. [Ma, Lemma 5, pagina 129 y Hilbert’s Syzygy Theorem, pédgina
132].))

pd Rg/IRg = depthg(R) — depthg(R/I) = pd R/I.

Por lo tanto

depth;(R) = pd R/I,

con lo cual I es perfecto. m

Corolario B.15 Sea I un ideal homogéneo en un anillo de polinomios R y sea f un polinomio

homogéneo que no es divisor de cero en R/I. Entonces I es perfecto si y sélo si I+ (f) lo es.

Demostracion: Por el teorema anterior I es perfecto si y sélo si Rg/IRg es Cohen-
Macaulay, e I + (f) es perfecto siy sélo si Rg/(I + (f))Rg es Cohen-Macaulay. Pero por la
proposicién A.16 item 2., Rg/IRg es Cohen-Macaulay si y sélo si Ro/(I + (f))Rg lo es. m

Corolario B.16 Sea S una K-dlgebra graduada sobre un cuerpo K, f un elemento homogéneo
de S de grado positivo que no es divisor de cero. Entonces S es Cohen-Macaulay si y sélo si

S/fS lo es.

Demostracion: Escribiendo a S como S = R/I, donde R es un anillo de polinomios sobre
K 'y eligiendo un polinomio homogéneo f € R tal que su imagen en S sea f, todo se reduce a

probar que I es perfecto siy sélo si I+ (f) lo es; y esto ya lo vimos en el corolario anterior. m
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