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1. INTRODUCCION

El objetivo de esta tesis ha sido el de comprender y desarrollar la teoria de Ecuaciones
Diferenciales Estocasticas con cierto grado de formalidad. Primeramente se desarrolla
la teorfa necesaria para entender lo que significa una ecuaciéon diferencial estocastica,
pasando por todos sus elementos: movimiento Browniano, martingalas, integral de
It6 y las reglas de integracion de 1to, para luego al final de este trabajo desarrollar
algunos resultados de la teoria misma, como ser el Teorema de Existencia y Unicidad
de Soluciones, Estimacion de los Momentos y Dependencia de los Parametros. Cabe
mencionar que todos estos resultados y sus demostraciones son adaptaciones de la
teoria correspondiente en el caso determinista.

Veamos un poco de que se trata esta teoria. Una Fcuacion Diferencial Estocdstica
(EDE) es una ecuacion diferencial que incluye la posibilidad de efectos aleatorios.
Formalmente,

X(t) = b(X(t)) + B(X(1)&(t)
X(0) = Z

donde B : R" — R™™ y £(t) := "ruido blanco” m dimensional. (La solucion X()
serd entonces un proceso estocéstico X(t) = X(t,w).)

O bien, en su forma integral, tenemos lo que serfa una Fcuacion Integral Fstocdstica
t t
X(t) = Z+/ b(X(s))ds+/ B(X(t))dW
0 0

donde dW = &(t)dt o sea, W (t) = fotf(s)ds. A W(t) se lo denomina proceso de
Wiener o movimiento Browniano y como su definiciéon lo sugiere, es la variable que
acumula el ruido producido de 0 a T'.

Claramente, para entender lo que significa esto, hay que dar definiciones precisas de
movimiento Browniano e Integral de It6, como ademés probar su existencia. En el
caso de la integral surge un problema adicional, que es el de encontrar un espacio de
integrandos 1til a la hora de enfrentar ecuaciones estocésticas.

Como primer paso, a la hora de definir el Browniano, se pide que tenga incrementos
independientes, y, usando caminos aleatorios, se concluye que W (t)—W (s) ~ N (0,t—
s). De aca ya se pueden intuir problemas a la hora de querer definir £(t), ya que
de existir quedaria, formalmente, £()v/dt ~ A(0,1) algo que hace bastante ruido.
Efectivamente, como se vera rigurosamente en el Teorema 3.1, W (t) no es derivable
en ningin ¢ con probabilidad 1, o sea £(t) no existe como funcion. De todas formas,
como suele suceder, su uso es tutil para ciertas deducciones sobre W (t). Por ejemplo
en la deduccion de su forma explicita. En este trabajo se la ha reemplazo por una
deduccion rigurosa sencilla que utiliza la derivada discreta de W (t) (ver Secciéon 2.2.1).

Una vez probada su existencia y sus propiedades mas caracteristicas, abordamos la
segunda cuestién de definir lo que significa la integral estocastica

[ xawe)
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Como se vera en este trabajo, no es tarea sencilla, ya que W (t) presenta la dificultad
adicional de ser de variacion infinita en cada subintervalo por lo que la integral no
admite la definicion de Lebesgue-Stieltjes puntual en el espacio muestral (2. Para
abordar el tema comenzamos con un ejemplo, el calculo de fg W(s)dW. Al calcular
las sumas de Riemann nos encontramos con la identidad

t

Pn Pn
> W (W =W ) = W| =Y Wu(We =W )
=1 =1

0
Pn Pn
= WZ = Wi, (W = Wi ) = > (Wip = Wi, )?
i=0 i=1
por lo que Y " Win (W =W ) = Wth — 520 (Wi —Wim )2 Ahora, resulta que

el término adicional Y 7", (W — Wi )> — ¢ en L*(2) por lo que obtenemos que

fot W(s)ds = W;(t) — £. De este ejemplo vemos que la integral admite una definicion

en L%(9)) pero ademés nos muestra una peculiaridad que es el término adicional %, el
cual provino del resultado

Pn
> (Win — W | )? — 1 en L¥(Q)
=1

Este resultado es de vital importancia en la teoria, ya que nos dara la idea heuristica
de que dW = v/dt y hara que en los términos lineales de los desarrollos en un punto
aparezca ademas un término correspondiente al de orden 2.

Volviendo al tema de integracion, para definir la integral en general, vemos que nece-
sitamos algo que nos garantice en general la convergencia en L?(Q) de las sumas de
Riemann. Esto se obtendra como veremos haciendo uso de una isometria entre es-
pacios. Al tomar las sumas de Riemann veremos la peculiaridad de que sus limites
dependen del punto que se toma en cada intervalo de la particién. Y la clave en la
teoria de integracion de Itd, es tomar el extremo izquierdo, o sea la suma

p
> X (W, = Wi, y),
=1

que corresponde a la integral del proceso simple

XP(t,w) = Xo(w) - 1yy(t) + Zqu(w) Aty (1),

debido a que si los procesos que se integran verifican que X, es independiente de
W, — W, para t > s entonces lo que se tiene es una suma de variables ortogonales en



L?*(Q) con lo cual

2 P

=3 E (X2, (W, — W,,)?)
L2(Q) i=1

=S p ) -t =B ([ o)

=1

p
Z Xi—l (th - Wti—l)
=1

2
0 sea, ’fot Xmdw, e = E (fJ(X;n)st>, la isometria mencionada para los pro-

cesos simples. El dominio de esta isometria serd el espacio L2[0,7] que representa
basicamente, las funciones conjuntamente medibles en las variables ¢ y w con segun-
do momento finito.

Lamentablemente, este espacio no alcanzara a los fines practicos y se lo extendera al
denominado M?(0,T') (Ver Seccién 3.6)

Una vez definida la integral y trabajadas sus propiedades fundamentales, trabajare-
mos con las reglas de integracion basicas:

o Formula de Integracion por Partes o Regla del Producto y
o Férmula de Tt6 o Regla de la Cadena

Estas se pueden adaptar con éxito pero con modificaciones importantes. Del resultado
2
ya mencionado f(f W(s)dW(s) = LW L o gea dW2(t) = 2W (¢)dW + dt vemos

2 2
que aparece un término adicional similar al correspondiente término cuadratico del
desarrollo de Taylor de u(z) = 2% en W (t): (dW)? en el cual, si reemplazamos dW =

V/dt obtenemos el original. Esta situacion se mantiene en la Regla del Producto
d(XlXQ) == X2dX1 + deXQ + GlGth

para dX; = Fidt + G1dW y d X, = Fydt + GodW . Si multiplicamos los diferenciales
dX, y ng‘y despreciamos los términos con (dt)? y dWdt obtenemos la formula
enunciada. Idem con la regla de la Cadena de Ito

1
d(U(Xt)) = U,<Xt)dXt -+ §U//<Xt)Gt2dt

para dXt = Ftdt + thWt.

En la demostracion de este tltimo resultado se trabaja con polinomios en x y luego se
lo deduce en general por aproximacion. Mas complicado es el caso multidimensional
u = u(x,t), donde la filosofia es la misma pero se necesita un resultado de aprox-
imaci6on uniforme por polinomios no solo para w sino también para sus derivadas
parciales. La demostracion de este resultado, ausente en la bibliografia utilizada, fue
propuesta como parte de este trabajo y se encuentra en el Apéndice A.

Finalmente, en la teoria propia de las EDE, vemos los resultados de Existencia y
Unicidad, Estimacion de los Momentos y Dependencia de los Parametros.

Sobre el resultado de Existencia y Unicidad (ver Teorema 5.8) cabe mencionar que
se mantienen las mismas hipotesis que en el caso determinista. Solo se le pide al dato
inicial pertenecer a L*(Q). Asimismo los pasos de la demostraciéon mantienen una
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analogia con la salvedad de que al no tener una cota punto a punto de f(f G(s)dW (s)
como en la integral determinista, debemos recurrir obligatoriamente a acotaciones en
L? usando la isometria. Similarmente sucede con el resultado de Estimacion de los
Momentos y Dependencia de los Pardmetros, cuyas demostraciones ausentes en la
bibliografia utilizada han sido propuestas como contribucién al trabajo de tesis.

En la Estimacion de los Momentos, sin embargo se necesita de una acotaciéon de la
integral fot G(s)dW(s) en L?(Q2), p > 1. La acotacion obtenida ha sido la siguiente

E ( 2,,) <Ot 'E (/Ot ]G(s)|2pds>

vale la pena recordar el andlogo en el caso determinista

t 2p t
/ g(s)ds| < / g (s)|7ds
0 0

Aqui nuevamente se ve la afectacion de la nocién heuristica dW = /dt.

/0 tG(s)dW(s)

Bibliografia. Se ha tomado como eje central el libro de Evans (ver [EVANS]) sobre el
cual se ha hecho un gran nimero de modificaciones y ampliaciones. Otra referencia
importante ha sido el libro de Korn (ver [KO/KO|).
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2. MOVIMIENTO BROWNIANO Y MARTINGALAS

Suposiciéon general para esta secciéon:
Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad completo con conjunto muestral (2, o-algebra
F y medida de probabilidad P.

Definicion 2.1. Sea I un conjunto ordenado de indices. Una filtracion {F;}ier es
una familia de sub-o-algebras de F tal que F, C F; para s <t, s,t € I.

Interpretacién. Recordemos que si un vector aleatorio X es medible U entonces
U contiene toda la informacion relevante sobre X. Luego podemos entender a las
o-algebras como fuentes de informacion pues éstas nos dicen que eventos se pueden
observar y cuales no. Asi en una filtracion {F;}, F; modelara que eventos pueden ser
observados hasta el tiempo t. Por esto se dice que las filtraciones nos dan el flujo de
informacion en el tiempo.

Definicién 2.2. Diremos que {Xg, F;}ier €s un proceso estocdstico con filtracion
{Fi}ier silos X, son vectores aleatorios F;-medibles.

De ser el conjunto de indices I discreto (p. €j. I = N) diremos que el proceso estocas-
tico es discreto.

Observacion 2.3. 1. En lo que sigue utilizaremos como conjunto de indices I =
[0,7] o I = [0,00), salvo que indiquemos lo contrario.
2. Si hablamos simplemente de un proceso {X¢ }es se entendera que la filtracion
asociada es la filtracion natural o filtracion candnica de X;:

Fri=o0{X,|s <t,scI}

3. En lugar de {X;};+c; usualmente escribiremos {X(¢) }1e; o simplemente X. Tam-
bién lo notaremos como funcion I x 2 — R" X(t,w) = Xy (w).

4. Podemos pensar al proceso estocastico como una funcion aleatoria tal que para
cada w € Q toma el camino muestral

X(yw): I —R"
Definicién 2.4. Sean {X;, Fi}licio00) ¥ {Y4, Gt }icp,00) dos procesos estocasticos. Di-
remos que Y es una modificacion de X si se verifica

P{w|Xi(w) =Yi(w)} =1 paratodot > 0.

Definicién 2.5. Sean {X;, Fi}icjoo0) ¥ {2 Gt brefo,00) dOS procesos estocésticos. Di-
remos que X e Y son indistinguibles si se verifica

P{w| Xi(w) =Y (w) para todo t > 0} = 1.
Observacion 2.6. Que {Yy, G; }icpo,00) Sea una modificacion de {Xy, F; }iejo,00) DO impli-

ca que Y, sea medible F;. Para evitar esto, sin embargo, podemos optar por trabajar
con la filtracion P aumentada de F;:

Fr=0o(F,N) te]0,0)
donde N ={A|AeFy P(A)=10 P(A) =0}.
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Teorema 2.7. Sea Y una modificacion del proceso estocdstico X . Si ambos procesos
son continuos a.s. P entonces X e Y son indistinguibles.

Demostracion. Sea
B ={w]|X(-,w) e Y(-,w) son continuos}.
Luego P(B) = 1. Y sea
Ag ={w | Xqg(w) = Yq(w)},
para ¢ € Qso. También P(A,) = 1. Si tomamos C' = B N () A4, entonces P(C) = 1.
Pero, si w € C entonces X(q,w) = Y(q,w) para todo ¢ Equo, con lo que junto a

la continuidad de X (-,w) y Y (-,w) implica que X (f,w) = Y (¢,w) para todo ¢ > 0.
Luego X e Y son indistinguibles como queriamos ver. 0

2.1. Martingalas.

Definicion 2.8. Sea {X;, F; }ic; un proceso estocastico a valores reales con E|X;| <
00. Diremos que X; es

a) una supermartingala si para todo s,t € I con s <t
E (X3 Fs) < X as. P,
b) una submartingala si para todo s,t € I con s <t
E(Xi|Fs) > X5 as. P,
¢) una martingala si para todo s,t € [ con s <t
E(XiFs) =X, as. P.
Ejemplo 2.9.

(1) Las martingalas discretas son usualmente usadas para modelar juegos de azar:
Si la sucesion X,,,n € N denota las ganancias de un jugador después de su n-
ésima participacion y el juego es justo entonces debera satisfacer la condicion

E(Xp|Fn) =X, a.s.

O sea debera tratarse de una martingala. Similarmente si el juego es favorable
se deberd tratar de una submartingala y una supermartingala modelara un
juego desfavorable.

(2) Nosotros estaremos més interesados en martingalas continuas siendo un ejem-
plo clasico de éstas el movimiento Browniano tal como veremos més adelante
cuando lo hayamos definido.

Proposiciéon 2.10. Desigualdad de Jensen Condicional. Sea ¢ : R — R una
funcion concava con E(|p(X)]) < oo (y E(]X]) < 00). Luego

H(E(X]V)) < E(p(X)|V)  a.s.

Lema 2.11. Sea {X;, 7} una martingala y ¢ : R — R una funcidn céncava con
E(|o(X1)]) < oo para todo t € I. Luego {¢(Xy), Fi} es una submartingala.
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Demostracion. Por la Desigualdad de Jensen Condicional

E($(X)IF) 2 d(E(X|F)) = 6(X,) as. Vi>s.

Teorema 2.12. (Desigualdades Martingales Discretas)

a) St {X,, Fnlnen €s una submartingala, entonces

1
P (méx Xk € [/\aﬂ]) < _/ Xydp
1<k<n A { méx Xp€[Aul}

para todon =1,... y A > 0. En particular

P(méXXkZ/\) <

1<k<n

BE(X).

n

>

b) Si {X,, Fnlnen €s una martingala y 1 < p < oo, entonces

p
E (méx |Xk|p) < (L) E(|1X,P)
1<k<n p—1

para todon =1,....

Demostracion. a) Notemos X = méax;<p<, Xi. Sea
k—1
A= (X < AN {Xe > AP n{X < p}.
j=1
Luego

A={Xe\u} =] A

k=1

Como AP(A;) < fAk X, dP, entonces

AP(A) =AY " P(Ay) < E(xaX).
k=1 k=1



Por lo tanto,

[ xiap = SR
{Xeul}

= Y E(B(X;xalF)
= Y E(aBX]|1F)

> E(xa, BE(Xu|Fy))

k=1

v

> Z E(xa,Xk) por ser una submartingala
k=1

como queriamos ver.
b) Por el Lema 2.11, {|X,,|, F,, }nen resulta una submartingala. Notemos igual que
antes X = max; <<, | Xi| y sea Xy = min (X, M).
Luego,

B(XM)") = - /0 h AAPM()\) para PM()\) = P(XM > )\)

= p/ APTLPM N dA
0

M
= p/ MNP\ < X < M)dA
0

M
p / P2 / | X,,|dPdX
0 {Xe\M]}

X
p/ (/ )\p‘2d)\) | X,,|dP
{X<M} 0

= 2 XPY X, [dP

p—1 {X<M}
p Myp—1
—_— XX, |dP
L [eey

s (foer) ([por)”

By < (G2) B

IN

IN

IN

IN

Con lo cual,

Luego, como XM gy X de forma creciente, pasando al limite, obtenemos
— 00

la acotacion deseada.
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0

Teorema 2.13. (Desigualdades Martingales) Sea { X, F}}i>0 un proceso estocds-
tico con caminos continuos a.s.. Entonces

(1) Si {Xy, Fi}iso es una submartingala, entonces

0<s<t

1
P (méx X > )\) < XE(X:“) para todo A > 0,t > 0.
(2) Si {Xy, Fi}iso es una martingala y 1 < p < oo, entonces

p
E (max | X s |p> (Ll) E(|X:?) para todo t > 0.
p_

0<s<t
Demostracion. (1) Basta probar que

P (gnaXX > )\)

porque si A\, A,
P (méx X, > )\n) — P (méx X, > )\)

0<s<t

1

CE(X) — 1 B(XD).

Observar que por la continuidad a.s de los caminos muestrales
max Xy = sup X, a.s.

0<s<t 0<q<t
qeQ

Ademas, si {Q,}, @, C [0,t] N Q, es una sucesion creciente de conjuntos
finitos con | J7, @, = [0,¢] N Q,

sup X, >\ | = méx X, > A
Oﬁqgt ! U (‘JGQ" )
q€Q "

con lo que,
P (méx X, > )\) = lim P (maXX > )\)
0<s<t n—00 q€Qn
Entonces hay que ver que
1
P (maxX > )\) —E(X;").
9€Qn A
Tomemos @, = {tg}j_ocon 0=ty <t; <...<t, =t Como {X; ,F: }7Tp
es una submartingala discreta (se la puede extender facilmente a todo N us-
ando X, = X;, = X, para m > n) usando la Desigualdad martingal discreta
concluimos

1
P (max Xy, > )\) < XE(X;F)

0<k<
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como queriamos ver.
(2) Como antes, por la continuidad de los caminos muestrales, sabemos que

i 1Kl = sup [X| - as
q€Q

Y si{Q.}, @, C [0,t]NQ, es nuevamente una sucesion creciente de conjuntos
finitos con |J,~; @, = [0,¢] N Q, vale que

méX|Xq| /" sup |Xq|
9€Qn 0<g<t
q€Q

con lo que

E <méx \Xs|p> = lim E <max\qup> .
0<s<t n—oo  \ q€Qn

Por lo tanto, basta probar que

p
E <max|xq|p) < <L) E(X,P).
9€Qn p—1
Como {Xy, Fi}i>0 es una martingala {|X;|, F;}:>0 es una submartingala.
Tomemos @, = {tx}r_, con 0 =1, < t; < ... <t, =t Luego {| X, |, Fr, }ro
es una submartingala discreta con lo que usando la desigualdad martingal disc-
reta queda probada nuestra desigualdad.

O

2.2. Movimiento Browniano. El concepto de movimiento Browniano se refiere,
en esencia, a un movimiento aleatorio irregular continuo y lleva el nombre del botanico
Robert Brown quien en 1828 lo observo en las particulas microscopicas de polen sus-
pendidas en agua. Para definirlo mateméticamente consideraremos antes un movimien-
to analogo pero en un contexto discreto (unidimensional) lo cual justificara nuestra
definicion.

Caminos Aleatorios. Consideremos el reticulado unidimensional {mAx|m € Z} y
una particula que se desplaza por estos puntos partiendo en ¢ = 0 de x = 0 y tal
que en cada instante nAt se mueve a la izquierda o a la derecha una distancia Az
con probabilidad 1/2. Tomemos entonces variables aleatorias X; que den 1 si en el
instante 1At la particula se mueve a la derecha y —1 si se mueve a la izquierda. Luego
las variables X; son independientes entre si y

P(X;=1)=1/2
{p(xi: —1)=1/2

Luego, la posicién de la particula en el instante t = nAt esta dada por

i=1

para: > 1

Veamos el comportamiento asintético de X (¢) cuando At — 0 (con t fijo). Como
(Az)®

V(X () = (Az)*nV (X)) = (Az)’n = At

t
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(Az)?
At

X(t) = %\/ﬁm = ZZT;X\/E& — N(0, Dt).

Ahora si definamos movimiento Browniano, para lo cual tomaremos D = 1.

asumamos que = D constante. Entonces concluimos que

Definicion 2.14. Un movimiento Browniano (unidimensional) es un proceso estocés-
tico {Wy, Fi}ico,0) tal que

a) Wo =0 a.s.
b) W, =W, ~N(0,t—s) Vi>s>0
c) Wy — Wy es independiente de F;

Observacion 2.15. (1) Dado que cualquier tipo de movimiento tiene que ser con-
tinuo seria razonable pedirlo en la definicion de movimiento Browniano pero
esto no sera necesario, dado que , como veremos en la subseccion 2.2.2, sino es
continuo tendra una modificacion continua (y algo mas). Por lo tanto, siempre
trabajaremos con esta hipotesis adicional de continuidad.

(2) ElTeorema Central del Limite nuevamente motiva nuestra definicion de movimien-
to Browniano pues cualquier suma de perturbaciones iid que afecten la posicion
de una particula en movimiento resultara en una distribucién normal.

(3) Observar que la condicion c) en la definicion implica que

) Wy, Wy, — Wy, ..., W, — W, _, son independientes

VO <ty <ty <...<t, También vale la vuelta, pero claro, con respecto a la
filtracion natural F}V. Esto, aunque intuitivo, es mas dificil de probar y no lo
haremos aqui. (Ver [KA/SH, Capitulo 2, Problema 1.4]). Con todo, tenemos
una definicién “equivalente” que no recurre explicitamente a las filtraciones.

(4) Si {W;, F;} es un movimiento Browniano y F es una filtracion tal que F} D F;
y Wi — Wy es independiente de F. V0 < s <t entonces {W;, F/} también es un
movimiento Browniano.

(5) Diremos que la filtracion F; es una filtracion Browniana si F; contiene todos
los eventos de medida nula de F.

Observacion 2.16. Notar que si s < t entonces Wy — W, ~ /t — sN(0, 1), con lo cual
(W — W) ~ (t — s)X2. Luego

(2.1) E(W,—W)*) =t—s
(2.2) Var (W, = Wo)?) = E (W, = W)* — (t — 5)) = 2(t — s)?

Proposicion 2.17. Si {W;, Fihico,00) €5 un movimiento Browniano entonces es una
martingala.

Demostracion.
E(W|F,) = E(W, = W, + W,|F,) = E(W, — W,|F,) + W, =W, a.s.
para s < t. [

Definicién 2.18. Un movimiento Browniano m dimensional es un proceso estocastico
{W(t), Fi}tejo,o0) de dimension m tal que
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(1) Wi(t),...,W,(t) son movimientos Brownianos unidimensionales.
(2) Wi(t), ..., Wp(t) son procesos independientes, o sea, las o-algebras o (W;(t)| t >
0)1<j < m son independientes.

(3) W(t) — W(s) es independiente de Fj.

Observacion 2.19. Si Wi(t),..., W, (t) son m movimientos Brownianos independi-
entes entonces W(t) = (Wy(t),...,W,,(t)) es un movimiento Browniano respecto a

FW = a(ﬂwj| 1 <j < m). Nuevamente, no lo probaremos aqui.
2.2.1. Construccion de un Movimiento Browniano .

Para saber qué proponer para la construccion de un movimiento Browniano supong-
amos que tenemos uno e intentemos reescribirlo usando la normalidad de sus in-
crementos y un poco de algebra lineal. Para ello tomemos particiones del intervalo
[0, 1]:

P,:0=¢t)<...<ty =1
tales que P, C P,y1 vy D :=J P, denso en [0, 1]. Sean entonces
S, = {v(t) € L*[0,1] | v(t) es constante en (7 |, "] V1 <i < n}
y tomemos {v(™ (£)}>, tal que
v (t),...,v"™(t) son base ortonormal de S,

con respecto al producto interno

< o(t), w(t) >_/0 o(t)w(t)dt

de L?[0,1].
Consideremos la siguiente “derivada discreta” de W,

W(tr) — W(tr
£(t) = ( Z>At” () para I | <t < 7.

(Observar que integrdndola recuperamos W (t) parat =70 < j <n.) Como " € 5,
para cada w € () podemos reescribirla

= zn: Arp(®
=1

con AT =< €"(t),v(t) >. Analicemos quienes son estos A”.

Proposiciéon 2.20. (1) {A?}", son variables N'(0,1) independientes.
(2) A7 = AL, 0 sea

< &'(t),vV(t) >=< £(t), 0D (t) > Vn>i
(3) {A;}2,, con A; := AL, es una sucesion de variables N'(0,1) independientes.

Demostracion.



1
At =< & D) >= / e (t)vD(t)dt
0

> eaL =
j=1

Luego, como

CRIGIIVIN .
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—~ W) = W) )y A
> — Arr =@ () ALY

j=1
(tn* ) 7 n
= E (t7) 7 ! v()(tj)w/At?

J=1 »
~N(0,1)

Oy /Al) 1<i<n

son vectores ortogonales tenemos que A 1 < ¢ < n son variables

NO.Y 00 ) = X0, [ @Ow)an = X101

j=1

independientes como queriamos ver.

(2) Basta ver que

< &0 s=< ¢ v > paran > .

Sea j, tal que P, 1 — {t”“} = P,. Supongamos por comodidad j, = n. Asi
" =17 para todo 0 < j <n— 1y th_; <2 <t por lo cual 0@ (t2F1) =

v(Z (tm). Luego

1
< gn—H,’U(i) - / €n+1(t),v(i) (t)dt
0

n+1 W(t?+1> _ W(thrl)
-2 AT
J

J=1

_ Z W(ty) - Wt )
At?

J=1

(z (tn-l—l ) Atn+1

, W () — w (e ,
U(2)<t;})At§L + ( n ) ( n71>v(z) (tZ>M

Witn) - Wt .

n+1
_ Z wi(t) ;;V(t;u)
j=1 J
_ Z Wty — Wty )
AL?

j=1

como queriamos ver.

VO (AL + (W () — W (th_))o (¢)

VO AMAL = <&l >

(3) Consecuencia directa de (1) y (2).
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Luego, nos queda que
(2.3) (1) = A1)
i=1

y es natural preguntarse si la serie converge y da £(t) := W(t) la derivada del
movimiento Browniano. La respuesta es negativa puesto que, como veremos en el
Teorema 3.1, W (t) es de variacion infinita en cada intervalo'. Sin embargo a nuestros
fines con 2.3 alcanzara.

Proposicién 2.21.
oo t
W(t) :ZAH/ v™(s)ds VteD.
n=1 0

Demostracion. En verdad, para cada t € D la serie tendré solo finitos sumandos. En
efecto, sea t € D y digamos t = t?oo. Luego, para n > ng, como P, D P,,, existe un

jn tal que t = 7. Como £"(s) = > 1, A;v®(s) integrando hasta t% tenemos que

t.?:n n ) n t '
W(t) = W(t?n) = /0 ZAiU(Z)(S)dS = ZAi/O v(’)(s)ds.
i=1 =1

Como esto vale para todo n > ng la serie termina en ng y con esto terminamos la
demostracion. O

De esta proposicion deducimos que si la serie >~ A, f(f v™(s)ds fuese uniforme-
mente convergente en [0, 1] a.e tendriamos, por continuidad, que

o0 ¢
W (t) :ZAn/O v™(s)ds a.e.
n=1

Efectivamente veremos que esto es asi pero para una eleccién relativamente sencilla
de v™ para facilitar las cuentas. Para ello ver el Lema 2.25 y el Lema 2.26.

Luego hemos escrito al movimiento Browniano como una serie de funciones con coefi-
cientes aleatorios y esto es 1til porque nos dice como construir movimientos Browni-
anos en el intervalo [0, 1]: Bastara tomar {A,,} una sucesion iid de N'(0, 1) cualquiera
(pues solo nos importa sus distribuciones para deducir las propiedades a), b) y ¢’)
que caracterizan al movimiento Browniano) y tomar W(t) := > 7 A, fot v (s)ds.
En la seccién siguiente probaremos que esto efectivamente es asi.

Construccion de Lévy-Ciesielski.

Tomaremos particiones P, sencillas, dadas por los ntimeros diddicos de la siguiente
forma:

{ 21 —1
PkZ:{ 9

2n_1|0§¢§2n—1}u{ [1<i<k-2""1

n

Por esta razon hemos evitado trabajar directamente con ¢ y su desarrollo en serie. (Se puede
probar que {v(Y} es una base de L?[0,1].)
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donde 2"7! < k < 2". Las v*) determinadas por estas particiones tienen nombre (y
notacion propia) y las introduciremos en la siguiente definicion.

Definicién 2.22. Las funciones de Haar estan dadas por

h(t):=1 Y0<t<1

y
n—1 _on—1__ k_2’ﬂ*1_l
272 para 2=l <t < 2
— n—1 k—on—1_1 _gn-—1
hi(t) =9 _9% para —5——= <t < k2'3—1
0 sino

para 2" ! < k < 2" n > 1. Ademas definimos las funciones de Schauder por

sk(t) == /Ot hi(s)ds.

Proposicion 2.23. Las funciones {hg(t)}32, son ortonormales.

Ademds forman una base de Hilbert de L?|0,1].

Demostracion.

(1) Claramente fol hi(t)dt = 271 (55 + o) = 1 para 2! < k < 2. Ademas, si
[ > k o bien tienen soportes disjuntos o bien h; es constante en el soporte de

hi. En este tltimo caso queda [} hy(t)hy(t)dt = 295 ) hi(t)dt = 0.
(2) Veamos que si f € L?[0, 1] verifica < f(t), hi(t) >= 0Vk entonces f(t) = Oa.e..
Si k =1 tenemos [, f(t)dt = 1. Si k = 2 nos queda [ f(t)dt = [ f(t)dt y

2
por lo tanto ambos son nulos. Procediendo de la misma forma deducimos que
fiy;n/z f(t)dt = 0V0 < i < 2". Luego frs f(t)dt = 0 para todo 0 <r < s <1

diadicos y por lo tanto para todo 0 < r < s < 1. Luego

d T
f(r)= T ), ft)dt =0 a.s.

como queriamos ver.

O

Observacion 2.24. si(t) =t y para 2" ! < k < 2" el grafico de si(t) es una carpita
de altura 27 =1/2"% .

En los siguiente lemas (Lema 2.25 y 2.26) probaremos que la serie > -, Aysg(?)
converge uniformemente en [0, 1] a.s., y por ende es continua a.s., donde {A;}%2,
es una sucesion de N(0,1) cualquiera definidos en (2, F, P). (No necesitamos la
independencia para esto).

Lema 2.25. Sea {ay}32, una sucesion tal que

x| = O(K?) cuando k — oo
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para algin 0 < 0 < % Luego, la serie
Z aksk(t)
k=1
converge uniformemente para 0 <t < 1.

Demostracion. Sea € > 0. Notar que para 2"~! < k < 2" las funciones si(t) tienen
soportes disjuntos. Sea entonces

by, = méx |az| < C27.
2n—lcg<on
Luego
oo
Do larllss®I=D" > laxllsu(®)]
k>2m n>m 2n—1l<g<on
< b A ) <C — <
<D bn, mix [l <CY o <e
n>m 0<t<1 n>m
para m suficientemente grande. 0

Lema 2.26. Sea {A;}32, una sucesion de normales N'(0,1). Luego, para casi todo
w

Ap(w) =0 (x/log /{;) cuando k — oo.

Demostracion. Para x > 0

P(lAL > 2) = — e 2ds < e 1 e Tds < (Ce 71,
(Al = 0) = — [ <—=¥ <

Luego, para 0 <y < 1

P(|Ax| > v/ —4logy) < Cy.
Asi tomando y = 1%4
1
P(‘Ak| > 44/log k) < Cﬁ'

Como Y 75 < oo por el Lema de Borel Cantelli P(|A;| > 4y/logk infinitas veces) = 0
o0 sea, para casi todo w

|Ax| < 4+/log k para k > ko(w).

Lema 2.27. > 77 sp(s)sk(t) = s At = min{s, ¢} para todo 0 < s,t < 1.
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Demostracion. Sea, para 0 < s <1,

1 0<r<s
gzﬁs(r).:{o s<r<l1

Luego

/0 Gs(r)oy(r)dr = s At

y como, por la Proposicion 2.23, {hy(t)}32, es una base de Hilbert de L?[0, 1] tenemos

que
[} oxrrotir = f? [ omiar [ owmirar

— /Os hy.(r)dr /Ot hi(r)dr = g si(s)sk(t)

k=1

con lo cual terminamos la demostracion. |
Teorema 2.28. Existencia de un movimiento Browniano en [0, 1].

Si {Ax}2, es una sucesion de N'(0,1) independientes entonces
W(t)=> Awsp(t) 0<t<1
k=1
define un movimiento Browniano continuo en [0, 1].

Demostracion. Veamos que W (t) verifica las condiciones a), b) y ¢’) de la definicion.

(1) Claramente W(0) = 0 a.s.. Veamos que W (t) — W (s) ~ N(0,1) para 0 < s <
t < 1. Lo probaremos utilizando su funcién caracteristica. En efecto

E(ei)\(W(t)fW(s))> _ E(ei)‘ pDpdtt Ak(sk(t)*sk(s)))

= lim E(eP i Axle®=sc())  por continuidad

n—oo

= lim HE(ei’\A’“(s’“(t)’s’“(s))) por independencia

e 2
= H e~ (=) pues Ay ~ N(0,1)
k=1

— e N TRk O-sk()?
6_§ SR s2 (1) —2sk(t)sk(s)+s2(s)

2
e—%(t—Zs-i—s)

2

Luego, por unicidad de las funciones caracteristicas deducimos que W (t) —
W(s) ~ N(0,t — s) como queriamos ver.



24

(2) Veamos ahora la condicion ¢’), o sea que
W(ty), W(ta) = W(ty),...,W(tm) — W(tm-1) son independientes

YO <ty <ty<...<t, <1. Nuevamente usaremos funciones caracteristicas?.
Veamos que

(24)  B(eTmAV O W) T o2 t—t1) [ BV -wes-)
j=1 j=1
Una vez probado esto tendremos, por unicidad de las funciones caracteristicas,

que

FW (1), W ()= W () (T15 - -+ Tim) = Fw) (T1) -+« - Fw ()~ W (1) (Tm)
V(x1,...,2m) € R™ por lo cual W(ty),... W(t,) — W(t,—1) seran independi-
entes.

Probemos entonces 2.4 . Por simplicidad en la notacion (y no por dificultad
conceptual) lo haremos solo para m = 2.

E(ei[)\lW(t1)+)\2(W(t2)*W(t1))])
. E(ez [)\1 Yore i Agsk(t)+A2 (X2 Arsk(t2)—> hey Aksk(tl))])

— lim E(ei[)‘l Yor—1 Arsk(t)FA2 (X go; Arsk(te)—>i—1 AkSk(tl))])

= lim HE(ei[/\lAkSk(tl)+>\2(Ak8k(t2)—z4k8k(t1))])

k=1
00

_ H e~ sk (t)+ A2 (s (t2) = sk (1))

como queriamos ver.
0

Teorema 2.29. Existencia de un movimiento Browniano en [0, ).

Si (Q, F, P) tiene definido una sucesion de N'(0,1) independientes entonces existe un
movimiento Browniano en [0,00) definido en el espacio.

Demostracion. Como podemos reindexar las variables (0, 1) para obtener una suce-
sion de sucesiones de variables N'(0,1) podemos entonces, gracias al Teorema 2.28,
construir una sucesion W"(¢) de movimientos Brownianos independientes. Luego,
pegando los bordes inductivamente tenemos que

W(t)=Wnh-1)4+W"'t—(n—1)) paran—1<t<n

De hecho lo que haremos aqui generaliza lo hecho en (1).
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un movimien rowniano en 00).
es 0 ento Browniano en |0, 0

Observacion 2.30. Usando un razonamiento similar podemos construir m movimien-
tos Brownianos unidimensionales W;(¢)1 < j < m independientes. Luego W(t) =
(Wi(t),...,Wpn(t)) es un movimiento Browniano m dimensional (respecto a la fil-
tracion FWV).

2.2.2.  Continuidad del Movimiento Browniano.

Como mencionamos en la Observacion 2.15 todo movimiento Browniano tiene una

modificacién continua. En efecto, la modificacion verifica algo més fuerte: es uni-

formemente continua Holder para cada exponente v < 1 . Aqui probaremos este

2
resultado.

Definicién 2.31. Diremos que una funcion f : [0, 7] — R es (uniformemente) con-
tinua Holder con exponente v si existe una constante K tal que

[f(s) = fO)] < K|t —s]" Vs, t€[0,T].

Necesitaremos del siguiente teorema general.
Teorema 2.32. Teorema de Kolmogorov Chentsov.
Sea {(Xy, Fi) bejo,r) un proceso estocdstico tal que
E(IX; =X <Ot —s|"™™ 0<s,t<T

para «, 3 > 0,C > 0. Luego, existe una modificacion continua X, de X,, la cual para
cada 0 < v < % es uniformemente continua Hdélder con erponente v, o sea que para

casi todo w existe K = K(w,v,T) tal que
X (w) = X, ()| <K|t—s]” 0<s,t<T

Demostracion. Por simplicidad supondremos T'= 1. Sea 0 < v < %
(1) Sean
2k

1
Ap = U {|XZ/2k — X(i—l)/2k| > 277}

i=1
Luego

21€
1

ok -B
1

< 3By~ Xl (55)

=1

2k 1+ -3
1 1
<o (5) ()
1



Luego, como (a —v3) > 0 tenemos que Y .- P(A;) < co. Por lo que gracias
al Lema de Borel Cantelli P(Aj infinitas veces) = 0, o sea que existe Q* con
P(2*) =1 tal que para w € Q*

1 .
|1 X jox (W) — X1y jax (W)| < ok V1 <i<2F

para k > k(w). Luego, para K; = K;(w) suficientemente grande

K .
X jor (W) — X1y jor (w)| < QTi Vl<i<?ok

para k > 1.

Veamos ahora que esta altima desigualdad implica que X es continua Holder
sobre el conjunto D de los racionales diadicos en [0,1]. Sea w € Q* y t1,t5 € D
0 <ty —t; < 1. Tomemos k > 1 tal que

1
<t< - parat:=ty—1t;.

ok =7 7 k-1
Entonces, como 2% < t podemos escribir a t; y a t5 como
7 1 1
J 1 1
h=grtont ot k<a<.. <q)

con i < j. Ademas como t < 2,%1 tenemos que % < %%1 porlocual j =170

j =1+ 1. Usando ahora la formula 2.5 tenemos que

. . ’Y
t—1J
|X1/2k(UJ) — Xj/Qk(U))| S K1 Qk S Kltv.
Ademas
i 1 1 i 1 1 11"
’X(g—ﬁ ———— ﬁ,w)—X(@—%—...%,w)ngl <ﬁ>
paral=1,...,r y por lo tanto

Xuy (@) ~ Xyyar(w)| < KZ(2L>

K<Y
< e (5)
< Kot
donde Ky = Ky(w, 7). Similarmente deducimos
X, (W) = X o ()| < Kot
Luego sumando las estimaciones hechas, obtenemos
=K
——
’th (w) - Xt2 (w)| < (Kl + 2K2) t

como queriamos ver.
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(3) Definamos ahora a X. Para w ¢ Q* tomemos X;(w) = 0. Para w € QF, si
t € D tomemos X;(w) = Xy(w) y asi por la desigualdad 2.6 X,;(w) queda
uniformemente continua en D, luego si t € [0,1] \ D podemos definir a X;(w)
de modo que quede continua en [0, 1]. Por continuidad, entonces, nos queda
para w € *

X, (w) — X ()| < K[t —s|" 0<s,t<1

como queriamos ver.
Para ver que X es una modificacion de X observemos primero que para todo
e>0
1X: — X,|%)
85
y asi concluimos que X; — X; en probabilidad. Ahora si, veamos que son

FE
P(X; —X | >¢) < ( < CeP|t — 5|t

una modificacion de la otra. Sea t € [0, 1]. Podemos suponer ¢ € [0,1] \ D.
Sea entonces {t;} C D tal que t;, — t. Luego, por continuidad, tenemos que
Xy, = th — Xt a.s. pero por lo recién visto X;, — X, en probabilidad. Luego,
concluimos que X; = X, a.s. como querfamos ver.

Para terminar, observar que para cada 0 < v < % hemos construido extensiones

continuas X, pero como son todas modificaciones entre si concluimos, por el Teorema
2.7, que son indistinguibles entre si y asi concluimos nuestra demostracion. 0

Corolario 2.33. 5i {Wt,f;g}te[()"f] es un movimiento Browniano entonces W, tiene
una modificacion uniformemente continua Holder en [0,T] para cada v < %
W(t) — W(s)

— ) ) — Clm.p)(t— s

Luego, por el Teorema de Kolmogorov-Chentsov, W(t) tiene una modificacion uni-
formemente continua Holder en [0, 7] para cada

Demostracion. Para p > 1,
~X2

m
A

E(W(t) - W(s)|?) = (Vi—s S)QPE<<

0<~<P™ 11 1
TS Ty T2 oy
Como esto vale para cada p > 1, y como dos modificaciones continuas de W (t) son
indistinguibles, concluimos la demostracion. 0

Gracias a este resultado, al trabajar con movimientos Brownianos, siempre podremos
suponer la hipétesis de continuidad Holder.
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3. LA INTEGRAL DE ITO

Motivaciéon. Queremos definir la integral estocastica

T
/ Xdw.
0

Recurramos para ello a distintas definiciones y veamos si podemos adaptarlas a nue-
stro interés.

Primeramente, consideremos el espacio medible (R, B(R)) de ntimeros reales. Si F’
es una funcion de distribucion diferenciable (con derivada continua) entonces, si X
es una funcién medible, la siguiente integral puede ser calculada con la ayuda de la
funcion densidad

[ xware) =[x

Caso contrario, esta integral puede ser calculada como una integral de Lebesgue-
Stieltjes ver [WH/ZY, Seccion 11.3.], por ejemplo, de ser X continua, quedaria

o = e (55 ( () -+ (55))

Esto se puede generalizar al caso de {Xt}te[o o0y ULl Proceso estocastico con caminos
t — X(w) medibles. Sea {A;},.(; | .yun proceso creciente (i.e. Ag(w) = 0 paraw € €1,
y los caminos t — A;(w) son crecientes, continuos por derecha y F (A4;) < oo para
todo t € [0,00)). Luego, para cada w € {2 podemos calcular la siguiente integral como
una integral de Lebesgue-Stieltjes:

t

I(w) = / X, (w) dA, ().

0

Se puede probar, bajo ciertas hipdtesis sobre X; que I;(.) es medible F —B(R). Luego
I, es un nuevo proceso estocastico. Este tipo de integral se puede generalizar para A,
con caminos de variacion acotada en [0, 7).

Para definir nuestra integral podriamos intentar definirla para cada w usando una
funcion de densidad, pero W;(w) resulta no diferenciable. Entonces podriamos probar
la definicion de Lebesgue-Stieltjes pero tampoco funcionaria debido a que los caminos
muestrales de W; son de variacion infinita en cada intervalo de [0,7) (y por lo tanto
no diferenciables en ningtin punto) como dice el siguiente teorema:

Teorema 3.1. Para cada % <~ <1 ypara casi todo w, t — W (t,w) no es continua
Hélder, con exponente vy, en ningun t.

Luego, para casi todo w, el camino muestral t — W (t,w) no es diferenciable y es de
variacion infinita en cada subintervalo.



30

Demostracion. (Dvoretzky, Erdos, Kakutani) Alcanza con considerar W; unidimen-
sional y, por simplicidad, consideremos solamente los tiempos 0 < ¢ < 1.

Sea N tal que

Sea

B = {w]existeun 0 < s < 1tq W(t,w) es continua Holder con
exponente 7y en s}.

Veamos que P(B) = 0. Sea w € B. Sea s tal que

W (t,w) —W(s,w)| < K|t —s|” para todo t € [0,1].

Para n suficientemente grande, o sea para n > k, sea i = [ns] + 1 y notar que para
j=d41+1, ..., i+ N—-1

IA
=
N

IN
S

O sea, vimos que existe un M y un k tal que Vn > k existe un 1 < i < n tal que

| | ™
we Al = {w| Wik, - w2 o)

M
S—paraj:i,...,i+N—1}
ny

O sea,

(o <2 e oI e Ol o]

e UUNUA

M=1 k=1 n=ki=1

Veamos que este evento tiene probabilidad cero.
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Para todo k y M:
P (ﬂ U Aé\m) < liminf P (U A%)
n=ki1=1 i=1

f; I%Eigfjg:}j(/gwm)

i=1

N
< liminfn (P (\Wl\ < %))
n—oo n ny

pues las variables aleatorias W1 — W, son independientes. Ademaés
n n

M
M ny _na®
P(|W1|§—7> Zﬂ/Me_de
n n Vo -

M 2
1 w—% _Z
= — " e 2dx
2T __ALT
n’ "2
C
< T
n’"z2

Luego,

0o 00 . o Cj N
P(ﬂ UAM,n> Ehggolfn(nv_é) =0
n=ki=1

pues N (7 — 1) > 1. Luego

2
o oo o0 o
i —
PlUUNUA. ) =0
M=1k=1n=ki=1
como queriamos ver. O

Interpretacion. La idea de la demostracion es que si
W (t,w) —W(s,w)| < K|t —s|" para todo t,
entonces

J+1

W) - w )| < 2

<
=05

para n > 1 y al menos N valores de j. Pero estos son eventos independientes de
probabilidad pequena (pues v > % y la variable tiene distribucion N (0, %)) La prob-
abilidad de que se verifiquen todos al mismo tiempo es un nimero pequeno a una
potencia N grande, y es, por lo tanto, un nimero muy pequeno.

Entonces, vemos que la integral estocéstica es un nuevo tipo de integral, la cual,
como veremos mas adelante, dependerd fuertemente de las caracteristicas propias
t . v .
de W; como proceso y no por la forma de sus caminos que no sirven para definirla
puntualmente en (). Empezaremos definiéndola para procesos simples y luego haremos
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un razonamiento por aproximacion en L?(Q) para integrandos mas generales. Estas
aproximaciones en el caso de integrandos continuos (y algo mas) serén las ya conocidas
sumas de Riemann.

3.1. Sumas de Riemann. Antes de empezar con la definicién general, veamos la
definiciéon de una integral particular
T
/ wWdw
0

la cual nos guiard en nuestro proposito.

Definicion 3.2. (i) Llamaremos particion de [0,7] a una coleccién finita de puntos
en [0,77:

P={0=ty<t1 <...<t,=T}
y denotaremos |P| := maxj<;<, [t; — ti1].
(ii) Para 0 < A <1y P una particion de [0, 77, sea
=1 =-Ntiei+ X (i=1,...,p).

Queremos averiguar qué pasa con la aproximaciéon de Riemann

p
Z WTi(Wti - Wti—l)
=1

cuando |P| — 0, con A fijo.
Lema 3.3. (Variacion Cuadrdtica) Sean
Pr={a=t; <ty <...<t, =0b}

particiones del intervalo [a,b], con |P"| — 0 cuando n — oo. Entonces

Pn

(3.1) > (Wep =We ) —=b—a

i=1
en L*(Q) cuando n — cc.

Mids en general, st 0 < X\ <1 estd fijo, entonces

Pn

Z(WTZH — Wtzﬂ_1)2 — )\(b — CL)

i=1

en L*(Q).

Observacion 3.4. La formula (3.1) juntamente con E ((th)Q) = dt, ver la formula
(2.1), parcialmente justifican la siguiente idea heuristica:

th — \/E
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Demostracion. Sea Qf = (W =W )2y Q™ =30, Q. Por (2.1) y (2.2), E(Q}) =
Tt = A 1) y Var(QF) = 277 — ) = 23t} — t71)* . Luego

E@Q") = Ab-a),

y por la independencia de las Q)7 obtenemos

BE(Q" = Ab—a))’) = Var(Q")
= 2 Var(@))

Pn
= D2V -t
=1

2\%|P,|(b — a) — 0, cuando n — oo

IN

como queriamos ver. O

Observacion. Usando la continuidad Holder con exponente v < % vista en la sec-
cion previa podemos demostrar la variacion infinita de los caminos muestrales de W,

mencionada en el Teorema 3.1.

Pasando a una subsucesion en el Lema previo, tenemos que existe una sucesién de
particiones P", |P™| — 0 con

pn
Z(Wt? — Wt;zfl)Q —b—a as

i=1
Sea w para el cual esto vale. Luego para n > ng

b—a

Pn
< KPP Y (W (it w) = Wt w)|
i=1
con lo que
pﬂ/

Z Wt w) — W(t! ;,w)] — oo cuando n — oo,
i=1

como queriamos ver.

Lema 3.5. Sean P™ particiones del intervalo [0, T], |P"] — 0y 0 < XA < 1 fijo.
Entonces, si

pn
Ry =Y W (Wi — Wi )
k=0

entonces

2 1
Jin R, = 5+ (A= 3) .

donde el limite es tomado en L*().

En particular, el limite de las aproximaciones de Riemann depende de la eleccion de
los puntos intermedios 1,".
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Demostracion. Sea

Pn

R, = Z Won(Win — Win )
=1
Pn Pn
> W (Wi =W )4 (Wen = Wi )(Wen = Wi )
i=1 =1
—A —B

pero, haciendo partes en A,

p’ﬂ
A = W:% - Wo2 - Z Wt?(Wt? - Wt;il)

=1

Pn Pn
= sz“ - Z M/t;il (Wt? - Wt? Z th — th 2.
=1

1=0
Luego,
W2 1 )
A = 5 5;(WW — W )%,
w2 o1

con lo que, usando Lema 3.3, A — 5 "3

Por otra parte,

an—wtn +Z (Won — Wi ) (Wen — Wan),

=1
Vv Vv

=:B1 =:B2

donde B1 — AT.
Veamos que B2 — 0.

Por independencia,

L ((WT{L — Wy )W — WQ")) =E ((er - Wty_1)> E (Wi = Wn)) =0,
luego E(B3) = 0.
Similarmente,

Var ((WT;L — W YW =W, n)) =

E (((WT; — Wi )(Wer — WT%'”)>2>

B <(W7'zn - Wt?71)2> E ((I/VtzZ - WT[L)2) = (Tin - t?—l)(t? - Tz’n)a
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pues son independientes de distribuciones (77—t ) X2 y (t? —77") X2 respectivamente.
Luego, por independencia de los sumandos,

Pn
Var(B2) = Y (7' =)t — 1)
Pn

= YA - )

< A1 = N)|B|T — 0.

Luego B2 — 0, como queriamos ver.

Asi, sumando los limites de A y B, concluimos la demostracion. O]

En la definicién de nuestra integral, la integral de [to, se utilizara la constante A = 0,

asi
T W2 T
aw =2 _ L
/UWW 5 5

, para que

Esto no es lo que uno esperaria. Algo mucho mas ameno seria tomar A = %

quede
T 2
/ waw = 1.
0 2

Sin embargo, el motivo por el cual se define asi la integral pasa por otro lado. Si
pensamos en la variable ¢ como una variable temporal, sucede que en general los
procesos G; que integraremos dependeran del movimiento browniano W;, y como a
tiempo ¢;_; no conocemos que pasa con Wy en 77" = (1 — M)t | + M si A > 0, seré
mejor utilizar el valor conocido de Gyn | en la aproximacion, y de esta forma ciertas
propiedades buenas valdran que facilitaran la teoria de integracion..

Visto ya este ejemplo sigamos con nuestra definicion.

3.2. Construccion de la Integral de Ito6.

Suposicién general para esta seccidn:
Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad completo. Sea F; una filtraciéon Browniana
asociada al movimiento Browniano W; de dimensiéon m.

Recordando la idea de que las o-algebras contienen informacion, podemos expresar
el hecho de que nuestro integrando X; pueda depender del movimiento browniano
W, diciendo que {(X, F¢)}ier sea un proceso estocastico. En realidad habra maés
hipotesis sobre X;, pero seran vistas sobre la marcha.

Definicién 3.6. Un proceso estocastico { Xy, F; }iepo,r) serd llamado un proceso simple
si existen 0 = ¢y < t; < ... < t, = T, p € N y variables aleatorias ®; medibles
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Fi_, i =1,...,py & medible F, todas acotadas de modo que X;(w) se pueda
escribir como

Xi(w) = X(t,w) = Po(w) - 1oy +Z<I> Lty (0)-

Observacion 3.7. Los caminos X (., w) del proceso sunple X, son funciones escalonadas
continuas a izquierda.

Definiciéon 3.8. Sea {X;, F;} un proceso simple. Definiremos la integral estocdstica
I;(X) para t € (tx,tg1] como

/ X dW cbl(Wtz - Wtiq) + (I)k+1<Wt - Wtk)

1<i<k

0, més generalmente, para ¢t € [0,77:

/ X . dW, . (I)i<Wti/\t — Wii_int)-

1<i<p
Observacion 3.9. {I;(X),F} es un proceso estocéstico.

Teorema 3.10. (Propiedades elementales de la integral estocéstica) Sea { Xy, Fi} un
proceso simple. Entonces tenemos que

(1) {1:(X) }icjor) es una martingala continua con respecto a {F bicpom-
2
2) E( (fg XdeS> ) —E (fg ngs) para t € [0,T].

Demostracion.

(1) La continuidad es evidente a partir de la continuidad de W;. Veamos que
E(L(X)|Fs) = I,(X) para t > s. Sean t € (ty_1,tx], s € (ti—1, ] (si fuera
s = 0 se procede igual) y supongamos sin pérdida de generalidad, k > [. En-
tonces

E(L(X)|F) =

k—1
E (IS(X) + (I)l(Wtz - WS) + Z (I)l(WtL - Wti—l) + (I)k?(Wt - Wtk—l) "TS>
i=l+1
' k—1
= 1,(X) + E(&(W, = W) F) + > E(®(W,, =W, )| F)
—A i=l+1 J
—'B
+ B (0(W, =Wy, )| F) = L(X) + A+ B+ C.
=:C

Veamos que A = B = C' = 0. Haremos la cuenta en el caso de B solamente,
los otros son similares. Sea ¢ > [ + 1, luego, como t;_1 > s,

E<(I)1(Wtz - Wtiﬂ)‘fS) = E<E<(I)1(Wtz - Wtiﬂ)‘ﬂz‘ﬂ”fs)
= E((I)ZE(WL - Wti71|:Fti71>|F8> =0
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luego B = 0, como queriamos ver.
(2) Por simplicidad tomemos ¢t = ;. Luego

E(I}(X))=E (i Zk: ;0 (W, — Wy,_,) (W, — Wtj1)> :

i=1 j=1
Ahora, si j # 1, digamos j > i, entonces Wy, — Wy, es independiente de
D, P; (Wti — Wti—l)‘ Luego
L ((I)i@j (Wti - Wti—l) (Wtj - Wtj—l))
=E (®;Q; (Wy, = W,,_,)) E((W,, = W,,_,)) =0.

Entonces, usando (2.1) de la Observacion 2.16, tenemos

E ([t(X>2) = ZE ((b’LQ(Wtz - Wtifl)Q) = ZE (CI)?) E ((Wtz - Wti71)2)

=1 =1

~

E(®)(ti—ti) =FE (/Ot X3d3> :

I
-
I M?v
Il

como queriamos ver.

O

El siguiente resultado lo utilizaremos més adelante, cuando definamos la integral
estocastica respecto de varios movimientos brownianos independientes (o sea respecto
de un movimiento browniano multidimensional).

Proposicion 3.11. Si W,, W, son dos movimientos brownianos independientes definidos
en Fy y Xy, Xy son dos procesos simples entonces

t t
E(/ XSdWS/ X, dW,) =0 para t € [0,T]
0 0

Demostracion. Por simplicidad tomemos t = t;. Luego

t t k k
B( / X AW, / X dW,) = E(Y (W, = Wy, ) Y &(Wy, = W,,_,))
0 0
k

i=1 i=1

- Z E((I)z(th - Wt¢71)&)j(Wtj - Wt]’*1>>

1,j=1

Analicemos los sumandos. Si ¢ # j, digamos j > 4, entonces Wtj — Wtj_l queda
independiente de ®;(W,, — W, )®,. Luego

E((I)l(Wtz - Wtifl)éj(Wtj - Wtjfl)) = E((I)Z(th - Wt )&)])E(Wt] - Wtj71> =0.

i—1
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Si en cambio i = j, como ®;®; es independiente de (W, — W, )(W;, — W,,_,) con-
cluimos que
E<CD1(W151 - Wtifl)(ii(Wti - Wti71>> = E((I)Z(i)l>E<<Wtz - Wti71)<Wti - Wtz‘&))
= E(CI)Z l)E(Wtz - Wtifl)E(Wti - Wti—l) =0.

Luego E(fot X, dW, fot X,dW,) = 0 como queriamos ver. O

Observacion 3.12. (1) Se pueden definir integrales con limites generales:

T T t
/ X, dW, = / X dW, — / X, dW, parat <T
t 0 0

(2) Linealidad de la integral estocastica. Sean X e Y procesos simples, y a,b € R,
luego

L(aX +0Y) = aly(X) + bL,(Y).

Analicemos ahora, para qué tipo de procesos {(X;, F;) }ier definiremos nuestra inte-
gral estocastica. Dado que estamos usando procesos simples G; para nuestras aprox-
imaciones, éstas tendrdn como valor limite a nuestro integrando X;. Ahora, es facil
ver que los procesos GGy vistos como funciones

[0,00) x 2 — R
(s,w) — Xs(w)

resultan medibles B([0,00) ® F — B(R). Luego, de aqui concluimos que X; también
debera ser medible B([0,00) ® F — B(R).

Definicién 3.13. Sea {(X;, ;) }icpp,00) Un proceso estocastico. Diremos que este pro-
ceso es medible si la aplicacion

[0,00) X Q@ — R"”
(s,w) = X,(w)
resulta medible B([0,00)) @ F — B(R").
Observacion 3.14. Medibilidad de X;, en particular, implica que X(.,w) sea medible
B([0,00)) — B(R™) para todo w € Q.
A la hora de hacer cuentas usaremos una nociéon de medibilidad un poco méas sutil.

Definicion 3.15. Sea {(Xq, ]:t)}te[o,oo) un proceso estocastico. Diremos que este pro-
ceso es progresivamente medible si para todo ¢ > 0 la aplicacion

0,1 x Q — R”
(s,w) — Xg(w)
es medible B([0,t]) ® G; — B(R™).

Observacion 3.16. (1) Todo proceso simple es progresivamente medible.
(2) Todo proceso progresivamente medible es medible.
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(3) Si {(X¢, Fi) hicjo,00)es un proceso real progresivamente medible y fot | X |ds <

oo a.s. Vit > 0, entonces la integral f(f Xds es Gi-medible para todo t € [0, 00).
(4) Se puede probar que todo proceso medible X tiene una modificacion progresi-
vamente medible (Ver [CH/DO)J).

El siguiente teorema muestra que la medibilidad progresiva es una generalizacion de
continuidad lateral.

Teorema 3.17. Si los caminos del proceso estocdstico {(X, gt)}te[opo) 01 CONtinuos
a derecha (0 a izquierda), entonces el proceso es progresivamente medible.

Demostracion. Supongamos X continuo a derecha. El otro caso sale igual. Sean ¢ >
O0meN k=1,2,...m 0<s<ty
X5 (w) == Xo(w),
E—1)t kt
< —.

X7'(w) := Xge/m(w) para (T <5<

Luego, los procesos X" son medibles B([0, t]) ® G; — B(R™). Por continuidad a derecha
de X, tenemos

lim X7'(w) = Xs(w) para todo (s,w) € [0,¢] x Q,

con lo que X es también medible B([0,t]) ® G, — B(R™). Luego, hemos probado que
el proceso X es progresivamente medible como queriamos ver. O

Dadas las definiciones necesarias, definamos ya el espacio de procesos para los cuales
definiremos nuestra integral.

Definicién 3.18. Sea
L*[0,7] := L* ([0, 7], F,{Fi }tep.1), P)

= {{(Xt; Fi) hepo,r procesos a valores reales

T
| X es progresivamente medible, F (/ det) < oo},
0

T
|X|2 = E (/0 det)

: . . 2
En verdad, no es una norma sino una semi norma, pues si ||X — Y| = 0 entonces
s6lo podemos deducir X =Y a.s. A\® P. En tal caso diremos que X es equivalente al
proceso Y.

junto con la norma

La razon por la que elegimos esta norma es por la siguiente propiedad de los procesos
simples (Teorema 3.10 item 2)

11(X)]3, = E( (/OT XSdW5>2) —E (/OT des) = |XI7.,
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por la cual la aplicacion
X — I(X)

restringida a los procesos simples (para los tnicos que la hemos definido), resulta una
isometria, llamada la isometria de It6. Esta isometria es la que nos va a permitir
definir la integral estocéstica en todo el espacio IL?[0,T)] recién definido. Para ello
primero veremos que todo proceso X € LL2[0,7T] puede ser aproximado por procesos
simples, para luego definir la integral estocastica de X como el valor limite de las
integrales simples, el cual existird y serd tnico por la completitud de L?(Q) y la
isometria mencionada.

Observacidn. Similarmente se define LP[0, T'] para p > 1.

Teorema 3.19. Dado X € LP[0,T]p > 1, existe una sucesion X™ de procesos
simples con

T
lim E (/ (X, — XM ds) — 0.
m—0o0 0

Demostracion. (1) Sea X € P[0, T continuo y acotado.
Tomemos

m

X{"(w) = Xo(w) - 1oy (t) + ZX(iq)T/m L1y /m,ir/m)(t)-
i=1
Luego X™(w) =% X(w) para todo (t,w) € [0,T] x Q. Y la convergencia
deseada queda como consecuencia del teorema de convergencia dominada.
(2) Sea X € L?[0,T] ahora acotada nomas.

Sea G(w) = f(f Xs(w)ds, la cual, por la Observacion 3.16 (3), es medible F;.
Luego para m € N, m suficientemente grande tal que ¢t — 1/m > 0, el proceso

- Gi(w) — Gt—l/m(w)
1/m
es continuo y acotado. Luego, por el Teorema 3.17, resulta progresivamente

medible, y asi pertenece a L.P[0, T.
Por el teorema de Diferenciacion de Lebesgue tenemos que

lim X" (w) = X;(w)

Xtm:

para (t,w) € [0,T] x Q salvo un conjunto de medida A ® P nula.
Luego, por el Teorema de convergencia mayorada,

E (/OT (X —Xt>pdt) mex ),

Con lo que, por (1), podemos elegir una sucesion X" := X™» de procesos

simples con
T
E (/ X7 —Xt\pdt) 200
0
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(3) Sea ahora X € P[0, T] cualquiera.
Definamos

Xtm(w) = Xt(w) . 1(|Xt‘§m)(w).

|, por el teorema de con-

Estos procesos estan acotados y como )Xtm <

vergencia dominada

T ~ p
E(/ ‘X[”—Xt
0

Luego, por 2 podemos elegir una sucesion X" := X™» de procesos simples

con
T
E</ | X" — X P dt) =0,
0

como querfamos probar.

dt) 2700.

0

Definicién 3.20. Sea X € L2[0, 7] y {X™} una sucesion de procesos simples tales
que ||X — X™|; — 0. Luego definimos la integml estocdstica o la integral de Ité6 como

m—0o0

/XdW = lim deW para 0 <t < T,

donde el limite es tomado en L?(2, F;, )

Proposicion 3.21. La integral estocastica estd bien definida.

Demostracion. Por la isometria de 1t6

IE(X™) = LX), = [LX™ = XM, = X - para 0 < ¢ < T,

I,

con lo cual I;(X™) es una sucesion de Cauchy en L?(Q, F,, P) y por lo tanto existe
su limite I;(X) en el espacio.

Veamos ahora que el limite ;(X) es independiente de la sucesion aproximante. En
efecto, si X™ Y™ € IL2[0,T], m > 1 son procesos simples con

X = X™; =0 X =Y™[l; =0,

y I,(X), I](X) son los limites en L?(Q, F;, P) de I,(X™) y I;(Y™) respectivamente,
entonces
A= B:=

fl7:(X) = LX™)II, +1H(X) = L™,
+ [ L(X™) = L(Y™)][,
= A+B+|X"-Y"|,
< A+ BH[X™ - X[, + Y™ - X]|, = 0.
Con lo cual I;(X) = I}(X) a.s. P. O

11:(X) = LX),

IN
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3.3. Propiedades de la Integral.
Observacion 3.22. {1(X), Fi}iepo,r) es un proceso estocastico.

Teorema 3.23. Sea X € L?[0,T]. Luego

(1) {1(X), Fi}icior es una martingala. En particular, vale que
E(1(X)) = E(E(L(X)|F0)) = E(Io(X)) =0

para todo t € [0,T].
(2) I,(X) tiene caminos muestrales continuos, mds precisamente, existe una mod-
ificacion de I,(X), Jy(X) con caminos continuos a.s. P.

Demostracion. Sea {X™} una sucesion de procesos simples tales que || X — X™|, —
0.

(1) Sean s,t € [0,T], t > s. Como la integral estocastica para procesos simples
es una martingala, tenemos que E (I;(X™)|Fs) = I;(X™) para todo m € N.
Osea

/ L(X™)dP = / I (X™)dP paratodo A€ FsymeN.
A A

Pero, como I,(X™) 2= I,(X) en L*(Q, F;, P), tenemos

/ L(X™)dP 2= | [(X)dP
A A

/ L(X™)dP === [ I,(X)dP.
A A

Entonces

/ L(X)dP = / I,(X)dP para todo A € F.
A A

Y como I4(X) es medible F; tenemos que se verifica la identidad martingal:
B(I(X)|F,) = Is(X) a.s.P.

(2) Como I(X™) son martingalas, [(X™) — I(X™) también lo son, con lo cual
[I(X™) — I(X™)|” es una submartingala. La desigualdad martingal (Ver Teo-
rema 2.13) entonces implica

P (méx |L(X™) — L(X™)| > e) = P (méx |[L(X™) — L(X™)* > 62>

0<t<T 0<t<T

< E%E (|Ir(X™) = Ir(X™)P)

1 T
= SE (/ |X;‘—X§"\2dt>.
€ 0

1 n m
= E—2||X — X5
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Tomemos entonces ¢ = 1/k%. Entonces existe ny, tal que

. n m 1 4 n mi|2
P (i [E(X7) = XM > 5 ) < BIX - X7

1
< — param,n > n.

S s
Podemos asumir ng, 1 > ng > .... Sea
1
— 4 ey __ Ng4+1 _
Ay {Org%XTHt(X ) — L(X™+)| > kQ}'
Luego
1
P(Ag) < =L

Por lo que, gracias al Lema de Borel Cantelli, P(Ay infinitas veces) = 0, o sea
que para casi todo w

méX ‘[t(Xnk) — It(Xnk+l)| <

1
Y >
0<t<T 2 para k> ko(w).

Luego I,(X"™*) koo, Jy uniformemente en [0, 7] a.s., y por lo tanto, J; tiene
caminos continuos a.s.. Pero como I;(X™) — I,(X) en L*(Q2, F, P), por unici-

dad a.s. del limite concluimos [,(X) = Jya.s., o sea que J; no es més que una
modificacion de I;(X).

0
Propiedades 3.24. Sean X,Y € %0, T]. Luego
2) LX)}, = B (1(X)?) = B ( f; X2ds) = |X[} para todo 0 < t < T.
b) Linealidad de la integral estocdstica.
Li(aX +bY) = aly(X)+ 0L,(Y) paraa,beR.
Demostracion.  a) Si{X™} unasucesion de procesos simples tales que || X — X™||, —

0, entonces I;(X™) — I,(X) en L*(Q,F;, P). Luego, por la continuidad de la
norma y la correspondiente propiedad para procesos simples (Ver Teorema
3.10)

B(0(X7) = Jin B (100) = i £ ([ ooras) = B ([ xas)),

como queriamos ver.
b) Se prueba de forma similar al item anterior, usando las aproximaciones por
procesos simples y la propiedad de linealidad ya vista para estos procesos.

O
Observacion 3.25. La aplicacion
X — I(X)

recién definida resulta ser una aplicacion lineal continua del espacio IL?[0, T| al espacio
de martingalas continuas en [0, 7] con respecto a {F;}icpo,r) que satisface
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(1) Es una extension de la integral estocéstica definida para procesos simples.
(2) E(I,(X)?) = E (fot ngs>.

Ademas, esta aplicaciéon es tnica salvo indistinguibilidad de las imagenes, o sea, si J
es otra aplicacion que verifica (1) y (2), entonces para todo X € LL2[0, T], los procesos
I(X) y J(X) son indistinguibles.

Demostracion. (De la unicidad). Es basicamente una consecuencia de la continuidad
de la aplicacion y de la densidad de los procesos simples en 1.2[0, 7).

Supongamos J otra aplicacion y sea X € LL?[0,T]. Sean X™ procesos simples tales
que X™ — X en L?0,T]. Luego
J(X) = J, ( lfm Xm> = lim J,(X™) = lim L(X™) = [,(X) as. P

para todo t € [0,7T]. Luego, como tanto J;(X) como I;(X) son procesos continuos,
concluimos su indistinguibilidad por el Teorema 2.7. 0J

3.4. Generalizaciéon de la Integral Estocastica a Varias Variables.
Definicién 3.26. Sea, para p > 1,
L% [0, T] = {(X(t), F2) }ejo,r) procesos de dimension n x m
| X;; € L?[0,T]}

Definicion 3.27. Sea X; € .2
W, (de dimension m), como

2? / X (5)dW (5

/OtX(s)dW(s) = : 0<t<T,

zmj [ st

donde los sumandos son integrales de It6 unidimensionales.

[0, T]. Definimos la integral de Ito, con respecto a

Proposicion 3.28. (1) Sea X € L2, [0,T]. Luego, para j # 1,

(/X )dW; (s /Xl YdWi(s ):O.

(2) Si X el?  [0,T] entonces

nxm

E (|/O X(s)dW(s)|2) _E (/Ot yX(s)Pds) para todo =0 <t<T

donde |X(t)|> = > 1<i<n X@%j(t)-

1<j<m

Demostracion.
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1) Sean {Y™} vy {Z™} dos sucesiones de procesos simples tales que || X; — Y™, .,
j L
| X; — Z™|| > — 0. Sabemos de la Proposiciéon 3.11 que

£ ([ yrwawe) [ zreame) <o

Pero como

/Oty’”(S)de(s) —>/0th(8)de(8) /Ot Z™(s)dW,(s) H/OtXl(s)dWl(s)

en L?(Q) entonces

[ yrsams) [ ze@amie) — [ [ xsanic)

0 0

en L1(Q), por lo cual
£ ([ xeam [ asan)
— lm E ( /O Y (s)div (s) /O t Zm(s)dWl(s)) 0

m—0o0

como queriamos ver.
(2) Basta verlo para n = 1.

B(([ xtaw?) - 8 ((i [ X].(S)dwj(s))z)
= Zm: E ( /0 t X;(s)dW;(s) /O t Xl(s>dwl(s)>

J,l=1

(por la parte (1))

_ iE(< [ xawor)
_ il/otXf(s)ds:/ot|X(s)]2ds

como queriamos ver.

O

3.5. Sumas de Riemann y la Integral de It6. En lo que sigue veremos algunos
ejemplos de procesos X; € L?[0,T] para los cuales I;(X) se lo puede obtener como
limite de las sumas de Riemann. Esto, en particular, permitird ver que las sumas
de Riemann calculadas en el Lema 3.5 para el proceso W; € 1L2[0, T}, efectivamente
corresponden a la integral de It6 definida hasta aqui..

Para este fin primero extenderemos nuestra definicion de proceso simple para abarcar
a procesos no acotados.
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Definicién 3.29. Un proceso estocéstico { X¢, F; }repo,r) serd llamado un proceso sim-
ple si existen 0 =t < t; < ... <1, =T, p € Ny variables aleatorias ®; medibles
Fi_,i=1,...,py @ medible F; tales que E(®?) < coi =0,1,...,p de modo que
Xi(w) se pueda escribir como

Xy (w) = X(t,w) = Do(w) - 1oy (t) + Zcp (o}
Lema 3.30. Si X es un proceso simple entonces X € L?[0,T] y

L(X /XdW Z‘I) Wiine = Wi, 1/\t)

=1

Demostracién. Para ver que X € L?[0,T] observar que

E (/OTdet> (Z /tl B <I>3dt) = iE(@?)(ti—ti_l) < 0.

Sean ahora

CD;”(w) = <I>l(w) . 1(@|<m)(w)

Xt = X" (t,w) = B (@) - Loy (1) + Z‘P ) L (®):

X" son procesos simples acotados y como | X" < | X;|, por el teorema de convergen-

cia dominada
T
E (/ (X, — Xtm)2dt) — 0.
0

Luego fot X, dW, = lim,,, fot X™mdW, en L*(Q, F, P). Pero, para todo w

t p p
lim [ XIdW, = lm > " (Win — Wi ine) = > @i Wine — Wi_une)-
=1

m—oo [q mM—00 “—
Luego,
/XdW ZCD (Wire — Wi i) aos.,
=1
como queriamos probar. O

Teorema 3.31. Sea X € L*0,7T]. Si X es continuo y FE (méxo<s<t |X,|?) < 00
entonces existe el limite de las sumas de Riemann para N\ = 0 y coincide con la
integral estocdstica, osea, si T, = ti_l

/ X dW = lim XT (Wt At — Wtifl/\t) para 0 S t S T,

|P|—0 <= '

donde el limite es tomado en L* (Q,]—}, P).
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Demostracion. Dado que

S X (Wan — Wiy o / XFaw,,

=1

donde X/ es el proceso simple

X/ (W) = Xo(w) - 1oy (t +2th v L (8,
hay que ver que

t
/Xde = hm/XPdW para 0 <t <T.
0

|P|—0

Luego, por la continuidad de la aplicacion integral, basta probar que

T
E </ | X, — Xdet) — 0.
0

Por la continuidad tenemos X[ (w) \P\—O> Xi(w) para todo (t,w) € [0,7T] x 2 y como

XFP y X, estan mayoradas por Y;(w) = Y (w) = mixgcscr | Xs(W)| vy F (fOT Yt2dt> =

TE(Y?) < oo concluimos, por el teorema de convergencia mayorada, que

T
E (/ | X, — Xdet) — 0,
0

como queriamos ver. O

Corolario 3.32. Sea X € L?(0,T] con caminos continuos. Si

o X estd acotada ¢
o X es una martingala con E(X2) < oo enlonces, si 7, = t;_;

t
/ X, dW, = hm ZXTZ Wirne — Wi nt) para 0<t<T,
0
donde el limite es tomado en L*(Q, Fy, P).

Demostracion. Basta ver que en ambos casos se verifica F (méxg< <7 | X,|?) < oo.
Si X estd acotada es trivial. Si X es una martingala continua tenemos, por la de-

sigualdad martingal (ver Teorema 2.13), que

E (max | X ]2) < 2°E (| X7[?) < oo,

0<s<

como queriamos ver. [
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Ejemplo 3.33. W, € L2[0, T] puesto que es continuay £ (fOT Wfdt) = fOT E (W2 dt =

fOT tdt = L y como ademés es una martingala con E (W32) = T < oo entonces, por
el Lema 3.5,

T
/ W,dW, = lim Z (W, = We,y)
0

\P\HO
w2 1
2 2

como dijimos que fbamos a mostrar.

3.6. Extension de la Integral de It6 a M(0,7"). En las secciones siguientes
necesitaremos integrar en un conjunto méas amplio que L?(0,T) que definimos ahora.

Definiciéon 3.34. Sea
M?2[0,T] := {{(Xt,ft)}te[o,T] procesos a valores reales

T
| X; es progresivamente medible, / thdt < 00 a.s.}
0

Es posible extender la integral a este espacio pero debido a la dificultad de este
resultado no lo veremos aqui (Ver [FRIED]| o [GI/SK]) . La extension dice algo asi:

Sea X € M?*(0,7). Si X™ € M(0,T) son procesos simples (no necesariamente en
L2(0,7)) tales que

T
/ (X — X"t — 0 a.s.
0
entonces existe el limite en probabilidad de las fOT X"dW y se define

/ XdW = lim X”dW

n—oo

Esta extension amplia consideradamente el conjunto de procesos X; para los que
I(X) es el limite de sus sumas de Riemann ya que ahora, si X; € M?(0,7T') verifica
tan solo ser continuo a.s. entonces facilmente se ve que

p T
X (W, =Wy, ) — / X,dW, en probabilidad.
1 0
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4. LA FORMULA DE ITO

Suposicién general para esta secciéon:
Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad completo. Sea F; una filtracion Browniana
asociada al movimiento Browniano W, de dimensién m.

Definicion 4.1. Diremos que {X(t), F) }icjo,r] €s un proceso de Ito a valores reales
si para todo T >t > 0 admite la representacion

X(t) :X(0)+/tF(s)ds+/tG(s)dWS
_X(0)+/0 F(s)ds+2/0 G;(s)dW;(s),

donde X (0) es medible Fo, y {F(t)}icpr) v {G(t) }eepo,r) (de dimension m) son pro-
cesos progresivamente medibles tales que

T T
/ |F(s)|ds < o0 / Gi(s)ds<ool<j<m as.
0 0

En tal caso usaremos la siguiente notacion diferencial simbolica
dX(t) = F(t)dt + G(t)dW(1).
Observacion 4.2. Los procesos de 1t6 son continuos a.s..

Si fuese G;(t) € L?[0,7] la integral estocastica queda continua como vimos en el
Teorema 3.23. Pero el resultado vale atn si G;(t) € M?[0,T] (no lo veremos aqui).

Con respecto a fot F,ds la continuidad es un resultado ya conocido.

Notacion 4.3. Sea X un proceso de 1t a valores reales e Y un proceso progresivamente
medible. Notaremos

T T T
/ Y (s)dX; := / Y(s)- F(s)ds —i—/ Y (s) - G(s)dW
0 0 0
si todas las integrales en la derecha estédn definidas.

Lema 4.4. Tres diferenciales estocasticos sencillos.

(1) d(W(t) =W (r)?) =2W () =W (r)dW +dt t>r
() d((t—=r)(W(t)=W(r))= W) —W(r)dt+ (t—r)dW t>r
(111) S5 W, Wt son dos movimientos brownianos independientes definidos en F; en-
tonces, parat > r,

Demostracion.
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(1)

2/ (W (s) — W(r)AW + (t — 1) —

2(/t W (s)dIV — /t W(r)dW) + (t — ) =
W2(t) = W2(r) = 2(W(t) = W(r)W(r) = (W(t) — W(r))?

(11) Sea W = W (t) — W (r). Notar que

/ (s—r)dw = }Df‘{lOZ(si_l —r)(W(s;) = W(si-1))

i=1
p

= ‘}1:‘1"1202(8@‘—1 —r)(W(si) = W(si-1))

i=1
donde el limite es tomado en L?*(Q2), pero tomando una subsucesion tenemos

que el limite es puntual a.s.. Ademés, como W (t) es continuo a.s.

¢ P
/W(s)ds = lim W(si)(s; — 8i-1) a.s..

|P|—0 <
=1

Luego, sumando las igualdades, tenemos

/Tt(s —r)dW + /Tt W (s)ds

= ulj‘filoz W (si)(s: = si1) + (i1 — 1) (W (si) = W(si1))

= (=)W~ W) as

como queriamos ver.
(111) Veamoslo primero para r = 0, o sea que

A(WW) = WdW + WdWw .

Tenemos que

= tin > W siaa)(W(s) = W(si-a)
i WdWw = ‘}}"IEOZ W (sii1)(W(s;) — W(si_1)),
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donde el limite es tomado en L?(92). Luego,

/WdW+/ Wwdw

= I W ( W W — Wis;—
|Pl|r£0 E (sim1)(W(si) — W(si—1)) + E (5i-1) (si-1))
|Pl|n;02W 1) (W (s1) = W (si-1) +ZW = W(si)

- Z(W(s» — W (si0)) (W (51) = W(si-))

p

= WHW(t) - ‘}}"{lOZ(W(Si) = Wi(sica))(W(si) = W(si))-

.

v~

B:=

Veamos entonces que B — 0.
Por independencia

B (W (s5) = Wsi1)) (W (s:) = W(si0)))
= E(W(s;) = W(si-1)) E(W (s;) = W(si-1)) =0,
luego E(B) = 0. Similarmente

Var ((W(s,) — W(si1))(W(si) — W(Si—l))>
= B(((W(s) = W(si))(W(s) = W(sier))?)
= E((W(si) = W(si1))?) E(W(s:) = W(si1))?)
= (55 — 8i_1)%
Luego, por independencia de los sumandos

Var(B) =) (s; — si-1)* < [P|t —— 0.

- |P|—0
i=1

Luego B — 0 como queriamos ver.
Veamos ahora la cuenta para cualquier r > 0.

/ <W<s> W (r)dT + / (W(t) — W(r)dw

i (s)dW /W )dW (s /W )dW (s / W (r)dW (s)

W
= W(OW(t) - W(s jW(T (r)) = W(r)(W(t) = W(r))
= (W) - W(T))(W(t)—W(T))
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Conclusion 4.5. Si W(t) es un movimiento Browniano de dimension m definido en
JF, entonces

d ((Wi(t) = Wi(r))(W;(t) — W;(r)))
= (Wilt) — Wi(r))dW;(t) + (W;(t) — Wi(r))dW;(t) + 6; ;dt

V1<e,j <m.
Teorema 4.6. Regla del Producto o Formula de Integracién por Partes.

Sean X1(t) y Xo(t) procesos de Ité con

dX; = Fidt + G;dW

<t <
AXy = Fydt + Goaw 0 STST

Entonces
d(X1X5) = XodX; + X5d X, + G1Gadt,
0 sea
t t t
/ Xo(s)dX:(s) = X1 (t) Xa(t) — X1(r) Xa(r) —/ Xi(s)dXa(s) —/ G1(5)Ga(s)dt.

Vo<r<t<T.
Demostracion.

Caso 1. Supongamos por simplicidad F;(t) = F;, G;(t) = G; en (r,q] e igual a
cero fuera, donde F;, G; son vectores aleatorios acotados independientes del tiempo
y medibles F,. (i = 1,2). Luego

Xi(t) =Xi(r) + Fi- (t—7)+ Gi - (W(t) = W(r)) parag=t=>r.
Luego

t
/XQdX1+X1dXQ+G1G2dS
' t t t
= /X2F1+X1F2d8+/ X2G1+X1G2dW+/ GngdS

= [ B+ B (5= 1)+ Ga (W(s) = W)
+[Xq(r)+ Fi-(s—71)+ Gy - (W(s) — W(r))] Fods

+/ (Xo(r)+ Fo-(s—1)+ Go- (W(s) — W(r))] Gy

+[Xai(r)+ Fi-(s—7r)+ Gy - (W(s) = W(r))] G2dW(s) + [ G1Gads



= X(r)Fi - (t— 1) + Xy(1)Fy - (E— 1) + Xa(r)Ga - (W(H) = W(r))
FX1(1)Ga - (W) = W(r) + R Fy - (£ —1)?

t
_l’_

t

Gy - (W(s) —W(r))F1d3+/ G - (W(s) W(r))ngs}

+ /t Fy - (s —1)G1dW(s) +/ Fy- (s = 1)GodW(s)

Tt
o)
rt
o)

G - (W(s) = W(r))G1dW (s)

G- (W(s) — W(r))GodW (s / G ngs}

Analicemos A y B por separado.

A = /TZG )Flds+Z/ Fy - (s — r)GLdWi(s)

/ZG )Fst+Z/ Fy - (s — )G dWi(s)

— Z(G Fi+ G- )| /W Wi(r)der/t(s—?“)dm(S)]

i=1

(por el Lema de recién)

m

= Y (GLFy + Gy - B)[(t = r)(Wit) — Wi(r))]

i=1

-

(t—1)Ge- (W) = W(r) + F-(t—1)Gy - (W(t) — W(r))

5 - [ (ZG%(W]-(S>—WJ-(T)>> (Zaadm<s>>+

_|_

/ (Z G (Wi(s) —Wi(T))> (ZngWj(5)> +/ ZGiGédt

[ 005) = Wyr)aWits) + Gyt = )

(por la Conclusion recién vista)

= Z GLGH(Wi(t) — Wi(r)) (W;(t) — Wy(r))

A

53
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2. G

;

= (iGi(Wi(t - W; )

) () 5 (
= G- (W(t) - W(r)Ge - (W(t) - W

—_

W;(t) — V‘G(T)))
(r))

Luego,
t
/ XQXm + deXQ + GlGQdS

= Xo(r)Fi-(t—r)+Xi(r)Fo-(t—7r)+ Xao(r)Gy - (W(t) — W(r))
+X1(r)Gy - (W(t) = W(r) + B - (t— 1)
+E -t =7)Ge - (W) = W(r) + - (t—r)G1 - (W(E) = W(r))
+G1- (W(t) = W(r)Gy - (W(t) — W(r))
= Xi(8)Xa(t) = X (r) Xa(r)
Caso 2. Si Fi(t) y G;(t) son procesos simples aplicamos el Caso 1 en cada intervalo

(ti—1,t;] donde F;(t) y G;(t) son vectores aleatorios acotados constantes medibles
Fi,_,y sumamos las expresiones integrales resultantes.

Caso 3. En el caso general®, elegimos procesos simples acotados F* € L]0, 77,
G eL?0,T)j=1,...,m con

I£7* = Fills — 0 |67 - G

Sean entonces

p—0i=125=1....m

t

X' (t) = X;(0) +/ Fl'(s)ds + /t GIldW(s) i=1,2.
Usando el Caso 2 tenemos 0 0
/ XPAXE 4+ XPAXD + GIGE = XD (H)XE(E) — X () XE().
Luego, pas;ndo al limite* obtenemos la identidad buscada.

O

El siguiente lema nos servira para probar la formula de 1t6 ya que lo probaremos para
polinomios y luego usando el lema deduciremos el resultado general por aproximacion.
Lema 4.7. Sea v € C*'(R" x [0,T]). Luego existen u, : R" x [0,T] — R polinomios
tales que

ou,, ou ou,, ou

— — —
o%*u,, 0*u
H

uniformemente sobre compactos de R™ x [0,T].

Uy — U 1< <n

1<4,7<n

3No tan general, por que trabajaremos en L.2[0, 7] en lugar de M?[0, T].

‘Este paso al limite no lo justificamos debido a que no tenemos las herramientas necesarias para
hacerlo, pero podemos notar que se utilizaran resultados (que no vimos) de paso al limite para la
integral de procesos en MZ[0, 7.
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Demostracion. Alcanza con probarlo para u € C*!(R" x R), sin embargo lo haremos
bajo una hipotesis levemente mas fuerte: u € C*(R™" x R) = C*(R"™!) por el unico fin

de simplificar la notacion de la demostracion. La demostracion esta en el Apéndice
A. O

Teorema 4.8. Formula de Itd o Regla de la Cadena de It6. Sea X; un proceso
de Ito 0 <t <T con

dXt = F;gdt + thWt.

Siue C*(R x [0,T]) entonces u(Xy,t) es un proceso de Ité y verifica

d(u(X;,t) = %(Xt,t)dt + %(Xt,t)dXt + %%(Xt,t)cfdt
— (%(Xt, t) + %(Xt,t)ﬂ + %%(th)ef) dt + %(Xt,t)thW,
0 sea,
t ou 1 0%u ' ou
u(Xe, t) —u(X,,r) = i E(Xs,s) + Eﬁ(XS,S)GSdS—F/T %(Xs,s)dXs
_ /: (%(XS, o)+ %(XS,S)FS + %%(XS, S)Gg) ds
+ : %(XS, $)G,dW,

Observacion 4.9. Como X; tiene caminos continuos a.s. entonces las funciones t +—

%—?(Xt, t), %(Xt,t), %(Xt,t) son continuas y asi las integrales en la formula de Ito

estan bien definidas.
Demostracion. De la Formula de It6.

Caso 1. Veamos que la formula es valida para polinomios en la variable x. Para
ello veAmoslo primero para polinomios u(z,t) = 2™, m > 0, o sea que

1
d(X™) = mX"'dX, + 5m(m — 1) X" 2Gdt.

Esto es claro para m = 0,1. Para m = 2 es consecuencia directa de la regla del
producto. Usemos induccién. Supongamos que vale para m, entonces

am:=

—
d(X]™) = mX" ' Fdt + mX]" G, dW, + %m(m —1) X" 2Gidt
luego, usando la regla del producto tenemos
A7) = d(XX)
= X, d(X[") 4+ X["dX, +mX]" G2dt
= X;(mX"'dX, + a, X" 2GIdt) + XA X, +m X" G2dt
= (m+DX"dX; + @ XV G2dE

pues a1 = a,, +m, con lo que queda probado.
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Luego usando la linealidad de los procesos de Itd6 concluimos que la formula de
[to es valida para polinomios en la variable x como queriamos ver.

Caso 2. Veamos ahora que la formula es valida para wu(z,t) polinomio de dos
variables.

Dada la linealidad ya mencionada alcanza con probarlo para funciones u(z,t) =
f(z)g(t) donde f y g son polinomios:

d(u(Xe, 1)) = d(f(Xe)g(t))
(usando la regla del producto)

— F(X0)dg(t) + g(t)df (X,)
— F(X))g (H)dt + g(t) (f’(XodXt 4 %f’/(Xt)G?dt>
ou 2

B ou 10%u 9
= S (X Odt+ S (X 0K + 55 (X, O

Con lo que queda probado.

Caso 3. Dado u € C*Y(R x [0,T]) tomemos u,, : R x [0,7] — R polinomios como
en el Lema 4.7 (con n = 1). Por el caso 2 tenemos que

" Ou ou 1 0%u
X t) —un( Xy, 1) = | =2(X (X, 8)Fy + - ——(X 2
Un (Xe, 1) — upn (X, 1) /T 8t( s S) + 895( s S) s+28x2< s, $)GZds
t ou
—(X,, s)G,dW,.
[ S

T

Luego, pasando al limite obtenemos la identidad deseada.

4.1. Formula de Ité6 Multidimensional.

Definicion 4.10. Diremos que {X(t), F;}icpo,r) es un proceso de It6 n-dimensional
si X = (Xy,...,X,) tiene como componentes procesos de It6 a valores reales, o sea
si para todo T' >t > 0 X(¢) admite la representacion

X(t) = X(0) +/O F(s)d8+/0 G(s)dW(s)

donde X(0) es medible Fo y {F(t) }icpom ¥ {G(t) }iejo,r] son procesos progresivamente
medibles de dimensiones n y n X m respectivamente tales que

T T
/ |F;|lds < o0 / G},ds < oo a.s..
0 0

En tal caso usaremos la notacién diferencial simbolica

dX(t) = F(t)dt + G(t)dW (1),
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Teorema 4.11. Férmula de It6 Multidimensional. Sea X; un proceso de Ito
n-dimensional con

dX = Fdt + GdW.

Siu € C*HR™x[0,T]) entonces u(X,t) es un proceso de Ité6 a valores reales y verifica

d(u(X, t) = Zax (X, t)dX; + = Z 8x 8x (X, )G G,dt
% J

Zj_

ou " Ou _
= 5 (X.0) +z; 3, (X, )dX; + = Z 835 6% X,t);Gi,leldt.

1=

Demostracion. Caso 1. Veamos que la formula es valida para polinomios en la
variable x: u(x,t) = u(x). Para ello usemos induccion en el nimero [ de variables
de las que dependera u.

Analicemos entonces | = 1. En tal caso tenemos u(x) = u(xy) para algin 1 < k <
n. Como X}, es un proceso de Ité6 unidimensional a valores reales con

dXy, = Fydt + GpdW = Fudt + Y Gy dW;

J=1

entonces por la formula de It6 unidimensional

d(u(X)) = d(u(Xy)) = ' (Xs)dXx + %u”(Xk)Gidt

ou 1 Ou

ou 2
8xk —(X)d X} + 3 922 (X)Gidt,

como queriamos ver.

Supongamos que vale para [ < n, o sea que se verifica la formula de It6 para
polinomios en [ variables. Veamos entonces que se verifica para polinomios en [ + 1
variables, pero por simplicidad en la notacién supongamos que hablamos de las
primeras [ + 1 variables, o sea que u(x) = u(zy,...,T141)-

Trabajemos primero con funciones u(x) = uy(xy,...,x;)us(z141) donde uy y us
son polinomios. Tenemos que

@ul l 8 Uy
d(ul(Xl,..., Z afL‘Z Xl,..., dX + = Z a(L’ 81‘] Xl,...,Xl)Gidot

1
d(UQ(Xl+1)> = UIZ(XZ+1)Xm+1 + §u’2'(Xl+1)Gl2+ldt.
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Luego

d(u(X))
= d(u(Xq,...
= uz(Xl+1)d(u1(X1, e

Zgﬁ (X1,..., X

0
= u(Xiy1) (Z 81;1

+u1(X17 s 7Xl) <u/2(Xl+1)

, Xi)ua(Xi41))
,Xl)) + Ul(Xl, PN

X1, X

(usando la regla del producto)
» Xi)d(uz(Xig1))

1) Gty (Xi41)Gpadt

8211,1

02,015 0

NdX; + = Z

(X1,... ,Xl)Gidot)

1
dXH_l + Eug(XlH)Gledt)

<y XZ)UIQ (Xl+1)GiGl+1dt

l
— X)dX
E: E (93:18:6] X)G;G;dt + le( )d X4
l 82
2 .
+2 axm( )Gl+1dt+zawmm( )G Gy dt
+1 +1
8u 1
= X)dX; dt
Gm 3 Z@xzax] )GiG,

i=1 ij=1

como queriamos ver.

Luego, usando la linealidad de los procesos de Itd concluimos que la formula de

It6 es valida para cualquier polinomio u(x) = u(zy, ...

,j+1) COMO queriamos ver.

Caso 2. Veamos ahora que la formula es vélida para u(x,t) polinomio de n + 1

variables.

Procederemos igual que en la demostracion de la formula de 1t6 unidimensional.
Dada la linealidad alcanza con probarlo para funciones u(x,t) = v(x)g(t) donde v y

g son polinomios:

d(u(X,t) = dX)g(t))

= 0(X)dg(t) + g(t)d(v(X))

= o(X)g(t)dt + g(t) (Za d+z

du
= a(XthZ

con lo que queda probado.

t
8:5835] GGd)

(X, 1)dX; + = Z 5 (X, 1)GGdt,

Oz;
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Caso 3. Dado u € C*'(R™ x [0,T]) tomemos u, : R" x [0,7] — R polinomios
como en el Lema 4.7. Por el caso 2 tenemos que

t ou,, " du, 1 O%u,
un (X, 1) —un (X, 1) = By (X, s) + Z o (X, s)F; + 3 8x~8x-(X7 s)G;G;ds
=1 O ig=1"""""

t SN Ouy,
X ; .
| ¥ G caw,

Luego, pasando al limite obtenemos la identidad deseada.

T

O
Comentario. Como recordar la Formula de It6 Multidimensional.
Escribir
ou ", du 1 — d%u
d(u(X,t)) = —dt dX; + = ——dX;d X,

y luego simplificar el término dX;dX; expandiéndolo y usando las siguientes identi-
dades formales:

(1<i,j<m)

La teoria vista en este capitulo, en particular el Lema 4.4, da significado a todo esto.
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5. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Suposicién general para esta seccidn:

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad completo. Sea G; una filtracion Browni-
ana asociada al movimiento Browniano W, de dimensiéon m. Sea U una o-algebra
independiente de G; y F; la filtracion P aumentada de o(U, G;).

También usaremos funciones B : R x [0,7] — R™™ b : R" x [0,7] — R" medibles
Borel (donde m coincide con la dimension de W).

Definicién 5.1. Si {Xy, F; }ico,r) €s un proceso n dimensional progresivamente med-
ible tal que

X(0) =17
X(t) =72+ /Otb(X(s), s)ds + /OtB(X(s), s) AW a.s.

V0 <t<T, donde Z es medible U y

/o 1b;(X(s), s)|ds < 00 /0 sz(X(s), s)ds < 0o a.s.

entonces diremos que X(t) es una solucion fuerte de la ecuacion diferencial estocdstica
dX(t) = b(X(t),t)dt + B(X(t),t)dW
X(0) = Z.

Observacion 5.2. X es un proceso de Itd6 n dimensional y por lo tanto tiene caminos
continuos a.s..

Ejemplo 5.3. Tomemos m = 1,n = 1. Consideremos la ecuacion.
dXt - )\Xtth
Xo=1.

AW

Es natural pensar en e pero la féormula de It6 nos da un término no deseado:

2 .
2-eAWidt, lo cual podemos corregir tomando
A2t A2t
X, =eMt. o7 = M7

En efecto la regla del producto nos da
A(Xy) = d(V)e T 4 d(e T )M
A2 2
= (MW adW, + ?eAWtdt)e_? -
= )\Xtth

Ademas, tal solucion seré unica (salvo indistinguibilidad) como consecuencia del Teo-
rema de Existencia y Unicidad que veremos en la proxima seccion.
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Ejemplo 5.4. Generalicemos lo anterior. Sean ahora m > 1,n = 1. Consideremos la
ecuacion

dX, = g(t) X, dW =~ g;(£) X,dW;
j=1
Xo=2
donde Z es una variable aleatoria medible U y g(t) es una funcion continua. Veamos
que la solucion es

X, = Zel BEOAW=1 [ g2(5)ds _ 7 S5y [§ 0 ()aW; =3 T, [ a3 (5)ds

Sean u(z,t) = o3 log%ds ¢ Y, = fot gdW. Luego, usando Partes y la Formula de [t6°
tenemos
dX; = d(Zu(Yi,t))
= Zd(u(Y,,t))

1 2
- 7z (@dn P —@det)

ox ot 2 0x?
1 1
= X,gdW + Xt(—ﬁdet) + Ethth
= X,gdW

como queriamos ver. Ademés, si E(Z?) < oo tendremos unicidad, como veremos méas
adelante.

Ejemplo 5.5. Similarmente se ve que la ecuacion
dX; = d(t) X, dt + g(t) X, dW
Xo=72
(con E(Z?) < oo y d(t),g(t) continuas) tiene como tnica solucion

X, = Zelo 8()AW[g d(s)=58%(s)ds

En lo que sigue probaremos un resultado general de existencia y unicidad de soluciones
muy parecido al del caso determinista.

5.1. Un Teorema General de Existencia y Unicidad.

Para probar la unicidad utilizaremos el Lema de Gronwall que usamos en el caso
determinista pero bajo hipotesis mas generales.

Lema 5.6. Lema de Gronwall Generalizado. Sean f,¢ : [0,7] — R funciones,
f continua y no negativa, ¢ medible Borel, y sea Cy € R una constante. Si

¢(t)§00+/tfgbds VO<t<T
0

entonces
d(t) < Coelo I vo<t<T.

5También sale aplicando Partes (de nuevo) como en el Ejemplo anterior.
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Demostracion. Sea ®(t) = Co+f(f fods. Luego fo < fO ysig(t) = o= JE 145 antonces

fog+ @¢' <0.
Luego
/ fog+ @g'ds < 0.
0
Pero
t t t S
dg'ds = Cyg'd du) 'd
/Ogs /Oogs+//f¢ugs
— Colg(t) — g(0)) + / Fo( / ¢/ds)du
— Colg(t) — g(0)) + / Folgt) -
0
= C —¢g(0 ds — d
o(g(t) — 9(0) + g(t) / féds / fégds
t
— a(t)g(t) — D(0)g(0) - / fbgds.
0
Luego
/t fog+ @g'ds = ®(t)g(t) — ®(0)g(0) = @(t)e*féfds —Cy <0
0
Entonces
() < B(t) < Cpelo 14
como queriamos ver. O

Lemita 5.7. Si f:[0,T] — R™ medible entonces

t 2p t
/ f(s)ds| < t2p_1/ If(s)[*ds.
0 0

Demostracion.

fronf < ([
< <(/ 1ds> (/ (s \2pds> > _ - 1/ £(s)[ds
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Teorema 5.8. Existencia y Unicidad de Soluciones de Ecuaciones Diferen-
ciales Estocasticas.

Si B(x,t) y b(x,t) son continuas con
b(x.f) — b(%.0)] < Lix &

0o<t<T z € R"
IB(x,t) — B(x,t)| < L|x — X| para 0 <t <7, x,X €

[b(x, #)] < L(1 + [x])

ara 0 <t <Tx,x e R"
B(x,t)] < L1+ [x)) P77 =1=

(donde |-| denota la norma Fuclidea de dimension adecuada) para alguna constante L
y Z € L2(Q) es medible U entonces existe una inica solucion fuerte X(t) en L2[0,T)
(salvo indistinguibilidad) de

dX(t) = b(X(t), t)dt + B(X(t), t)dW
X(0) = Z.

Demostracion.

Existencia.

(1) Como en el caso determinista, la existencia de una solucion sera probada uti-
lizando una sucesién recurrente:

X(t) =Z
XF(t) = Z + /Otb(Xk(s),s)ds—i— /OtB(X’“(s),s)dW.

Veamos que X* esté bien definida y que X* € 1L.2[0, T Vk > 1. Usemos induc-
cién. Para k = 0 es trivial pues Z € L2(Q). Supongamoslo para k. Como X* €
L2[0, 7] y |B(X*(t),t)|* < L?(1 + |X*(¢)|)? entonces B(X*(¢),t) € L2,,,[0,T].

nxXm
Similarmente, como también X* € LL[0,7] v [b(X*(¢),t)] < L(1 + |X*(t)|)
entonces b(X*(t),t) € L1[0, T]. Luego X*™1(t) esta bien definido. Veamos que
XFH(t) € L2[0,T).

t 2
BX-(0P) < 9B(ZP) + 95 ( [ o0xt ) as )

0

2

»y ( )

Usando el Lemita 5.7 con p = 1 en el segundo sumando,

2) <FE (T/OT |b(Xk(s),s)y2ds)

T
<TIL?E (/ (1+ ka(s)|)2ds) < 2TLX(T + || X*
0

/Ot B(X*(s), s)dW

&=

[

/Ot b(X*(s), s)ds

a0



Ademés,

“

Luego

E(IXM(t)) < 9E(|Z°) + 92T L? + 2L7)(T + || X*

/ "B(X*(s), )W
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) <E ( / ' |B<X’f<s>,s>|2ds)

T
2
< I’F ( [ |Xk<s>\>2ds) < 2T + | XH[ ).

2
ez 0.2

Luego integrando en la variable ¢ concluimos que X*1 € 1.2[0, T'] como querfamos

ver.

2) Veamos que {X*} converge a la solucién de la ecuacion estocastica. Empecemos
g p
probando que

d(t) = E(X*(t) = XMH(0))) <

donde M = M(L, T, E(|Z|?). Usaremos nuevamente induccion. Para k = 1

d'(t)

IN

IN

IN

IN

E(X\(t) - Z[%)

2F ( /Otb(Z,s)ds 2) +2F < /OtB(Z,s)dW 2)
2TE (/Ot Ib(Z, s)|2ds) +2E (/Ot IB(Z, s)|2d3>

(2TL* +2L*)E </Ot(1 + |Z|)2ds)

AT+ 1D L*(1+ E(|Z*)t
Mt.




Supongamoslo cierto para k. Luego

dk+1(t) _ E(‘Xk+1(t)_xk(t)‘2)

2E< /0 b(X*(s), 5) — b(X*1(s), s)ds

o )

2TE (/Ot Ib(X*(s),s) — b(X*F1(s), s)|2ds) +

IA

)

/0 B(X"(s),s) — B(X*"!(s), s)dAW

IN

2F (/Ot IB(X*(s),s) — B(XF!(5s), s)|2ds)

t
< (2TL*+2L*)E (/ X5 (s) — X’f—l(s)|2ds>
0
t Mk k
< AT +1)I? ° ds
o k!
Mk+1tk+1
< —7
= (k4 1)

como queriamos ver.

(3) Gracias a esta acotacion tenemos que para todo 0 < t < T {X*(¢)} es una
sucesion de Cauchy en L?(Q, F;, P). Luego, sea X(t) su limite en L*(Q, F, P).
Luego {X(t), F; }tcjo,r] s un proceso estocastico. Veamos ahora que X(t) tiene
una modificacion X (¢) tal que X*(t) — X(t) uniformemente en [0, 7] a.s.. Esto
lo veremos probando que X*(¢) es uniformemente de Cauchy a.s.

T
XE(t) — XL ()2 < 2T L2 / X1 (s) — XF2(5)Pds+
0

2

2 /0 B(X"*(s),s) — B(X*2(s), s)dW

luego,

E (méx 1XF(t) — Xk—l(t)|2> <2TL’E (/OT IXE1(s5) — Xk‘2(3)|2ds>

0<t<T
2)

+2F (méx /Ot B(X"(s),s) — B(X"*?(s), 5)dW

0<t<T
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Usando la desigualdad martingal (ver Teorema 2.13) tenemos que
2
E (méx )
0<t<T
t
/ B;(X 7 1(s),s) — B;(XF7%(s), s)dW
0

)

/0 B(X"(s),s) — B(X"*?(s), 5)dW

martingala

< ZE(IH
Z4E<

(s

< 4L°E ( X 1 (s) — XF2(s )|2ds).

)

IN

B;(X*!(s), 5) = Bi(X"7(s), 5)dW

)

B(X"(s),s) — B(X"*2(s), 5)dW

Luego

E (Org%;% IX*(t) — Xk—l(t)F) < (TL* +8LYE ( /0 ' X 1(s) — X"“_Q(s)|2ds)

g

T Mk:—lsk—l

< (2TIL? +8I2 —d

< QTLH8LY) |- gy ds
METk

S C k! )

donde C'= C(T, L).
Luego

:ZAk

A\

1 1
k k—1 > —_p Xk = XE-1(4)]2 > —
orgtagr IX*(t) — X ()| > k‘2> (01<nta<}§p| (t) — ) = kz4)

EAMFTE
4 k k=102 ) <
< k*FE <0m<ta<>%\X (t) — X" (1)] ) <C R
y como » o, W‘ifw < oo concluimos por el Lema de Borel Cantelli que

P( Ay infinitas veces) = 0, o sea, que para casi todo w

méx [XE(H) — XF1(1)] < —

Jdx 2 bara k> ko(w)

Luego X*(t) — X(t) uniformemente en [0,7] a.s. y por lo tanto X(t) tiene
caminos continuos a.s.. Como para todo 0 < t < T, X*(t) — X () a.s. tenemos
que X(t) = X(t) a.s. como queriamos ver.

Supongamos entonces X (t) = X(t). X(t) verifica entonces ser continuo y por
lo tanto progresivamente medible. Luego, como X*(¢t) — X(t) a.s. Vt € [0,1]
concluimos que X*(t,w) — X(t,w) a.5. A\ @ P.
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eamos ahora que X € , T'|. Para ello veamos que — X en 1.
4) Vi h X e L2[0,T). P 1 Xk — X en L2[0,T

=Xy = () - X )
Mksk MTkJrl
<
=), TR S+

Luego tenemos que X}, es una sucesion de Cauchy en L2[0, T]. Luego, sea X
su limite en L2[0,7]. Como X*(t,w) — X(t,w) a.s.A ® P concluimos que
X(t,w) = X(t,w) a.s.\ @ P.

(5) Veamos que X(t) verifica la ecuacion diferencial estocastica. Sea

Y(t):=Z+ /Otb(X(s),s)ds + /OtB(X(s),s)dW

Y (t) esta bien definida pues X € L2[0,7], |B(X(t),t)]* < L*(1 + |X(#)]?) vy
X € LL[0. T, b(X(5).t)] < L(1 + [X(1))).

Veamos que X*1(t) — Y(t) en L2(Q) VO <t <T.
/0 B(X(s),s) — B(X*(s), s)dW

E(Y() - XA < 2E</0 b(X(s),s) — b(X*(s), s)ds

oy <

< (TL*+2IHE </Ot 1X(s) — Xk(s)Fds)

< AT+ DLX = X7 — 0

)

Luego, como X**1(t) — X(¢) en L2(€) tenemos que X (¢) = Y (t) a.s. V0 <
t <T o sea que

t t
X(t) =7+ / b(X(s), s)ds + / B(X(s),s)AW  a.s.
0 0
V0 <t<T, como queriamos ver.

Unicidad.

Supongamos X, X € IL2[0, T soluciones de la ecuacion estocastica. Luego

X(t) — X(t) = /0 b(X(s), s) — b(X(s), s)ds + /0 B(X(s), s) — B(X(s), s)dW
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Luego

E(1X(t) = X(1)] <

/ — b(X(s), s)ds

(|

< (2TL2+2L2)/0 E(|X(t) — X(t)|*)ds.

Entonces, si tomamos ¢(t) := E(|X(t) — X(¢)|?) y C := 2T L?* + 2L? tenemos que

<c/¢

Luego, por el Lema de Gronwall tenemos que ¢ = 0. Luego X es una modificacion
de X, pero como ambos procesos son continuos a.s. concluimos por el Teorema 2.7
que X y X son indistinguibles como queriamos ver. 0

Observacion 5.9. La primera hipotesis sobre B(x,?) y b(x,t) en el Teorema de Exis-
tencia y Unicidad implica la segunda aunque con otra constante L. Pues, por ejemplo,
si |b(x,t) —b(X,t)| < L|x — x| V(x,t) € R" x [0,T] entonces

Ib(x,t) < [b(0, )] + |b(x,£) — b(0,8)] < |b(0,t)| + Lx| < C(1 + |x|).

5.2. Propiedades de las Soluciones.

Empezaremos con un resultado de estimacion de los momentos de las soluciones de las
ecuaciones estocasticas, pero para ello necesitaremos de estimaciones de los momentos
de la integral estocastica, lo cual veremos ahora.

Estimacién de los Momentos de la Integral Estocastica. Antes unos lemas.

Lema 5.10. Sea v : [0,b] — R integrable v(t) > 0 para t > 0. Sea A € R una

constante. Si
t (p—1)/p
v(t) < A (/ v(s)ds) vt € [0, 0]
0

entonces
APt
v(t) < — Vte[0,0].
PP
Demostracion. Veamoslo primero para v(t) continua. Sea f(t) := fot v(s)ds. Luego,

como v(t) es continua, tenemos
i) < AF@TVP Ve (0,0)
7(0) = 0.
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Luego
t / n
7'(s) )
/Omdsé/o Ads = At.
t t
f'(s) O dy R0 1
| st = [ s m ] = sy
Entonces
pf(t)'" < At
At\?
<=1 .
fle) = (p )
Luego

A\ Y Aptp—1
= f (r—1)/ _
o(t) = f'(t) < Af(t)” ”SA( ) =—
p P
Ccomo queriamos ver.

)(p—l)/p

Veamoslo ahora en general. Sea w(t) := (fgv(s)ds . Luego integrando la in-

ecuacion

w(tP/ PV = /0 tv(s)ds <A /0 tw(s)ds

t (p=1)/p
w(t) < AP~D/P (/ w(s)ds>
0

entonces, como w(t) es continua tenemos, por lo visto recién, que
(A(pfl)/p)p =1 Ap—1yp-1
< .

w(t) < pr S

Luego

como queriamos ver. O

Lemita 5.11. Si {G(t)}icjor] €s un proceso simple (acotado) entonces
¢
X = / G.dW, € L0, T
0
para todo q > 1.

Demostracion. Basta probarlo para G(t,w) = G(w)1ly,(t) donde G es medible F,. y
acotado (|G| < M). Luego

Xe =G Wyne —W,) parat>r.
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Luego

B[ ras) <o [ [ pgw - wipmas + / BV, — W)

e (o ()
= o (By i s mgyin - (V=)
donde Y ~ N(0, 1), como querfamos ver. 0

Proposicion 5.12. 9i G € L

nxm
E (

[0,T] con p > 1 entonces

[ aawis ) <o e ([ awmas)

donde C' = C(n, m,p).

Demostracion. Si p = 1 es consecuencia directa de la Proposicion 3.28. Veamoslo
entonces para p > 1.

Caso 1. Gy € L?]0, T| proceso simple (acotado).
Sea X; = fg G,dW,. Luego, por la formula de Tt6, para u(z,t) = |z|* tenemos

que

t
X% = | X% — X = / 2| X 72X, G AW,
0
1 t
= / 2p(2p — 1)|X, 772G ds.
0

Veamos que F (f(f 2p|XS|2p*2XSGSdWS> = 0. Por el Teorema 3.23 (1), basta ver
que | X;|*72X,G; € L2[0,T]. En efecto

T
E( / ]X8|2(2p‘1)G§dt>
0
2(2p—p 1=1/p T e
< (e ([ ) (e ([Nama)) " <o
0 0

pues X; € LY0,T] Vg > 1, por el Lemita 5.11.
Por otro lado

t
E ( [ vie- 1>\Xs\2p20§ds)
0

o o)) (o))
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Luego

B < -1 (B ( / G |2pds)) ( /OtEUXst)ds)”/p.

1
Luego, si tomamos v(r) = E(|X,.|?) y A=p(2p—1) (E (f(f |GS|2pds>) " fenemos

que
o(r) < A ( | v(s)ds) o

Vr € [0,t] y aplicando el Lema 5.10, nos queda

Appp=1
v(r) <
prt
Vr € [0,t] en particular
Apgpt
v(t) <
I

0 sea,

t
E(]Xth) <p(2p—1)F 2 ) (/0 ]Gs\zpds>
=:C(p)

COImMO queriamos ver.

Caso 2. G € L*0,T).
Sea {G*} una sucesion de procesos simples con

T
lim (/ |G — G§|2pds) = 0.
Existe por el Teorema 3.19. Sean X[ := f(f G*dW,. Luego, por el Caso 1,
t
51 Bllxt) < oo e ( [ 1otas).
0

Veamos que XF — X, en L?(Q). Dado que G* — G! son procesos simples, tenemos
que

t
Bt - i) < coyr e ( [ 16k - cipras).
0
Luego {XF} es una sucesién de Cauchy en L?(Q). Pero X — X; en L?(2) pues

¢ 1/p
lim E </ G, — G’;Pds) < iobp lim ( (/ |G, — G*| 2pds>) =0
— 00 0

Luego XF — X, en L?(Q).
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Tenemos entonces que E(|XF|?) — E(|X;|?"), y como ademas £ (fot |G'§|2pds) —

E <f(f |Gs|2pds> concluimos, pasando al limite en (5.1), que

t
E(X,[?) < Cp)t B ( / erﬁpds)
0
como queriamos ver.

Caso 3. G € L*

n><m[07 T]'
“

/OG(s)dW(s) ) = E((Z

s)dW (s)

))

t 2\ P
S m2pE<< Z /GL]'(S)de(S) ))
1<i<n 10
1<j<m
< mrr Y ('/ ()W (s) )
1<z<n
1<5<m
(Usando el Caso 2) < m*’nP Z C(p)t''E (/ 1Gij(s ]2pds)
1<i<n
1<5<m
= m*nPC(p) ' 'E / > |Giy(s)Pds
\"_'/ 0 1<i<n
=:C(n,m,p) 1<j<m
P
- cumnes([ (£ o))
1<i<n
1<5<m

— Clnmp)'E ( /0 t \G(s)|2pds)

4.2 Continuacién: Propiedades de las Soluciones.

Lemita 5.13. Sean {a;}¥_, nimeros reales no negativos. Entonces

(a1 + -+ ap)? < 2%af + 2%9ad + - - - + 2"aj.

Demostracion. Usemos induccion en k. Supongamoslo cierto para k sumandos y
probémoslo para k + 1.

(a1 +ag + -+ ageq)? 2901 +2%(ag + - - - + ag,)?
29ad +29(2%§ + - - - + 2" D9a)

29 4+ 2%a3 4 - - - + 24!

IAIA A
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como queriamos ver. [

Teorema 5.14. Estimacion de los Momentos de las Soluciones.

Si B(x,t),b(x,t),Z satisfacen las hipdtesis del Teorema de Existencia y Unicidad y
ademds

Z < L*(Q) para algin p > 1

entonces la solucidn X(t) de

dX = b(X(t),t)dt + B(X(t),t)dW

X(0)=7Z

verifica las siquientes estimaciones

E(IX(t)]*) < D" (1 + E(|Z|))

E(|X(t) = Z|") < DtreP" (1 + E(1Z[))

donde D = D(L,T,n,m,p).

Demostracion.

(1) Nuevamente consideremos la sucesion recurrente:

Xt)=2Z
XFL(t) = /Otb(X’“(s),s)ds + /OtB(Xk(s), s)dW

Por lo visto en la demostracion de Existencia y Unicidad sabemos que X* est4
bien definido y X* € I.2[0, 7] V0 < t < T. Ademas sabemos que X*(t) — X(t)
en L2(Q, F;, P) donde X € L2[0, T es solucion de la ecuacion.

Empecemos viendo que

k1kp

&= BIXH1) - X () < 2o

(1+ E(|Z]*)) VE>1

)

donde M = M(L,T,n,m,p). Usemos inducciéon. Para k = 1

d'(t) = BE(X'(t) - Z*)
< 2¥F ( /Otb(Z, s)ds 2p> + 2% F (
2p> <t 'E (/Ot |b(Z, s)|2pds)

Por el Lemita 5.7 tenemos
t
<t UPE (/ (1+ \Z\)2pds) <t*PL¥PE((1+ |Z))*)
0

/Ot B(Z, s)dW

&=

/Otb(Z, s)ds

(
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Ademas, por la Proposicion 5.12

o

Luego

/0 "B(Z.5)AW

d'(t)

2p t
) <Ct'E (/ ]B(Z,s)\des)
0

t
C L2 < / (1+ \Z\)des> < CPI?E((1 + |Z)7)
0

LA (1 + CH"YE((1 + |Z])*)
9P L% (TP + C)2%t°(1 + E(|Z|*))
= Mt*(1+ E(|Z]*"))

Supongamoslo cierto para k. Luego

dk—f—l(t)

IA

IA

IA

IA

IN

E (\X’f“(t) - X’f(t)f”)

22pE< /0 b(X*(s), s) — b(XF1(s), s)ds

2p

i ([ 1D 6).9) — b 0,00 )

)

/O B(X"(s),s) — B(X*!(s), s)dW

+22CH R ( /O t IB(X*(s),s) — B(XF!(s), 3)\21’(15)

t
XL+ CPTHE ( / 1XF(s) — X“(s)|2pds>
0

MFs

(1 E(|Z[7))ds

t
2 2 (TF + Oy /

0
Mk—i—ltp—l tkp-i—l

W kpt1
Mk+1t(k+1)p

(k+1)!

(1+ E(|Z[*))

(1+ E(|Z]7))

como queriamos ver.

(2) Gracias a esta desigualdad tenemos que para todo 0 < t < T {X*(t)} es
una sucesion de Cauchy en L2(, F;, P). Luego, como X*(t) — X(t) en
L%(Q, F;, P) concluimos que X*(t) — X(t) en L2’(Q, F;, P)V0O <t < T.



76

Ahora si veamos las estimaciones. Por el Lemita 5.13 tenemos que

E(XE(t) = Z[) < 2PE(XNt) = Z]7) + -+ 22 E(XE(t) = X))

< e EMON gz
< (@I 1)1+ B(Z)
< DIe" (1 + E(Z)

Luego
B(IX(t) = ZP7) = lim BE(X*(t) = Z]") < (" = 1)(1 + B(Z*))
< DI (14 B(|Z[*))

y asi probamos una estimacion, la otra se deduce facilmente a partir de esta
pues

E(IX@®)") < 27B(IX(t) - Z™) + 27 B(|Z|*)
< 2%2(eP" = 1)(1+ E(|Z]7)) + 27 E(|Z])
< 2P (1+ E(|Z[7))

como queriamos ver.

Corolario 5.15. Para todo 0 < s <t<T
B(IX(t) = X(s)[*") < C(t — )P (1 + E(|Z[*))
donde C = C(L,T,n,m,p).

Demostracion. Sea s € [0,T]. Observar que para t > s X(t) es solucion de
dX = b(X(t),t)dt + B(X(t),t)dW
X(s) = X(s)
donde X(s) verifica E(|X(s)|?) < oo y es medible F, con F, independiente de H; :=

oc(W(r) — W(s)|t >r > s). (Ademéas F; coincide con la filtracion P aumentada de
o(Fs, Hy).) Luego, como ademas F(|X(s)|?’) < oo tenemos que, por el Teorema 5.14,

E(1X(t) = X(s)]") < D(t — s)Pe”"(1+ E(1X(s)]*)
< D(t—s)eP™ (14 DeP (1 + E(1Z™))
< DeP™(1+ De”™)(t — s (1 + E(|Z[))
—C
como queriamos ver O

Corolario 5.16. Si Z € L?**(Q) con p > 1 entonces V0 < vy < 7’2;; X(t) es uniforme-
mente continua Hélder con exponente 7.

En particular si Z € L*(Q)Vp > 1 entonces VO < v < % X(t) es uniformemente

2
continua Holder con exponente .
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Demostracion. Consecuencia directa del Corolario previo y del Teorema de Kol-
mogorov (Teorema 2.32). O

Teorema 5.17. Dependencia de los Parametros en las Soluciones.

Sean B(x,t),b(x,t),Z y B*(x,t),b*(x,t), Z* para k > 1 como en el Teorema de Ex-
istencia y Unicidad, con la misma constante L. Sean X(t), X*(t) k > 1 las soluciones

de
dX = b(X(t),t)dt + B(X(t),t)dW  dX = b*(X(t),t)dt + B*(X(t),t)dW
X(0) =7 X(0) = Z*
respectivamente. Luego, si

lim E(|Z* - Z|*) =0

yV(x,t) € R" x [0,T]
b*(x,t) — b(x,t) BF(x,t) — B(x,1)

entonces

k—o00 0<t<T

lim E (méx 1XFE(t) — X(t)|2) = 0.

Demostracion. (1) Si0<s,t<T

2
[X(s) = X (s)* < 91Z—ZF] +9

/O Th(X(r), ) — bE(XE(r), 1)dr

2
+9

/OS B(X(r),r) — B¥X"*(r),r)dW

< OZ-7ZM+ 9T/0 b(X(r), 1) — bE(XE(r), r)2dr

2
+9

/0 TBX(r), ) — BE(XE(r), 1) AW

Luego

E (méx 1X(s) — Xk(s)|2> < 9E(|Z - Z"P)

0<s<t

+9TE (/Ot Ib(X(r),r) — b*(X*(r), r)|2dr>

+9F <méx

0<s<t

/OS B(X(r),r) — B¥X"*(r),r)dW

)
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Trabajemos un poco el dltimo sumando. Usando la desigualdad martingal
(ver Teorema 2.13) tenemos que

/0 B(X(r),r)—Bk(Xk(r),r)dW‘2>

E(méx
0<s<t
n t 2
< Z4E< B(X(r),r)—Bf(xk(r),r)dw‘)
i=1 0

!
= 4F (/ IB(X — BF(X*(r )|2dr).

martingala

r/ot B;(X(r),r) — BF(X*(r), r)dV\; D

B(X(r),r) — BYX"(r),r)dW

Luego

E (Orgazit 1X(s) — X"“(s)|2) < 9E(|Z — Z*%)

+9TE (/t|b ,r) — bR (XF(r), )|2dr>

36E (/ IB(X — B*(Xk(r )|2dr).

(2) Por otro lado

(/ Ib(X — b*(XF(r), )| dr)

A

< 2E</ b(X )|dj
+2F </ b (X(r),7) — b*(X*(r )\2dr>

< 2A,€+2LE(/O X (r) X’“()!d)

t
< 245+ 2L2/ E (méx 1X(s) — Xk(s)|2> dr
0 0<s<r
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y similarmente obtenemos que

E (/Ot B(X(r), ) — Bk(Xk(r),r)\2dr)

Luego

o (mx X(s) ka)

< 9E(|Z — Z"?) + 18T A, + 72B,
=:C

A ~ t
+(18TL? + 72L2)/ E <On<1a<x 1X(s) — X’“(S)V) dr
0 <s<r

Luego, si tomamos v(t) := E (méx IX(s) — Xk(s)|2> v Dy, := 9FE(|Z —Z*|?) +

0<s<t
18T A;, 4+ 72 B, tenemos que

t
v(t) < Dp+ C/ v(r)dr
0
y entonces, por el Lema de Gronwall, concluimos que

E (méx 1X(s) — Xk(s)|2) = o(T) < Dye“T.

0<s<T

(3) Para finalizar la demostracion basta entonces ver que Dy — 0.
Sabemos que E(|Z — Z*[*) — 0 por hipétesis. Veamos que A;, — 0. Por
hipotesis b¥(x,t) — b(x,t) Vx, t. Luego |b(X(t),t)—b*(X(t),t)]*> — 0V(w,t) €
Q x [0,7]. Ademas

[b(X(t),t) =P (X(1). ) < 2[b(X(t),))]* +2[b"(X(t), 1)’

<
< ALY+ X(1)))?

Vk > 1, donde E (f(f(l + |X(t)])2dt> < oo. Luego, por el Teorema de Conver-
gencia Mayorada

A= E (/OT b(X (1), ) — b"‘(X(t),t)|2dt) 0.

Similarmente se prueba que By — 0. Luego D; — 0 como queriamos ver.
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5.3. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas Lineales.
Definicién 5.18. Diremos que la ecuacion diferencial estocéastica
dX = b(X(t),t)dt + B(X(t),t)dW

es lineal si los coeficientes b y B verifican que

b(x,t) = c(t) + D(t)x
parac:[0,7] = R*,D:[0,7] - R"™" y

B(x,t) = E(t) + G(t)x
para E: [0,7] — R™™ G : [0,T] — L(R",R™™)5,
Sic=0y E =0 diremos ademés que la ecuacion lineal es homogénea.

Observacion 5.19. Si la ecuacion lineal

dX = (c(t) + DOX(1))dt + (B(t) + F(t)X)dW
X(0) = Z

con Z medible U verifica que sus coeficientes c(t), D(t), E(t), F(¢) son continuos y
E(|Z]*) < oo entonces, por el Teorema de Existencia y Unicidad, tiene una tnica
solucion.

En lo que sigue, y ya para ir terminando, deduciremos las soluciones generales de un
conjunto amplio de ecuaciones estocasticas lineales.
5.3.1.  Variacion de Constantes.

Problema 5.20. Consideremos la ecuacién lineal no homogénea

dX = (c(t) + DOX(H))dt + E(t)dW

X(0) =17
con coeficientes continuos y Z medible U.
Si pensamos formalmente a c(t) + E(t)2¥ como el término no homogéneo de un

sistema lineal ordinario el método de Variacidén de Constantes nos da el candidato
t
X(t) = ®(1) (Z +/ ®(s) ' (c(s)ds + E(s)dW))
0

donde ®(t) es la matriz fundamental del sistema

dX
< =DHX(1)

con ®(0) =1

6L(R™, R"*™) es el espacio de funciones lineales de R™ a R"*"™,
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Veamos que efectivamente es solucion. Como ®; ;(¢) no tiene diferencial Browniano
la formula de Partes, adaptada al caso de una matriz por un vector se simplifica y
nos da que

dX(t) = d(®(t)) (Z + /Otcb(s)—l(c(s)ds + E(s)dW))
+®(t)d (Z + /Ot ®(s)H(c(s)ds + E(s)dW))

t
= D(t)®(t)dt <Z+/ ®(s) "' (c(s)ds —I—E(s)dW))
0
+®(t)(®(t) 'c(t)dt + ®(t) "E(tdW)
= D(t)X(t)dt + c(t)dt + E(t)dW
como querfamos ver.
Si fuese F # 0 no nos serviria un razonamiento analogo puesto que ® ahora tendria
diferencial Browniano y entonces la Férmula de Partes se complicaria. Veremos, sin

embargo, para n = 1, que podremos encontrar una solucion utilizando el método de
Variacion de Constantes en el contexto estocastico.

Problema 5.21. Sean n = 1, m > 1 y consideremos la ecuaciéon
dX; = (c(t) + d(t) Xy)dt + (e(t) + g(t) Xy)dW
X, =7

con coeficientes continuos y Z medible ¢/. Busquemos entonces una solucion de la
forma

X, = xVxP?
donde
dxV = d)x M ()dt + g(t) XV (t)dW
XM =1.
Digamos que
dX? = A(t)dt + B(t)dW
Luego
aX, = X2axV 4+ xVax® + gt)B)xMat
= dt)X,dt + g(t) X, dW + XV (A(t)dt + B(t)dW) + g(¢)B(t) XVt
Basta entonces pedir que
XV (A@G)AE + B)AW) + g(6)B() XV dt = c(t)dt + e(t)dW.
Tomemos entonces
B(t) = (X)) (1)
A(t) = (X)) 7 (elt) — g(b)e(t)).
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Observar que esto es posible pues (como vimos en el Ejemplo 5.5) Xt(l) = elo 8(&)AW+ g d(s)= 587 (s)ds

Luego, para que ademaés se satisfaga la condicién inicial tomemos

x? =27+ / (X (c(s) — g(s)e(s))ds + / (X)) e(s)AW

y con esto queda expresada de forma explicita la solucion de nuestra ecuacion.

Fin.
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6. APENDICE A

Notacion 6.1. Sea f € C"™(R") ei= (i1,...,i,) tal que |i| = >°7_, i; = m. Notaremos
omf
= —(x
Ox} ... 0xin

Fx)

Notacion 6.2. Sean f,, f : R* — R. Si f, converge a f uniformemente sobre com-
pactos notaremos

o
Jo— [
En este apéndice nuestro objetivo sera probar el siguiente resultado.

Teorema 6.3. Sea f € C™(R™). Luego existen @, : R" — R polinomios tales que
para todo i tal que |i| < m

QW &,

n

Para este fin nos servird probarlo primero para f € CJ"(R") y luego analizar el caso
general. La demostracion (para f € CJ*(R")) consistira esencialmente en:

o Considerar las convoluciones f x K., donde K, son aproximaciones de la iden-
tidad, y ver que (f * KE)(I) convergen uniformemente a f.

o Tomar P,(x) polinomios tales que P, (x) %K (x).
o Considerar las funciones @,, = f * (P,): v ver que estos son polinomios tales

i O i
que Q) = (f + K)V.
Luego, la demostracion saldra como un simple proceso diagonal.

Empecemos entonces a trabajar con las convoluciones.

Teorema 6.4. Si f € CJ*(R") y K es localmente integrable entonces fx K € C™(R")
Yy

(f * K)P(x) = (fV + K)(x) para [i| < m.
Demostracion. Sea R > 0 tal que sop f C Bg(0). Para todo x € R™ tenemos
(f*xK)(x) = . fA)K(x—t)dt = flx—t)K(t)dt :/ f(x—t)K(t)dt

B (0)
donde M = |x| + R.
Veamos ahora que f* K es continua. Sea e > 0. Para M > |x|+ Ry |h| < M —|x|—R,

|(f * K)(x+h) = (f* K)(x)| =
/ F(x+h — t)K(t)dt —/ f(x—t)K(t)dt‘ <
B (0) B (0)

R

/B | J0e ) o~ O[]t = %
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Como f tiene soporte compacto y es continua es uniformemente continua. Luego para
h pequeno [f(x +h —1t) — f(x —t)] <&/ || K|[115,,0) Yt con lo cual

* K (t)]dt < e.

e A /
HKHLl(BIM(O)) B]W(O)

Luego, hemos probado que f * K es continua.

Veamos ahora la existencia de las derivadas parciales. Empecemos con m = 1. Sea
i=-e;conl <i<n. Tomemosh = he;. Seax € R"y ¢ > 0. Luego, para M > |x|+R
y|h| <M—|x]-R

'(f * K)(X—’_h]i — (f * K)(X> - (f(i) *K)(X)
B fx+h—t)— f(x—1t) B (0)(x —
_ /B > ) K(t)dt /B Al t)K(t)dt‘

/()Umg+hh¢y—ﬂwx—oﬂaw&w:*

por el teorema del valor medio, donde h’ = h'e; con A’ entre 0 y h. Como fW es
continua y tiene soporte compacto es uniformemente continua. Luego, para h pequeiio
|fO(x+h—t)— fOx—t) <e/ K| 21 (5, (0)) VE con lo cual

€

*< o [ Kt <e
||K||L1(B1u(0)) B]W(O)

Luego, hemos probado que existen las derivadas parciales para m = 1 y que
(f = K)P(x) = (f7 = K)(x).
La continuidad de éstas se la obtiene similarmente a lo hecho para (f * K).

La demostracion para cualquier m se la obtiene por induccién utilizando el resultado
para m = 1. [

Recordemos la notacion K.(x) = e "K(x/e). Para ver que las f.(x) = f % K. con-
vergen de la forma deseada a nuestra f utilizaremos el siguiente resultado general de
aproximacion, cuya demostracion se puede encontrar (en una version apenas distinta)

en [WH/ZY, Teorema (9.8)].
Lema 6.5. Sea f. = fxK_, donde f € L>®(R") uniformemente continua, K € L'(R")

y fR” K = 1. Entonces f. converge uniformemente a f cuando ¢ — 0.
Teorema 6.6. Sea f. = f x K., donde f € CJ'(R"), K € L'(R") y [;. K = 1.

Entonces, para |i| < m, fg(i) converge uniformemente a f9 cuando ¢ — 0.

Demostracion. Por el Teorema 6.4 tenemos que fg(i) = fOx K,y como f& ¢ L>*(R")

y es uniformemente continua por ser f € Cy(R™) entonces, por el Lema previo, fg(l)
converge uniformemente a f cuando ¢ — 0, como queriamos ver. U
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Proposicion 6.7. Ezisten K € L'(R") y P,(x) polinomios tales que [5, K =1y
0
P, — K.

Demostracion. Tomemos

K(x) = eI
que ya sabemos que verifica fRn K = 1.Veamos la existencia de los polinomios.

Como g,(x) = >0 % ©, e’ entonces

=0 n!
1 o 1 _.p
P (x) = Wgn(—|X’2) — <= K(x).
Pero P,(x) = —ign(—x} — --- — x2) son polinomios (de grado 2n). Luego, hemos
concluido la demostracion. ]

Proposiciéon 6.8. Si f € Cy(R™) y P : R" — R es un polinomio de grado m entonces
(f % P)(x) también es un polinomio de grado menor o igual a m.

Demostracion. Sea

m
P(x) = E a;x' donde x' =x'...x;".

n
li|=0
ieN®

Dado que
(f*P)(x) = [ f(t)P(x—t)dt,
R’IL
escribamos entonces para t fijo a P(x — t) en términos de la variable x. Como

w - (g:) (—t) = PY(—t)

ox!
y P(x —t) es un polinomio de grado m, tenemos que

x=0

m o pi)(—t)
Px—t)=)_ PPN donde it =il il

il

li|=0
Luego
\ PO(—t) , “ PO(_¢ ,
e = [ > T s - 3 ( f<t>#dt) x
Rn . L : Rn 1!
|i|=0 li|=0
es un polinomio de grado menor o igual a m, como queriamos ver. 0

Teorema 6.9. Sea f € CJ"(R"). Luego ezisten @, : R" — R polinomios tales que
para todo i tal que |i| < m

QW &, O
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Demostracion. Sean K(x) € L'(R™) y P,(x) polinomios como en la Proposicion 6.7,
o sea tales que [, K =1y P, 9 K.

Para probar nuestro teorema probaremos el siguiente enunciado equivalente: Dado
un compacto Br(0) D sop f existen @, : R™ — R polinomios tales que para todo i,
li| <m

QY convergen uniformente a f@ en Bj(0).

Sea entonces €y > 0. Por el Teorema 6.6 sabemos que f. = f * K, verifica que

19 = 29 ey 50

e—0

Tomemos entonces € > 0 tal que
i i €0 ..
||f() _ fs()HLw(Rn) < o) Vi, i| < m.

Construyamos ahora el polinomio @, tal que Qg) aproxima a fe(i) . Por el Teorema
6.4 tenemos para x € Bg(0)

fOx) = (fY«K)x)= [ fOt)K(x—t)dt = [ fO(x—t)K.(t)dt

— [ - oKode= [ O ge et
Bar(0)

B2r(0)

Tomemos entonces n tal que

n € =
e |K(x) — P,(x)| < ﬁ en Byr.(0),

donde M es cota de || f0 para todo i tal que |i| < m.

Mieny

Counsideremos entonces
Qn(x) = (f * P')(x)

donde P"(x) = P,(x). Por la Proposicion 6.8 Q),(x) resulta un polinomio. Veamos
que verifica

@ _ o £o - -
|/ Q, HLOO(BR(O)) < 5 Dara todo i tal que [i| < m.
Por el teorema 6.4, como P es localmente integrable, tenemos para x € Bg(0)
QP (x) = (fV P (x) = | fO()P!(x - t)dt
Rn

= / fO(x —t)P"(t)dt = / fO(x —t)e ™ P"(t/e)dt.
By (0) Bsr(0)



Luego, para x € Br(0) y cualquier i tal que |i] < m,

| f9(x) — QP (x)| =

/B 0 f(i)(X—t)eE_n (K(t/g) _Pn(t/&f))dt

< D(x — )] S0 g < =0 || f® 1 <&
_/BQR(O)H x )|2M _2M||f ||L(Rn)—2

g
Luego, para todo i, |i| <m
17D = Q@ e gy < 1P = £ oy + £ = Q| 1 0y < €0

lo cual culmina nuestra demostracion.

< 2 para todo i tal que |i| < m, como querfamos ver.

Luego ‘
s L (Bg(0))

Visto ya el resultado para f € CJ"(R") veamos la demostracion del caso general.

Demostracion. del Teorema 6.3.
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Igual que en la demostraciéon anterior, alcanza con probar que dado un compacto

Br(0) existen polinomios @, : R™ — R tales que para todo i, |[i| <m

QY converge uniformemente a f9 en By(0).

Para ello tomemos xr € CJ'(R") tal que xr(x) =1 en Br1(0). Luego g := f - xr
CJ*(R™) y por lo tanto existen @, : R™ — R polinomios tales que

Qg) converge uniformente a g(i) en BR(O)-

Pero como f®(x) = gW(x) en Br(0) Vi, |i| < m, concluimos la demostracion.

S

O
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