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ÍNDICE GENERAL 4IntroducciónCon mucha frecuencia ocurre que el estudio de fenómenos de distintas áreas del conocimiento, desdefenómenos naturales hasta económicos o sociales, conduce a la formulación de leyes dinámicas, muchasde las cuales pueden modelizarse mediante ecuaciones diferenciales no lineales.La no linealidad de dichas ecuaciones hace que , en general, encontrar soluciones explícitas sea unatarea casi imposible. Por eso se han desarrollado técnicas numéricas que permiten obtener solucionesaproximadas a un problema de valores iniciales y métodos analíticos a partir de los cuales se puedeninferir propiedades cualitativas de las soluciones.Un concepto de fundamental importancia en la teoría cualitativa de los sistemas de ecuacionesdiferenciales ordinarias es el concepto de estabilidad de soluciones. La forma más sencilla de estudiarla estabilidad de las soluciones sería el análisis directo una vez obtenidas las soluciones, pero comomencionamos antes, son muy pocos los casos en que puede obtenerse una solución explícita de unproblema de valores iniciales. Por eso a lo largo de los años se han ido desarrollando formas alterna-tivas para estudiar la estabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales sin necesidad de obtenerexplícitamente las soluciones.Pero, ¾qué entendemos por una solución estable? Ciertamente, todos coincidiremos en que se re�erea algo que no cambia o que ofrece resistencia al cambio, que se mantiene en estado estacionario opermanente.El tema de la estabilidad ha desvelado a �lósofos y cientí�cos desde épocas muy remotas. Enparticular les preocupaba la estabilidad del sistema solar. A través del aporte de distintos cientí�cosel concepto de estabilidad ha ido tomando forma y rigurosidad. Y desde, por lo menos 120 años atrás,gracias al aporte del matemático ruso A. M. Lyapunov, contamos con dos métodos para el estudiode la estabilidad, uno llamado método directo, basado en aproximaciones lineales de las ecuacionesdiferenciales no lineales, y otro conocido como segundo método, que permite estudiar la estabilidadde las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de las propiedades decierta función llamada función de Lyapunov, en honor a su creador.Para entender el concepto de estabilidad, consideremos una solución de una ecuación diferencialque representa un fenomeno físico o la evolución de algún sistema. Siempre existen dos fuentes deincertidumbre en las condiciones iniciales. De hecho, cuando uno intenta repetir un experimento dado,la reproducción de las condiciones iniciales nunca es completamente con�able: por ejemplo, un satélitesólo puede ser puesto en órbita desde un punto y con cierta velocidad que depende de distintas circun-stancias relacionadas con el lanzamiento de cohetes espaciales. Es, por lo tanto, fundamental poderreconocer bajo qué circunstancias, pequeñas variaciones en las condiciones iniciales, producirán sólopequeñas variaciones en lo que sigue del fenómeno.Este ejemplo describe claramente la idea de estabilidad, pero para el tipo de estudio que queremoshacer necesitamos introducir un marco matemático más estricto.La estabilidad puede ser descripta como la propiedad de las soluciones de ecuaciones diferencialespor la cual, dada una solución de referencia x∗(t, t∗0, x∗0) de
ẋ = f(t, x), (1)

x∗0 = x(t∗0, t
∗
0, x

∗
0) ; t ∈ R≥t∗0; t∗0∈ R≥0cualquier otra solución x(t, t0, x0) que comience cerca de x∗(t, t∗0, x∗0) , es decir, tal que t∗0 ≈ t0 y

x∗0≈ x0, se mantiene cerca de x∗0 = x(t∗0, t
∗
0, x

∗
0) para tiempos posteriores.A simple vista podría parecer que la propiedad de continuidad de soluciones con respecto a lascondiciones iniciales, y por lo tanto las condiciones su�cientes para que esto suceda, podrían dar unarespuesta al problema de la estabilidad. Sin embargo, el teorema acerca de la continuidad de soluciones



ÍNDICE GENERAL 5con respecto a las condiciones iniciales, establece condiciones su�cientes para que una solución per-turbada se mantenga cerca de una solución no perturbada en un intervalo de tiempo �nito. Mientrasque, si hablamos de estabilidad, lo que se pretende es tener información acerca del comportamiento alargo término de estas soluciones perturbadas. Nos interesa saber si permanecerá cerca de la solución
x∗0 = x(t∗0, t

∗
0, x

∗
0), en todo momento, toda solución de (1) que esté cerca de x∗0 en el instante t0, o siexisten soluciones que terminan por alejarse de x∗(t, t∗0, x∗0) no importa lo cercanas que alguna ocasiónestuvieron de x∗0.En el Capítulo 1 de este trabajo se intenta hacer un breve repaso del desarrollo histórico del conceptode estabilidad hasta la formulación de�nitiva que manejamos hoy en día.En el Capítulo 2 se presentan en forma resumida las de�niciones y teoremas acerca del concep-to de estabilidad y de otros temas como la formulación Hamiltoniana para sistemas dinámicos, laspropiedades del grupo simpléctico y la Teoría de grado, que serán de utilidad para comprender losresultados sobre estabilidad que se presentan en los capítulos siguientes.En el Capítulo 3 se mostrarán cotas para la derivada de la fuerza de restauración de una ecuacióndiferencial de segundo orden periódica, con período T > 0, y amortiguación lineal, que garantizaránla existencia y unicidad de una solución T−periódica asintóticamente estable.Por último, en el Capítulo 4 estudiaremos la estabilidad de la posición de equilibrio θ = 0 parala ecuación del péndulo de longitud variable. Veremos que en la mayoría de los casos el equilibrio secomporta de igual manera para la ecuación linearizada que para la ecuación original, pero existenexcepciones. Por otro lado, mostraremos que el estudio de la estabilidad a partir de la aproximaciónde tercer orden permite arribar a las conclusiones correctas, es decir que, θ = 0 será estable para laecuación del péndulo de longitud variable si y sólo si es estable para la aproximación de tercer orden.Para ello utilizaremos como herramienta la Teoría de Grado. En particular, nos interesará el cálculode ciertos índices de la ecuación del péndulo que nos permitirán distinguir casos de inestabilidad.Cabe mencionar que gran parte del análisis hecho en este capítulo se basa en el conocimiento de laestructura algebraica del grupo simpléctico Sp (R2

).Los resultados de estos dos últimos capítulos pretenden ilustrar algunos de los métodos de análisisque se utilizan para el estudio de la estabilidad de soluciones períodicas de ecuaciones diferenciales desegundo orden.



Capítulo 1Un poco de Historia1.1. El estudio del cosmos como motor de la cienciaAún cuando hay indicios de que desde hace muchos siglos se ha estudiado una serie de problemasdonde ya se halla inmersa una idea intuitiva de la noción de estabilidad, la formalización matemáticadel concepto es relativamente reciente.Podemos citar como ejemplo de esta preocupación temprana por la estabilidad al �lósofo griegoAristóteles (384-322), quien consideró la balanza en equilibrio, y estudió las fuerzas que podían alterardicho estado y los diferentes movimientos que podían resultar.En 1687 se publica la obra cumbre de la dinámica clásica y obra maestra de Isaac Newton (1642-1727), Philosophiae Naturalis Principia Mathemática. Aquí Newton rompe la barreras aristotélicas queseparan los cielos de la tierra, pues logró probar que todos, absolutamente todos, los movimientos delos cuerpos celestes, obedecen a una única ley: La Ley de gravitación universal, que dice: cualesquierados cuerpos de masas m1 y m2 se atraen con una fuerza cuya magnitud es directamente proporcionalal producto de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa.Para la formulación de sus leyes de movimiento, Newton tuvo que introducir una matemáticaadecuada. Así, teniendo como motivación la descripción del movimiento de los cuerpos, inventa elCálculo Diferencial e Integral, y es precisamente en sus términos que expresa sus leyes de movimiento.Con los Principia no sólo se realiza la primera síntesis de la ciencia, sino que abre la posibilidad dehacer realidad uno de los más viejos sueños de la humanidad: entender el movimiento de los cuerposcelestes.El estudio del movimiento de los cuerpos celestes dio lugar a preguntas como las siguientes:1. En el futuro, durante miles de millones de años, ¾los planetas seguirán las mismas trayectorias oen algún momento algunos de ellos chocarán entre sí o quizás alguno escapará del sistema solar?2. Los efectos de las interacciones mutuas de todos los cuerpos del sistema solar, ¾no modi�carán demanera signi�cativa las trayectorias actuales de los planetas y demás cuerpos de dichos sistemaso, por el contrario, las transformarán de forma radical e irreversible?En resumidas cuentas, la pregunta a la que intentaban dar respuesta era: ¾El sistema solar es estable?Hasta aquí no había una de�nición precisa del concepto de estabilidad, por lo que la pregunta resultabaun poco vaga.Antes de los Principia de Newton era prácticamente imposible dar respuesta a este interrogante.Es en los Principia donde, por primera vez, se plantea el problema del movimiento en términos deecuaciones diferenciales no lineales asociadas a la posición de masas puntuales que se atraen con unafuerza cuya magnitud está dada por la Ley de gravitación universal.6



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 71.2. Análisis de las perturbacionesDe la Ley de gravitación universal se deduce que si cualquier cuerpo del sistema solar fuese atraídoúnicamente por el sol, entonces dicho cuerpo se movería alrededor de él exactamente como establecióJohannes Kepler (1571-1630) en las leyes que enunció:1. La órbita de un planeta alrededor del sol es una elipse, con el sol colocado en uno de sus focos.2. El vector de posición entre el sol y el planeta barre áreas iguales en tiempos iguales.3. Para cualquier planeta, el cuadrado de su período orbital (tiempo que tarda en dar una vueltaalrededor del Sol) es directamente proporcional al cubo de la distancia media con el Sol
P 2

r3
= Kdonde, P es el periodo orbital, r la distancia media del planeta con el Sol y K la constante deproporcionalidad.La ley de las áreas es equivalente a la constancia del momento angular, es decir, cuando el planeta estámás alejado del Sol (afelio) su velocidad es menor que cuando está más cercano al Sol (perihelio). Enel afelio y en el perihelio, el momento angular L es el producto de la masa del planeta, por su velocidady por su distancia al centro del Sol.

L = m.v1.r1 = m.v2.r2A este tipo de movimiento se lo llama movimiento no perturbado. Pero todos los cuerpos del sistemasolar sufren atracciones mutuas, por esta razón ninguno de ellos se mueve siguiendo exactamente unatrayectoria elíptica.A las desviaciones de los movimientos respecto de las Leyes de Kepler se las llama perturbaciones,y en consecuencia, al movimiento real de los cuerpos se lo llama movimiento perturbado. Las pertur-baciones pueden ser de dos clases:1. Movimientos oscilatorios con períodos relativamente cortos, del orden de unos cuantos años.2. Pequeños cambios en los parámetros de la elipse, que pueden ser oscilatorios con períodos muylargos, de decenas de miles de millones de años, o pueden ser no oscilatorios.A las de la primera clase se las llama desigualdades periódicas, y pueden pensarse como la respuestade un cuerpo a las fuerzas periódicas ejercidas sobre él por sus vecinos al describir sus órbitas. Las dela segunda clase se conocen como desigualdades seculares, y lo importante es determinar si, al cabo demiles de años, estas perturbaciones conducirán a la destrucción del sistema solar.Muchos matemáticos y astrónomos del siglo XVIII dedicaron sus investigaciones a demostrar queestas perturbaciones de las trayectorias del los cuerpos del sistema solar, estaban en concordancia conla Ley de gravitación.1.3. El problema de los n-cuerposDurante los siglos XVIII y XIX, la mayoría de los matemáticos dedicó parte de su actividadcientí�ca al estudio de la estabilidad del sistema solar. Abstrayéndonos de este problema en particular,el problema consistía en estudiar el comportamiento de n-partículas que se mueven en el espaciotridimensional si la ley que rige el movimiento es la Ley de gravitación universal. Este es el conocido



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 8problema de los n-cuerpos que no ha dejado de generar investigaciones desde 1750 hasta la fecha yconsiste en encontrar, dadas las posiciones iniciales, masas y velocidades de n cuerpos, sus posicionespara cualquier instante.Si consideramos n-partículas de masa mi > 0 moviéndose bajo la acción gravitatoria de Newton enel espacio R3 con n > 1, las ecuaciones de movimiento de las n partículas son n ecuaciones diferencialesordinarias de segundo orden de�nidas en un abierto de R3, es decir, un sistema de 6n ecuacionesdiferenciales de primer orden. Si la i−ésima partícula tiene masa mi > 0 y posición xi ∈ R3 , aplicandola segunda ley de Newton se obtienen las ecuaciones de movimiento
miẍi =

n∑

i=1,i6=j

Gmimj(xj−xi)

‖xj−xi‖3 , i = 1, .....n (1.1)donde G es la constante de gravitación y ‖.‖ es la morma euclideana de R3.Los elementos del conjunto 4ij =
{
x ∈ R3n, xi = xj para i 6= j

}corresponden a la colisión de doso más cuerpos.Las ecuaciones de movimiento (1.1) se pueden escribir
ẋ = M−1y (1.2)
ẏ = ∇U (x)donde x = (x1, ......xn) ∈ R3n, es el vector de posición, y=(y1, .......yn) ∈ R3n, es el vector demomentos, esto es yi = miẋi, M = diag (m1,m1,m1, ......,mn,mn,mn) es la matriz de masas y

∇U (x) es el vector gradiente del potencial
U (x) = U (x1, ......., xn) =

∑

1≤i<j≤n

Gmimj

‖xj−xi‖El dominio de de�nición del sistema (1.3), o espacio de fase es Ω =
{
(x, y) ε

(
R3n \ 4

)
× R3n

}.Luego dim Ω = 6n. El espacio de con�guración o espacio de posiciones es V =
{
x εR3n \ 4

}Las integrales primeras, para ecuaciones diferenciales ordinarias, son funciones que se mantienenconstantes a lo largo de cualquier solución del sistema. La constante depende en cada caso de lasolución. En otras palabras, las integrales establecen relaciones entre las variables del sistema, de formaque, normalmente, cada integral escalar permitirá reducir en una unidad la dimensión del sistema.Por supuesto, esta reducción será posible sólo si la integral es una función algebraica, no demasiadocomplicada, con respecto a sus variables. (Ver [2] pág. 67 y 68)El problema de los n-cuerpos tiene 10 integrales algebraicamente independientes:3 de los centros de masa:
at+ b =

n∑

i=1

mixi con b ε R33 de los momentos lineales:
a =

n∑

i=1

yi con a ε R33 de los momentos angulares:
J = x× y con J ε R3



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 91 de la energía:
H (x, ẋ) =

1

2

n∑

k=1

mk |ẋk|2 −
∑

1≤i≤j≤n

mimj

rij
, rij = |xi − xj |(H recibe el nombre de función Hamiltoniana)Esto permite una reducción de las variables a 6n − 10. La pregunta que surgía era si habría otrasintegrales aparte de estas 10. La respuesta llegó en 1887 de la mano de H. Bruns [7], que enunció ydemostró el siguiente teorema:Teorema 1.3.1 (Integrales primeras del problema de los n-cuerpos): Las únicas integraleslinealmente independientes, que son algebraicas con respecto a q, p y t son las 10 que mencionamosantes.En el teorema anterior, q = (q1, ......., qn) y p = (p1, ......., pn) representan las coordenadas generalizadasy los momentos generalizados del sistema. Informalmente, se denominan coordenadas generalizadasa un conjunto cualquiera de parámetros numéricos que sirven para determinar de manera unívoca lacon�guración de un sistema mecánico con un número �nito de grados de libertad. Más formalmente,las coordenadas generalizadas se de�nen como un sistema de coordenadas curvilíneas sobre la variedadde con�guración de un sistema físico como por ejemplo el espacio de con�guración o el espacio de fasesde la mecánica clásica. Los momentos generalizados dependen de las coordenadas generalizadas: si lacoordenada generalizada es la posición lineal, el momento correspondiente será el momento lineal o can-tidad de movimiento, si la coordenada generalizada es la posición angular, el momento correspondienteserá el momento angular.Mientras que el problema de los dos cuerpos está resuelto, es decir que hay un conjunto de fórmulasque permiten realizar el cálculo para determinar la posición de los dos cuerpos para cualquier instantede tiempo (el movimiento de un cuerpo con respecto a otro es siempre un círculo, una elipse, unaparábola, una hipérbola o una línea recta), no se puede a�rmar lo mismo acerca del problema de lostres cuerpos ( y el de los n-cuerpos con n > 3). Cabe aclarar que esto no signi�ca que sea imposibleresolver el problema de los n-cuerpos como suele a�rmarse. La a�rmación de que el problema de los

n- cuerpos no tiene solución, hace referencia a que no puede resolverse mediente el método de lasintegrales primeras.En 1912, el �nlandés Karl Sundman [37] presentó una solución general para el problema de los3-cuerpos en forma de series de potencias de una variable de regularización que, sin embargo, debido ala lentitud de la convergencia de estas series, resultó no ser operativa, esto es, no permitían ni calcularlas posiciones de los cuerpos en el espacio ni obtener conclusiones sobre el carácter de los movimientos.Finalmente el resultado de Sundman fue generalizado para el caso de n > 3 por Q.Wang en 1990 [39].Pero antes de llegar a estos resultados generales varios cientí�cos realizaron aportes importantespara algunos casos particulares:En 1767 Leonhard Euler (1707-1783), publicó un estudio del problema de los tres cuerpos. En élobtuvo una clase completa de soluciones periódicas. Probó que si tres partículas de masas arbitrariasinicialmente están colocadas sobre una línea recta en los puntos A,B y C respectivamente, si se cumpleque AB

BC
tiene un valor dado, y se le asignan velocidades adecuadas a cada una de las partículas,entonces éstas se mueven en órbitas elípticas, manteniendo todo el tiempo su con�guración colineal.Pierre Simon Laplace (1749-1827), en su "Memoria sobre la Estabilidad", publicada en 1773enunció y demostró el siguiente teorema:Teorema 1.3.2 En la primera aproximación de las series de potencias de las excentricidades, los ejesmayores de los planetas no tienen términos seculares.



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 10Los términos seculares dependen de la variable tiempo. Si los términos seculares no aparecían, era claro,que por no aparecer el tiempo, los ejes mayores de las órbitas de los planetas permanecían acotados,es decir, son funciones acotadas del tiempo.Con este trabajo basado en el método de aproximación por series de potencias, Laplace inició loque se conoce como teoría de perturbación. A grandes rasgos ésta consiste en lo siguiente: para resolverun problema, se toma una solución conocida para un problema semejante más simple, y sucesivamentese modi�ca para aproximar mejor la solución correcta, que no se puede calcular exactamente. Así,en el caso del movimiento de un planeta alrededor del Sol, se puede considerar que se trata de unproblema de dos cuerpos (su movimiento es una elipse) y tratar la acción de los demás cuerpos comoperturbaciones a esa elipse encontrada, que causarán variaciones de la excentricidad, oscilaciones delplano de la órbita que harán variar la posición del nodo, o el giro del eje mayor de la órbita que harávariar el perihelio (punto de la órbita de un planeta alrededor del Sol donde el planeta tiene la mínimadistancia con el Sol).Para aplicar este método se requiere un parámetro en términos del cual hacer la expansión en seriesde potencias. Laplace usó como este parámetro la excentricidad de la órbita de los planetas que expresael grado de desviación con respecto a una órbita circular.Laplace publicó los resultados de estos trabajos en 1799 en su obra Mécanique Celeste [22].En 1772 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), encontró otra clase importante de órbitas en elproblema de los tres cuerpos. Mostró que, si en el momento inicial las tres partículas se colocan en losvértices de un triángulo equilátero, y tienen velocidades adecuadas, entonces se moverán periódicamentesobre elipses, preservando su con�guración equilátera a pesar de que el tamaño del triángulo y laorientación de las órbitas se modi�can.Entre 1774 y 1776, Lagrange extendió el resultado sobre la estabilidad del sistema solar al probarque para todos los órdenes de aproximación del seno del ángulo de las inclinaciones mutuas, y para lasperturbaciones de primer orden con respecto a las masas, los términos seculares no aparecen.En 1778 publicó su obra maestraMécanique Analytique[21] donde introduce por primera vez la ideade que la mecánica es la geometría de cuatro dimensiones: tres coordenadas espaciales y una temporalEn 1809, Simeón Poisson (1781-1840), obtuvo una aproximación mejor que la de Lagrange,al probar que los ejes mayores de las órbitas de los planetas no tienen términos seculares en lasperturbaciones de segundo orden respecto a las masas.Además, él introdujo una de�nición en la que precisa lo que entiende por estabilidad de un sistemade partículas. Esta es:De�nición 1.3.3 "El movimiento de un sistema de partículas es estable, si su con�guración regresaa una posición cercana a la posición inicial una y otra vez"Los diferentes intentos que se hicieron por mejorar la aproximación de Poisson no tuvieron éxito durantemucho tiempo. Recién en 1878 se abrieron nuevas perspectivas al problema, cuando el matemáticorumano Spiru Haretu (1851-1912) demostró que en la tercera aproximación de las series de potenciascon respecto a las masas, aparecen términos seculares en el valor de los ejes mayores de las órbitasde los planetas. Con este resultado se daba la posibilidad de que las órbitas de los planetas no sólocambiaran de tamaño, sino también de forma, lo cual no necesariamente implica la inestabilidad delsistema solar, porque las variaciones en el tamaño de los ejes no son necesariamente muy grandes. Peroesto, al menos ponía en duda la estabilidad del sistema solar.Para un análisis más detallado del problema de los n−cuerpos se recomienda el libro de Birkho�Capítulo 9 [4].



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 111.4. Poincaré, el gran precursorHenri Poincaré (1854-1912) fue un prestigioso matemático, cientí�co teórico y �lósofo de la cienciacapaz de entender y contribuir en todos los ámbitos de la disciplina matemática y física. En particular,dentro de la Teoría Cualitativa de los Sistemas Dinámicos, que es de nuestro especial interés, establecióque:Una ecuación diferencial ordinaria (ODE) de�ne una familia de curvas:Si f : Rn→ Rn es una función suave (un campo vectorial) y consideramos la ecuación diferencial
ẋ (t) = f (x (t)) entonces, para cualquier x0 ∈ R, existe una solución x (t, x0) tal que x (0, x0) = x0, enun intervalo maximal (−αx0

, βx0
)que contiene al cero.Cada x0 ∈ Rn, tiene asociada una curva γ (x0) = {x (t, x0) , t ∈ (−αx0

, βx0
)}La familia de curvas EO = {γ (x0) : x0 ∈ R} es denominada la "estructura orbital" de la ODE.Y determinó que los problemas básicos que debía resolver la Teoría Cualitativa de EcuacionesDiferenciales eran:Comprender la estructura orbital para un campo de vectores dadosAnalizar los cambios provocados en la estructura orbital por perturbaciones en el campo vectorialCaracterizar los campos vectoriales para los cuales la estructura orbital no cambia bajo pertur-bacionesEstudiar los campos vectoriales cuya estructura orbital cambia bajo perturbacionesAcerca de este tema Poincaré publica suMemoria sobre las curvas de�nidas por una ecuación diferencial[34], que consta de cuatro partes repartidas entre 1881 y 1886. En las dos últimas partes de su memoriaPoincaré estudia campos vectoriales sobre el toro, donde se encuentra con problemas de pequeñosdenominadores, asociados a números de rotación irracionales. El número de rotación, W (θ) de unaaplicación f (θ) con valor inicial θ se de�ne como: W (θ) = ĺım

n→∞
fn (θ) − θ

n
y representa el incrementopromedio en el ángulo θ por unidad de tiempo (frecuencia promedio).Trabajando con campos vectoriales multidimensionales, Poincaré se da cuenta que puede utilizar lasaplicaciones de Poincaré, las cuales de�niremos y utilizaremos en el Capítulo 4, de manera que el estudiodel comportamiento alrededor de una órbita periódica se reduce al de las iteraciones de una aplicaciónen un entorno de un punto �jo. Además introduce los exponentes característicos (que de�nimos en elapartado 2.3) asociados a una órbita periódica, los cuales le proporcionan, en primer orden informaciónsobre su estabilidad, así como los invariantes integrales, que serán de gran importancia para los sistemasHamiltonianos donde el volumen es una invariante integral (Ver Sección 2.5)Además, como era de esperarse, también se interesó en el problema de los n-cuerpos. En 1889, ycomo parte de los festejos conmemorativos por su sexagésimo cumpleaños, el rey de Suecia Óscar IIinstituyó una competencia matemática cuyo objetivo era determinar la estabilidad del Sistema Solar,una variación del problema de los tres cuerpos.El enunciado del problema a resolver era el siguiente: "Dado un sistema formado por un númeroarbitario de masas puntuales que se atraen mutuamente de acuerdo con las Leyes de Newton, tratarde encontrar, bajo la suposición de que dos masas puntuales cualesquiera nunca colisionan, una rep-resentación de las coodenadas de cada punto como una serie en una variable que es cierta funciónconocida del tiempo y que para todos cuyos valores la serie converge uniformemente".



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 12Poincaré señaló entonces que el problema no había sido planteado correctamente, y que de esa formanadie lograría obtener una solución completa para el mismo. Su trabajo fue tan notable, que el juradodecidió otorgarle el premio en dinero previsto para el ganador de la competencia. La conclusión principalde Poincaré establecía que la evolución de un sistema como el ejempli�cado era extremadamentecaótica, en el sentido que una pequeña perturbación en el estado inicial (como por ejemplo una mínimavariación en la posición inicial de un cuerpo) podía llevar eventualmente a un estado radicalmentediferente. Por lo tanto, si con los instrumentos de medición disponibles no se puede detectar esamínima variación, sería imposible predecir el estado �nal del sistema.En el llamado problema restringido de los tres cuerpos, donde se considera que el movimineto esen un plano y una de las masas se considera más pequeña con respecto a la de las otras dos, mostróque podían aparecer órbitas doblemente asintóticas, es decir, asintóticas a la órbita periódica para
t→ ±∞, que llamó órbitas homoclínicas. Usando como modelo ilustrativo de un sistema conservativocon dos grados de libertad, un péndulo no amortiguado, pero con la carácterística de que el peso estáunido por medio de una barra rígida al pivote, en el cual se imprimen impulsos periódicos (de manerasemejante a como un niño se impulsa con sus piernas en una hamaca), se percató de la existencia de,no sólo órbitas homoclínicas, sino de "madejas" homoclínicas.En relación con este extraño comportamiento, en su obra Les Méthodes Nouvelles de la MécaniqueCeleste, Poincaré escribe: "Cuando uno quiere representar la �gura formada por las dos curvas, y susin�nitas intersecciones, cada una de las cuales corresponde a una solución doblemente asintótica, estasintersecciones forman una suerte de enrejado, de tejido, de red com mallas in�nitamente apretadas;cadauna de las dos curvas nunca debe autointersecarse, sino que debe doblarse hacia atrás sobre ella mismade una forma muy compleja a �n de intersectar a todas las mallas de la red una in�nidad de veces.Es tal la complejidad de esta �gura, que no he intentado trazarla. Nada es más adecuado para ilustrarla naturaleza múltiple del problema de tres cuerpos y en general de todos los problemas de la dinámicaque no tienen una integral uniforme y que las series de Bohlin son divergentes"[33]En la actualidad, con las computadoras, es relativamente sencillo trazar dicha �gura , pero nose puede dejar de reconocer el genio de Poincaré, que logró imaginársela sin dibujarla y consiguiódemostrar que en los intersticios de sus innumerables intersecciones hay in�nitas nuevas órbitas per-iódicas inestables, que a su vez crean nuevas intersecciones, y así sucesivamente sin limite. Ver �gura1.1 Para Poincaré los sistemas venían determinados por un conjunto de condiciones iniciales, sin em-bargo éstas nunca se podrían conocer con precisión absoluta y en consecuencia poco a poco se iríaperdiendo el recuerdo de las mismas y los sistemas se harían impredecibles. Las leyes deterministas secumplían pero era imposible la solución exacta de las ecuaciones que implicaban, así por ejemplo, lossistemas planetarios parecen evolucionar según las leyes de Kepler, que pueden deducirse por aplicaciónde las de Newton y la ley de gravitación, sin embargo estas leyes sólo son rigurosamente válidas si nose consideran interacciones entre los diferentes planetas. No obstante, éstas ocurren y producen per-turbaciones in�nitesimales en el movimiento de los planetas. ¾Quién asegura que estas perturbacionesno acabarán a lo largo del tiempo por desequilibrar el conjunto y éste se volverá "caótico"?Curiosamente las perturbaciones a que se hace referencia no son producto del azar, son consecuenciade las propias leyes de Newton.Si bien Poincaré se da cuenta de que los comportamientos regulares y caóticos de las solucionesdel problema de los tres cuerpos, están intimamente relacionados, se resiste a aceptar la idea delcaos. Quizás por sentirse incapaz de convencer al mundo cientí�co de que los métodos cuantitativosse encuentran con obstáculos insuperables y que el determinismo no implica predicción aproximada.Por eso, las ideas de Poincaré quedaron algo olvidadas, hasta que como ocurre tantas veces en ciencia,nuevos avances hicieron que estas ideas fueran rescatadas.
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Figura 1.1: Madeja homoclínicaEl trabajo de Poincaré fue completado en los años 60, por Kolmogorov, Arnold y Moser cuyosestudios condujeron a lo que se denomina la teoría KAM en su honor. La teoría KAM que trata consistemas Hamiltonianos generales (sistemas que describen procesos de movimiento no amortiguados),demuestra que, dependiendo de las condiciones iniciales el movimiento puede ser cuasi-periódico y, enla práctica, predecible como en el caso integrable (es decir para sistemas Hamiltonianos que tenganuna integral primera no degenerada), pero que para otras condiciones iniciales arbitrariamente cercanaspueden aparecer zonas de inestabilidad (o zonas caóticas) donde el movimiento no es predecible.Al hablar de un movimientos cuasi-periódico estamos haciendo referencia al tipo de evolucióntemporal que presenta un fenómeno físico que, sin ser periódico, repite una y otra vez condicionesarbitariamente cercanas a una posición previa del sistema. Una combinación de dos movimientosperiódicos puros tal que el cociente de períodos entre ambos no sea un número racional es de hechoun movimiento cuasi-periódico.Una propiedad interesante de los movimientos cuasi-periódicos es que la trayectoria es un conjuntodenso en una hipersuper�cie topológicamente equivalente a un n-toro ,Tn = S1 × .......× S1.No profundizaremos aquí acerca de la Teoría de KAM, pero puede leerse acerca de este tema en[14], [15], [16] y [17].1.5. Formalización del concepto de EstabilidadLos grandes esfuerzos encaminados a determinar la estabilidad del sistema solar, que se llevaron acabo durante más de dos siglos arrojaron muchos resultados en torno al problema, aunque se desarrol-laron sin disponer de una de�nición precisa y acabada del concepto matemático de estabilidad.No obstante, en el caso particular del problema de los n-cuerpos, algunos matemáticos de�nieron loque debía entenderse por estabilidad de ese sistema; entre ellos Poisson y Poincaré, el cual estableciósu propia de�nición que dice:



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 14De�nición 1.5.1 [33] Para que haya estabilidad completa en el problema de los tres cuerpos, sonnecesarias las tres condiciones siguientes:1. ninguno de los cuerpos puede alejarse inde�nidamente,2. dos de los cuerpos no pueden chocar uno con el otro, y la distancia de estos dos cuerpos no puededecrecer más bajo de cierto límite,3. el sistema regresa un número in�nito de veces tan cerca como se quiera de la posicion inicial.Si sólo la tercera condición se cumple y, no sabemos si las otras dos se satisfacen, diremos que el sistemaes estable en el sentido de Poisson (Ver De�nición 1.3.3).Lagrange fue probablemente el primero en dar una de�nición formal y hacer a�rmaciones precisasacerca de la estabilidad del movimiento de sistemas dinámicos, esto es, sistemas de ecuaciones difer-enciales ordinarias, más precisamente de segundo orden. Lagrange a�rma que el mínimo de la enegíapotencial de un sistema mecánico corresponde a un punto de equilibrio estable mientras que la funciónde energía potencial tiene un máximo en un punto correspondiente a un equilibrio inestable." ....si esta función Π (energía potencial) es un mínimo, el equilibrio tendrá estabilidad, esto es, siel sistema se supone inicialmente en un estado de equilibrio, y luego es desplazado, no importa cuanpoco, de tal estado, tenderá a volver a tal posición mientras realiza oscilaciones in�nitamente pequeñas;por el contario, en el caso que esa misma función sea un máximo, el equilibrio no tendrá estabilidad,y una vez perturbado, el sistema será capaz de realizar oscilaciones que no serán muy pequeñas, y quelo llevarán cada vez más lejos de su estado inicial�Esta es la forma en la que Lagrange habla acerca de estabilidad; en términos modernos la estabili-dad, como originalmente fue de�nida por Lagrange, puede ser interpretada como sigue:De�nición 1.5.2 (De�nición original de estabilidad de Lagrange) Consideremos un sistemamecánico descripto por una ecuación diferencial q̈ = f (t, q, q̇) con estado [q, q̇]. Decimos que el punto
q = 0 es estable si para cada δ > 0 (in�nitamente pequeño) y t0≥ 0

|q (t0)| ≤ δ ⇒ |q (t)| → 0El concepto de estabilidad de Lagrange establece que el sistema va a tender a volver a la posición deequilibrio, por lo tanto puede ser visto más como una noción de convergencia que de estabilidad.Otra interpretación matemática de lo expresado por Lagrange es la siguiente:De�nición 1.5.3 (estabilidad "interpretada� de Lagrange) Consideremos un sistema mecánicocon estado [q, q̇]. Decimos que el punto q = 0 es estable si para cada δ > 0 (in�nitamente pequeño) y
t0≥ 0 existe ε > 0 tal que

|q (t0)| ≤ δ ⇒ |q (t)| ≤ ε ∀t ≥ t0Lagrange a�rma que el mínimo de la energía potencial corresponde a un punto estable. La prueba deesta a�rmación se basa en la expansión en serie de la función Π y, según las palabras de Dirichlet,"hace un uso abusivo de la a�rmación de que los términos de orden mayor son insigni�cantes�. Tambiénsegún Dirichlet, Poisson parece haber sido el primero en señalar esta inexactitud y tratar de corregirlasuponiendo que los términos de segundo orden dominan largamente sobre los términos de orden superiora dos. Fue Dirichlet quien dio la primera prueba rigurosa de la a�rmación de Lagrange y reformuló lapropiedad de estabilidad haciéndola más cercana a la de la De�nición 1.5.5.Una característica interesante de la estabilidad de Dirichlet es que agrega a su de�nición, conrespecto a la de Lagrange, la condición de que las velocidades iniciales sean pequeñas de modo queproduzcan pequeños desplazamientos.



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 15De�nición 1.5.4 (estabilidad de Dirichlet) Sea x = [q, q̇]. Decimos que el punto q = 0 es establesi para cada δ > 0 (in�nitamente pequeño) y t0≥ 0 existe ε > 0 (in�nitamente pequeño) tal que
|x (t0)| ≤ δ ⇒ |q (t)| ≤ ε ∀t ≥ t0Lagrange y Dirichlet de�nieron estabilidad en sus propias palabras, en un lenguaje que, hoy en día,puede ser cali�cado como carente de rigor. Esto ciertamente condujo a diferentes interpretaciones.La terminología "estabilidad en el sentido de Lagrange� le es atribuida por Hahn, a La Salle [23]; enéste último se lee: "La acotación de todas las soluciones para t ≥ 0 es también una clase de estabilidad,llamada estabilidad de Lagrange".En otros términos, consideremos un sistema

ẋ = F (t, x) (1.3)donde F es continua, y F (t, ·) es localmente Lipschitz, uniformemente en t y F (t, 0) ≡ 0.De�nición 1.5.5 (estabilidad de Lagrange) El sistema (1.3) se dice estable según Lagrange si paracada δ > 0 y t0 ≥ 0 existe ε > 0 tal que
|x (t0)| ≤ δ ⇒ |x (t)| ≤ ε ∀t ≥ t0 ≥ 0A �nales del siglo XIX, el matemático ruso Aleksandr Mijailovich Lyapunov en su tesis doctoral "ElProblema General de la Estabilidad del Movimiento� presentada en 1892, ofreció el primer intento deuna teoría matemática de la estabilidad, donde lo primero que hace es dar una de�nición rigurosa deestabilidad de movimiento.De�nición 1.5.6 (estabilidad de Lyapunov) El origen es un equilibrio estable de la ecuación(1.3) si, para cada par de números ε > 0 y t0 ≥ 0, existe δ = δ (t0, ε) tal que
|x (t0)| < δ ⇒ |x (t)| < ε ∀t ≥ t0 ≥ 0Comparando las De�niciones 1.5.5 y 1.5.6, podemos ver que el concepto de estabilidad establecido porLagrange y por Lyapunov es distinto, especí�camente, ninguno implica el otro. Esto signi�ca que unsistema puede tener soluciones no acotadas y sin embargo tener un equilibrio estable y por otra parte,el sistema puede ser inestable según Lyapunov pero esto no implica que las soluciones perturbadassean no acotadas.Los siguientes ejemplos sencillos ilustran estas diferencias:Ejemplo 1.5.7 Consideremos el oscilador de van der Pol

ẋ1 = x2 (1.4)
ẋ2 = −x1 +

(
1 − x2

1

)
x2 (1.5)su grá�co de fase está representado en la�gura siguiente, para dos soluciones particulares: empezan-do desde t0 = 0, x1 (t0) = 0,3, x2 (t0) = 0 y t0 = 0, x∗1 (t0) = 0, x∗2 (t0) = 4. Todas las soluciones quecomienzan dentro del disco de radio ε, excepto en el origen, tienden al atractor A, esto signi�ca, quepara este ε, no importa cuan pequeñas sean las condiciones iniciales, las soluciones no permaneceránen el entorno de radio ε del origen. Por la tanto, el sistema de van der Pol no es estable según Lya-punov en el origen. Sin embargo, es estable según Lagrange en el sentido de la De�nición 1.5.5 porquelas soluciones están acotadas.
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Figura 1.2: Oscilador de van der PolEjemplo 1.5.8 Consideremos la ecuación del péndulo
Iq̈ +mgl sin (q) = 0con masa m, longitud desde su centro de masa hasta el eje de rotación l e inercia I. El grá�co de fasedel péndulo con I = 1, m = 1 y l = 1está representada en la Figura 1.3.Uno puede veri�car a partir deesta �gura que el origen es Lyapunov estable; en realidad lo son todos los puntos de equilibrio q = 2nπ,

q̇ = 0 con n εZ. Sin embargo, para velocidades iniciales su�cientemente grandes en valor absoluto, lastrayectorias q (t)crecen de manera no acotada en valor absoluto, por lo tanto no es Lagrange establesegún la De�nición 1.5.5. Vale la pena mencionar que los puntos de equilibrio q = 2nπ, q̇ = 0 con
n ∈ Z también son estables en el sentido de Dirichlet (De�nición 1.5.4).

Figura 1.3: Plano de fase del péndulo



CAPÍTULO 1. UN POCO DE HISTORIA 17La formulación de estabilidad de Lyapunov del problema de estabilidad del movimiento fue en dosdirecciones.1. Por un lado, según el método de la primera aproximación, que es aplicable cuando la estabilidadpuede determinarse a partir de las ecuaciones linealizadas. En este sentido obtuvo la solucióncompleta para los llamados movimientos "estacionarios�, en los que las ecuaciones del movimien-to perturbado no dependen explícitamente del tiempo; también presentó soluciones para unagran cantidad de movimientos "no estacionarios�, así como un detallado estudio de movimientos"periódicos�.2. Por otro lado está el llamado segundo método directo de Lyapunov , que permite estudiar laestabilidad sin ningún conocimiento de las soluciones de las ecuaciones diferenciales. Basta conque el sistema en estudio tenga una función con características apropiadas, la cual, actualmentese conoce como función de Lyapunov.La función que se menciona, detecta si el �ujo cruza una pequeña esfera alrededor del punto deequilibrio, de adentro hacia afuera o de afuera hacia adentro. En el primer caso, tenemos inestabilidad,mientras que en el segundo, el equilibrio es estable. Desafortunadamente, esta idea geométrica tansencilla no es tan fácil de realizar, ya que no existe un procedimiento general para encontrar dichasfunciones de Lyapunov.Es intuitivamnete claro que si cerca de un estado de equilibrio de un sistema físico, la energíadel sistema es siempre decreciente, entonces el equilibrio es estable. Las funciones de Lyapunov sonuna simple extensión del concepto de energía. Los teoremas del método directo de Lyapunov, son unageneralización de la idea física de equilibrio estable e inestable.Lyapunov fue el primero en preguntarse acerca de la invertibilidad del teorema de Lagrange quea�rmaba que "una posición donde la energía potencial es un mínimo aislado, es un equilibrio es-table�. ¾Podría uno establecer que si la energía potencial no tiene un mínimo, entonces el equilibrio esinestable?Para dar respuesta a este cuestionamiento estableció dos teoremas:Teorema 1.5.9 Si en una posición de equilibrio aislada la energía potencial no tiene mínimo y,olvidándose de los términos de orden superior, ésta puede ser expresada como un polinomio de se-gundo orden, entonces el equilibrio es inestable.Teorema 1.5.10 Si en una posición de equilibrio aislada la energía potencial del sistema tiene unmáximo con respecto a las variables de orden más pequeño que aparecen en la expansión de estafunción, entonces el equilibrio es inestable.La tesis doctoral de Lyapunov se convirtió en el punto de partida de la actual teoría de estabilidad. Elestudio de la estabilidad fue separado del problema especí�co de la estabilidad del sistema solar, y pasóa formar parte de la teoría de ecuaciones diferenciales, completamente independiente de su origen.Al trabajo realizado por Lyapunov le siguió una etapa de modi�caciones, extensiones, reformu-laciones y generalizaciones de sus teoremas de estabilidad e inestabilidad. También se realizaron in-vestigaciones sobre los correspondientes teoremas inversos y las cuestiones relativas a la obtención defunciones de Lyapunov, en donde matemáticos de todo el mundo como: N.A.Cetaev [8], V.I.Zubov,A.Barbashin [3], N.N.Krasovskii [18] [19], W.Hahn [11] [12], L.S. Pontriaguin, G.D. Birkho� [4] yR. Bellman entre otros, han hecho pequeños o grandes aportes a esta teoría de la que Lyapunov esconsiderado el iniciador.Un estudio detallado de la formalización del concepto de estabilidad puede encontrarse en el trabajoStability, Told by Its Developers de Loría y Panteley [13].



Capítulo 2Preliminares2.1. Existencia y unicidad de solucionesDe�nición 2.1.1 Consideremos la ecuación diferencial
Ẋ = F (t,X (t)) (2.1)en donde Ẋ denota la derivada respecto del tiempo de la función vectorialX (t) = (x1 (t) , ........, xn (t)),

(a, b) denota un intervalo abierto de R y F : (a, b) × Rn → Rn es una función continua localmenteLipschitz.Un sistema de esta clase de�ne un campo vectorial dependiente del tiempo en una región del espaciode dimensión n .Dados t0 ∈ (a, b) y X0 ∈ Rn. Una solución del problema de valores iniciales
Ẋ = F (t,X (t)) ; X (t0) = X0 (2.2)es una función diferenciable X : (a, b) → Rn que describe el camino o trayectoria de una partícula quese mueve en Rn bajo la in�uencia de este campo dado que la partícula estaba en X0 cuando t = t0.En general puede ocurrir que la solución del problema de valores iniciales solo exista en un entornode t0. Por eso se de�ne el intervalo maximal de existencia para (2.2) como el mayor intervalo abierto

I = (t∗, t∗) tal que t0 ∈ I en el que hay de�nida una solución de (2.2), o lo que es lo mismo como launión de todos los intervalos abiertos que contienen a t0 en los que hay de�nida una solución.Una solución del problema de valores iniciales que está de�nida en el intervalo maximal de existenciarecibe el nombre de solución maximal .Teorema 2.1.2 El problema (2.2) posee exactamente una solución maximal.2.2. Sistemas autónomos y equilibrioVamos a concentrarnos en esta sección en aquellos campos vectoriales que son estacionarios, oindependientes del tiempo, en cuyo caso el sistema se dice autónomo y asume la forma
Ẋ = F (X) (2.3)Los puntos de Rn en que F se anula son de especial importancia ya que son los puntos en los quecualquier proceso físico descrito por ese sistema está en equilibrio. Por ejemplo, si (2.3) representa18



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 19el campo de velocidades de un �uido que �uye en el espacio tridimensional y si X0 es un punto de
R3 en el que F (X0) = 0, entonces el campo vectorial se anula en X0, y una partícula en reposo en
X0 permanecerá en reposo en tal punto. Luego la función constante X (t) = X0 será una solución de(2.3) y su trayectoria asociada se reducirá a un punto. Estas observaciones nos llevan a la siguientede�nición:De�nición 2.2.1 Un vector X0 en Rn se llama un punto crítico o de equilibrio para el sistemaautónomo Ẋ = F (X) si F (X0) = 0.El primer problema de la teoría de la estabilidad es determinar las condiciones bajo las cuales aquellassoluciones de (2.3) que se originan cerca de un punto de equilibrio de ese sistema permanecen cerca deese punto, en cuyo caso decimos que es un punto de equilibrio estable, y las condiciones bajo las cualeseso no ocurre, en cuyo caso decimos que el punto es de equilibrio inestable.Ejemplo 2.2.2 Un ejemplo excelente de un sistema físico que involucra ambos tipos de equilibrio yque nos será de utilidad para el estudio que llevaremos a cabo en el Capítulo 4, es el péndulo simpleconstituido por un hilo inextensible y de masa despreciable de longitud l, sostenido en su extremosuperior de un punto �jo, con una masa puntual m en su extremo inferior que oscila libremente en elvacío. Consideraremos el caso en el que el movimiento de la masa se mantiene en un plano (pénduloplano) y al apartar la masa de su punto de equilibrio, oscila a ambos lados de dicha posición, realizandoun movimiento armónico simple. En la posición de uno de los extremos, se produce un equilibrio defuerzas. Para hallar las ecuaciones de movimiento del péndulo vamos a suponer que el rozamiento delaire es despreciable. La única fuerza que actua sobre la masa es la fuerza de gravedad que puede serdescompuesta en sus componentes paralelos y perpendiculares al movimiento instantáneo de la masa.

Figura 2.1: Diagramas de fuerzas que actuan en un péndulo simple



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 20Según la segunda ley de Newton F = m.a donde F es la fuerza actuando sobre la masa m, haciendoque acelere a metros por segundo cuadrado. Ya que la masa está obligada a moverse en un trazo circular,no hay necesidad de considerar ninguna otra fuerza que la responsable de aceleración instantáneaparalelo al movimiento instantáneo de la masa,
Fx = mg. sin θ = maLa fuerza perpendicular, que mantiene la masa en estado de equilibrio con la tensión del hilo es

Fy = mg. cos θLa aceleración lineal está relacionada con el cambio en el ángulo θ por la fórmula para encontrarla longitud de arco:
s = l.θDe donde se deduce que la velocidad y la aceleración vienen dadas por:

v =
ds

dt
= l

dθ

dt

a =
d2s

dt2
= l

d2θ

dt2La ecuación de movimiento teniendo en cuenta que la aceleración a tiene que llevar un signonegativo viene dada por:
θ̈ =

d2θ

dt2
= −g

l
sin θ (2.4)y si llamamos ω = θ̇, podemos escribir a la ecuación (2.4) como un sistema autónomo plano de laforma

θ̇ = ω (2.5)
ω̇ = −g

l
sin θEs intuitivamente claro que el péndulo está en equilibrio siempre que llegue al reposo en cualquieade las posiciones θ = nπ con n ε Z. Además, estas posiciones son estables o inestables según n seapar o impar, respectivamente; es decir, según si el péndulo está suspendido verticalmente hacia abajoo balanceado verticalmente hacia arriba sobre su punto de rotación.Con�rmemos matemáticamente estas conclusiones resolviendo el sistema (2.5). En efecto, cada unode los puntos (nπ; 0) con n ∈ Z pertenecientes al plano θω es un punto de equilibrio para este sistemaen el sentido de la De�nición 2.2.1 y son los únicos puntos de equilibrio. Como

dω

dt
=
dω

dθ

dθ

dt
= ω

dω

dθla segunda ecuación en (2.5) puede volverse a escribir como
ω̇ = ω

dω

dθ
= −g

l
sin θSeparando variables, encontramos que

ω2 = 2
g

l
cos θ + c



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 21donde c ≥ −2
g

l
es una constante y representando varias de las curvas o trayectorias dadas por estaecuación podemos obtener el diagrama o plano de fase del sistema que vimos en la Figura 1.3 delEjemplo 1.5.8.Analizando esta �gura vemos que alrededor de cada punto de equilibrio de la forma (2nπ; 0) hayuna región con la propiedad de que una trayectoria que se origina dentro de dicha región nunca puedeescapar de ella. Estos son puntos de equilibrio estable para el péndulo. Por el contrario, no existenregiones de este tipo alrededor de ninguno de los restantes puntos de equilibrio. Cuando n es impar,toda región alrededor de (nπ; 0) contendrá trayectorias que terminan por apartarse tan lejos comose quiera de ese punto. Estas trayectorias errantes son correspondientes al movimiento circular delpéndulo y corresponden a puntos de equilibrio inestables.Si ahora tomamos en cuenta las fuerzas de amortiguación debidas a la fricción y a la resistenciadel aire, la ecuación del péndulo amortiguado resulta

θ̈ = −g
l

sin θ − k

m
θ̇donde k es el coe�ciente de fricción. El péndulo tiene las mismas posiciones de equilibrio y éstasson, como antes estables o inestables. Sin embargo, el comportamiento de las trayectorias alrededor deun punto de equilibrio estable es algo distinto. Las fuerzas de amortiguación hacen que las oscilacionesdesaparezcan con el transcurso del tiempo, y las trayectorias correspondientes en el plano θω formenuna espiral hacia adentro que se dirige hacia el punto de equilibrio como muestra la Figura 2.2. Decimosque estos puntos son asintóticamente estables.Luego de estas observaciones demos las de�niciones formales de la clasi�cación de los puntos de equi-librio para un sistema autónomo como (2.3), que tiene solución única en una región Ω del espaciouna vez de�nidas las condiciones iniciales. Denotaremos la solución de este sistema que satisface lacondición inicial X (0) = Y0 como X (t, Y0).De�nición 2.2.3 Sea X0 un punto de equilibrio para (2.3). Entonces se dice que X0 es1. estable si, dado cualquier ε > 0, existe un δ > 0 tal que siempre que Y0 esté en Ω y ‖Y0 −X0‖ <

δ, entonces ‖X (t, Y0) −X0‖ < ε para todo t ≥ 0.2. asintóticamente estable si, además de ser estable, existe un δ > 0 tal que siempre que Y0 estéen Ω con ‖Y0 −X0‖ < δ, entonces ĺım
t→∞

‖X (t, Y0) −X0‖ = 0.3. inestable en cualquier otro caso.

Figura 2.3: Punto asintóticamente estable
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Figura 2.2: Clasi�cación de puntos de equilibrio2.2.1. Estabilidad de Sistemas Lineales con coe�cientes constantesConsideremos el siguiente sistema autónomo de ecuaciones lineales con coe�cientes constantes
Ẋ = AX (2.6)donde A es una matriz real de n × n. El origen de Rn es un punto de equilibrio para tal sistema, ycuando cero no es un valor propio para A, es decir, cuando A es no singular, es el único.Sabemos que las soluciones de (2.6) pueden describirse en términos de los autovalores de A y porlo tanto de ellos dependerá la estabilidad del origen como a�rma el siguiente teorema:Teorema 2.2.4 Si Ẋ = AX es un sistema lineal autónomo de n × n cuya matriz de coe�cientes esno singular, entonces el origen de Rn es1. asintóticamente estable si las partes reales de todos los autovalores de A son negativas2. estable, pero no asintóticamente estable, si A tiene al menos un par de autovalores imaginariospuros de multiplicidad uno, ningún par de autovalores imaginarios de multiplicidad mayor queuno, y ningún autovalor con partes reales positivas3. inestable en cualquier otro caso.2.2.2. Estabilidad de sistemas no lineales. Funciones de LyapunovVolvamos al caso general del sistema autónomo
Ẋ = F (X) (2.7)de�nido en una región Ω de Rn con un punto de equilibrio X0 en Ω. Supongamos que F sea de clase

C1 en Ω lo que nos asegura que los problemas de valores iniciales para este sistema tienen soluciónúnica en todos los puntos de Ω. Podemos suponer, mediante el cambio de variables X∗ = X −X0, queel punto de equilibrio X0 está en el origen.La técnica para determinar el comportamiento de las trayectorias de este sistema alrededor delorigen cuando F (0) = 0 fue diseñada por Lyapunov y se basa en el hecho de que un sistema físicopierde energía potencial en las cercanías de un punto de equilibrio estable. Por lo tanto, buscamosuna función de valor real (función de energía) E (X) = E (x1, ......., xn) de clase C1 en Ω, o en algunasubregión de Ω que contenga al origen, tal que E (X) ≥ 0, y E (X) = 0 si y sólo si X = 0.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 23Si X = X (t,X0) es la solución de
Ẋ = F (X)

X (0) = X0con X0 en Ω, la velocidad de cambio de la energía, ∂E
∂t

, a lo largo de la trayectoria de�nida por estasolución es
∇E. Ẋ = ∇E.F =

n∑

i=1

∂E

∂xi
FiSi esta expresión es negativa en Ω, una partícula que se mueve a lo largo de cualquiera de lastrayectorias de�nidas por el sistema Ẋ = F (X) estará disipando energía cuando interseca la super�cie

E (X) = c. Por consiguiente una partícula que entra en la región rodeada por dicha super�cie nuncapuede reunir la energía para escapar, y su trayectoria debe permanecer en esa región. Esto implica queel origen será estable, o incluso asintóticamente estable.A partir de estas observaciones de�namos:De�nición 2.2.5 Sea Ω una región de Rn que contiene al origen, y sea E = E (X) una función devalor real de clase C1 en Ω. Entonces E se dice que está positivamente de�nida si(i) E (X) ≥ 0 para todo X en Ω, y(ii) E (X) = 0 si y sólo si X = 0Si, además,(iii) ∇E.F =
∑n

i=1

∂E

∂xi
Fi≤ 0en todos los puntos de Ω, entonces se dice que E es una función de Lyapunov para el sistemaautónomo Ẋ = F (X).Se mencionan a continuación los teoremas principales del método directo de Lyapunov, se puedenencontrar sus demostraciones en Cap. 10 de [20], Cap. 8 de [36] o Cap. 5 de [38].Teorema 2.2.6 El origen es un punto de equilibrio estable para Ẋ = F (X), F (0) = 0, si existeuna función de Lyapunov E para el sistema.Si E decreciera a lo largo de toda trayectoria de Ẋ = F (X) en un entorno del origen, éstas trayectoriastendrían que dirigirse hacia el origen como requería la estabilidad asintótica. Eso es lo que a�rma elsiguiente teorema.Teorema 2.2.7 Si E es una función de Lyapunov para Ẋ = F (X) con la propiedad de que −∇E.Festá positivamente de�nida en Ω, entonces el origen es asintóticamente estable.Por último, el siguiente teorema a�rma que estos resultados son, en cierto sentido los mejores posibles.Teorema 2.2.8 (Teorema de Cetaev) Sea E una función de valor real de clase C1en Ω, y supong-amos que(i) E (0) = 0(ii) ∇E.F es positiva de�nida en Ω , y(iii) para cada ε > 0 existe un X0 en Ω con ‖X0‖ < ε y E (X0) > 0 (es decir, E toma valorespositivos en todo entorno del origen)Entonces el origen es inestable para el sistema Ẋ = F (X), F (0) = 0.Estos teoremas permiten determinar la estabilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio para unsistema autónomo sin realmente resolver el sistema. Así, en casos donde las soluciones son imposiblesde obtener de forma cerrada o di�ciles de analizar, podemos obtener información valiosa sobre suestabilidad con la condición de que podamos construir su función de Lyapunov. Lamentablemente nohay ningún método general para construir estas funciones.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 242.3. Ecuaciones Lineales no autónomasLos conceptos y resultados que serán presentados en esta sección serán de gran utilidad para lacomprensión de los Capítulos 3 y 4 en los cuales se estudiará la estabilidad de ciertos sistemas deecuaciones periódicas.2.3.1. Matrices FundamentalesConsideraremos a continuación una ecuación lineal no autónoma
x′ = A (t)x (2.8)donde A : (a, b) ⊂ R → L (Rn) denota una función continua.De�nición 2.3.1 Una solución matricial de (2.8) es una función diferenciable Φ : (a, b) → L (Rn)tal que Φ′ (t) = A (t) ◦ Φ (t).Observación 2.3.2 a) Si Φ (t) es solución matricial de (2.8) y x0 ∈ Rn, entonces Φ (t)x0 es soluciónde (2.8).b) Si A es constante entonces etA =

∞∑
n=0

1

n!
.tn.An es solución matricial de (2.8).Lema 2.3.3 Sea Φ : (a, b) → L (Rn) una función tal que cada una de las funciones Φi : (a, b) → Rn;

Φi (t) = Φ (t) ei; es diferenciable. Entonces Φ es diferenciable y Φ′ (t) ei = Φ′
i (t).Corolario 2.3.4 Dados t0 ∈ (a, b) y C ∈ L (Rn), existe una única solución matricial Φ de (2.8) talque Φ (t0) = C.Demostración: Para cada i = 1, ...., n , sea ui (t) la solución de (2.8) tal que ui (t0) = Cei. Sea ahora

Φ (t) ∈ L (Rn) determinada por Φ (t) ei = ui (t), entonces Φ (t0) ei = Cei, de donde Φ (t0) = C.Por otra parte, el Lema 2.3.3 dice que Φ (t) es diferenciable y que Φ′ (t) ei = u′i (t). Así, Φ′ (t) ei =
A (t)ui (t) = A (t)Φ (t) ei, y en consecuencia, Φ′ (t) = A (t)◦Φ (t), es decir que es una solución matricial.Sean ahora Φ1,Φ2 soluciones matriciales de (2.8) tales que Φ1 (t0) = Φ2 (t0). Dado x ∈ Rn se tieneque Φ1 (t)x y Φ2 (t)x son soluciones de (2.8), y como Φ1 (t0)x = Φ2 (t0)x, concluimos del Teorema2.1.2 que Φ1 (t)x = Φ2 (t)x, para cualquier valor de t ∈ (a, b). Es decir, Φ1 = Φ2. �Dada T ∈ L (Rn), de�nimos el determinante de T, como el determinante de la matriz de n × n,cuyos vectores columna son Te1, ......T en; en ese orden. En realidad puede de�nirse a partir de cualquierbase, ya que el determinante es independiente de la base elegida.Veamos a continuación el siguiente Lema que será de utilidad para la demostración del Teoremade LiouvilleLema 2.3.5 Si A ∈ L (Rn) y u1, ......., un ∈ Rn, entonces

n∑

i=1

det (u1, ...ui−1, Aui, ui+1...., un) = Tr (A) .det (u1, ......., un) (2.9)



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 25Demostración: Dada A ∈ L (Rn) existe una única matriz M = (aij) ∈Mn (R) tal que
Aei =

n∑

j=1

ajiejSe de�ne Tr (A) = Tr (M)Supongamos primero que u1, ......., un son linealmente dependientes, entonces det (u1, ......., un) = 0y sin pérdida de generalidad podemos suponer que u1 = λ2u2+.......+λnun para ciertos λ2, ......, λn ∈ R.Para i ≥ 2 se tiene
det (u1, ...ui−1, Aui, ui+1...., un) = λidet (ui, u2, ...ui−1, Aui, ui+1...., un) (2.10)porque los términos correspondientes a λjuj con j 6= i son nulos, ya que el determinante es unafunción alternada y en los argumentos aparecerán λjuj y uj .Por otra parte,

det (Au1, u2, ....., un) =

n∑

i=2

λidet (Aui, u2, ....., un)e intercambiando Aui con ui en det (Aui, u2, ....., un) queda:
det (Au1, u2, ....., un) = −

n∑

i=2

λidet (ui, u2, ...ui−1, Aui, ui+1...., un)De aquí y de (2.10) se obtiene:
n∑

i=1

det (u1, ...ui−1, Aui, ui+1...., un) = 0Ahora supongamos que u1, ......., un son linealmente independientes, entonces podemos escribir
Aui =

n∑

j=1

bjiuj (2.11)para alguna matriz B = (bij)Reemplazando Aui por esta sumatoria en (2.9) y recordando que el determinante es una funciónlineal alternada concluimos que
n∑

i=1

det (u1, ...ui−1, Aui, ui+1...., un) =

(
n∑

i=1

bii

)
det (u1, ......., un)Escribamos

ui =

n∑

j=1

djiej Aei =

n∑

j=1

ajiej (2.12)y sean D = (dij), M = (aij)Reemplazando el valor de uj en (2.11) queda:
Aui =

∑

k



∑

j

dkjbji


 ek
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Aui =

n∑

j=1

djiAej =
∑

k




∑

j

akjdji



 ekEs decir, M ·D = D · B. O sea, B = D−1 ·M ·D.De aquí y del hecho conocido de que dadas dos matrices cualesquiera P,Q ∈ Mn (R), se veri�caque Tr (P ·Q) = Tr (Q · P ),
n∑

i=1

bii = Tr (B) = Tr
(
D−1 (M ·D)

)
= Tr

(
M ·D ·D−1

)
= Tr (M) = Tr (A)

�Teorema 2.3.6 (Liouville) Si Φ es una solución matricial de (2.8) entonces,
detΦ (t2) = detΦ (t1) exp

(
ˆ t2

t1

Tr (A (s)) ds

)cualesquiera sean t1, t2 ∈ (a, b). Aquí Tr (A (s)) denota la traza de la matriz A (s).Demostración: Pongamos ui (t) = Φ (t) ei y ϕ (t) = detΦ (t). Utilizando la regla de derivación deldeterminante y el Lema 2.3.5, tenemos,
ϕ′ (t) =

n∑

i=1

det (u1 (t) , ......, ui−1 (t) , u′i (t) , ui+1 (t) , ........, un (t)) =

=

n∑

i=1

det (u1 (t) , ......, ui−1 (t) , A (t)ui (t) , ui+1 (t) , ........, un (t)) =

Tr (A (t)) det (u1 (t) , .........., un (t)) = Tr (A (t))ϕ (t)y en consecuencia
ϕ (t) = ϕ (t0) exp

(
ˆ t

t0

Tr (A (s)) ds

)cualesquiera sean t, t0 ∈ (a, b). �Observación 2.3.7 Supongamos que A es constante, entonces Φ (t) := etA es solución matricial de(2.8) y por el Teorema de Liouville,
det
(
etA
)

= e
´

t

0
Tr(A)ds = etTr(A)De aquí, det (eA

)
= eTr(A). En particular, det (eA

)
> 0 si A ∈ L (Rn).De�nición 2.3.8 Una solución matricial Φ (t) de (2.8) es una matriz fundamental de (2.8) si

Φ (t0) es inversible para algún t0 ∈ (a, b).Y como consecuencia del Teorema de Liouville tenemos que Φ (t) es una matriz fundamental si y sólosi Φ (t) es inversible ∀ t ∈ (a, b)



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 27Observación 2.3.9 Sea Φ (t) una matriz fundamental de (2.8) y sea u una solución de ese sis-tema. Entonces u (t) = Φ (t)x0 para algún x0 ∈ Rn. En efecto, �jemos t0 ∈ (a, b) y de�namos
x0 = Φ (t0)

−1
u (t0); entonces u (t) y Φ (t)x0 son ambas soluciones de (2.2) y el resultado se siguedel Teorema 2.1.2. Por lo tanto, u es solución de (2.8) si y sólo si u (t) = Φ (t)x para algún x ∈ Rn.Teorema 2.3.10 Sean Φ1,Φ2 soluciones matriciales de (2.8) . Si Φ1 es fundamental entonces, existe

C ∈ L (Rn) tal que Φ2 (t) = Φ1 (t)C para t ∈ (a, b).Demostración: Fijemos t0 ∈ (a, b) y de�namos C = Φ1 (t0)
−1 Φ2 (t0), entonces Φ2 (t) y Φ1 (t)C sonsoluciones matriciales de (2.8) que coinciden en t0 y el resultado se sigue del Corolario 2.3.4. �2.3.2. Sistemas PeriódicosEstudiemos ahora el sistema

x′ = A (t)x (2.13)donde A : R → L (Rn) es continua y T-periódica para algún T > 0. Es decir, A (t+ T ) = A (t), paracada t ∈ R.Se deducen inmediatamente los dos siguientes resultadosProposición 2.3.11 Si u (t) es una solución de (2.13) entonces, u (t+ T ) también lo es.Proposición 2.3.12 Si u es una solución de (2.13) y u (0) = u (T ) entonces, u es T- periódica.Demostración: Por la Proposición anterior se tiene que v (t) := u (t+ T ) es solución de (2.13), peropor hipótesis, v (0) = u (0) y por el Teorema 2.1.2, u ≡ v. Es decir, u (t) = u (t+ T ) y u resulta
T−periódica. �En lo que sigue, Φ (t) va a denotar la matriz fundamental de (2.13) tal que Φ (0) = I. Por laProposición anterior sabemos que la solución Φ (t)x; con x ∈ Rn de (2.13) es T-periódica sii Φ (T )x =
Φ (0)x = x.Corolario 2.3.13 El sistema (2.13) posee una solución T-periódica no trivial si y sólo si 1 es unautovalor de Φ (T ).El siguiente teorema establece una relación entre las soluciones del sistema homogéneo y no homogéneo.Teorema 2.3.14 Si la única solución T-periódica de (2.13) es la trivial entonces, la ecuación

x′ = A (t)x+ p (t) (2.14)posee una única solución T-periódica para cada función T-periódica continua p : R→ Rn.Demostración: La unicidad se sigue del Teorema 2.1.2. Para probar la existencia, recordemos que,por la Fórmula de la Variación de las Constantes, cada solución ω de (2.14) es de la forma
ω (t) = Φ (t)

[
x0 +

ˆ t

0

Φ (s)
−1
p (s) ds

]para algún x0 ∈ Rn. Ahora, de los argumentos de las Proposiciones 2.3.11 y 2.3.12, se tiene que ωes T−periódica si y sólo si ω (0) = ω (T ). Pero ω (0) = x0, de modo que ω es T−periódica si y sólo si
x0 = Φ (T )x0 + Φ (T )

ˆ T

0

Φ (s)−1 p (s) ds



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 28lo cual equivale a
[I − Φ (T )]x0 = Φ (T )

ˆ T

0

Φ (s)
−1
p (s) ds (2.15)

I − Φ (T ) es inversible, y en consecuencia, existe un único x0 ∈ Rn que satisface (2.15). �Proposición 2.3.15 Si (2.14) posee una solución acotada entonces posee también una solución T-periódica.La pueba de este resultado puede verse en [38] en el Corolario 5.72.3.3. Multiplicadores de FloquetEn la sección anterior se mencionó la relación existente entre los autovalores de la matriz corre-spondiente a un sistema lineal autónomo con coe�cientes constantes y la estabilidad de los puntosde equilibrio. Lo que haremos ahora es asociarle a (2.13) un sistema de coe�cientes constantes quedetermine el comportamiento asintótico de las soluciones de (2.13).Utilizaremos el siguiente Lema para cuya demostración puede verse el libro [38] Lema 5.8Lema 2.3.16 Dada B ∈ L (Cn) inversible, existe A ∈ L (Cn) tal que exp (A) = B.Nota 2.3.17 El resultado anterior no es, en general, válido en el caso real. En efecto, si A,B ∈ L (Rn)y B = exp (A) entonces det (B) = exp (Tr (A)) > 0.Lema 2.3.18 Sea B ∈ L (Rn) inversible, existe A ∈ L (Rn) tal que eA = B2.Teorema 2.3.19 (Descomposición de Floquet-Caso complejo) Sea Φ (t) la matriz fundamentalde (2.13) con Φ (0) = I. Entonces existe B ∈ L (Cn) y una función T-periódica P : R → L (Cn) talque Φ (t) = P (t) exp (tB).Demostración: Igual que en la demostración de la Proposición 2.3.12, tenemos que Φ (t+ T ) esuna matriz fundamental de (2.13), de modo que por el Teorema 2.3.10, existe C ∈ L (Cn) tal que
Φ (t+ T ) = Φ (t)C. Para t = 0 queda C = Φ (T ), dando lugar a la relación Φ (t+ T ) = Φ (t)Φ (T ).Por el Lema anterior, existe B ∈ L (Cn) tal que exp (TB) = Φ (T ) y de�niendo P (t) = Φ (t) exp (−tB)tenemos,

P (t+ T ) = Φ (t+ T ) exp (−TB − tB)

= Φ (t)Φ (T ) exp (−TB) exp (−tB) = P (t)puesto que Φ (T ) exp (−TB) = I. �Observación 2.3.20 Si bien en la descomposición de Floquet la matriz B no es única, a los efectosdel análisis de la estabilidad, que es nuestro tema de interés, es su�ciente encontrar una posible B.Nota 2.3.21 Supongamos que estamos trabajando en C y Φ (t), P (t) y B son como en el Teoremaprecedente. Si u es una solución de (2.13) podemos escribir u (t) = Φ (t)x0 para algún x0 ∈ Cn y así,
u (t) = P (t) v (t), donde v (t) = exp (tB)x0 es una solución del sistema a coe�cientes constantes

x′ = Bx (2.16)Recíprocamente, si v es una solución de (2.16), entonces u (t) := P (t) v (t) es solución de (2.13).En efecto, recordemos que P (t) = Φ (t) exp (−tB), donde Φ (t) es una solución fundamental de (2.13)y por lo tanto veri�ca que Φ′ (t) = A (t)Φ (t).



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 29Calculemos P ′ (t),
P ′ (t) = Φ′ (t) exp (−tB) − Φ (t) exp (−tB)B = A (t)Φ (t) exp (−tB) − Φ (t) exp (−tB)BEntonces,

u′ (t) = P ′ (t) v (t) + P (t) v′ (t) =

= A (t) Φ (t) exp (−tB) v (t) − Φ (t) exp (−tB)B.v (t) + Φ (t) exp (−tB)B.v (t) = A (t)u (t) .Así, la correspondencia v → Pv establece un isomor�smo entre el espacio de soluciones de (2.16)y el espacio de soluciones de (2.13). Esta correspondencia permite conocer el comportamiento de lassoluciones de este último sistema a través del comportamiento de las soluciones de (2.16).Nota 2.3.22 En el caso real, se tiene una descomposición de Floquet Φ (t) = P (t) etB para algu-na función 2T−periódica P (t) de clase C1 y alguna matriz constante B. En efecto, de la relación
Φ (t+ T ) = Φ (t) ◦Φ (T ) concluimos que Φ (t+ 2T ) = Φ (t) ◦Φ (T )

2 y del Lema 2.3.18, Φ (T )
2

= e2TBpara alguna matriz B. De�nimos entonces P (t) = Φ (t) e−tB.De�nición 2.3.23 Sea Φ (t) la matriz fundamental de (2.13) con Φ (0) = I. Los autovalores de Φ (T )son llamados los multiplicadores de Floquet de ese sistema.Proposición 2.3.24 λ ∈ C es un multiplicador de (2.13) si y sólo si ese sistema posee una soluciónno trivial u tal que u (t+ T ) = λu (t) ∀ t ∈ R.Demostración: Sea λ ∈ C un autovalor de Φ (T ) y �jemos x0 6= 0 en Cn, tal que Φ (T )x0 = λx0. Side�nimos u (t) = Φ (t)x0 tenemos,
u (t+ T ) = Φ (t+ T )x0 = Φ (t)Φ (T )x0 = Φ (t)λx0 = λΦ (t) x0 = λu (t) .Recíprocamente, si u es una solución no trivial de (2.13), que satisface u (t+ T ) = λu (t) ∀ t ∈ R,entonces, de la relación u (t) = Φ (t)x0, con x0 = u (0) 6= 0, se tiene Φ (T )x0 = u (T ) = λu (0) = λx0.Por lo tanto λ es un multiplicador de Floquet de (2.13). �De�nición 2.3.25 Los autovalores de la matriz B, dada por el Teorema de Floquet, son llamados losexponentes característicos de (2.13).Nota 2.3.26 Ya que Φ (T ) = eTB, λ ∈ C es un multiplicador de (2.13) si y sólo si λ = eνT para algún

ν ∈ σ (B).Teorema 2.3.27 Dado el sistema
ẋ = A (t) x (2.17)donde A : R → L (Rn) es continua y T-periódica para algún T > 0, el origen será asintóticamenteestable, si todos los exponentes característicos tienen parte real negativa .Por la observación hecha en 2.3.26 esto equivalente a decir que el origen será asintóticamenteestable, si los multiplicadores de Floquet del sistema tienen módulo menor que 1.Demostración: Sea x (t) una solución de

{
ẋ = A (t) x

x (0) = x0donde ‖x0‖ < δ. Entonces, de lo visto anteriormente, será x (t) = Φ (t)x0 donde Φ (t) es una soluciónfundamental del sistema. Además por el Teorema 2.3.19
x (t) = Φ (t)x0 = P (t) etBx0



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 30donde B es una matriz constante y P (t) es periódica de clase C1 y por lo tanto es acotada.Si σ (B) = {λ1, ....., λn}, sabemos por hipótesis que Re (λi) < µ < 0, ∀ 1 ≤ i ≤ nEntonces ‖x (t)‖ ≤ ‖P (t)‖ .
∥∥etB

∥∥ . ‖x0‖ ≤ C.e−µt. ‖x0‖ → 0 cuando t→ +∞. �El análisis de sistemas no autónomos a través de las matrices fundamentales y los multiplicadoresde Floquet puede profundizarse en [9], [38] y en [35].



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 312.4. Grupo SimplécticoSe presentan aquí algunas de�niciones y propiedades que es necesario tener presente para el análisisdel equilibrio del péndulo de longitud variable que se hará en el Capítulo 4. Aunque allí sólo traba-jaremos en R2 daremos las de�niciones en forma general.2.4.1. Matrices SimplécticasUna matriz simpléctica es una matriz de 2n × 2n, M (cuyos coe�cientes están en general en R o
C) que satisface la condición MT ΩM = Ω, donde MT denota la transpuesta de M y Ω es una matrizinversible antisimétrica �ja. En general Ω se elige como la matriz de bloques Ω =

[
0 In

−In 0

] donde
In es la matriz identidad de n × n. Notar que Ω tiene determinante ±1 y su inversa está dada por
Ω−1 = −Ω.Veamos que propiedades tienen esta clase de matrices:Toda matriz simpléctica es inversible con inversa dada por M−1 = Ω−1MT Ω.El producto de dos matrices simplécticas es una matriz simpléctica.Esto le da al conjunto de todas las matrices simplécticas una estructura de grupo. Existe una estructuranatural de variedad sobre este grupo que lo convierte en un grupo de Lie ( real o complejo), llamadoGrupo Simpléctico. Este grupo tiene dimensión n. (2n+ 1) y se sigue fácilmente de la de�nición queel determinante de cualquier matriz simplética es 1.El grupo simpléctico sobre R se denota por Sp (2n,R) y en el caso particular donde n = 1, representaal grupo de las matrices de 2 × 2 con determinante igual a 1.2.4.2. Transformaciones SimplécticasEn la formulación abstracta del álgebra lineal, las matrices son reemplazadas por transformacioneslineales de espacios vectoriales de dimensión �nita. La analogía abstracta de una matriz simplécticaes una transformación simpléctica de un espacio de vectores simplécticos. En resúmen, un espaciode vectores simpléctico es un espacio vectorial V de dimensión 2n equipado con una forma bilinealantisimétrica no degenerada ω. Una transformación simpléctica es entonces una transformación lineal
L : V → V que preserva ω, es decir ω (Lu; Lv) = ω (u; v). Fijada una base para V, ω puede serescrita como una matriz Ω y L como una matriz M. La condición para que L sea una transformaciónsimpléctica es precisamente la condición de que M sea una matriz simpléctica.Vimos que las matrices simplécticas se de�nen a partir de una matriz �ja Ω inversible y anti-simétrica. Dicha Ω puede ser pensada coma la representación en coordenadas de una forma bilineal nodegenerada antisimétrica y sabemos que dos de tales matrices di�eren sólo por un cambio de bases.En el libro de Arnold [2] se presenta una formulación de la mecánica hamiltoniana utilizando elformalismo de la geometría simpléctica.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 322.5. Sistemas HamiltonianosSean q1, ......., qn coordenadas cualquiera en la con�guración espacial de un sistema de n puntos masa(q1, ......., qn reciben el nombre de coordenadas generalizadas) y p1, ......., pn los momentos generalizados(pi = m.vi).Una función de Hamilton o Hamiltoniano H (q1, ......qn, p1, .......pn, t) es una función escalar declase C2 a partir de la cual pueden obtenerse las ecuaciones de movimiento de un sistema. En unsistema autónomo, es decir, independiente del tiempo, representa la energía mecánica total del sistema:
H = T + U , donde T es la energía cinética y U la energía potencial.Un sistema hamiltoniano es un sistema simétrico de 2n ecuaciones de primer orden que veri�can





ṗ = −∂H
∂q

q̇ =
∂H

∂pProposición 2.5.1 (Ley de Conservación de la Energía) dH
dt

=
∂H

∂t
. En particular, para un sistemacuyo hamiltoniano no depende explícitamente del tiempo (∂H

∂t
= 0

), se veri�ca la Ley de Conservaciónde la Energía de la función hamiltoniana: H (p (t) , q (t)) = k, con k constante.Demostración: Consideramos la variación de H a lo largo de la trayectoriaH (p (t) , q (t) , t), entoncespor las ecuaciones hamiltonianas
dH

dt
=
∂H

∂p
.
dp

dt
+
∂H

∂q
.
dq

dt
+
∂H

∂t
.
dt

dt
=

=
∂H

∂p
.ṗ+

∂H

∂q
.q̇ +

∂H

∂t
,1 =

=
∂H

∂p
.

(
−∂H
∂q

)
+
∂H

∂q
.

(
∂H

∂p

)
+
∂H

∂t
= 0y por lo tanto la energía se mantiene constante. �Esto dice que el hamiltoniano es una integral de movimiento o constante de movimiento, esdecir, es una función de la posición y las velocidades que es constante a lo largo de una trayectoria delsistema a lo largo de las fases.En general el conocimiento de una integral de movimiento permite reducir la dimensión de unsistema de las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de un sistema mecánico. Análoga-mente permiten reducir un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a otro sistema equivalentemás pequeño.Los sistemas hamiltonianos tienen, además, otra propiedad muy importante. Consideremos unaregión en el espacio de fases que evoluciona con el tiempo al despalzarse sobre su trayectoria cada unode sus puntos, se transformará al cabo del tiempo en una región diferente, ubicada además en otraparte del espacio de fases. Veremos que a pesar de la traslación y el cambio de forma, el volumen totalde dicha región permanecerá invariante. Además, debido a la continuidad de la evolución temporal, sila región es conexa inicialmente seguirá siendo conexa todo el tiempo.Veamos en primer lugar un resultado que nos permitirá calcular el �ujo de un sistema hamiltoniano.Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales Ẋ (t) = f (t,X (t)), donde f : R×Rn → Rn esuna función C1 Lipschitz y X : R → Rn y supongamos que las soluciones están de�nidas globalmente.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 33Podemos de�nir entonces el �ujo Φt1,t2 (·) asociado a este sistema desde el instante t0 al instante
t1 del siguiente modo: tomemos X0 ∈ Rn , entonces se de�ne Φt1,t2 (X0) como Φt0,t1 (X0) = X (t1)donde X (t) es la única solución del problema de valores iniciales

{
Ẋ (t) = f (t,X (t))

X (t0) = X0

(2.18)De la de�nición del �ujo y la unicidad de la solución, se deduce que el �ujo posee las siguientespropiedades:
Φt0,t0 = Id

Φt1,t2 ◦ Φt0,t1 = Φt0,t2En el caso particular en que f no depende del tiempo (sistema autónomo), se puede demostrar envirtud de la unicidad que:
Φt1,t2 = Φ0,t2−t1(o sea que el �ujo Φt1,t2 sólo depende de la longitud del intervalo de tiempo t2− t1). Entonces, parasimpli�car la notación escribimos Φt = Φ0,tEl �ujo de un sistema autónomo veri�ca las siguientes propiedades:

Φ0 = Id

Φt2 ◦ Φt1 = Φt1+t2

Φ−1
t1 = Φ−t1Nos interesa calcular el diferencial del �ujo DΦt0,t (X0), que consiste en derivar la solución respectode la condición inicial. Para ello utilizaremos el siguiente teorema (ver [35] Teorema 11 de la Sección5.2)Teorema 2.5.2 Sea D un abierto conexo de Rn y f : R ×D → Rn una función continua tal que susdervadas parciales ∂f

∂xi
, 1 ≤ i ≤ n, también son continuas. Entonces la solución X (t) = X (t, t0, X0)de (2.18) es de clase C1 en la variable X0. Además, si Φt0,t (X0) representa el �ujo en X0,

DΦt0,t (X0) = M (t)donde M : R → Rn×n es la solución del problema de valores iniciales
{
Ṁ (t) = Df (Φt0,t (X0)) .M (t)

M (t0) = I
(2.19)En la sección anterior de�nimos una matriz simpléctica como una matrizM que veri�caMT ΩM=Ωdonde Ω =

[
0 In

−In 0

].De�nición 2.5.3 Diremos que f : R × Rn → Rn es un difeomor�smo simpléctico si es undifeomor�smo y Dfx (t, x) es una matriz simpléctica en cada x ∈ Rn.Probaremos el siguiente teorema



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 34Teorema 2.5.4 El �ujo de un sistema Hamiltoniano de�ne un grupo uniparamétrico de difeomor�s-mos simplécticos.Demostración: Para simpli�car la notación lo demostraremos en el caso de un sistema autónomo
{
Ẋ = f (X)

X (0) = X0es decir que t0 = 0.Se dice que {Φt} es un grupo local a un parámetro, y cuando las soluciones están de�nidas glob-almente, como estamos suponiendo nosotros, las Φt forman un grupo con respecto a la operacióncomposición de funciones. Además, la aplicación t→ Φt es un mor�smo de grupos con el grupo aditivode los reales como dominio.Lo que tendríamos que ver es que DΦt (X0) es una matriz simpléctica. Por el Teorema 2.5.2 estoes equivalente a probar que la matriz M (t) es simpléctica siendo M (t) solución de
{
Ṁ (t) = Df (Φt (X0)) .M (t)

M (0) = IVamos a probar queMT (t)ΩM (t) es una matriz con coe�cientes constantes y comoMT (0)ΩM (0) =
Ω porque M (0) = I, entonces MT (t)ΩM (t) = Ω ∀t ∈ R.

d

dt

(
MT (t) ΩM (t)

)
= ṀT (t)ΩM (t) +MT (t)ΩṀ (t) =

= MT (t) (Df (Φt (X0)))
T

ΩM (t) +MT (t)ΩDf (Φt (X0)) .M (t) =

= MT (t)
[
(Df (Φt (X0)))

T
Ω + ΩDf (Φt (X0))

]
M (t)Esta derivada es igual a cero si probamos que

(Df (Φt (X0)))
T

Ω + ΩDf (Φt (X0)) = 0 (2.20)Como estamos considerando un sistema Hamiltoniano, el campo vectorial es
f (q, p) =

(
∂H

∂p
(q, p) ,−∂H

∂q
(q, p)

)y su diferencial resulta
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0 In

−In 0
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ΩDf (Φt (X0)) =

[
0 In

−In 0
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Φt(X0)



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 35Como H es de clase C2 las derivadas cruzadas coinciden ∂H

∂pq
=

∂H

∂qp
se veri�ca (2.20) y M (t)resulta simpléctica. �Como toda matriz simpléctica tiene determinante 1 podemos enunciar el siguiente teorema:Teorema 2.5.5 (Teorema de Liouville) El �ujo de fase de las ecuaciones Hamiltonianas preserva elvolumen de fase.Otra forma de demostrar este teorema es la siguiente: Vamos a aplicar el Teorema 2.3.6 al sistema(2.19) {

Ṁ (t) = Df (Φt (X0)) .M (t)

M (0) = ISi M (t) es una solución matricial de este sistema, entonces
detM (t2) = detM (t1) exp

(
ˆ t2

t1

Tr (Df (Φs (X0))) ds

)Como estamos trabajando con un sistema Hamiltoniano Tr (Df (Φs (X0))) = 0, por lo tanto
det M (t) = Ccon C constante, pero como M (0) = I, entonces

det M (t) = det (DΦt (X0)) = 12.6. Teoría de GradoComo una primera aproximación, podríamos decir que la teoría de grado se ocupa del problema deencontrar soluciones de la ecuación f (x) = y.De�niremos en primer lugar el grado para funciones de clase C1 y luego extenderemos este conceptoa las funciones continuas.De�nición 2.6.1 Sea f ∈ C1
(
D
), donde D ⊂ Rn es un conjunto abierto acotado. Decimos que x esun punto crítico de f si Jf (x) = 0, es decir, si Df (x) es singular, caso contrario x será un puntoregular. Además, y es un valor regular de f si ∀ x ∈ D tal que f (x) = y, x es un punto regular. Encaso contrario se dice que y es un valor crítico. Denotamos con Zf al conjunto de todos los puntoscríticos de f y f (Zf) al conjunto de los valores críticos de f .Sabemos por el Teorema de la función inversa que si x es un punto regular de f entonces f es localmenteinversible. La motivación para nuestra de�nición es que si Jf (x) = 0 , entonces uno no puede concluirpor el Teorema de la Función Inversa que f (a) = y tiene una solución con y 6= f (x) cerca de f (x).Estamos en el caso crítico.El siguiente teorema nos dice cuan grande es el conjunto f−1 (y) para un valor regular y.Teorema 2.6.2 Si f ∈ C1

(
D
) e y es un valor regular de f entonces f−1 (y) es �nito.De�nición 2.6.3 Supongamos que f ∈ C1

(
D
), p /∈ f(∂D) y p es un valor regular de f . De�nimosel grado de f en p relativo a D como el entero

d (f,D, p) =
∑

xεf−1(p)

sgnJf (x)



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 36Nuestro objetivo es quitar la restricción de que f ∈ C1 y que p sea un valor regular. El siguiente teoremaa�rma que si g es una función que está lo su�cientemente cerca de f con la topología de C1 y p es unvalor regular que no está en f (∂D) entonces d (g,D, p) está de�nido y vale d (g,D, p) = d (f,D, p)Teorema 2.6.4 Sea f ∈ C1
(
D
) y p un valor regular de f tal que p /∈ f (∂D). Entonces existe un

ε > 0, que depende de f y p tal que si ‖g − f‖C1 < ε, entonces p es un valor regular de g tal que
p /∈ g (∂D), y d (f,D, p) = d (g,D, p).El próximo teorema nos dice que el grado de una aplicación es constante en cada componente conexade Rn \ f (∂D).Teorema 2.6.5 Sea f ∈ C1

(
D
). Supongamos que p1, p2 sean valores regulares de f y estén en lamisma componente conexa de Rn \ f (∂D). Entonces d (f,D, p1) = d (f,D, p2).El teorema anterior nos permite de�nir el grado de una aplicación cuando p no es un valor regular.De�nición 2.6.6 Si f ∈ C1
(
D
) y p /∈ f (∂D) pero p no es un valor regular de f , de�nimos

d (f,D, p) = d (f,D, q), donde q es un valor regular de f y |q − p| < dist (p, f (∂D)).Recordemos el Teorema de Sard que dice que el conjunto de valores críticos f (Zf ) ⊂ Rn tiene medidacero y por consiguiente el conjunto de valores regulares de f es denso en Rn. Esto nos permite asegurarque cada bola B (p, r)contiene un valor regular de f .De�nición 2.6.7 Una homotopía de clase C1 entre elementos f, g ∈ C1
(
D
) es una función H :

D × [0, 1] → Rn tal que H (x, 0) = f (x), H (x, 1) = g (x), H (·, t) ∈ C1
(
D
) para 0 ≤ t ≤ 1, y

H (·, s) → H (·, t) en C1
(
D
) cuando s→ t.En otras palabras, una homotopía es una deformación de f en g que varía en forma continua conla topología de C1.Teorema 2.6.8 Sea f ∈ C1
(
D
)i. d (f,D, ·) es constante en cada componente conexa de Rn \ f (∂D).ii. Si p /∈ f (∂D), existe un ε > 0, que depende de p y de f , tal que d (f,D, p) = d (g,D, p) siempreque ‖g − f‖C1 < ε.iii. Sea H (x, t) una C1-homotopía entre f y g. Si p /∈ H (∂D, t) para todo t ∈ [0, 1], entonces

d (f,D, p) = d (g,D, p).Las partes (i)- (ii) del Teorema generalizan a los Teoremas 2.6.5 y 2.6.4 respectivamente, pues aquí nose pide que p sea un valor regular. La parte (iii) dice que el grado en p de dos aplicaciones que puedenser deformadas una en la otra via una homotopía coincide si se veri�ca que p se mantiene como unvalor regular durante la deformación.Los resultados anteriores nos van a permitir de�nir ahora el grado para funciones continuas. Elhecho de que esto sea posible demuestra que el concepto de grado es una propiedad topológica.De�nición 2.6.9 Supongamos que f ∈ C
(
D
) y p /∈ f (∂D). De�nimos d (f,D, p) como d (g,D, p)donde g es una función C1

(
D
) que satisface ‖f − g‖∞ < dist (p, f (∂D)) (la cota usada aquí no esimportante, sólo es necesario que ‖f − g‖∞ sea su�cientemente pequeño)Teorema 2.6.10 En la De�nición 2.6.9, la función g puede ser elegida de forma tal que p no seanecesariamente un valor regular de g.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 37El siguiente teorema dice que el grado de una aplicación es invariante bajo cambios de coordenadasde tipo C1. Esto implica que la teoría desarrollada hasta ahora es aplicable a cualquier espacio realnormado X de dimensión �nita, ya que X puede ser identi�cado con Rn una vez elegida una base ycambiar de una base a otra es una aplicación C1. El mismo argumento permite de�nir el grado paravariedades (ver [27])Teorema 2.6.11 Si D ⊂ Rn, f ∈ C
(
D
) y p /∈ f (∂D), entonces d (f,D, p) es invariante bajo cambiosde coordenadas C1 no singulares.Veamos ahora algunas propiedades del grado .Teorema 2.6.12 (Existencia) Supongamos que f ∈ C

(
D
). Si d (f,D, p) está de�nido y es no nulo,entonces existe un x ∈ D tal que p = f (x).Si X e Y son espacios topológicos, decimos que f : X → Y y g : X → Y son homotópicas si existe unafunción continua H : [0, 1] ×X → Y tal que H (0, x) = f (x) y H (1, x) = g (x).Teorema 2.6.13 i. Supongamos que f ∈ C

(
D
) y p /∈ f (∂D) . Si ‖f − g‖∞ < dist (p, f (∂D)) ,entonces d (g,D, p) está de�nido y es igual a d (f,D, p)ii.(Invariancia por Homotopía) Si H es una homotopía y p /∈ H (t, ∂D) para 0 ≤ t ≤ 1, entonces

d (H (t, ·) , D, p) es independiente de t ∈ [0, 1].La parte (i) del teorema anterior dice que la aplicación d (·, D, p) : C
(
D
)
→ Z es localmente constante,es decir, si f, g ∈ C

(
D
) están su�cientemente cerca sus grados serán iguales. La parte (ii) dice queel grado es homotópicamente invariante, siempre que p se mantenga como un valor regular durante ladeformación.Corolario 2.6.14 Sea f ∈ C

(
D
) y p /∈ f (∂D), y supongamos que (fk) es una sucesión de funcionescontinuas sobre D que convergen uniformemente a f . Entonces existe un entero N > 0 tal que

d (f,D, p) = d (fk, D, p) para todo k ≥ N .Teorema 2.6.15 Sea f ∈ C
(
D
), entonces d (f,D, p) es constante sobre las componentes conexas de

Rn \ f (∂D).El siguiente teorema a�rma que d (f,D, p) depende solamente de f (∂D), es decir, de los valores quetoma f sobre el borde de D.Teorema 2.6.16 Si f, g ∈ C
(
D
) y f = g sobre ∂D, entonces d (f,D, p) = d (g,D, p), siempre que

p /∈ f (∂D).Teorema 2.6.17 (Poicaré-Bohl) Sean f, g ∈ C
(
D
), y supongamos que para todo x ∈ ∂D, el segmen-to [f (x) , g (x)] = {sf (x) + (1 − s) g (x) /0 ≤ s ≤ 1} no contiene a p. Entonces d (f,D, p) = d (g,D, p).El siguiente teorema dice que el grado de una aplicación es invariante por traslaciones.Teorema 2.6.18 (Invariancia por traslaciones) Supongamos que f ∈ C

(
D
) y p /∈ f (∂D). En-tonces para todo q ∈ Rn, d (f,D, p) = d (f − q,D, p− q), donde f − q es la aplicación x→ f (x) − q.El teorema previo nos permite enunciar la siguiente versión de invariancia por homotopía.Teorema 2.6.19 Supongamos que H : [0, 1]×D → Rn es una homotopía en C (D) y pt es un caminocontinuo en Rn . Si pt /∈ H (t, ∂D), entonces d (H (t, ·) , D, pt) es independiente de t ∈ [0, 1].



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 38Teorema 2.6.20 Sea f ∈ C
(
D
) y supongamos que p /∈ f (∂D)i. (Aditividad) Si D es unión disjunta de conjuntos abiertos Di, i = 1, 2, 3...., entonces

d (f,D, p) =
∑

i

d (f,Di, p) .ii. (Escisión) Si K ⊂ D es cerrado y p /∈ f (K), entonces d (f,D, p) = d (f,D \K, p).Nota 2.6.21 La Teoría de Grado puede ser usada para dar una demostración sencilla del Teoremade Punto Fijo de Brouwer que establece que una aplicación continua de la bola unitaria en sí mismatiene un punto �jo.Para �nalizar esta sección calcularemos el grado de algunas funciones sencillas para familiarizarnoscon este nuevo concepto.Ejemplo 2.6.22 Consideremos una función continua f : [a, b] → R tal que f (a) < f (b) y supongamosque p es un valor regular de f . Entonces claramente, si p < f (a) o p > f (b) entonces d (f,D, p) = 0.Por el otro lado, si f (a) < p < f (b) entonces d (f,D, p) = 1. De hecho, el conjunto f−1 (p) =
{x1, x2, ....., xm} debe contener un número impar de puntos (considerar cómo debe ser el grá�co de f).Por lo tanto, si x1 < x2 < ..... < xm entonces

d (f,D, p) =
m∑

i=1

sgn f ′ (xi) = +1 − 1 + 1 − 1 + .......− 1︸ ︷︷ ︸
=0

+1 = 1Intuitivamente, f es creciente en x1, decreciente en x2, creciente en x3,......, creciente en xm.Análogamente, si f (a) > p > f (b)entonces d (f,D, p) = −1Ejemplo 2.6.23 Sea F (x) = x2, 0 es un cero aislado de esta función, entonces queremos calcular
deg (F,Bδ (0) , 0)donde Bδ (0) es el intervalo (−δ, δ). Como 0 no es un valor regular de F porque F ′ (0) = 0, entonces

deg (F,Bδ (0) , 0) = deg (F,Bδ (0) , q)donde q es un valor regular de F tal que |q| < dist (F (∂Bδ (0)) , 0) = δ2

deg (F,Bδ (0) , q) = sgn (detF ′ (x1)) + sgn (detF ′ (x2)) = 0donde x1, x2 son las soluciones de x2 = q.En dimensión dos (d = 2) el grado puede tomar cualquier valor entero. Veamos dos ejemplos simples.Ejemplo 2.6.24 Consideremos en primer lugar la función F : C → C donde miramos a C como R2,
F (z) = zn. Queremos calcular el grado en cero, y como cero no es un valor regular

deg (F,Bδ (0) , 0) = deg (F,Bδ (0) , q)donde q es un valor regular de F tal que |q| < dist (F (∂Bδ (0)) , 0) = δn

deg (F,Bδ (0) , q) =

n∑

k=1

sgn (detF ′ (zk))



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 39donde zk, 1 ≤ k ≤ n son las soluciones de zn = q.La función F (z) = zn es una función holomorfa (diferenciable en el sentido complejo en todopunto), de hecho lo son todas las funciones polinómicas en z con coe�cientes complejos. Si se identi�ca
C con R2, las funciones holomorfas coinciden con las funciones de dos variables reales que cumplenlas condiciones de Cauchy-Riemann. Si escribimos z = x+ yi y F (z) = u (x, y) + v (x, y) i, entonces

{
ux = vy

uy = −vxPor lo tanto,
DF (x, y) =

(
ux uy

vx vy

)
=

(
ux −vx

vx ux

)y det (DF (x, y)) = u2
x + v2

x > 0 y esto vale para cualquier punto en el plano complejo. Entonces
deg (F,Bδ (0) , q) =

n∑

k=1

sgn (detF ′ (zk)) = n,1 = nEjemplo 2.6.25 Si ahora consideramos la función F :C → C, F (z) = zny queremos calcular el índiceen cero que es un valor no regular, tendremos, otra vez, que buscar un valor regular q que veri�que
|q| < dist (F (∂Bδ (0)) , 0) = δn y valdrá

deg (F,Bδ (0) , 0) = deg (F,Bδ (0) , q) =

n∑

k=1

sgn (detF ′ (zk))donde zk, 1 ≤ k ≤ n son las soluciones de zn = q.En general, vale el siguiente resultado:Lema 2.6.26 Sea F : C → C una función holomorfa no constante, z0 un cero de F y δ > 0 pequeño,entonces deg (F, Bδ (z0) , z0) es igual al orden de z0 como raíz de F .Ejemplo 2.6.27 Pero como F (z) = zn no es una función holomorfa no podemos repetir el argumen-to anterior. Vamos a usar el Teorema 2.6.11 que a�rma que el grado es invariante bajo cambio decoordenadas C1 no singulares. Esto nos permite calcular el grado trabajando en coordenadas polares.Si z = r (cosθ + i senθ), en coordenadas polares z = (r, θ) y F (r, θ) = (rn,−nθ), por lo tanto
DF (r, θ) =

(
n.rn−1 0

0 −n

)y se veri�ca det (DF (r, θ)) = −n2.rn−1 < 0 ∀ (r, θ) 6= (0, 0). Entonces
ind [F, 0] = n. (−1) = −nPara ver las demostraciones de todos los teoremas aquí enunciados y profundizar acerca de la Teoríade Grado se puede recurrir al libro de Lloyd [25] o al de Schmitt [35].



Capítulo 3Existencia de soluciones periódicasestables de ecuaciones diferenciales deDu�ngEn este Capítulo nos basaremos en el trabajo [26] de Lazer y Mc.Kenna en el cual se considera unaecuación diferencial de segundo orden periódica en t con período T > 0 y con amortiguación lineal. Sedan cotas para la derivada de la fuerza de restauración que garantizan la existencia y unicidad de unasolución T−periódica de forma que la única solución T−periódica es asintóticamente estable.Consideraremos soluciones periódicas de la ecuación diferencial
u′′ + ku′ + g (t, u) = 0 (3.1)donde k > 0 es constante, g y su derivada parcial con respecto a la segunda variable, denotadapor D2g, son continuas, y g es T−periódica en t para algún T > 0. Nuestro objetivo es encontrarcondiciones de la forma
a ≤ D2g (t, ξ) ≤ b (3.2)para (t, ξ) ∈ R2 que garanticen la existencia y unicidad de una solución T−periódica u0 que sealocalmente, exponencialmente, asintóticamente estable, es decir, tal que existan constantes C > 0 y α >

0 tales que si u es otra solución con |u (0) − u0 (0)| y |u′ (0) − u′0 (0)| su�cientemente pequeños, entonces
|u (t) − u0 (t)| ≤ C d e−αt, |u′ (t) − u′0 (t)| ≤ C d e−αt para todo t > 0, donde d = |u (0) − u0 (0)| +
|u′ (0) − u′0 (0)|.El problema de existencia y unicidad de soluciones para esta ecuación ha sido analizado en variospapers cuando k = 0.En este caso, si existe un entero N ≥ 0 tal que 4π2N2

T 2 < a ≤ b < 4π2(N+1)2

T 2 yse veri�ca (3.2), entonces existe una única solución T−periódica de (3.1). Esto está demostrado en eltrabajo de Leach [24].También existen trabajos en los cuales se han dado condiciones sobreD2g que implican la existenciade soluciones periódicas de (3.1) con k 6= 0, pero la estabilidad de estas soluciones periódicas no hasido estudiada.Lo que demostraremos en los teoremas que siguen es que si el rango deD2g es un intervalo contenidoen un disco cerrado en el plano complejo que no contiene autovalores (complejos) λ del problema
{
−u′′ − ku′ = λu

u (0) = u (2T ) , u′ (0) = u′ (2T )40



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES ESTABLES DE ECUACIONES DE DUFFING 41entonces (3.1) tiene una única solución T−periódica que es localmente, exponencialmente, asintóti-camente estable. Notar que las condiciones de borde corresponden a un período igual a 2T y no iguala T .Lema 3.0.28 Sea k ∈ R y sea g (t, ξ) de�nida y continua para (t, ξ) ∈ R2, tal que su derivada conrespecto a ξ es continua a trozos, y es T−periódica en t donde T > 0. Si existen números a y b talesque se veri�ca la condición (3.2) para todo (t, ξ) ∈ R2 y tal que existe un disco cerrado B en el planocomplejo centrado en γ = a+b
2 de radio r > b−a

2 de modo que
4π2m2

T 2
− 2πim

T
k /∈ B (3.3)para todo m = 0,±1,±2, ......, entonces existe una única solución T−periódica de (3.1).Demostración: Sea L el operador diferencial lineal de�nido por Lu = −u′′−ku′−γu y sea E el espaciode Hilbert que consiste de funciones T−periódicas a valores complejos de�nidas en (−∞;∞) cuyas re-stricciones al intervalo [0, T ] pertenecen a L2 [0, T ] con el producto interno 〈f, g〉 =

1

T

´ T

0 f (t) .g (t) dt.Si h ∈ E, entonces existe una única función T−periódica u tal que u es de clase C1, u′ es absolutamentecontinua, u′′ ∈ L2 y Lu = h. De hecho, si consideramos la base ortogonal de E, {e2πim/T : m = 0,±1,±2, .......
},

h puede escribirse como
h (t) =

∞∑

−∞
cme

2πimt/T (3.4)entonces
u (t) =

∞∑

−∞
cm

(
4π2m2

T 2
− 2πimk

T
− γ

)−1

.e2πimt/T (3.5)Si denotamos u por Kh, es decir que K = L−1, entonces K resulta una aplicación lineal compactade L2 en L2. En efecto, sea h ∈ L2[0, T ], su desarrollo de Fourier es
h(t) =

∑

m∈Z

cme
2πimt

TPor la identidad de Plancherel
‖h‖2

L2 =
∑

m∈Z

|cm|2En el espacio de Sobolev
H2

per [0, T ] = {h : R → C T − periódicas : h′, h′′ ∈ L2[0, T ]}consideramos la norma
‖h‖2

H2 = ‖h′′‖2
L2 + ‖h‖2

L2Y, en virtud de la identidad de Plancherel, podemos escribir
‖h‖2

H2 =
∑

k∈Z

|cm|2(1 +m2)2Ahora sean
λm =

4π2m2

T 2
− 2πimk

T
− γ



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES ESTABLES DE ECUACIONES DE DUFFING 42los autovalores del operador lineal L de�nido anteriormente y sea K su operador inverso. Entonces
K viene expresado en términos de los coe�cientes de Fourier cm de h del siguiente modo:

Kh =
∑

m∈Z

cm λ−1
m e

2πimt
Tcomo mostraba la ecuación (3.5) y en consecuencia tenemos que:

‖Kh‖2
H2 =

∑

m∈Z

|cm|2|λm|−2(1 +m2)2Observemos que los autovalores λm tienen crecimiento cuadrático cuando m tiende a in�nito (Estore�eja el hecho de que L es un operador diferencial de segundo orden). En consecuencia:
|λm| ≤ C.m2o sea λm = O(m2)Si miramos entonces el comportamiento de la sucesión de números |λm|−2(1 + m2)2, observamosque está acotada independientemente de m ∈ Z. Para m pequeño λm no se anula por la hipótesis dellema que dice que 4π2m2

T 2
− 2πim

T
k /∈ B, o sea que |λm| > r > 0 , y para m grande está acotadapor la acotación que mencionamos antes, por lo tanto:

|λ−2
m (1 +m2)2| ≤ C2Se deduce que:

‖Kh‖2
H2 ≤ C2

∑

m∈Z

|cm|2 ≤ C2‖h‖2
L2Por consiguiente K es un operador lineal y continuo de L2[0, T ] en H2[0, T ] .Recordemos el siguiente teorema cuya demostración puede encontrarse en [6] .Teorema (Rellich-Kondrachov)La inmersión H2

per[0, T ] ⊂ C[0, T ] es compacta. En particular,
H2

per[0, T ] ⊂ L2[0, T ] resulta una inmersión compacta .Usando el hecho de que la inclusión de H2 en L2 es compacta, se deduce que si miramos a K comoun operador de L2en L2 resulta compacto. En efecto, si (hn)n es una sucesión acotada de funcionesde L2, por lo anterior Khn es acotada en H2 y entonces por el Teorema de Rellich Khn tiene unasubsucesión convergente en L2 (y de hecho también en C[0, T ]).Además, por la desigualdad ∣∣∣∣4π2m2

T 2
− 2πimk

T
− γ

∣∣∣∣ > r que se sigue de (3.3) para todo m =

0,±1,±2, ......, se sigue que
‖Kh‖2

L2 =
∑

m∈Z

|cm|2 . |λm|−2 ≤ 1

r2
.
∑

m∈Z

|cm|2por lo tanto,
‖Kh‖L2 ≤ 1

r
. ‖h‖L2

(
∀ h ∈ H2

per

) (3.6)Si denotamos como H al espacio de Hilbert real que consiste de las funciones en H2
per a valoresreales (Si h ∈ H , entonces c−m = cm en (3.4)), entonces K (H) ⊂ H .Tenemos que u es una solución T−periódica de (3.1) si y sólo si u ∈ H y

−u′′ − ku′ − γu = Lu = g (t, u) − γu



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES ESTABLES DE ECUACIONES DE DUFFING 43y por lo tanto,
u = KG (u) ≡ F (u)donde G : H → H es la aplicación de Nemytskii de�nida por
u→ g (·, u) − γuDe (3.2) se deduce que |D2g (t, ξ) − γ| ≤ b− a

2
y utilizando el Teorema del Valor Medio tenemosque

‖G (u1) −G (u2)‖2
L2 = ‖g (t, u1) − γu1 − g (t, u2) + γu2‖2

L2 =

=
1

T

ˆ T

0

|g (t, u1) − γu1 − g (t, u2) + γu2|2 =
1

T

ˆ T

0

|D2g (t, ξ) . (u1 − u2) − γ. (u1 − u2)|2 =

=
1

T

ˆ T

0

|u1 − u2|2 . |D2g (t, ξ) − γ|2 ≤ b− a

2
. ‖u1 − u2‖2

L2Es decir que, para todo u1, u2 ∈ H ,
‖G (u1) −G (u2)‖L2 ≤ b− a

2
. ‖u1 − u2‖L2y por lo tanto, por (3.6)

‖F (u1) − F (u2)‖L2 ≤ c. ‖u1 − u2‖L2donde c =
b− a

2r
< 1, lo que prueba que F es contractivo con la norma de L2 y por lo tanto tieneun punto �jo u en L2.Pero como ‖u‖H2 = ‖F (u)‖H2 = ‖KG (u)‖H2 ≤ c. ‖G (u)‖L2 ≤ c′. ‖u‖L2 , entonces el punto �jo

u ∈ H2. �Antes de probar nuestro resultado principal acerca de (3.1), vamos a demostrar un resultado sobrelos multiplicadores de Floquet de un sistema lineal.Teorema 3.0.29 Sea p (t) una función T−periódica continua y sea X (t) la matriz fundamental parael sistema lineal
x′ (t) = A (t)x (t) (3.7)donde x = (x1, x2), A (t) =

(
0 1

−p (t) −k

) y k > 0 es constante. Si existen números a y btales que para todo t ∈ R

a ≤ p (t) ≤ b, (3.8)y tal que existe un disco cerrado B en el plano complejo centrado en γ =
a+ b

2
de radio r > b− a

2tal que
π2m2

T 2
− πim

T
k /∈ B (3.9)para todo m = 0,±1,±2, ......, entonces los autovalores α1 y α2 de X (T ) satisfacen que |αj | < 1para j = 1, 2.



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES ESTABLES DE ECUACIONES DE DUFFING 44Demostración: Para cada s con 0 ≤ s ≤ 1 tenemos
a ≤ (1 − s) γ + s p (t) ≤ b (3.10)para todo t. Por lo tanto, por el Lema 3.0.28 y por (3.9), para cada s ∈ [0, 1], existe una únicasolución periódica de período 2T de la ecuación diferencial lineal homogenea

u′′ + ku′ + (1 − s) γ + s p (t)u = 0 (3.11)Pero u ≡ 0 es una solución de esa ecuación. Por lo tanto, bajo las hipótesis del teorema, no existeuna solución no trivial 2T−periódica de (3.11) para todo s ∈ [0, 1]. Si
B (t, s) =

(
0 1

− (1 − s) γ − sp (t) −k

)entonces y = (y1, y2) es una solución 2T−periódica de
y′ (t) = B (t, s) y (t) (3.12)si y sólo si y1 = u y y2 = u′ donde u es una solución no trivial 2T−periódica de (3.11). Por lotanto, el sistema (3.12) no tiene solución no trivial 2T−periódica para 0 ≤ s ≤ 1.Denotemos por Y (t, s) la matriz fundamental asociada al sistema (3.12) para 0 ≤ s ≤ 1. Tenemosque

Y ′ (t, s) = B (t, s)Y (t, s) Y (0, s) = Idonde I es la matriz identidad de 2 × 2. Si para algún v ∈ R2

Y (T, s) v = −v,es decir que −1 sería un autovalor, entonces y (t) = Y (t, s) v es una solución del sistema (3.12) (verObservación 2.3.2 en el Capítulo de Preliminares) que satisface que y (T ) = −y (0). Debido a que tanto
−y (t) como y (t+ T ) son soluciones de (3.12) que coinciden para t = 0 y por la unicidad de solución,se sigue que y (t+ T ) ≡ −y (t).Por lo tanto, y (t+ 2T ) ≡ −y (t+ T ) = − (−y (t)) = y (t), lo que implica que y (t) ≡ 0 porque elsistema (3.12) no admite soluciones no triviales 2T−periódicas. Se sigue que −1 no es un autovalor de
Y (T, s) para s ∈ [0, 1].Análogamente, se demuestra que si Y (T, s) v = v, entonces y (t) = Y (t, s) v es una solución
T−periódica y por lo tanto 2T−periódica de (3.12). Por lo tanto, para 0 ≤ s ≤ 1, 1 tampoco esun autovalor de Y (T, s).Para cada s con 0 ≤ s ≤ 1, sean µ1 (s) y µ2 (s) los autovalores de Y (T, s) (multiplicadores delsistema). Vamos a mostrar que |µj (s)| < 1 para j = 1, 2, 0 ≤ s ≤ 1 y como la matriz fundamental de(3.7) es X (T ) = Y (T, 1) habremos demostrado el teorema.Por el Teorema de Liouville (Teorema 2.3.6), para 0 ≤ s ≤ 1

det (Y (T, s)) = µ1 (s)µ2 (s) = exp

(
ˆ T

0

trB (t, s) dx

)
= e−kT < 1 (3.13)Para s = 0, B (s, t) es la matriz con coe�cientes constantes C =

(
0 1
−γ −k

), entonces Y (t, 0) =

eCT y µj (0) = eλjT con j = 1, 2, donde λ1 y λ2 son autovalores de C (ver Nota 2.3.26).Como k > 0 y γ > 0, es fácil ver que tanto λ1 como λ2 tienen partes reales negativas por lo que
|µj (0)| =

∣∣eλjT
∣∣ < 1 para j = 1, 2.



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES ESTABLES DE ECUACIONES DE DUFFING 45Sea A = {0 < s ≤ 1/ |µj (s)| ≥ 1, para algún j}, si A 6= ∅ entonces existe el ı́nf A, llamemos s0 =
ı́nf A, queremos ver que ∃ s∗ con 0 < s∗ ≤ 1 tal que |µ1 (s∗)| = 1, y eso sería una contradicción, por loque A deberá ser vacío.Si |µ1 (s0)| = 1, entonces tomamos s∗ = s0 y esto terminaría la demostración.Si |µ1 (s0)| > 1, veamos que puede suceder con µ2 (s0)* Si µ2 (s0) = µ1 (s0), entonces µ1 (s0)µ2 (s0) = |µ1 (s0)|2 > 1, y esto es absurdo por (3.13).* Si µ1 (s0) y µ2 (s0) son reales, entonces como µ1 (s0)µ2 (s0) < 1 y |µ1 (s0)| > 1, debe ser |µ2 (s0)| <
1 y por lo tanto, µ1 (s0) 6= µ2 (s0) y, µ1 (s0) y µ2 (s0) deben ser dos raíces reales simple, esto implicaque existe un entorno (s0 − δ; s0 + δ) donde puedo de�nir µ1 (s) y µ2 (s) como funciones continuas de
s (Teorema de la Función Implícita).Como s0 6= 0 y es el ín�mo de A, tomo 0 < s1 < s0 en el intervalo (s0 − δ; s0 + δ) donde µ1 (s)es continua tal que |µ1 (s1)| < 1, entonces por el Teorema de Bolzano ∃ s∗, s1 < s∗ < s0 tal que
|µ1 (s∗)| = 1 y esto contradice el hecho de que Y (T, s) no tenía como autovalores ni a 1 ni −1,
∀s ∈ [0, 1]. �Ahora nuestro resultado principal se deduce fácilmente.Teorema 3.0.30 Sean g (t, ξ) y D2g (t, ξ) continuas para todo (t, ξ) ∈ R2, sea g T−periódica en t, y
k > 0 constante. Si existen constantes a y b tales que vale (3.2) y tal que existe un disco cerrado B enel plano complejo centrado en γ =

a+ b

2
de radio r > b− a

2
tal que vale (3.9), entonces (3.1) tieneuna única solución T−periódica que es localmente, exponencialmente, asintóticamente estable.Demostración: Como (3.9) claramente implica (3.3), existe, por el Lema 3.0.28, una única solución

T−periódica de (3.1), llamémosla u0 (t). Como (u0 (t) , u′0 (t)) es una solución T−periódica del sistema
u′ = v

v′ = −kv − g (t, u)y sabemos que si los multiplicadores de Floquet correspondientes a esta solución tienen módulomenor que 1, entonces esta solución es localmente exponencialmente estable. Como los multiplicadoresson los autovalores de la matriz de 2 × 2, X (T ), donde X (t) es la función matricial de�nida por
X ′ (t) = A (t)X (t) , X (0) = I,donde
A (t) =

(
0 1

−D2g (t, u0 (t)) −k

)la a�rmación del teorema se sigue de (3.2), de (3.9) y del Teorema 3.0.29.Notar que las condiciones del teorema implican que no existen soluciones 2T−periódicas distintasde u0. �Finalmente, daremos un ejemplo que muestra que si las condiciones del Lema 3.0.28 se cumplenpero no se veri�can las condiciones del Teorema 3.0.29, entonces la única solución periódica puede serinestable.Ejemplo 3.0.31 Consideremos la ecuación diferencial lineal
u′′ (t) + ku′ (t) + 1

4 [1 + εcost]u (t) = 0 (3.14)



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES ESTABLES DE ECUACIONES DE DUFFING 46donde k es positivo y pequeño, |ε| es pequeño y ε 6= 0. Es claro que para |ε| pequeño existennúmeros a y b tales que se veri�can las condiciones del Lema 3.0.28. Siendo en este caso g (t, u) =
1
4 [1 + εcost]u (t), se cumple que

1

4
− ε

4
≤ D2g (t, u) ≤ 1

4
+
ε

4
,y

4π2m2

4π2
− 2πim

2π
k = m2 −mik /∈ B

(
1
4 ; ε

4

)pues √(
m2 − 1

4

)2

+ (mk)
2
>
ε

4
∀m ∈ Z.Entonces existe una única solución 2π−periódica, u ≡ 0 .Por el otro lado, para todo ε 6= 0 su�cientemente pequeño, los multiplicadores de Floquet µ1 y µ2correspondientes a la solución trivial de

u′′ (t) + 1
4 [1 + εcost]u (t) = 0 (3.15)son reales y satisfacen

µ1 < −1 < µ2 < 0 (3.16)De hecho, si yj (t, ε), con j = 1, 2, son las soluciones de (3.15) de�nidas por las condiciones iniciales
y1 (0, ε) = y′2 (0, ε) = 1, y2 (0, ε) = y′1 (0, ε) = 0, y 4 (ε) = y1 (2π, ε) + y′2 (2π, ε), entonces µ1 y µ2 sonlas raíces de la ecuación

µ2 −4 (ε)µ+ 1 = 0Usando el hecho de que yj (t, ε)son analíticas en ε, se comprueba que
4 (ε) = −2 − π

64
ε2 +O

(
ε3
)

cuando ε→ 0.Fijemos ε 6= 0 de forma que se veri�que (3.16). Como los multiplicadores correspondientes a lasolución trivial de (3.14) son los autovalores de X (2π), donde X (t) es la matriz fundamental de(3.7), donde p (t) = 1
4 [1 + εcost], y para k = 0 estos son los números µ1 y µ2 en (3.16), se sigue por ladependencia continua de las soluciones con respecto a los parámetros, que para k pequeño y positivo,los multiplicadores de la solución trivial de (3.14) también satisfacen (3.16). Por lo tanto, |µ1| > 1 y lasolución será inestable. Esto se debe a que si bien se veri�can las condiciones del Lema 3.0.28, comomostramos antes, no se cumplen las condiciones del Teorema 3.0.29. En efecto, una vez �jado ε 6= 0su�cientemente pequeño se elige k > 0 su�cientemente pequeño, por lo tanto k = k (ε).Debería cumplirse que para todo m = 0,±1,±2, .......

π2m2

4π2
− πim

2π
k =

m2

4
− mik

2
/∈ B

(
1
4 ; ε

4

)Sin embargo, √(
m2

4
− 1

4

)2

+
(mk)2

4
≯
ε

4
,por ejemplo para m = 1.



Capítulo 4Estabilidad del equilibrio de unpéndulo de longitud variableEn este Capítulo analizaremos la estabilidad de un péndulo de longitud variable a partir de lacaracterización de la aproximación de orden tres basándonos en el trabajo de Rafael Ortega [30].4.1. Un ejemplo sencillo de un péndulo de longitud variableSe dice que un oscilador es paramétrico cuando sus parámetros, por ejemplo su frecuencia angular
ω o la longitud, son funciones del tiempo . Un péndulo de longitud variable l es un ejemplo de osciladorparamétrico, tal es el caso de un niño que �exiona sus rodillas periódicamente mientras se mece en unahamaca, desplazando hacia arriba y abajo su centro de masa: hacia arriba cuando pasa por la posiciónde equilibrio y hacia abajo cuando alcanza la máxima elongación, o sea al máxima altura. Este casode oscilaciones en una hamaca justi�ca que sea denominada hamaca activa. En contraposición, en unahamaca pasiva el chico simplemente se sienta en la hamaca y sus oscilaciones se mantienen mientrasexista un agente externo, por ejemplo su hermano, que le proporcione impulsos periódicos.La conveniencia mecánica de esta maniobra deriva del hecho de que la hamaca es un péndulo físicocuya longitud vale la distancia del punto de suspensión al centro en masas de la carga que se mece.Cuando nos ponemos de cuclillas, baja el centro de masas de la carga en movimiento; cuando nos en-derezamos, su posición se eleva. Por ello la longitud del péndulo aumenta y disminuye alternativamentevariando dos veces en una oscilación.En una hamaca activa un niño logra mecerse a sí mismo, luego de un pequeño impulso inicialexterno, agachándose y parándose en la hamaca, sin el auxilio de otra persona, y la experiencia comúnmuestra que un niño diestro en el uso de la hamaca puede llegar a oscilar con gran amplitud.Para el caso de este péndulo activo se tiene que la longitud del péndulo varía periódicamente yse puede escribir: l = l0[1 + βcos (ωt)] , donde β es un número real pequeño llamado ganancia deloscilador y ω, que es la frecuancia angular, depende de cómo se hace variar la longitud.Como puede ser observado, en el caso del péndulo activo , la amplitud de oscilación de un péndulode longitud variable puede crecer inde�nidamente . En general este oscilador es en particular no-lineal;su ecuación diferencial de movimiento es no-lineal pues como es bien conocido contiene un términoproporcional a la función seno del ángulo de oscilación, y por supuesto no es el caso más simple deoscilador paramétrico que se puede estudiar.

θ̈ = −g
l

sin θ47
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Figura 4.1: Movimiento directo de la hamacaLa experiencias reales con el péndulo de longitud variable nos muestran que la amplitud variable
A de un oscilador paramétrico puede crecer inde�nidamente si se bombea energía a la frecuenciaadecuada, que es aproximadamente: ω = 2ω0. Esto nos dice que, cuando la excitación externa esaproximadamente dos veces la frecuancia natural de oscilación del péndulo, estos sistemas se vuelveninestables y las oscilaciones se incrementan en el tiempo.En el caso de la hamaca activa, de longitud o momento de inercia variable, los niños descubren queuna vez de pie sobre la tabla del columpio, deben �exionar sus rodillas con una frecuencia igual al doblede la frecuencia natural de oscilación del columpio para poder aumentar la amplitud de sus oscilaciones.Se observa entonces que la amplitud de oscilación A(t) crece exponencialmente: A (t) ≈ exp (γt) Estefenómeno de acoplamiento de energía entre bomba de energía (el niño) y el oscilador (hamaca con niñoencima) donde se observa crecimiento exponencial, o cuasiexponencial, de la amplitud se denominaexcitación paramétrica resonante. La física de la resonancia parámétrica nos garantiza oscilacionescada vez más violentas. Es un fenómeno fácilmente observable cuando se cumple la condición ω = 2ω0.Analicemos por qué:Observando la Figura 4.1 , supongamos que el péndulo de longitud AB se acorta hasta AC′ alocupar la posición vertical AB′. Como su peso baja en una magnitud DB′, el mismo acumula ciertareserva de energía cinética que debe, en el tramo siguiente de la trayectoria, elevarlo a una altura igual.Mientras su peso sube del punto B′ a C′, esta reserva no disminuye, pues el trabajo invertido en laelevación no fue realizado a expensas de la energía acumulada. Por esta razón, el peso debe elevarse delpunto C′ en una magnitud C′H igual a B′D, cuando la cuerda se desvía a la posición AC. Se deduceque el nuevo ángulo b̂ de desviación de la cuerda del péndulo debe superar al ángulo inicial â:

DB′ = AB′ −AD = AB. (1 − cosâ)

HC′ = AC′ −AH = AC.
(
1 − cosb̂

)Dado que DB′ = HC′,
AB. (1 − cosâ) = AC.

(
1 − cosb̂

)
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AC

AB
=

1 − cosâ

1 − cosb̂Transformando las expresiones 1 − cosâ y 1 − cosb̂, obtenemos la siguiente expresión
AC

AB
=

1 − cosâ

1 − cosb̂
=

(
sena

2

sen b
2

)2

,como AC es menor que AB, entonces sena
2 < sen b

2 , como ambos ángulos son agudos debe ser
a < b.De modo que el hilo del péndulo ( y la cuerda de la hamaca) debe desviarse de la posición verticalen una magnitud mayor que la vez anterior. Este efecto se observa cuando una persona, hamacándose,se yergue mientras la tabla asciende.Ahora vamos a analizar el movimiento inverso de la hamaca, o sea el trayecto del peso desde elpunto extremo superior hasta su posición inferior, teniendo en cuenta que en este caso la longitud delpéndulo aumenta. Miremos la Figura 4.2. El peso desciende del punto C al G . Cuando el péndulo sedesvía de la posición AG y pasa a ocupar la posición AG′, el peso, que desciende en HG′, acumulacierta reserva de energía potencial, la cual deberá elevarlo seguidamente a la misma altura en la parterestante de la trayectoria. Pero pasando a la posición AG′ el peso se eleva de G′ a K ′, por tanto, actoseguido, el hilo se desviará un ángulo ĉ, mayor que b̂,por el análisis hecho anteriormente. Así pues,

c > b > aCuando se aplica el procedimiento descrito, el ángulo de desviación del hilo del péndulo y, por lotanto las cuerdas de la hamaca, aumenta en cada oscilación y puede elevarse paulatinamente hasta lamagnitud que se desee.

Figura 4.2: Movimiento inverso de la hamacaLa importancia cientí�ca de este fenómeno es obvia, de hecho puede ser explotado con ventajas enla ciencia y en la tecnología.



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 504.2. ObjetivoComo mencionamos en la sección anterior, en varios textos de Mecánica, el fenómeno de resonanciaparamétrica es ilustrado mediante el péndulo de longitud variable. Esta clase de péndulo puede sermodelado por la ecuación
θ̈ + α (t) senθ = 0 (4.1)donde
α (t) =

g

l (t)y l (t) > 0 es la longitud en el instante t. Tradicionalmente se asume que α es periódica, digamosde período T > 0. Este modelo conduce a ejemplos sugestivos de resonancia debido a que el equilibrio
θ = 0 se vuelve inestable si α (t) oscila de manera apropiada. Aunque el sistema posee sólo un grado delibertad, el estudio de la estabilidad de θ = 0 no es elemental. Esto quizás explica por qué es costumbresustituir la ecuación original por su aproximación lineal

θ̈ + α (t) θ = 0 (4.2)Intentaremos validar este procedimiento. Veremos que el principio de linearización conduce a con-clusiones acertadas en la mayoría de los casos, pero existen excepciones. En algunos casos la ecuación(4.2) puede ser inestable mientras que el equilibrio θ = 0 es estable para (4.1). En contraposición,veremos que la aproximación de tercer orden del tipo de Du�ng
θ̈ + α (t) θ − 1

3!
α (t) θ3 = 0 (4.3)es con�able. Esto signi�ca que el equilibrio θ = 0 es estable para (4.1) si y sólo si lo mismo sucedepara (4.3). La positividad de α es crucial para este resultado. Si α (t) pudiera cambiar de signo,probablemente ninguna de las aproximaciones obtenidas truncando la expansión de la función senosería con�able.La idea de reemplazar una ecuación complicada por una aproximación es central en la Teoríade Estabilidad. El primer método de Lyapunov es la instancia más simple. Puede ser aplicada anuestra ecuación para probar inestabilidad en los casos más sencillos pero no es de ayuda para probarestabilidad. Esto se debe a que la noción de estabilidad asintótica (considerada en el primer métodode Lyapunov) es ajena a la Mecánica Hamiltoniana. El estudio de la estabilidad del equilibrio requierede técnicas so�sticadas como las de la Teoría de KAM que usan información de aproximaciones nolineales.En este trabajo mostraremos cómo obtener un criterio de inestabilidad usando una aproximaciónmenos estandar. Utilizaremos el grado topológico para reducir las pruebas de inestabilidad al cálculode ciertos índices (versiones locales del grado).4.3. Estabilidad perpetua y sistemas dinámicos discretosTrabajaremos con la clase de ecuaciones

θ̈ = f (t, θ) (4.4)donde f está de�nida alrededor de θ = 0, digamos f : R × (−ε, ε) → R con ε > 0. La función fsatisface
f (t, 0) = 0 ∀t ∈ Ry, por lo tanto θ = 0 es un punto de equilibrio de la ecuación. Además, f es continua, T−periódicaen t y hay unicidad de solución para el problema de valores iniciales asociado a (4.4).
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(θ0, ω0) ∈ (−ε, ε)× Rla solución que satisface

θ (0) = θ0 y θ̇ (0) = ω0va a ser notada como θ (t, θ0, ω0). En general, no podemos a�rmar que la solución está de�nida entoda la recta real, pero por lo menos está de�nida en un gran intervalo para valores pequeños de |θ0|y |ω0|.De�nición 4.3.1 El equilibrio θ = 0 se dice estable si dado cualquier entorno del origen en R2,digamos U , existe otro entorno V tal que si (θ0, ω0) pertenece a V, entonces la solución θ (t, θ0, ω0)está de�nida en (−∞,∞) y
(
θ (t, θ0, ω0) , θ̇ (t, θ0, ω0)

)
∈ U ∀t ∈ REsa es la noción de estabilidad perpetua que se utiliza frecuentemente en la dinámica hamiltonianay equivale a la estabilidad de Lyapunov para el pasado y el futuro.Dos ejemplos sencillos son las ecuaciones

θ̈ + θ = 0 y θ̈ − θ = 0El equilibrio es estable sólo para la primera ecuación cuyos autovalores son λ = ±i, mientras quela segunda ecuación tiene por autovalores a λ = ±1, por lo tanto como tiene un autovalor con partereal positiva será inestable.Consideremos la ecuación en diferencias
ξn+1 = M (ξn) (4.5)donde M : D ⊂R2 → R2 es una aplicación biyectiva y continua de�nida en un conjunto abierto

D. También se supone que el origen está en D y es un punto �jo de M . Dada una condición inicial
ξ0 ∈ D, la solución

{ξn}n∈I , ξn = Mn (ξ0) ,está de�nida en algún subconjunto I de Z.De�nición 4.3.2 El punto �jo ξ = 0 se dice estable si para cada entorno U (0), existe otro entorno
V (0) tal que si ξ0 ∈ V entonces ξn está de�nida en Z y

ξn ∈ U ∀n ∈ ZPara familiarizarnos con esta de�nición podemos considerar las aplicaciones lineales M de�nidas porlas matrices
R [Θ] =

(
cosΘ senΘ
−senΘ cosΘ

)
, H+ [Θ] =

(
coshΘ senhΘ
senhΘ coshΘ

)
, Θ 6= 0,es decir, ξn+1 = M (ξn) donde M (ξn) = R [Θ] .ξnEn el primer caso ξ = 0 es estable ya que R [Θ] tiene autovalores complejos conjugados (λ =

cosθ± i senθ) mientras que en el segundo es inestable pues tiene dos autovalores reales ( λ = cosh θ±√
cosh2θ − 1) y uno de ellos tiene módulo mayor que 1.Existe, por supuesto, una analogía entre las de�niciones de estabilidad para las situaciones discretasy continuas. Ahora vamos a sumergir el estudio de la estabilidad para ecuaciones diferenciales en la



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 52teoría de ecuaciones en diferencias. Esta es una idea central en los sistemas dinámicos y le pertenecea Poincaré.La aplicación
P (θ0, ω0) =

(
θ (T, θ0, ω0) , θ̇ (T, θ0, ω0)

)está bien de�nido en un entorno de θ0 = ω0 = 0 y, debido a la unicidad para el problema de valoresiniciales, es biyectiva y continua. Además, las iteraciones Pn se obtienen evaluando las soluciones parael tiempo t = nT. Esta propiedad es crucial para probar que el equilibrio θ = 0 es estable para (4.4) siy sólo si el punto �jo θ0 = ω0 = 0 es estable para la aplicación con M = P.La aplicación P recibe el nombre de la aplicación de Poincaré asociada a la ecuación (4.4) y tieneuna propiedad importante: preserva la orientación y el área. Para ecuaciones suaves esto es equivalentea la identidad
detP ′ (θ0, ω0) = 1y es una consecuencia del Teorema de Liouville de Mecánica Hamiltoniana que a�rma que el �ujo defase de las ecuaciones Hamiltonianas preserva el volumen de fase (ver [2] Capítulo 3 Sección 16 )Para �nalizar esta sección veamos que la noción de estabilidad es invariante bajo cambio de vari-ables. Por ejemplo, si ϕ es un homeomor�smo local (continua con inversa continua) tal que ϕ (0) = 0,el cambio

ξ = ϕ (η)transforma
ξn+1 = M (ξn)en
ηn+1 = M∗ (ηn)con
M∗ = ϕ−1 ◦M ◦ ϕy las estabilidades de ξ = 0 y η = 0 son equivalentes.Supongamos que sabemos que ξ = 0 es estable para (4.5) y queremos ver que, dada la condicióninicial η0 ∈ D, η = 0 es estable para ηn+1 = M∗ (ηn).Dado U (0) entorno de η = 0, ϕ (U) es un entorno de ξ = 0 y sabemos que existe V (0) tal que si

ξ0 = ϕ (η0) ∈ V , entonces {ξn = ϕ (ηn)} ∈ ϕ (U) ∀n ∈ Z. Basta tomar, V ′ = ϕ−1 (V) y se veri�ca quesi η0 ∈ V ′, entonces {ηn} ∈ ϕ−1 (ϕ (U)) = U .4.4. La ecuación lineal y el grupo simplécticoLa ecuación lineal
θ̈ + α (t) θ = 0 (4.6)donde α (t) es continua y T−periódica recibe el nombre de ecuación de Hill y existen varios estudiosacerca de la misma.Una referencia clásica acerca de este tema es el libro de Magnus y Winkler [28].Luego de pasar al sistema de primer orden
{
θ̇ = ω

ω̇ = −α (t) θque puede expresarse como
ξ̇ = A (t) ξ, donde ξ =

(
θ
ω

) y A (t) =

(
0 1

−α (t) 0

)
,



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 53encontramos la solución matricial X (t) que satisfaga X (0) = I, donde I es la matriz identidad de
2 × 2. La solución matricial X (t) =

(
θ1 (t) θ2 (t)
θ′1 (t) θ′2 (t)

) donde θi (t) con i = 1, 2 son las soluciones de(4.6) que satisfacen θ1 (0) = 1, θ2 (0) = 0, θ′1 (0) = 0 y θ′2 (0) = 1 y la solución de (4.6) que satisface
θ (0) = θ0 y θ̇ (0) = ω0 es θ (t, θ0, ω0) = θ1 (t) θ0 + θ2 (t)ω0.La aplicación de Poincaré asociada a (4.6) es lineal y se cumple que

P

(
θ0
ω0

)
= L

(
θ0
ω0

)
, L = X (T )En efecto, P ( θ0

ω0

)
= X (T )

(
θ0
ω0

)
=

(
θ1 (T ) θ2 (T )
θ′1 (T ) θ′2 (T )

)(
θ0
ω0

)
=

(
θ1 (T ) θ0 + θ2 (T )ω0

θ′1 (T ) θ0 + θ′2 (T )ω0

)Veamos dos ejemplos: En primer lugar, veamos que para el oscilador armónico (α ≡ 1) y un período�jo T , L es la rotación R [T ] de�nida en la sección anterior.En este caso la ecuación (4.6) queda θ̈+θ = 0 y sus autovalores son λ = ±i, por lo tanto
θ1 (t) = a eit + b e−it y θ2 (t) = c eit + d e−it , como debe cumplirse que X (0) = I, resulta θ1 (t) = cos ty θ2 (t) = sen t y

L = X (T ) =

(
cos T sen T
−sen T cos T

)Para el caso repulsivo (α ≡ −1) , la ecaución θ̈+θ = 0 tiene por autovalores a λ = ±1, por lo tanto
θ1 (t) = a et + b e−t y θ2 (t) = c et + d e−t, con lo que resulta

L = X (T ) =




et + e−t

2

et − e−t

2
et − e−t

2

et + e−t

2


 =

(
cosh T senhT
senhT cosh T

)
= H+ [T ]Por el Teorema de Liouville (ver Teorema 2.3.6),

detX (t) = e
´

t

0
trA(s)ds = e0 = 1Esta propiedad motiva nuestro interés en el grupo simpléctico que fue de�nido en la Sección 4 delCapítulo de Preliminares. El grupo de matrices con determinante distinto de cero lo denotaremos como

Gl
(
R2
). El subgrupo de matrices de Gl (R2

) compuesto de las matrices L que satisfacen det L = 1 es elgrupo simpléctico, denotado por Sp (R2
). Dada una matriz L en Sp (R2

), si analizamos su polinomiocaracterístico, podemos distinguir los siguientes casos:Caso elíptico: Tiene dos autovalores complejos conjugados, µ1 = µ2, |µ1| = |µ2| = 1Caso hiperbólico: Tiene dos autovalores reales distintos, µ1 6= µ2 ∈ R y µ1.µ2 = 1, entonces
0 < |µ1| < 1 < |µ2|. La matriz L resulta diagonalizable y por lo tanto será semejante a unamatriz de la forma (

µ2 0
0 1

µ2

)Caso parabólico: Tiene un autovalor doble (multiplicidad algebraica dos), µ1 = µ2 = ±1. Segúnla Teoría de las formas canónicas de Jordan, si la multiplicidad geométrica de µ1 es 1, entonces
L será semejante a (

±1 1
0 ±1

)
,



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 54si la multiplicidad geométrica de µ1 es 2, entonces L será semejante a
(

±1 0
0 ±1

)Las clases de conjugación en el grupo Sp (R2
) pueden ser descriptas de acuerdo a esta clasi�cación:Para una matriz elíptica L existe Q∈ Sp
(
R2
)tal que Q−1LQ es una rotación

Q−1LQ = R [Θ] , Θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π)Una matriz hiperbólica es conjugada a una matriz en alguna de las dos familias según el signode los autovalores
H± [Θ] =

(
±coshΘ senhΘ
senhΘ ±coshΘ

)
, Θ ∈ (0,∞)Una matriz parabólica será conjugada a una de las siguientes seis matrices

I, −I, P+, P−, −P+, −P− donde P± =

(
1 ±1
0 1

)Podemos mencionar un hecho sutil que no se deduce de la Forma canónica de Jordan. Desde el puntode vista del grupo Gl (R2
), las rotaciones R [Θ] y R [2π − Θ] son conjugadas. Esto no es cierto en elgrupo simpléctico, porque si Q ∈ Gl

(
R2
) satisface

Q−1R [Θ]Q = R [2π − Θ]entonces detQ < 0, por lo tanto Q /∈ Sp
(
R2
).En vista de esta propiedad podemos decir que el ánguloΘ es un invariante simpléctico en el siguientesentido:Dado un conjunto X y un grupo G, consideramos una acción de G sobre X y la notamos como

x → g.x. En particular, nos interesa la acción por conjugación de un grupo G en sí mismo, es decir,
x→ g−1.x.gDados dos conjuntos X e Y , un invariante por una acción es una función f : X → Y tal que
f (g.x) = f (x) ∀x ∈ X y ∀g ∈ G.Si consideramos la acción por conjugación de G= grupo simpléctico sobre el conjunto X de lasmatrices elípticas en G, dada L ∈ X , de�nimos la función f (L) = Θ , donde Θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) es elúnico que satisface R [Θ] = Q−1LQ para algúna Q ∈ Sp

(
R2
).Entonces decimos que Θ es un invariante simpléctico, porque si L̃ = Q−1

2 LQ2, con Q2 ∈ Sp
(
R2
)se veri�ca, por lo dicho anteriormente que f̃ (L) = f (L) = Θ.Una situación similar se da en el caso parabólico para las matrices P+ y P− (o− P+y− P−).Observación 4.4.1 Una matriz fundamental de un sistema periódico evaluada en el período recibe elnombre de matriz de monodromía.Cualquier solución del sistema {

ξ̇ (t) = A (t) ξ (t)

ξ (0) = ξ0
(4.7)



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 55es de la forma
ξ (t) = X (t) ξ0 = P (t) etBξ0donde X (t) es la matriz fundamental del sistema tal que X (0) = I, B es una matriz constante quees una solución particular de eTB = X (T ) y P (t) es una función periódica y continua (Ver Teorema2.3.19).Vamos a ver en qué casos, dependiendo de la matriz X (T ), el origen θ = 0 es estable para (4.6) :Caso elíptico: Sabemos que en una base de autovectores, la matriz de monodromía puede expre-sarse como

X (T ) =

[
µ1 0
0 µ2

]siendo µ1, µ2 complejos conjugados de módulo 1, digamos µ1 = eaiT , µ2 = e−aiT .Por lo tanto, como X (T ) = eTB, una posible B sería:
B =

[
ia 0
0 −ia

]Una solución del sistema se escribirá como
ξ (t) = P (t)

[
eiat 0
0 e−iat

]
ξ0entonces ‖ξ (t)‖ ≤ C ‖ξ0‖ ∀t ∈ R, ya que P (t) es acotada, por ser continua y periódica, y lamatriz tiene norma acotada ya que ∣∣eiat

∣∣ =
∣∣e−iat

∣∣ = 1.Esto nos dice que θ = 0 es estable según la de�nición de estabilidad perpetua.Caso hiperbólico: En este caso, sabemos que en una base de autovectores
X (T ) =

[
µ1 0
0 µ2

]siendo µ1, µ2 números reales tales que 0 < |µ1| < 1 < |µ2| y µ1.µ2 = 1, por lo tanto µ1 y µ2 tienen elmismo signo.Supongamos que µ1, µ2 > 0 .Sabiendo además que X (T ) = eTB para una matriz constante B, podemos tomar
B =

[
lnµ1

T 0

0 lnµ2

T

]Por lo tanto una solución de (4.7) será de la forma
ξ (t) = P (t) etBξ0 = P (t)

[
e

t
T lnµ1 0

0 e
t
T lnµ2

]
ξ0donde lnµ1 < 0 y lnµ2 > 0.En este caso θ = 0 no será estable. En efecto, si tomamos t = nT , vemos que P (nT ) = P (T ) = I,es decir que P (t) no tiende a cero en el in�nito y sea ξ0 = v2 el autovector de X (T ) correspondientea µ2, entonces

‖ξ (t)‖ = ‖P (t)‖
∥∥etBv2

∥∥ = ‖P (t)‖
∥∥∥∥e

t
T lnµ2v2

∥∥∥∥→ +∞



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 56Si µ1, µ2 < 0 , entonces una posible B sería de la forma
B =

[
ln|µ1|

T + π
T i 0

0 ln|µ2|
T + π

T i

]Por lo tanto una solución de (4.7) será de la forma
ξ (t) = P (t) etBξ0 = P (t)



e

t
T ln|µ1|+

πt

T
i

0

0 e

t

T
ln|µ2|+

πt

T
i


 ξ0donde ln |µ1| < 0 y ln |µ2| > 0.Vemos que θ = 0 no será estable, ya que

∣∣∣∣∣∣
e

t

T
ln|µ2|+

πt

T
i

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
e

t

T
ln|µ2|

.

(
cos

tπ

T
+ i sen

tπ

T

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
e

t

T
ln|µ2|

∣∣∣∣∣∣
−→ +∞y P (t) no tiende a cero en el in�nito.Caso Parabólico: Vimos que X (T ) resulta semejante a alguna de estas seis matrices

I, −I, P+, P−, −P+, −P− donde P± =

(
1 ±1
0 1

)

Si X (T ) = eTB =

[
1 0
0 1

], entonces una posibilidad sería tomar B =

[
0 0
0 0

] y la solución será
ξ (t) = X (t) ξ0 = P (t) ξ0que está acotada ∀t ∈ R, por lo tanto θ = 0 es estable.Si X (T ) = eTB =

[
−1 0
0 −1

]
=

[
eiπ 0
0 eiπ

] entonces podríamos tomar B =

[
iπ
T 0
0 iπ

T

] y lasolución será
ξ (t) = P (t)


 e

iπt
T 0

0 e
iπt
T


 ξ0que también está acotada para todo tiempo, entonces θ = 0 es estable.Veamos que sucede si X (T ) = eTB =

[
1 1
0 1

]. Tendremos que B =

[
0 1

T
0 0

] es una opciónposible y notemos que B es una matriz nilpotente (B2 = I
) y por lo tanto

etB = I + tB +
t2B2

2!
+ ........

︸ ︷︷ ︸
=0

=

[
1 t

T
0 1

]
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ξ (t) = P (t)

[
1 t

T
0 1

]
ξ0 −→ ∞

t→∞y por consiguiente, θ = 0 no es estable .Lo mismo sucederá para X (T ) = −P+, P− y − P− .Resumiendo, el origen θ = 0 es estable para (4.6) si y sólo si la matriz de monodromía X (T ) eselíptica o parabólica con X (T ) = ±I.Observación 4.4.2 Veamos que la ecuación de Hill es invariante bajo traslaciones y reescalamientosde tiempo. Esto signi�ca que el cambio
t = λ (s+ τ) , θ = θ (s)con λ > 0 y τ ∈ R, transforma la ecuación de Hill en otra ecuación del mismo tipo, llamada

d2θ

ds2
+ α∗ (s) θ = 0 (4.8)con

α∗ (s) = λ2α (λ (s+ τ))En efecto, si en
θ̈ + α (t) θ = 0reemplazamos t = λ (s+ τ), tenemos

d2θ

dt2
+ α (λ (s+ τ)) θ = 0y calculando d2θ

dt2
por la regla de la cadena,

d2θ

ds2
.
1

λ2
+ α (λ (s+ τ)) θ = 0o, equivalentemente,

d2θ

ds2
+ λ2.α (λ (s+ τ)) θ = 0Veri�quemos que el nuevo período es

T ∗ =
T

λ

α∗
(
s+

T

λ

)
= λ2α

(
λ

(
s+

T

λ
+ τ

))
=

= λ2α (λs+ T + λτ) = λ2α (λ (s+ τ) + T ) =

λ2α (t+ T ) = λ2α (t) = λ2α (λ (s+ τ)) = α∗ (s)



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 58Hicimos referencia a esta clase de cambios porque tienen una propiedad notable, son su�cientes parallegar a la forma canónica de las matrices de monodromía. Más precisamente,Proposición 4.4.3 Dado α (t), continua y T−periódica, existe τ ∈ R y λ > 0 tal que la matriz demonodromía asociada a (4.8) es una de las siguientes matrices:* R [Θ] , Θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) (caso elíptico)* H± [Θ], Θ 6= 0 (caso hiperbólico)* I, −I, P+, P−, −P+, −P− (caso parabólico)Demostración: Veamos en primer lugar la demostración para el caso hiperbólico. Supongamos quelos autovalores de X (T ) para el sistema (4.6) son µ1 y µ2 y veri�can µ1.µ2 = 1 , µ1, µ2 ∈ R y 0 <
|µ1| < 1 < |µ2|. Encontramos las soluciones de Floquet asociadas a estos autovalores (ver Proposición2.2.25). Estas son soluciones no triviales que satisfacen

ϕ (t+ T ) = µ1ϕ (t) , ψ (t+ T ) = µ2ψ (t)El producto
Π = ϕψes T−periódico ya que,

Π(t+ T ) = ϕ (t+ T )ψ (t+ T ) = µ1.µ2ϕ (t)ψ (t) = ϕ (t)ψ (t)y por lo tanto existe τ ∈ R con Π̇ (τ) = 0.La independencia lineal de ϕ y ψ implica que ϕ (τ) y ψ (τ) no pueden anularse al mismo tiempo,porque el Wronskiano
W (t) = det

(
ϕ (t) ψ (t)
ϕ′ (t) ψ′ (t)

)
= det Φ (t) ,donde Φ (t) es una solución matricial de (4.6), entonces, por el Teorema de Liouville,

detΦ (t2) = detΦ (t1) exp

(
ˆ t2

t1

Tr (A (s)) ds

)y en nuestro caso,
W (t2) = W (t1) exp

(
ˆ t2

t1

0 ds

)
= W (t1) ,porque recordemos que A =

(
0 1

−α (t) 0

). Esto nos dice que el Wronskiano es constante, si
W (τ) = 0 ⇒W ≡ 0 y esto es absurdo porque ϕ y ψ son linealmente independientes.Elijamos

ϕ (τ) = ψ (τ) = 1y de�namos
u =

1

2
(ϕ+ ψ) , v =

1

2
(ϕ− ψ)Entonces

u (τ) = 1, v (τ) = 0, u̇ (τ) = 0, v̇ (τ) 6= 0Las dos primeras a�rmaciones son obvias. Para ver que u̇ (τ) = 0, recordemos que Π = ϕψ, entonces
Π̇ (τ) = ϕ̇ (τ)ψ (τ) + ϕ (τ) ψ̇ (τ) = 0
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ϕ̇ (τ) + ψ̇ (τ) = 0Y la última a�rmación se deduce, otra vez, de la independencia lineal entre ϕy ψ.A partir de aquí vamos a suponer que v̇ (τ) > 0, en el caso de que esta derivada fuera negativaalcanza con invertir los roles de ϕ y ψ.De la de�nición de u y v, podemos deducir que
u2 − v2 = Πes una función T−periódica y por lo tanto

u2 (τ + T ) − v2 (τ + T ) = 1Como
Π̇ (τ + T ) = 0encontramos que

u̇ (τ + T )u (τ + T ) − v̇ (τ + T ) v (τ + T ) = 0 (4.9)Por otro lado,
u (τ + T ) v̇ (τ + T ) − u̇ (τ + T ) v (τ + T ) = v̇ (τ) (4.10)En efecto,

u (τ + T ) v̇ (τ + T )− u̇ (τ + T ) v (τ + T ) =
1

2

[
ϕ̇ (τ + T )ψ (τ + T ) − ϕ (τ + T ) ψ̇ (τ + T )

]

=
1

2

[
µ1ϕ̇ (τ)µ2ψ (τ) − µ1ϕ (τ)µ2ψ̇ (τ)

]
=

1

2
µ1µ2

[
ϕ̇ (τ) − ψ̇ (τ)

]
= v̇ (τ)De las ecuaciones (4.9) y (4.10) obtenemos que

u̇ (τ + T ) = v̇ (τ) v (τ + T ) , v̇ (τ + T ) = v̇ (τ) u (τ + T )Para obtener la primera de las igualdades, multiplicamos la ecuación (4.10) por v (τ + T )

u (τ + T ) v (τ + T ) v̇ (τ + T )− u̇ (τ + T ) v (τ + T ) v (τ + T ) = v̇ (τ) v (τ + T )y por la ecuación (4.9),
u (τ + T )u (τ + T ) u̇ (τ + T ) − v (τ + T ) u̇ (τ + T ) v (τ + T ) = v̇ (τ) v (τ + T )Entonces, [

u (τ + T )
2 − v (τ + T )

2
]
.u̇ (τ + T ) = v̇ (τ) v (τ + T )y se obtiene que,

u̇ (τ + T ) = v̇ (τ) v (τ + T )La otra igualdad es análoga.Realicemos el siguiente cambio de variables,
t = λ.s+ τ, con λ =

1

v̇ (τ)
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X (s) =

(
ũ (s) ṽ (s)
˙̃u (s) ˙̃v (s)

)es una matriz fundamental de
d2θ

ds2
+ α̃ (s) θ = 0, con α̃ (s) = λ2α (λs+ τ)siendo α̃ una función T̃− periódica con T̃=T

λ
y ũ (s) = u (λs+ τ) = u (t), ṽ (s) = v (λs+ τ) = v (t)Debemos ver que X (0) = I, en efecto

ũ (0) = u (τ) = 1, ṽ (0) = v (τ) = 0

˙̃u (0) = λu̇ (τ) = 0, ˙̃v (0) = λv̇ (τ) = 1Calculemos la matriz de monodromía X (T
λ

) de este sistema,
ũ

(
T

λ

)
= u

(
λ
T

λ
+ τ

)
= u (T + τ)

ṽ

(
T

λ

)
= v

(
λ
T

λ
+ τ

)
= v (T + τ)

˙̃u

(
T

λ

)
= λu̇

(
λ
T

λ
+ τ

)
= λv̇ (τ) v (T + τ) = v (T + τ)

˙̃v

(
T

λ

)
= λv̇

(
λ
T

λ
+ τ

)
= λv̇ (τ) u (T + τ) = u (T + τ)Por lo tanto resulta,

X

(
T

λ

)
=

(
u (T + τ) v (T + τ)
v (T + τ) u (T + τ)

)Ahora, u (T + τ) =
1

2
[ϕ (T + τ) + ψ (T + τ)] =

1

2
[µ1ϕ (τ) + µ2ψ (τ)] =

1

2
[µ1 + µ2] y

v (T + τ) =
1

2
[µ1 − µ2]Como µ1 y µ2 veri�can que µ1.µ2 = 1 , µ1, µ2 ∈ R y 0 < |µ1| < 1 < |µ2|, existe Θ ∈ R 6=0 tal que

µ1 = eΘ y µ2 = e−Θ y resultan
u (T + τ) =

eΘ + e−Θ

2
= coshΘ y v (T + τ) =

eΘ − e−Θ

2
= senhΘAsí, obtenemos que

X

(
T

λ

)
=

(
coshΘ senhΘ
senhΘ coshΘ

)
= H± [Θ]como queríamos demostrar.Veamos ahora la demostración para el caso elíptico. Supongamos que los autovalores de X (T ) parael sistema (4.6) son µ1 y µ2 y veri�can µ1.µ2 = 1, µ1 = µ2, |µ1| = 1, µ1 6= ±1. Igual que en el casohiperbólico encontramos las soluciones de Floquet asociadas a estos autovalores,

ϕ (t+ T ) = µ1ϕ (t) , ψ (t+ T ) = µ2ψ (t)
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Π = ϕψes T−periódico y entonces existe τ ∈ R con
Π̇ (τ) = 0Como ϕ y ψ son linealmente independientes podemos a�rmar, igual que en el caso anterior, que

ϕ (τ) y ψ (τ) no se anulan y elegir
ϕ (τ) = ψ (τ) = 1En este caso de�nimos

u =
1

2
(ϕ+ ψ) , v =

1

2i
(ϕ− ψ)y se sigue veri�cando que

u (τ) = 1, v (τ) = 0, u̇ (τ) = 0, v̇ (τ) 6= 0Nuevamente vamos a suponer que v̇ (τ) > 0. La función
u2 + v2 = Πes T−periódica y por lo tanto

u2 (τ + T ) + v2 (τ + T ) = 1De acá se deduce que
u̇ (τ + T )u (τ + T ) + v̇ (τ + T ) v (τ + T ) = 0Realizando la misma cuenta que en el caso hiperbólico para las nuevas de�niciones de u y v, de lafórmula del Wronskiano resulta

u (τ + T ) v̇ (τ + T ) − u̇ (τ + T ) v (τ + T ) = v̇ (τ)De estas dos ecuaciones se obtiene que
−u̇ (τ + T ) = v̇ (τ) v (τ + T ) , v̇ (τ + T ) = v̇ (τ)u (τ + T )Nuevamente realizamos el cambio de variables,

t = λ.s+ τ, con λ =
1

v̇ (τ)y consideramos la matriz
X (s) =

(
ũ (s) ṽ (s)
˙̃u (s) ˙̃v (s)

)que es una matriz fundamental (X (0) = I) de
d2θ

ds2
+ α̃ (s) θ = 0, con α̃ (s) = λ2α (λs+ τ)siendo α̃ una función T̃− periódica con T̃=T

λ
y ũ (s) = u (λs+ τ) = u (t), ṽ (s) = v (λs+ τ) = v (t).



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 62Veamos como resulta la matriz de monodromía de este sistema:
ũ

(
T

λ

)
= u

(
λ
T

λ
+ τ

)
= u (T + τ)

ṽ

(
T

λ

)
= v

(
λ
T

λ
+ τ

)
= v (T + τ)

˙̃u

(
T

λ

)
= λu̇

(
λ
T

λ
+ τ

)
= −λv̇ (τ) v (T + τ) = −v (T + τ)

˙̃v

(
T

λ

)
= λv̇

(
λ
T

λ
+ τ

)
= λv̇ (τ) u (T + τ) = u (T + τ)Por lo tanto,

X

(
T

λ

)
=

(
u (T + τ) v (T + τ)
−v (T + τ) u (T + τ)

)donde, u (T + τ) =
1

2
[ϕ (T + τ) + ψ (T + τ)] =

1

2
[µ1ϕ (τ) + µ2ψ (τ)] =

1

2
[µ1 + µ2] y

v (T + τ) =
1

2i
[µ1 − µ2]Como µ1 y µ2 veri�can que µ1.µ2 = 1 , µ1 = µ2, |µ1| = 1, µ1 6= ±1, existe Θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) talque µ1 = eiΘ y µ2 = e−iΘ y por las Fórmulas de Euler resultan

u (T + τ) =
eiΘ + e−iΘ

2
= cosΘ y v (T + τ) =

eiΘ − e−iΘ

2i
= senΘAsí, se obteniene que

X

(
T

λ

)
=

(
cosΘ senΘ
−senΘ cosΘ

)
= R [Θ]La demostración del caso parabólico puede verse en [29] en el Lema 2.1. �4.5. Teoría de Grado e índice de cerosFijemos un conjunto abierto y acotado Ω ⊂ Rd , d ≥ 1. Vimos que el grado está de�nido paraaplicaciones continuas de Ω en Rd que no se anulan en el borde. Más precisamente, dada

F ∈ C
(
Ω,Rd

)
, F (ξ) 6= 0 ∀ξ ∈ ∂Ω (4.11)podemos asignarle un número entero que denotamos como deg (F,Ω) y que veri�ca las propiedadesmencionadas en la Sección 5 del Capítulo 2.Dado un conjunto abierto U ⊂ Rd y F ∈ C
(
U ,Rd

), supongamos que ξ∗ ∈ U es una raíz aislada de
F (ξ) = 0. Esto signi�ca que

F (ξ∗) = 0y, para algún δ > 0,
F (ξ) 6= 0 si 0 < |ξ − ξ∗| ≤ δ.De�nición 4.5.1 De�nimos el índice de F en ξ∗ como
ind [F, ξ∗] = deg (F,Bδ (ξ∗))



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 63La propiedad de escisión del grado (Teorema 2.6.20) muestra que esta bola puede ser reemplazada porcualquier entorno más pequeño de ξ∗.En dimensión uno (d = 1) , el índice sólo puede tomar como valores ±1 y 0.
ind [F, ξ∗] = 1 si F (ξ∗ − δ) < 0 < F (ξ∗ + δ)

ind [F, ξ∗] = −1 si F (ξ∗ − δ) > 0 > F (ξ∗ + δ)

ind [F, ξ∗] = 0 en cualquier otro casoEsto se deduce inmediatamente de la de�nición del grado. Ver los ejemplos 2.6.22 y 2.6.23En dimensión dos (d = 2) el índice puede tomar cualquier valor entero como muestran los ejemplos2.6.24 y 2.6.25.El procedimiento más simple para calcular el índice es por linearización. Dada F ∈ C1
(
U ,Rd

) y
ξ∗ ∈ U con F (ξ∗) = 0, si la matriz Jacobiana F ′ (ξ∗) es no singular entonces

ind [F, ξ∗] = sign {detF ′ (ξ∗)}La técnica de linearización también es útil para ceros degenerados (detF ′ (ξ∗) = 0) con la condiciónde que la matriz Jacobiana no sea idénticamente cero. En este caso el cálculo del índice no es directopero permite reducir la dimensión.A continuación vamos a describir la situación más simple.Supongamos que d = 2 y F = (F1, F2) es una aplicación de clase C1 con
F1 (0, 0) = F2 (0, 0) = 0 y ∂F1

∂ξ2
(0, 0) 6= 0Recordemos el Teorema de la Función ImplícitaTeorema 4.5.2 (TFI) Sea f una aplicación C1 de un conjunto abierto E ⊂ Rn+m en Rn tal que

f (a, b) = 0 para algún (a, b) ∈ E.Sea A = Df (a, b) y asumamos que Ax =

(
∂fi

∂xj

)

1≤i,j≤n

es inversible, entonces existe un conjuntoabierto U ⊂ Rn+m y W ⊂ Rm, con (a, b) ∈ U y b ∈ W con la siguiente propiedad:Para cada y ∈ W corresponde un único x tal que (x, y) ∈ U y f (x, y) = 0. Si este x está de�nidocomo g (y), entonces g es una aplicación C1 de W en Rn , g (b) = a,
f (g (y) , y) = 0 para y ∈ Wy

Dg (b) =

(
∂gi

∂yj

)

1 ≤ i ≤ m
1 ≤ j ≤ n

= − (Ax)
−1
Aydonde Ax =

(
∂fi

∂xj

)

1≤i,j≤n

y Ay =

(
∂fi

∂yj

)

1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ m



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 64Podemos aplicar el Teorema de la Función Implícita a
F1 (ξ1, ξ2) = 0Como F1 (0, 0) = 0 y ∂F1

∂ξ2
(0, 0) 6= 0, podemos despejar ξ2 en función de ξ1, digamos ξ2 = ϕ (ξ1).De�namos la función

Φ (ξ1) = F2 (ξ1, ϕ (ξ1))y supongamos que ξ1 = 0 es un cero aislado de esta función. Entonces ξ1 = ξ2 = 0 es un ceroaislado de F y
indR2 [F, 0] = −σind [Φ, 0]donde
σ = sgn

{
∂F1

∂ξ2
(0, 0)

}Probemos esta a�rmación. Supongamos que estamos en el caso
∂F1

∂ξ2
(0, 0) > 0y, para λ ∈ [0, 1], consideremos el sistema de ecuaciones

{
λF1 (ξ1, ξ2) + (1 − λ) (ξ2 − ϕ (ξ1)) = 0

λF2 (ξ1, ξ2) + (1 − λ)Φ (ξ1) = 0Si llamamos F1 (ξ1, ξ2, λ) = λF1 (ξ1, ξ2) + (1 − λ) (ξ2 − ϕ (ξ1)) y aplicamos el Teorema 4.5.2 (TFI)a F1 (ξ1, ξ2, λ) = 0, siendo F1 (0, 0, λ) = 0 y
∂F1 (0, 0, λ)

∂ξ2
= λ

∂F1

∂ξ2
(0, 0) + (1 − λ) > 0Como ξ2 = ϕ (ξ1) es una solución de F1 (ξ1, ξ2, λ) = 0 en un entorno de (0, 0, λ), por la unicidaddel TFI, es la única solución en ese entorno.Una vez que resolvimos la primera ecuación, reemplazamos en la segunda y deducimos que estaecuación es equivalente a

Φ (ξ1) = 0En efecto, si reemplazamos ξ2 = ϕ (ξ1) en la segunda ecuación
λF2 (ξ1, ϕ (ξ1)) + (1 − λ) Φ (ξ1) = 0esto es equivalente a

λΦ (ξ1) + (1 − λ) Φ (ξ1) = 0En consecuencia la única solución del sistema en un entorno de (0, 0, λ) es ξ1 = ξ2 = 0 porque
ξ1 = 0 es un cero aislado de Φ = 0. Vamos a usar la propiedad de invariancia por homotopía del gradopara calcular el índice. Consideramos la homotopía H : U × [0, 1] → R2

H ((ξ1, ξ2) , λ) = (λF1 (ξ1, ξ2) + (1 − λ) (ξ2 − ϕ (ξ1)) ;λF2 (ξ1, ξ2) + (1 − λ)Φ (ξ1))que deforma la función G (ξ1, ξ2) = (ξ2 − ϕ (ξ1) ; Φ (ξ1)) en F (ξ1, ξ2) = (F1 (ξ1, ξ2) ;F2 (ξ1, ξ2))Entonces
ind [F, (0, 0)] = ind [G, (0, 0)]



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 65Si det (G′ (0, 0)) 6= 0, entonces ind [G, (0, 0)] = sgn (det (G′ (0, 0)))Calculemos
det (G′ (ξ1, ξ2)) =

∣∣∣∣
−ϕ′ (ξ1) 1
Φ′ (ξ1) 0

∣∣∣∣ = −Φ′ (ξ1)Por lo tanto, cuando Φ′ (0) 6= 0 el índice se puede calcular por linearización y
ind [F, (0, 0)] = ind [G, (0, 0)] = sgn (det (G′ (0, 0))) = sgn (−Φ′ (0)) = −σind [Φ, 0]porque habíamos supuesto que ∂F1

∂ξ2
(0, 0) > 0.En el caso en que ∂F1

∂ξ2
(0, 0) < 0, de�nimos
F1 (ξ1, ξ2, λ) = λF1 (ξ1, ξ2) + (1 − λ) (ϕ (ξ1) − ξ2)y se puede aplicar el TFI porque

∂F1 (0, 0, λ)

∂ξ2
= λ

∂F1

∂ξ2
(0, 0) + (λ− 1) < 0En este caso

det (G′ (ξ1, ξ2)) =

∣∣∣∣
ϕ′ (ξ1) −1
Φ′ (ξ1) 0

∣∣∣∣ = Φ′ (ξ1)y si Φ′ (0) 6= 0, se veri�ca que
indR2 [F, 0] = −σind [Φ, 0] = ind [Φ, 0] = sgn (Φ′ (0))Finalizamos esta sección con un ejemplo de cómo calcular el índice usando la tercera aproximación.Consideremos una aplicación suave F en el plano con expansión de Taylor

F (ξ1, ξ2) = (F1 (ξ1, ξ2) , F2 (ξ1, ξ2)) =

=
(
kξ2 + αξ31 + βξ21ξ2 + γξ1ξ

2
2 + δξ32 + ........; aξ31 + bξ21ξ2 + cξ1ξ

2
2 + dξ32 + .........

)Vamos a ver que, si k 6= 0 y a 6= 0, entonces
ind [F, (0, 0)] = −sgn (k.a)Para probar esto vamos a aplicar el TFI a F1 (ξ1, ξ2) = 0 y como ∂F1

∂ξ2
(0, 0) = k 6= 0 encontramos

ξ2 = ϕ (ξ1) = O
(
ξ31
)Por lo tanto,

Φ (ξ1) = aξ31 +O
(
ξ41
)Vimos que

ind [F, (0, 0)] = −σind [Φ, 0]donde
σ = sgn

{
∂F1

∂ξ2
(0, 0)

}Apliquémosla a este caso,
ind [F, (0, 0)] = −σind [Φ, 0] = −sgn (k) .deg (Φ, Bδ (0) , 0)



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 66En primer lugar, notemos que deg (Φ, Bδ (0) , 0) = deg
(
Φ, Bδ (0) , 0

) donde Φ (ξ1) = aξ31 . Paraveri�car esto basta considerar la homotopía H (λ, ξ1) = aξ31 + λ.O
(
ξ41
) que deforma H (0, ξ1) = Φ (ξ1)en H (1, ξ1) = Φ (ξ1) en forma continua.Como 0 no es un valor regular de Φ porque Φ

′
(0) = 0, tomamos q un valor regular de Φ tal que

|q| < dist
(
Φ (∂Bδ (0)) , 0

)
= aδ3 y calculamos deg (Φ, Bδ (0) , q

).Como la función Φ (ξ1) = aξ31 es estrictamente creciente si a > 0 y estrictamente decreciente si
a < 0, por lo tanto, habrá una única solución de aξ31 = q y se veri�ca

ind [F, (0, 0)] = −sgn (k) .sgn (a)4.6. El índice de un equilibrioConsideremos nuevamente la ecuación diferencial
θ̈ = f (t, θ) (4.12)donde f : R × (−ε, ε) → R es continua, T−periódica y f (t, 0) = 0 ∀t ∈ R, es decir que θ = 0 esun punto de equilibrio.De�nición 4.6.1 El equilibrio θ = 0 se dice aislado (período T ) si existe un δ > 0 tal que laecuación (4.12) no tiene soluciones T−periódicas que satisfagan

0 < |θ (t)| +
∣∣∣θ̇ (t)

∣∣∣ ≤ δ, ∀t ∈ R (4.13)Como ejemplo podemos considerar la ecuación̈
θ + θ = 0entonces θ = 0 es aislado (período T ) si T no es un múltiplo de 2π. Si T = 2kπ , dado δ > 0 siemprese pueden elegir constantes a y b su�cientemente pequeñas de modo que θ (t) = a cos t+ b sent es unasolución T - periódica que satisface (4.13).Observación 4.6.2 Se veri�ca que, θ = 0 es aislado (período T ) si y sólo si el origen de R2 es unaraíz aislada de la ecuación

(I − P ) (ξ) = 0,donde I es la identidad y P es la aplicación de Poincaré.En efecto, si suponemos que θ = 0 es aislado (período T ), como θ = 0 es solución de
{
θ̈ = f (t, θ)

θ (0) = 0, θ̇ (0) = 0
,por unicidad del problema de valores iniciales (0, 0) es raíz de (I − P ) (ξ) y además resulta aislada.Por el otro lado, si (0, 0) es raíz aislada de (I − P ) (ξ), existe un δ > 0 tal que si |θ0| + |ω0| < δentonces

(θ0, ω0) =
(
θ (0, θ0, ω0) , θ̇ (0, θ0, ω0)

)
6=
(
θ (T, θ0, ω0) , θ̇ (T, θ0, ω0)

)Esto signi�ca que para condiciones iniciales (θ0,ω0) tal que |θ0|+|ω0| < δ, no puede haber soluciones
T−periódicas.



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 67Si θ (t) es cualquier solución que veri�ca
0 < |θ (t)| +

∣∣∣θ̇ (t)
∣∣∣ < δ ∀t ∈ R,en particular cumple que |θ (0)| +

∣∣∣θ̇ (0)
∣∣∣ = |θ0| + |ω0| < δ, por lo tanto no puede ser T−periódica,y θ = 0 resulta aislado (período T )De�nimos el índice de θ = 0 como

γT (0) = ind [I − P, 0]La ecuación diferencial es periódia en el tiempo y hemos �jado el período como T . Pero los múltiplos
nT , n ≥ 2, también son admisibles como períodos de (4.12) y por lo tanto podemos considerar losíndices iterados

γnT (0) = ind [I − Pn, 0]cuando θ = 0 es aislado (período nT ).Para entender esta de�nición debemos recordar que la aplicación de Poincaré para período nT esexactamente la iteración
Pn = P ◦ ....... ◦ PAdemás, notemos que si γnT (0) está bien de�nida entonces lo mismo sucede para γkT (0) si k esun divisor de n. En efecto, para que γnT (0) esté bien de�nida, 0 debe ser una raíz aislada de I − Pn,por lo tanto también debe ser una raíz aislada de I − P k si k/n y eso implica que γkT (0) está biende�nido.En esta sección nos concentraremos en el primer índice γT (0) y describiremos algunos métodospara calcularlo. Para esto vamos a suponer que la fuerza f (t, θ) es suave en θ, esto signi�ca que lasderivadas parciales ∂nf

∂θn
(t, θ) existen para todo punto en R × (−ε, ε) y las funciones

(t, θ) → ∂nf

∂θn
(t, θ)son continuas para cada n ≥ 1. La primera aproximación de (4.12) es

θ̈ + α (t) θ = 0, con α (t) =
∂f

∂θ
(t, 0) (4.14)Por la diferenciabilidad del �ujo (Teorema 2.4.2) P es una aplicación suave y, como vimos enla Sección 4, la matriz P ′ (0) es precisamente la matriz de monodromía X (T ). Si X (T ) es elíptica,hiperbólica o parabólica con µ1 = µ2 = −1, el índice puede ser computado por linearización porque

det (I −X (T )) 6= 0 .
γT (0) = ind [I − P, 0] = sgn {det (I − P ′) (0)} = sgn {det (I −X (T ))} = sgn {(1 − µ1) (1 − µ2)} ,donde µ1, µ2 son los autovalores de X (T ), es decir, los multiplicadores de Floquet.Si obtenemos en cada caso la forma de Jordan de X (T ) vemos que:En el caso elíptico, γT (0) =

∣∣∣∣
1 − eiθ 0

0 1 − e−iθ

∣∣∣∣=(1 − eiθ
)
.
(
1 − e−iθ

)
= 2−2 cosθ > 0 , siendo

θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π).En el caso hiperbólico, γT (0) =
(
1 − eθ

)
.
(
1 − e−θ

)
= 2 − 2 cosh θ < 0 siendo θ ∈ R 6=0



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 68En el caso parabólico con µ1 = µ2 = −1, γT (0) = (1 − (−1)) . (1 − (−1)) = 4 > 0El cálculo del índice en el caso degenerado µ1 = µ2 = 1 es más delicado y requiere información acercade aproximaciones no lineales.Supongamos ahora que (4.12) puede desarrollarse como
θ̈ + α (t) θ + c (t) θp +O

(
θp+1

)
= 0donde c (t) no es idénticamente cero.Vamos a ver que la expansión no lineal de P hasta el orden p es

P

(
θ0
ω0

)
= X (T ) .




θ0 +
∂H (θ0, ω0)

∂ω0
+O

(
θp+1

)

ω0 −
∂H (θ0, ω0)

∂θ0
+O

(
θp+1

)


 (4.15)donde

H (θ0, ω0) =
1

p+ 1

ˆ T

0

c (t) (y1 (t) θ0 + y2 (t)ω0)
p+1 dte y1 (t), y2 (t) son las soluciones de la ecuación lineal (4.14) que satisfacen

y1 (0) = ẏ2 (0) = 1, ẏ1 (0) = y2 (0) = 0Para ello observemos en primer lugar que la solución de
δ̈ + a (t) δ = b (t) δ (0) = δ̇ (0) = 0es

δ (t) =

ˆ t

0

[y1 (s) y2 (t) − y1 (t) y2 (s)] b (s) dsEs claro que esta función veri�ca las condiciones iniciales, y si derivamos respecto de t obtenemos
δ̇ (t) = [y1 (t) y2 (t) − y1 (t) y2 (t)]︸ ︷︷ ︸

=0

b (t) +

ˆ t

0

[y1 (s) ẏ2 (t) − ẏ1 (t) y2 (s)] b (s) dsy
δ̈ (t) = [y1 (t) ẏ2 (t) − ẏ1 (t) y2 (t)] b (t) +

ˆ t

0

[y1 (s) ÿ2 (t) − ÿ1 (t) y2 (s)] b (s) dsComo
X (t) =

(
y1 (t) y2 (t)
ẏ1 (t) ẏ2 (t)

)veri�ca que X (0) = I, entonces esta matriz es una solución fundamental de θ̈+α (t) θ = 0 y vimosque, por el Teorema de Liouville, siempre se satisface que det (X (t)) = y1 (t) ẏ2 (t) − ẏ1 (t) y2 (t) = 1.Por lo tanto, reemplazando δ (t) en la ecuación vemos que
δ̈+ a (t) δ = b (t)+

ˆ t

0

[y1 (s) ÿ2 (t) − ÿ1 (t) y2 (s)] b (s) ds+ a (t)

ˆ t

0

[y1 (s) y2 (t) − y1 (t) y2 (s)] b (s) ds =

= b (t) +

ˆ t

0



y1 (s)



ÿ2 (t) + a (t) y2 (t)︸ ︷︷ ︸
=0



−



ÿ1 (t) + a (t) y1 (t)︸ ︷︷ ︸
=0



 y2 (s)



 b (s) ds = b (t)
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θ (t, θ0, ω0) = y1 (t) θ0 + y2 (t)ω0 +R (θ0, ω0)donde R (θ0, ω0) es un resto de orden mayor o igual que p, podemos aplicar la fórmula previa con
δ (t) = θ (t, θ0, ω0) − y1 (t) θ0 − y2 (t)ω0y
b (t) = −c (t) θ (t, θ0, ω0)

p
+O

(
θp+1

)Así obtenemos,
θ (t, θ0, ω0) − y1 (t) θ0 − y2 (t)ω0 =

ˆ t

0

[y1 (s) y2 (t) − y1 (t) y2 (s)]
(
−c (s) θ (s, θ0, ω0)

p
+O

(
θp+1

))
dso equivalentemente

θ (t, θ0, ω0) = y1 (t) θ0+y2 (t)ω0−
ˆ t

0

[y1 (s) y2 (t) − y1 (t) y2 (s)] c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p
ds+O

(
θp+1

)derivando esta expresión obtenemos
θ̇ (t, θ0, ω0) = ẏ1 (t) θ0+ẏ2 (t)ω0−

ˆ t

0

[y1 (s) ẏ2 (t) − ẏ1 (t) y2 (s)] c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p ds+O

(
θp+1

)Evaluando estas expresiones en t = T tenemos una expresión de la expansión no lineal hasta orden
p de P (θ0, ω0) =

(
θ (T, θ0, ω0) , θ̇ (T, θ0, ω0)

). Faltaría ver que esta expresión coincide con (4.15).Si
H (θ0, ω0) =

1

p+ 1

ˆ T

0

c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p+1

dsentonces
∂H (θ0, ω0)

∂ω0
=

ˆ T

0

c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p y2 (s) dsy

∂H (θ0, ω0)

∂θ0
=

ˆ T

0

c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p y1 (s) dsCalculemos

(
y1 (T ) y2 (T )
ẏ1 (T ) ẏ2 (T )

)
.

(
θ0 +

´ T

0
c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)

p
y2 (s) ds+O

(
θp+1

)

ω0 −
´ T

0 c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p
y1 (s) ds+O

(
θp+1

)
)En la primer coordenada tenemos:

y1 (t) θ0 + y1 (t)

ˆ T

0

c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p
y2 (s) ds+O

(
θp+1

)
+

+y2 (t)ω0 − y2 (t)

ˆ T

0

c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p
y1 (s) ds+O

(
θp+1

)
= θ (T, θ0, ω0)Y análogamente, la segunda coordenada será igual a θ̇ (T, θ0, ω0), obteniendo así la expresión de-seada de la expansión de P .



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 70Una vez que tenemos una expansión no lineal de P , utilizaremos los métodos de la sección anteriorpara calcular el índice. Supongamos primero que X (T ) es una de las matrices P+ o P−. La función
F = I − P, F = F (θ0, ω0)satisface

∂F1

∂ω0
(0, 0) = ±1En efecto,

F1 (θ0, ω0) = θ0−y1 (T ) θ0−y2 (T )ω0+

ˆ T

0

[y1 (s) y2 (T ) − y1 (T ) y2 (s)] c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ω0)
p
ds+O

(
θp+1

)Por lo tanto
∂F1

∂ω0
(0, 0) = −y2 (T ) =

{
−1 si X (T ) = P+

1 si X (T ) = P−Entonces, aplicando el TFI a F1 (θ0, ω0) = 0, obtenemos que
ω0 = ϕ (θ0) = O (θp

0)y resulta
Φ (θ0) = F2 (θ0, ϕ (θ0)) =

ϕ (θ0)−ẏ1 (T )︸ ︷︷ ︸
=0

θ0−ẏ2 (T )︸ ︷︷ ︸
=1

ϕ (θ0)+

ˆ T

0


y1 (s) ẏ2 (T )︸ ︷︷ ︸

=1

− ẏ1 (T )︸ ︷︷ ︸
=0

y2 (s)


 c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ϕ (θ0))

p
ds+O

(
θp+1

)
=

=

ˆ T

0

y1 (s) c (s) (y1 (s) θ0 + y2 (s)ϕ (θ0))
p
ds+O

(
θp+1

)
=
∂H

∂θ0
(θ0, ϕ (θ0)) +O

(
θp+1

)Por lo tanto,
Φ (θ0) =

(
ˆ T

0

c (t) y1 (t)
p+1

dt

)
θp
0 + O

(
θp+1
0

)
= Cθp

0 +O
(
θp+1
0

)Supongamos ahora que la constante C que corresponde a la integral que aparece en la fórmulaanterior es distinta de cero, entonces θ0 = 0 es una raíz aislada para Φ, lo que implica que (0, 0) es unaraíz aislada de I − P y por lo tanto θ = 0 es aislado (período T ) y puedo de�nir el índice. Entonces,
γT (0) = −σind [Φ, 0] =

{
0 si p es par
−σ.sgnC si p es impardonde

σ = sgn

{
∂F1

∂ω0
(0, 0)

}
=

{
−1 si X (T ) = P+

1 si X (T ) = P−El caso en que p es par es análogo al del Ejemplo 2.6.23 y el caso en que p es impar se deduce igualque el cálculo del índice que hicimos, usando la tercera aproximación, al �nal de la sección anterior.El cálculo del índice cuando X (T ) = I se basa en ideas diferentes. Supongamos que el origen es elúnico punto crítico de H , vamos a probar que θ = 0 es aislado (período T ) y
γT (0) = ind [∇H, 0]



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 71En primer lugar notemos que, como X (T ) es la identidad, la aplicación
F = I − P =




− ∂H

∂ω0
(θ0, ω0) +R1 (θ0, ω0)

∂H

∂θ0
(θ0, ω0) +R2 (θ0, ω0)


 = J∇H +R,donde

J =

(
0 −1
1 0

)y R = R (θ0, ω0) es un resto de orden mayor que p.Consideremos el sistema de ecuaciones
J∇H (θ0, ω0) + λR (θ0,ω0) = 0, λ ∈ [0, 1] (4.16)Vamos a probar que, en un pequeño entorno del origen , no existen soluciones distintas de

θ0 = ω0 = 0Probémoslo por el absurdo. Supongamos que existe una sucesión de soluciones
ξn = (θ0n, ω0n) , λn ∈ [0, 1]con

ξn 6= 0 y |ξn| → 0De�namos
ηn =

ξn
|ξn|y extraigamos una subsucesión convergente, digamos

ηn → η∗, λn → λ∗Dividiendo las ecuaciones por |ξn|p y pasando al límite concluimos que η∗ es un punto crítico de
H . En efecto, 





∂Hω0
(ξn)

|ξn|p
= λn

R1 (ξn)

|ξn|p
∂Hθ0

(ξn)

|ξn|p
= −λn

R2 (ξn)

|ξn|pequivale a 



∂Hω0
(ηn) = λn

R1 (ξn)

|ξn|p

∂Hθ0
(ηn) = −λn

R2 (ξn)

|ξn|pTomando límite tenemos que,
∂Hω0

(ηn) → ∂Hω0
(η∗) , ∂Hθ0

(ηn) → ∂Hθ0
(η∗) ,

λn → λ∗
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(
ξp+1
n

) para i = 1, 2

λn
Ri (ξn)

|ξn|p
→ 0Por lo tanto, ∇H (η∗) = (0, 0), lo cual es imposible ya que |η∗| = 1 y (0, 0) era el único puntocrítico de H . Entonces, probamos que, en un pequeño entorno del origen, no existe ninguna soluciónde (4.16) y por lo tanto, podemos de�nir el índice de Fλ = J∇H + λR , ∀λ ∈ [0, 1].

h (λ, θ0, ω0) = J∇H (θ0, ω0)+λR (θ0, ω0) con λ ∈ [0, 1] es una homotopía que deforma h (0, θ0, ω0) =
J∇H (θ0, ω0) en h (1, θ0, ω0) = F (θ0, ω0).Entonces, por la propiedad de invariancia por homotopía del grado

γT (0) = ind [I − P, 0] = ind [F, 0] = ind [J∇H, 0]Por otro lado, como det J = 1, entonces J e I están en la misma componente de Gl (R2
). Sea

Jλ = λJ + (1 − λ) I con λ ∈ [0, 1], un camino continuo en Gl (R2
) que une I y J .Veamos que la ecuación Jλ∇H = 0 es equivalente a ∇H = 0, es decir que tienen las mismas raíces.Supongamos que Jλ∇H (θ0, ω0) = 0, entonces





(1 − λ)
∂H

∂θ0
(θ0, ω0) − λ

∂H

∂ω0
(θ0, ω0) = 0

λ
∂H

∂θ0
(θ0, ω0) + (1 − λ)

∂H

∂ω0
(θ0, ω0) = 0Si λ 6= 1 (para el caso λ = 1 es claro que se cumple) despejamos de la primera ecuación,

∂H

∂θ0
(θ0, ω0) =

λ

1 − λ

∂H

∂ω0
(θ0, ω0)y reemplazando en la segunda ecuación tenemos

2λ2 − 2λ+ 1

1 − λ︸ ︷︷ ︸
6=0

∂H

∂ω0
(θ0, ω0) = 0 =⇒ ∂H

∂ω0
(θ0, ω0) = 0y por lo tanto

∂H

∂θ0
(θ0, ω0) = 0con lo cual ∇H (θ0, ω0) = 0. La otra implicación es obvia.Por lo tanto (0, 0) es una raíz aislada de Jλ∇H (θ0, ω0) = 0, para todo λ ∈ [0, 1] y podemos de�nirentonces el índice para estas aplicaciones en (0, 0).Además Jλ∇H (θ0, ω0) es una homotopía que deforma∇H en J∇H (θ0, ω0), por lo tanto

γT (0) = ind [J∇H, 0] = ind [∇H, 0]como queríamos probar.En resúmen, vimos que si los multiplicadores de Floquet del sistema (4.12) son distintos de 1, elíndice puede calcularse a partir de la ecuación variacional
θ̈ + a (t) θ = 0 con a (t) =

∂f

∂θ
(t, 0)En el caso crítico µ1 = µ2 = 1, se puede usar la primer aproximación no lineal para calcular elíndice en varios casos.



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 734.7. Estabilidad e índiceExiste una relación delicada entre la estabilidad y el índice de una ecuación diferencial, y aunque to-davía no se ha descubierto cuál es dicha relación para muchos casos, se han probado algunos resultadosque nos ayudarán en el estudio de la estabilidad del péndulo de longitud variable.Por ejemplo, para un sistema autónomo
ẋ = X (x) , x ∈ Rdque tiene a x = 0 como un equilibrio estable y aislado, nos interesaría saber el índice del campovectorial X .Para d = 2 se sabe que ind [X, 0] = 1, pero para d ≥ 3 el índice puede tomar cualquier valorentero, por lo menos para campos vectoriales C∞. Este tema está desarrollado en el trabajo de Bonatiy Villadelprat [5].Dada una ecuación T−periódica
ẋ = X (t, x) , x ∈ Rdque tiene a x = 0 como un equilibrio estable y aislado (período T ), lo que nos interesa es el índice

γT (0). Para dimensión d ≥ 3, se puede adaptar la construcción para el caso autónomo de modo que elíndice puede tomar cualquier valor. Esta construcción está hecha en [31].Para el caso que nosotros queremos analizar nos interesa el índice para d = 2, que se obtiene comoconsecuencia del siguiente teorema que relaciona estabilidad e índice de un punto �jo.Teorema 4.7.1 Sea U un dominio de R2 , p ∈ U un punto dado y F : U ⊂ R2 −→ R2 un homeomor-�smo sobre su imagen que preserva la orientación. Si p es un punto �jo de F que es Lyapunov establey aislado, entonces
ind [F, p] = 1La prueba de este teorema, que se basa en algunos aspectos especí�cos de la topología del plano yutiliza una versión del Lema de Brouer sobre traslación de arcos, puede verse en [10].Nosostros utilizaremos el siguiente teorema que se deduce del anterior.Teorema 4.7.2 Supongamos que θ = 0 es un equilibrio de (4.12) que es aislado (período T ) y estable.Entonces γT (0) = ind [I − P, 0] = 1Si en el Teorema 4.7.1 tomamos F = I − P donde P es el operador de Poincaré asociado a (4.12),se veri�ca, por el Teorema de Liouville, que F preserva la orientación. Por otro lado, si θ = 0 es unequilibrio aislado (período T ) de (4.12) vimos que (0, 0) es una raíz aislada de F .Para estar en las condiciones del Teorema 4.7.1 faltaría ver que (0, 0) es un punto �jo estable de

F , lo que equivale a ver que es un punto �jo estable de P .Para ello debemos ver que para cada entorno U del origen existe otro entorno V del origen tal que si
(θ0, ω0) ∈ V , entonces Pn (θ0, ω0) =

(
θ (nT, θ0, ω0) , θ̇ (nT, θ0, ω0)

)
∈ U ∀n ∈ Z y esto claramentese cumple porque θ = 0 veri�ca la propiedad de estabilidad perpetua (Ver De�nición 4.3.1).Notemos que si las ecuaciones son periódicas de período T entonces también son nT - periódicaspara n ≥ 2. Esto nos lleva al siguiente corolario,Corolario 4.7.3 Supongamos que θ = 0 es un equilibrio de (4.12) que es aislado (período nT ) yestable. Entonces γnT (0) = ind [I − Pn, 0] = 1.



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 74Este resultado tiene un importante valor práctico. Nos permite obtener un criterio de inestabilidada partir de la Teoría de Grado. De hecho, si alguno de los índices γnT (0) es distinto de 1, podemosa�rmar que θ = 0 es inestable.Ejemplo 4.7.4 Consideremos la siguiente ecuación
θ̈ + θ + c (t) θ2 = 0 (4.17)y supongamos que c (t) tiene período

T =
2π

3La linearización (θ̈ + θ = 0) tiene matrices de monodromía , para períodos T, 2T y 3T ,
X (T ) = R

[
2π

3

]
, X (2T ) = R

[
4π

3

]
, X (3T ) = R [2π] = IEsto implica que, para períodos T y 2T , es posible calcular el índice por linearización. Se tiene que

θ = 0 es aislado (período 2T ) y
γT (0) = sgn {det (I −X (T ))} = sgn

{
det

(
3
2 −

√
3

2√
3

2
3
2

)}
= 1

γ2T (0) = sgn {det (I −X (2T ))} = sgn

{
det

(
3
2

√
3

2

−
√

3
2

3
2

)}
= 1Para calcular el tercer índice debemos utilizar la discusión acerca del caso degenerado de la Sección4.6. Como X (3T ) = I y

y1 (t) = cos t, y2 (t) = sen tson las soluciones de la ecuación lineal θ̈ + θ = 0 que satisfacen
y1 (0) = ẏ2 (0) = 1, ẏ1 (0) = y2 (0) = 0,para el período 3T = 2π la función H tiene la forma

H (θ0, ω0) =
1

3

ˆ 2π

0

c (t) (cos t.θ0 + sen t.ω0)
3 dtEn notación compleja,

ξ = θ0 + iω0, ξ = θ0 − iω0y podemos escribir
H (θ0, ω0) =

1

3

ˆ 2π

0

c (t)

(
eit + e−it

2
.θ0 −

eit − e−it

2
.iω0

)3

dt =

=
1

3

ˆ 2π

0

c (t)

(
eit

2
. (θ0 − iω0) +

e−it

2
. (θ0 + iω0)

)3

dtPor lo tanto,
H
(
ξ, ξ
)

=
1

24

ˆ 2π

0

c (t)
(
eit.ξ + e−it.ξ

)3
dt
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3
y esto implica que
ˆ 2π

0

c (t) eitdt = 0En efecto,
ˆ 2π

0

c (t) eitdt =

ˆ

2π
3

0

c (t) eitdt+

ˆ

4π
3

2π
3

c (t) eitdt+

ˆ 2π

4π
3

c (t) eitdtSi en la segunda integral del lado derecho de la igualdad realizamos la sustitución u = t− 2π

3
y enla tercera integral reemplazamos por z = t− 4π

3
, obtenemos:

ˆ 2π

0

c (t) eitdt =

ˆ

2π
3

0

c (t) eitdt+ e
i
2π

3

ˆ

2π
3

0

c

(
u+

2π

3

)
eiudu + e

i
4π

3

ˆ

2π
3

0

c

(
z +

4π

3

)
eizdz =

=


1 + e

i
2π

3 + e
i
4π

3




︸ ︷︷ ︸
=0

ˆ

2π
3

0

c (t) eitdt = 0Aquí utilizamos que la suma de las raíces cúbicas de la unidad es cero y que c (t) tiene período 2π

3
.Análogamente vemos que

ˆ 2π

0

c (t) e−itdt = 0Ahora veamos que
H
(
ξ, ξ
)

=
1

8

(
γξ

3
+ γξ3

)donde
γ =

ˆ

2π
3

0

c (t) e3itdt (4.18)En efecto, desarrollando el cubo de binomio, tenemos que
H
(
ξ, ξ
)

=
1

24

ˆ 2π

0

c (t) .ei3tξ̄3dt+
1

8

ˆ 2π

0

c (t) eitξ
2
ξdt+

1

8

ˆ 2π

0

c (t) e−itξ2ξdt+
1

24

ˆ 2π

0

c (t) .e−i3tξ3dt =

=
1

24
ξ̄3.

ˆ 2π

0

c (t) .ei3tdt+
1

8
ξ
2
ξ.

ˆ 2π

0

c (t) eitdt

︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

8
ξ2ξ.

ˆ 2π

0

c (t) e−itdt

︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

24
ξ3.

ˆ 2π

0

c (t) .e−i3tdt =

=
1

8
ξ̄3.

(
1

3

ˆ 2π

0

c (t) .ei3tdt

)
+

1

8
ξ3.

(
1

3

ˆ 2π

0

c (t) .e−i3tdt

)
=

=
1

8
ξ̄3.




ˆ

2π
3

0

c (t) e3itdt





︸ ︷︷ ︸
γ

+
1

8
ξ3.




ˆ

2π
3

0

c (t) e−3itdt





︸ ︷︷ ︸
γ
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∂H

∂ξ
=

1

2

(
∂H

∂θ0
+ i

∂H

∂ω0

)
=

3

8
γξ

2

∂H

∂ξ
=

1

2

(
∂H

∂θ0
− i

∂H

∂ω0

)
=

3

8
γξ2Vemos que si γ 6= 0, el único punto crítico de H es el origen. Por lo tanto se sigue que θ = 0 esaislado (período 3T ) y

γ3T (0) = ind [∇H, 0] = 2En efecto,
ind [∇H, 0] = deg (∇H,Bδ (0) , 0) = deg (∇H,Bδ (0) , q)donde q = (q1, q1) es un valor regular de ∇H tal que |q| < dist (∇H (∂Bδ (0)) , 0)Sean ξ0 =

√
8

3
.z1 y ξ0 =

√
8

3
.z1 donde z2

1 =
1

γ
.q1, o sea que z1 es una raíz cuadrada de 1

γ
.q1,entonces

det
{
D∇H

(
ξ0, ξ0

)}
= det

(
4
3γξ0 0

0 4
3γξ0

)
=

16

9
|γ|2 |ξ0|2 > 0Podemos concluir que θ = 0 es inestable siempre que la cantidad de�nida por (4.18) no sea nula.Este ejemplo muestra que el procedimiento de linearización no es válido para una ecuación general deltipo (4.12). En este ejemplo θ = 0 es estable para la linearización (θ̈ + θ = 0

) ya que su matriz demonodromía resulta X (t) = R [Θ] con Θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) pero inestable para la ecuación original yaque uno de sus índices es distinto de 1.4.8. El péndulo de longitud variableConsideremos nuevamente la ecuación
θ̈ + α (t) senθ = 0 (4.19)donde α (t) es continua, T−períodica y positiva. Vamos a calcular el segundo índice γ2T (0).Comencemos por el principio de linearización.En primer lugar observemos que
X (2T ) = X (T )

2
,ya que vimos en la demostración del Teorema 2.3.19 que X (t+ T ) = X (t) .X (T )Si µ1 y µ2 son los multiplicadores de Floquet de la ecuación linearizada de período T , los autovaloresde

X (2T ) = X (T )
2son µ2

1 y µ2
2.En el caso elíptico ,

µ1 = µ2, µ1 6= ±1,y
γ2T (0) = sgn {det (I −X (2T ))} = sgn

{(
1 − µ2

1

) (
1 − µ2

2

)}
= sgn

∣∣1 − µ2
1

∣∣2 = 1
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|µ1| < 1 < |µ2| , µ1, µ2 ∈ R y µ2 =

1

µ1
,por lo tanto podemos escribir µ1 = e−Θ y µ2 = eΘ para algún Θ ∈ R 6=0 y,

γ2T (0) = sgn
{(

1 − µ2
1

) (
1 − µ2

2

)}
= sgn

{
2 − µ2

2 −
1

µ2
2

}
= sgn

{
2 − e2Θ − e−2Θ

}
= sgn




2 − 2 cosh 2Θ︸ ︷︷ ︸
>1




 = −1Esto dice que el equilibrio θ = 0 es inestable.En el caso parabólico,
µ1 = µ2 = ±1sabemos que X (2T ) debe ser conjugada en Sp (R2

) a alguna de las matrices I, P+, P−.Volviendo a los métodos de cálculo del índice para el caso degenerado, y considerando la terceraaproximación
θ̈ + α (t) θ − 1

3!
α (t) θ3 = 0 (4.20)obtenemos una expansión del operador de Poincaré como en la Sección 4.6, con

H (θ0, ω0) = − 1

24
.

ˆ 2T

0

α (t) (y1 (t) θ0 + y2 (t)ω0)
4

︸ ︷︷ ︸
>0

dt < 0 ∀ (θ0, ω0) 6= (0, 0)De aquí se deduce que H tiene un máximo estricto en el origen ξ = 0.A continuación utilizaremos el hecho de que H es una función homogenea de grado 4.De�nición 4.8.1 Una función f : D ⊂ R2 → R se dice homogénea de grado n si f (tx, ty) =
tnf (x, y) para todo t > 0 y todo (x, y) ∈ D.Las funciones homogéneas veri�can el siguiente teorema que recibe el nombre de Teorema de Eulerpara funciones homogéneas.Teorema 4.8.2 Sea f (x, y) una función homogénea de orden n. De�nimos x̃ = x.t e ỹ = y.t, entonces

n.tn−1.f (x, y) =
∂f

∂x̃
.
∂x̃

∂t
+
∂f

∂ỹ
.
∂ỹ

∂t
=
∂f

∂x̃
.x+

∂f

∂ỹ
.y =

∂f

∂ (t.x)
.x+

∂f

∂ (t.y)
.yTomando t = 1, obtenemos que

n.f (x, y) =
∂f

∂x
.x+

∂f

∂y
.y,es decir,

n.f (x, y) = (x, y) .∇f (x, y)Como H es homogénea de orden 4, entonces
ξ.∇H (ξ) = 4H (ξ) < 0 ∀ξ 6= 0Esta desigualdad implica que ξ = 0 es el único punto crítico de H y entonces podemos analizar elcaso

X (2T ) = I
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γ2T (0) = ind [∇H, 0] = 1,Aquí utilizamos la siguiente propiedad del índice para operadores gradientes cuya demostraciónpuede verse en [1].Teorema 4.8.3 Supongamos que ξ0 es un punto crítico aislado de f en el cual f tiene un mínimolocal. Entonces

ind [∇f, ξ0] = 1En nuestro caso, tomando la función G = −H , se veri�ca que (0, 0) es un punto crítico aislado de G y
G tiene un mínimo estricto en (0, 0). Por lo tanto se veri�ca que ind [∇G, 0] = 1Veamos que ind [∇G, 0] = ind [∇H, 0]

ind [∇G, 0] = deg (−∇H,Bδ (0) , 0) = deg (−∇H,Bδ (0) , q)donde q es es un valor regular de −∇H tal que |q| < dist (−∇H (∂Bδ (0)) , 0)Observemos que si q es un valor regular de −∇H entonces −q es un valor regular de ∇H y si
q /∈ −∇H (∂Bδ (0)) entonces −q /∈ ∇H (∂Bδ (0)).Por otra parte,

(−∇H)
−1

(q) = (∇H)
−1

(−q) = {ξ1, ......, ξk}y
D (−∇H) (ξi) = (−1)

2
.D (∇H) (ξi)y esto implica que

deg (−∇H,Bδ (0) , q) = (−1)
2
.deg (∇H,Bδ (0) ,−q) = deg (∇H,Bδ (0) , 0) = ind [∇H, 0]Supongamos ahora que X (2T ) es conjugada a P+ o P−. Aplicamos la Proposición 4.4.3 y encon-tramos un cambio en la variable independiente

t = λ (s+ τ)de forma que la ecuación (4.19) se transforma en
d2θ

ds2
+ α∗ (s) θ − α∗ (s)

3!
θ3 + ...... = 0, α∗ (s) = λ2α (λ (s+ τ)) (4.21)y la matriz de monodromía X∗ (2T ∗) de la linearización es precisamente P+ o P−, donde T ∗ =

T

λ
.Veamos qué relación existe entre el operador de Poincaré P ∗ de la nueva ecuación y el operador dePoincaré P de (4.19).Notemos que, θ(t, θ0, 1

λ
ω0

) es solución de (4.19) con θ (τλ) = θ0

θ̇ (τλ) =
1

λ
ω0

, si y sólo si θ∗ (s) =

θ (λ (s+ τ)) es solución de (4.21) con {θ∗ (0) = θ0

θ̇∗ (0) = ω0



CAPÍTULO 4. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE UN PÉNDULO 79Observación 4.8.4 Dada una ecuación θ̇ = f (t, θ) con f una función localmente Lipschitz y T−periódica, hemos de�nido el operador de Poincaré como
P (θ0) = Φ0,T (θ0)donde Φ0,T representa el �ujo de 0 hasta T . Entonces, llamaremos Pλτ (θ0) = Φλτ,T+λτ (θ0).La relación existente entre P y Pλτ es la siguiente:

P = Φ−1
0,λτ ◦ Pλτ ◦ Φ0,λτSea L (θ0, ω0) = (θ0, λω0) , entonces

P ∗ (θ0, ω0) =

(
θ∗
(
T ∗, θ0,

1

λ
ω0

)
, θ̇∗
(
T ∗, θ0,

1

λ
ω0

))
=

=

(
θ

(
T + λτ, θ0,

1

λ
ω0

)
, λθ̇

(
T + λτ, θ0,

1

λ
ω0

))
=

= L

(
θ

(
T + λτ, θ0,

1

λ
ω0

)
, θ̇

(
T + λτ, θ0,

1

λ
ω0

))
=

= L ◦ Pλτ

(
θ0,

1

λ
ω0

)
= L ◦ Pλτ ◦ L−1 (θ0, ω0)Por lo tanto,

P ∗ (θ0, ω0) = L ◦ Pλτ ◦ L−1 (θ0, ω0)y
P ∗ = L ◦ Φ0,λτ ◦ P ◦ Φ−1

0,λτ ◦ L−1Como el grado es invariante respecto de cambios de coordenadas C1, los índices de I −P y I −P ∗coinciden. En consecuencia la estabilidad de θ = 0 también se preserva. Aplicando nuevamente lasdiscusiones de las Sección 4.6 concluimos que
γ2T (0) = −σsgn



− 1

3!

ˆ 2T∗

0

α∗ (s) y∗1 (s)
4

︸ ︷︷ ︸
>0

ds



 =

{
1 si X (2T ) ∼ P−
−1 si X (2T ) ∼ P+Esto nos dice que θ = 0 es inestable si X (2T ) ∼ P+.Las mismas herramientas utilizadas para calcular el segundo índice permiten calcular los restantesíndices γkT (0) para todo k ≥ 2, y es inmediato ver que se obtienen los mismos resultados, es decir quesólo habrá estabilidad para el caso elíptico y el caso parabólico con X (kT ) conjugada a I o a P−.Para concluir este estudio de la estabilidad del equilibrio del péndulo de longitud variable, esinteresante mencionar que la ecuación (4.19), que puede ser escrita como

θ̈ + α (t) θ − 1

3!
α (t) θ3 + ....... = 0es un caso particular de la ecuación diferencial

θ̈ + a (t) θ + c (t) θ2n−1 + d (t, θ) = 0 (4.22)con n ≥ 2, a, c : R → R funciones continuas y T− períodicas, ´ T

0
|c (t)| dt 6= 0 y
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d : R × (−ε, ε) → R con ε > 0 una función continua con derivadas continuas de todos los órdenescon respecto a θ, T−periódica con respecto a t y tal que d (t, θ) = O

(
|θ|2n

).Esta ecuación puede verse como una versión no lineal de la ecuación de Hill clásica.La linearización de (4.22) alrededor del origen conduce a la ecuación de Hill clásica
θ̈ + a (t) θ = 0 (4.23)Acerca de la estabilidad de estas ecuaciones Rafael Ortega probó en [32],utilizando herramientasque exceden a este trabajo, el siguiente resultado:Teorema 4.8.5 Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

(i) θ = 0 es una solución estable de (4.23)
(ii) c ≥ 0 o c ≤ 0Entonces θ = 0 es una solución estable de (4.22)En el caso del péndulo esto sólo dejaría abierto el caso parabólico en el cual los multiplicadores deFloquet tienen multiplicidad geométrica igual a 1. Este tema fue resuelto por Ortega junto con Nuñezen [29]. Allí asocia dos números σ (A) y ν (A) a cada matriz parabólica A. Estos números sólo dependende la clase de conjugación en Sp (R2

) y son tales que:
σ (P+) = σ (P−) = σ (I) = 1, σ (−P+) = σ (−P−) = σ (−I) = −1,

ν (P+) = ν (−P−) = 1, ν (P−) = ν (−P+) = −1, ν (I) = ν (−I) = 0El teorema que completa el estudio de la estabilidad de (4.22) en el caso en que c (t) no cambia designo es el siguiente:Teorema 4.8.6 Supongamos que la ecuación lineal (4.23) es parabólica inestable (ν 6= 0) . Entonces
θ = 0 es estable para (4.22) si

σνc (t) ≥ 0 ∀t ∈ Ry es inestable si
σνc (t) ≤ 0 ∀t ∈ RResumiendo las discusiones previas de este trabajo y los resultados de los Teoremas 4.8.5 y 4.8.6obtenemos:Teorema 4.8.7 Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(i) θ = 0 es estable para (4.19)
(ii) θ = 0 es aislado (período 2T ) y γ2T (0) = 1
(iii) θ = 0 es estable para la ecuación de Du�ng (4.20)
(iv) la matriz de monodromía X (2T ) de (4.19) es conjugada en Sp

(
R2
) a R [Θ] para algún Θ ∈

(0, π) ∪ (π, 2π), a I o a P−.
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