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Resumen

Los grafos perfectos fueron introducidos por Berge en los inicios de la década
del ’60 y a partir de alĺı fueron extensamente estudiados en la literatura. Se
dice que un grafo G es perfecto cuando el número cromático es igual al
tamaño del clique máximo para todo subgrafo inducido de G.

En esta tesis determinamos la complejidad computacional de los problemas
algoŕıtmicos asociados a los grafos perfectos y sus variantes (grafos clique-
perfectos, grafos K-perfectos, grafos coordinados) tanto en el caso general
como dentro de la clase de los grafos clique-Helly hereditarios.

Definimos los grafos balanceados como aquellos cuya matriz clique es balan-
ceada. Es sabido que las matrices balanceadas son perfectas y, en consecuen-
cia, los grafos balanceados son grafos perfectos. Mostramos que la clase de
los grafos balanceados tiene reconocimiento polinomial, encontramos nuevas
caracterizaciones para esta clase en términos de sus ciclos impares y de sus
cliques y estudiamos algunas de sus subclases.

El grafo clique de un grafo G es el grafo intersección de los subgrafos comple-
tos maximales de G. Los grafos clique han sido estudiados en el contexto de
grafos de intersección y operadores en grafos. En 1971, Roberts y Spencer
dieron una caracterización para la clase de grafos clique K(G). Sin embargo,
ningún algoritmo eficiente ha podido ser formulado en función de esa carac-
terización. La caracterización de los grafos clique ha sido realizada para
diversas clases de grafos, mientras que para algunas otras aún es un proble-
ma abierto. En esta tesis caracterizamos los grafos clique de varias clases de
grafos, entre ellas los grafos balanceados, los totalmente unimodulares, los
grafos clique-Helly y perfectos y los grafos trivialmente perfectos.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Dado un grafo G, una clique en G es un subgrafo completo maximal. Se
define ω(G) como el tamaño de una clique máxima de G, y χ(G) (el número
cromático de G) como la mı́nima cantidad de colores necesaria para colorear
los vértices de G de modo que dos vértices adyacentes tengan distinto color.

En 1961, Berge definió los grafos perfectos como aquellos grafos G tales que
ω(H) = χ(H) para todo subgrafo inducido H de G.
Varias clases conocidas de grafos son perfectas, como los grafos bipartitos,
los grafos cordales o triangulados y los grafos de comparabilidad.
Los grafos perfectos son interesantes desde el punto de vista algoŕıtmico, ya
que, por ejemplo, los problemas de hallar el tamaño de la clique máxima y
el número cromático son NP-completos para grafos en general y para varias
subclases, mientras que para los grafos perfectos pueden ser resueltos en
tiempo polinomial.

Al definir los grafos perfectos Berge planteó la siguiente conjetura: Un grafo
es perfecto si y sólo si no contiene como subgrafo inducido un agujero impar
ni el complemento de un agujero impar. Un agujero impar es un ciclo sin
cuerdas de longitud impar y mayor ó igual a 5.
Esta conjetura se conoce como Strong Perfect Graph Conjecture y aún sigue
sin ser resuelta, aunque se demostró que vale para ciertas subclases de grafos,
por ejemplo para grafos sin alguno de los posibles grafos de cuatro vértices
como subgrafo inducido.

Un resultado más débil es el siguiente: Un grafo es perfecto si y sólo si su
complemento es perfecto.
Este teorema fue demostrado por Lovász en 1972 (11 años después de ser
conjeturado por Berge) e independientemente también fue probado por Ful-
kerson.

A partir de un grafo se construye su matriz clique, en la cual cada columna
representa un vértice del grafo y cada fila es el vector caracteŕıstico de una
clique del grafo.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Dada una matriz A, se define el poliedro P (A) = {x|Ax ≤ 1, x ≥ 0}. Una
matriz A es perfecta si el poliedro P (A) tiene sólo extremos con coordenadas
enteras.
Chvátal demostró en 1975 un teorema que relaciona los grafos perfectos con
las matrices perfectas: Un grafo es perfecto si y sólo si su matriz clique es
perfecta.

Matrices balanceadas e ideales aparecen en el contexto de matrices perfec-
tas, por lo tanto resulta natural definir los grafos balanceados y los grafos
ideales como los grafos cuya matriz clique es balanceada o ideal, respectiva-
mente. Estos grafos no están definidos en la literatura, pero śı hay algunos
resultados sobre matrices balanceadas e ideales.
Definiendo el poliedro Q(A) = {x|Ax ≥ 1, x ≥ 0}, una matriz A es ideal si
el poliedro Q(A) tiene sólo extremos con coordenadas enteras.
Una matriz es balanceada si no contiene como submatriz la matriz de in-
cidencia de un ciclo impar, y totalmente balanceada si no contiene como
submatriz la matriz de incidencia de un ciclo.
Fulkerson, Hoffman y Oppenheim probaron en 1974 que las matrices balan-
ceadas son perfectas e ideales. Conforti, Cornuéjols y Rao hallaron en 1999
un algoritmo polinomial para decidir si una matriz es balanceada, basado
en propiedades de descomposición de las matrices balanceadas. Existen di-
versas caracterizaciones, tanto de las matrices balanceadas e ideales como
de las matrices minimalmente no balanceadas y las matrices minimalmente
no ideales.

Por otro lado, se define αC(G) como el cardinal de un conjunto máximo de
cliques independientes, y τC(G) como el cardinal de un conjunto mı́nimo de
vértices que intersecan todas las cliques de G.
Los grafos clique-perfectos fueron definidos por Guruswami y Pandu Rangan
en el año 2000 como aquellos grafos G en los cuales αC(H) = τC(H) para
todo subgrafo inducido H de G.
Existe una conjetura sobre la caracterización de los grafos clique-perfectos
mediante subgrafos prohibidos, planteada originalmente por J. Szwarcfiter
[109] y sobre la cual se trabajó en [59].

Dada una familia finita de conjuntos no vaćıos, el grafo intersección de esta
familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice y conectando
dos vértices por un arista si y sólo si los correspondientes conjuntos se in-
tersecan.
El grafo clique de un grafo G es el grafo intersección de las cliques de G.
Los grafos de intersección fueron y son actualmente muy estudiados, y en
particular los grafos clique.
Hamelink dio una caracterización parcial de los grafos clique en 1968, mien-
tras que Roberts y Spencer en 1971 la extendieron a una caracterización
completa. Sin embargo, ningún algoritmo eficiente ha podido ser formu-
lado en función de esa caracterización. Más aún: es uno de los problemas
abiertos más notorios en el campo de la teoŕıa de grafos la complejidad com-
putacional del reconocimiento de los grafos clique.
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Los grafos clique de varias clases de grafos ya fueron caracterizados. Algunas
de esas clases son los árboles, los grafos de intervalos, los grafos cordales,
los grafos de bloques, los grafos arco-circulares Helly, los grafos clique-Helly
y los clique-Helly hereditarios, mientras que para algunas otras aún es un
problema abierto.
En [59], M. Groshaus estudia los grafos cuyo grafo clique es perfecto y su
relación con los grafos clique-perfectos.

Describimos ahora la forma en que está organizado este trabajo.

En este caṕıtulo, además de definir los temas principales de la tesis, se pre-
sentan una serie de definiciones básicas de teoŕıa de grafos y la notación
utilizada, un resumen sobre clases de grafos, una breve introducción sobre
complejidad de algoritmos, una breve introducción a la teoŕıa poliedral y
programación lineal y un resumen sobre clases de matrices.

El Caṕıtulo 2 trata sobre grafos perfectos y algunas de sus variantes: grafos
clique-perfectos, grafos coordinados y grafos K-perfectos. Presentamos los
principales resultados conocidos sobre estas clases y los problemas algoŕıtmi-
cos relacionados. Exhibimos una familia de grafos altamente no-coordinados
y demostramos que los grafos coordinados son Berge. Por último, analizamos
el comportamiento del operador clique sobre algunas subclases de los grafos
perfectos y aportamos nuevos resultados originales que aparecen en [13].

El Caṕıtulo 3 está destinado a estudiar la complejidad de los problemas al-
goŕıtmicos relacionados con los grafos perfectos y sus variantes, tanto en el
caso general como dentro de la clase de los grafos clique-Helly hereditarios.
Los resultados de este caṕıtulo son originales de esta tesis y aparecen en [13].

El Caṕıtulo 4 trata sobre grafos balanceados. Definimos esta nueva clase
de grafos, damos diversas caracterizaciones de los mismos y demostramos
que tienen un reconocimiento polinomial. Definimos principalmente cua-
tro subclases de los grafos balanceados en función de sus ciclos impares
y estudiamos las intersecciones entre estas clases. Por último, analizamos
el comportamiento del operador clique sobre las diferentes clases de grafos
estudiadas. Los resultados de este caṕıtulo son originales de esta tesis y
aparecen en [14].

En el Caṕıtulo 5 presentamos algunas conclusiones que surgen de este tra-
bajo y las ĺıneas futuras de investigación.
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1.1 Definiciones básicas y notación

Denotaremos un grafo G por un par (V (G), E(G)), donde V (G) es un
conjunto finito, el conjunto de vértices de G, y E(G) es un conjunto de
pares no ordenados de vértices de G, llamados aristas. Sean n = |V (G)| y
m = |E(G)|. Un grafo se dice trivial si tiene un solo vértice.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v, w) ∈ E(G). Decimos
que v y w son los extremos de la arista. El vecindario de un vértice v
es el conjunto N(v) que consiste de todos los vértices adyacentes a v. El
vecindario cerrado de v es N [v] = N(v) ∪ {v}.
Un vértice v es universal cuando N(v) = V (G)−{v}. Un vértice v es aislado
cuando N(v) = ∅. El grado de un vértice v es el cardinal del conjunto N(v)
y se nota d(v). Dado un grafo G, notamos δ(G) al grado mı́nimo y ∆(G) al
grado máximo entre los vértices de G.

El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo que tiene el
mismo conjunto de vértices de G y tal que dos vértices distintos son adya-
centes en G si y sólo si no son adyacentes en G.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G).
Si V (H) = V (G), decimos que H es un subgrafo generador de G. Dado
un conjunto de vértices X ⊆ V (G), el subgrafo de G inducido por X es el
subgrafo H de G tal que V (H) = X y E(H) es el conjunto de aristas de G
que tiene ambos extremos en X.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyección entre V (G) y V (H)
que conserva las adyacencias. En este caso, notamos G = H.

Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices distintos P = v1, v2, ...,
vk, donde (vi, vi+1) ∈ E(G), i = 1, ..., k − 1. Una cuerda en P es una arista
que une dos vértices no consecutivos de P . Un camino inducido es un camino
sin cuerdas. Denotamos por Pk al camino inducido por k vértices.

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G existe
un camino de v a w.
La distancia entre dos vértices v y w en G es la longitud del camino más
corto entre v y w (la longitud de un camino se mide por la cantidad de
aristas que lo componen) y se nota dG(v, w). Si el contexto no es ambiguo,
se abrevia d(v, w).
El disco Dk(v) de centro v y radio k (k ≥ 0) es el conjunto de vértices de G
que están a distancia menor o igual que k de v.

Un circuito en un grafo G es una secuencia de vértices C = v1, v2, ..., vk, no
necesariamente distintos, donde v1 = vk y (vi, vi+1) ∈ E(G), i = 1, ..., k − 1.
Un ciclo en un grafo G es una secuencia de vértices C = v1, v2, ..., vk, donde
v1, ..., vk es un camino, v1 es adyacente a vk y k ≥ 3. Una cuerda en C es
cualquier cuerda del camino v1, v2, ..., vk excepto (v1, vk). Si los vértices que
une la cuerda en C están a distancia 2, decimos que la cuerda es corta. Un
ciclo es un ciclo inducido si no posee cuerdas. Llamamos Ck al ciclo inducido
por k vértices (C3 es también llamado triángulo). Ck es conocido como el
agujero de k vértices.
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Un conjunto S es maximal (minimal) en relación a una determinada pro-
piedad P si S satisface P , y todo conjunto S′ que contiene propiamente a S
(que está contenido propiamente en S) no satisface P .

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son ad-
yacentes. Llamamos Kn al grafo completo con n vértices.
Un conjunto de vértices M de un grafo G es un subgrafo completo si el
subgrafo inducido por M es completo. Una clique es un subgrafo completo
maximal de G. Notaremos C(G) al conjunto de cliques del grafo G. Un
parámetro bastante estudiado en un grafo G es ω(G), definido como el car-
dinal de una clique máxima de G.

Un conjunto de vértices I de un grafo G es un conjunto independiente si el
subgrafo inducido por I no tiene aristas. Otro parámetro muy estudiado de
un grafo G es su número de estabilidad α(G), definido como el cardinal de
un conjunto independiente máximo de G.

Un coloreo de un grafo G es una partición de V (G), donde cada clase de
la partición es un conjunto independiente al que identificamos con un color.
Un k-coloreo es una partición de V (G) en k conjuntos independientes. Si G
admite un k-coloreo, decimos que G es k-cromático. El número cromático
de G es el menor k para el cual existe un k-coloreo de G y se nota χ(G).

Un cubrimiento de los vértices de un grafo G por cliques es un conjunto de
cliques de G tales que cada vértice de G pertenece al menos a una de ellas.
El cardinal de un cubrimiento de vértices por cliques mı́nimo se nota k(G).

Un cubrimiento de las cliques de un grafo G por vértices es un conjunto
de vértices de G que tiene intersección no vaćıa con cada clique de G. Lo
denominamos transversal de las cliques. El cardinal de un transversal de las
cliques mı́nimo se nota τC(G).

Un conjunto de cliques de un grafo se dice independiente si las cliques son
disjuntas dos a dos. El cardinal de un conjunto independiente de cliques
máximo de G se nota αC(G).
Al mı́nimo k tal que existe una partición de las cliques de G en k conjuntos
de cliques independientes lo notaremos F (G).

Dado un grafo G y un vértice v de G, notaremos C(v) al conjunto de cliques
de G a las cuales pertenece v y mG(v) al cardinal de dicho conjunto. Un
vértice es llamado uniclical si está contenido en exactamente una clique y
multiclical en otro caso. El máximo de los mG(v) con v en G se nota M(G).

Si e = (v, w) es una arista de G, notaremos Ce al conjunto de cliques de G
que contienen a ambos vértices, v y w. Una arista se dirá uniclical si está
contenida en exactamente una clique de G y multiclical en otro caso.

Un grafo G es un diamante si es isomorfo a K4−{e}, para e cualquier arista
de K4.
Un grafo es una rueda Wj si es isomorfo a un ciclo inducido Cj al que se le
agrega un vértice universal.
Un grafo es un abanico Fj si es isomorfo a un camino inducido Pj al que se
le agrega un vértice universal.
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Un grafo es una estrella si es isomorfo a un conjunto independiente al que
se le agrega un vértice universal.
Un t-sol es un grafo con 2t vértices, t ≥ 3, que se pueden particionar en W =
{w1, . . . , wt} y U = {u1, . . . , ut} donde W es un conjunto independiente, U
induce un subgrafo completo y (wj , ui) ∈ E(G) si y sólo si i ≡ j ó i ≡ j + 1
(mód t).

Dado un grafo G, definimos el grafo de ĺıneas L(G) como un nuevo grafo en
el cual los vértices son las aristas de G y dos vértices en L(G) son adyacentes
si y sólo si las correspondientes aristas en G tienen un vértice en común.

Definimos G∗ = G∪{v}, donde v es un vértice aislado que se agrega al grafo
G, y G+ = G ∪ {v}, donde v es un vértice universal que se agrega al grafo
G.

Decimos que G es un digrafo, o un grafo dirigido, si las aristas están dadas
por un conjunto de pares ordenados de vértices.
Decimos que G es un multigrafo si se permite que entre un mismo par de
vértices se trace más de una arista.

Dado un grafo F , un grafo G se dice F -free si no contiene como subgrafo
inducido a F y, más generalmente, dados grafos F1, F2, . . . , Fk, un grafo se
dice {F1, F2, . . . , Fk}-free si no contiene como subgrafo inducido a ninguno
de los Fi.
Un grafo H es una estructura prohibida para una determinada clase de grafos
si un grafo en dicha clase no puede contener a H como subgrafo inducido.
La estructura prohibida será minimal si cualquier subgrafo inducido propio
de ella pertenece a la clase.

Un concepto muy usado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad
de Helly. Una familia de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly
cuando toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se intersecan
de a pares tiene intersección no vaćıa.

Una propiedad en grafos es hereditaria cuando se verifica que si un grafo
tiene la propiedad, cualquier subgrafo inducido de él también la tiene.

Dado un grafo G cuyos vértices están numerados de 1 a n, definimos la
matriz de adyacencia de G como M ∈ {0, 1}n×n donde M(i, j) = 1 si los
vértices i y j son adyacentes y 0 en otro caso.
Numerando las aristas de G de 1 a m, definimos la matriz de incidencia
de G como M ∈ {0, 1}m×n donde M(i, j) = 1 si el vértice j es uno de los
extremos de la arista i y 0 en otro caso.
Por último, numerando las cliques de G de 1 a k, definimos la matriz clique
de G como AG ∈ {0, 1}k×n donde AG(i, j) = 1 si el vértice j pertenece a la
clique i y 0 en otro caso.

Usualmente, nos referiremos a las filas o columnas de una matriz binaria
como si fueran conjuntos.
En general, dada una matriz A cuyas filas están indexadas por el conjunto
F y cuyas columnas están indexadas por el conjunto C, identificaremos
la fila i ∈ F con el conjunto {j ∈ C|A(i, j) = 1} ⊆ C y, análogamente,
identificaremos la columna j ∈ C con el conjunto {i ∈ F |A(i, j) = 1} ⊆ F .
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Entonces decimos que una fila está inclúıda en otra cuando lo están sus
correspondientes conjuntos, o que dos columnas se intersecan cuando la in-
tersección entre sus correspondientes conjuntos es no vaćıa.
Dada una matriz binaria A, llamamos grafo inducido por A (o derivado de
A) al grafo intersección de sus columnas.

1.2 Clases de grafos

Consideremos una familia finita de conjuntos no vaćıos. El grafo intersección
de esta familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice y
conectando dos vértices por un arista si y sólo si los correspondientes conjun-
tos se intersecan. Es sencillo probar que todo grafo es un grafo intersección
de alguna familia.

Los grafos intersección han recibido mucha atención en el estudio de la teoŕıa
algoŕıtmica de grafos y sus aplicaciones ([56], [86]). Algunas clases especiales
muy estudiadas de grafos de intersección son los grafos de intervalos, los
cordales, los arco-circulares, los circulares, los grafos de ĺınea y los grafos
clique.

El grafo clique de G, K(G), es el grafo intersección de las cliques de G. Por
lo tanto K es un operador que transforma un grafo en otro grafo. Podemos
definir Kj(G) como la j-ésima iteración del operador clique sobre el grafo
G, es decir, K1(G) = G y Kj(G) = K(Kj−1(G)) para j ≥ 2.

Dada una clase de grafos H, definimos K(H) como la clase de los grafos
clique de grafos en H y K−1(H) como la clase de los grafos cuyos grafos
clique están en H (estos últimos son llamados grafos clique-inversos de H).
Decimos que una clase H es fija bajo el operador K si K(H) = H, y que dos
clases H y L son clique-duales si K(H) = L y K(L) = H. En la tabla 1.1
mostramos las clases de grafos clique caracterizadas hasta el momento.

Un grafo arco-circular es el grafo intersección de arcos alrededor de un
ćırculo. Un grafo G es arco-circular Helly si existe una familia de arcos
alrededor de un ćırculo que verifican la propiedad de Helly y tal que G es el
grafo intersección de dicha familia.

Un grafo circular es el grafo intersección de cuerdas dentro de un ćırculo.
Un grafo G es circular Helly si existe una familia de cuerdas dentro de un
ćırculo que verifican la propiedad de Helly y tal que G es el grafo intersección
de dicha familia.

Un grafo de intervalos es el grafo intersección de intervalos en una recta. Un
grafo de intervalos propios es el grafo intersección de intervalos propios en
una recta. Un grafo de intervalos propios minimales es el grafo intersección
de intervalos propios en una recta, donde el número de puntos extremos de
los intervalos es 2|C(G)| − |C(K(G))|.

Un grafo G es un árbol si es conexo y no contiene ciclos.

Un grafo UV es el grafo intersección de caminos de un árbol. Un grafo DV
es el grafo intersección de caminos de un árbol dirigido. Un grafo RDV es
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Clase A K(A) Ref.

Arco-circular Helly Cliques circulares [38]
Bloques Bloques [70]
Circular Helly Dualmente Circular Helly [80]
Clique-Helly Clique-Helly [42]
Cordales Dualmente Cordales [15, 18, 63]
Clockwork Clockwork [78]
DE Dualmente DE [64]
Disco-Helly Disco-Helly [6]
Desmontables Desmontables [6]
Dualmente Cordales Cordales ∩ Clique-Helly [18, 63]
Dualmente Circular Helly Circular Helly [80]
Dualmente DE DE [64]
Dualmente DV DV [66, 98]
Dualmente RDV RDV [16, 98]
DV Dualmente DV [66, 98]
H1 H1 [35]
Clique-Helly hereditarios Clique-Helly hereditarios [97]
Intervalos Intervalos Propios [71]
Intervalos Propios Intervalos Propios [71]
Intervalos Propios Minimales Intervalos Propios [65]
Ptolomeicos Ptolomeicos [6]
RDV Dualmente RDV [16, 98]
Sin Diamantes Sin Diamantes [24]
Split Estrellas
Fuertemente Cordales Fuertemente Cordales [6, 18]
Arboles Bloques [70]
UV Dualmente UV [15]

Tabla 1.1: Clases de grafos clique

el grafo intersección de caminos de un árbol dirigido con ráız. Un grafo
DE es el grafo arista-intersección de caminos de un árbol dirigido, donde se
cosidera que dos caminos se intersecan si comparten alguna arista.

Un grafo G es cordal (o triangulado) si G no contiene al ciclo inducido
Ck como subgrafo inducido, para k ≥ 4. Equivalentemente, es el grafo
intersección de subárboles de un árbol.

Un grafo G es split cuando G y G son cordales, o equivalentemente, cuando
su conjunto de vértices puede ser particionado en una clique y un conjunto
independiente.

Un grafo G es fuertemente cordal si G es cordal y no contiene como subgrafo
inducido a un t-sol, para t ≥ 3. Son equivalentes a los grafos totalmente
balanceados, grafos cuya matriz clique es totalmente balanceada.
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Un grafo G es grafo de ĺınea si existe un grafo H tal que L(H) = G, o sea,
G es el grafo de ĺıneas de H.

Un bloque en un grafo es una componente biconexa maximal. Un grafo de
bloques es el grafo intersección de los bloques de un grafo.

Un grafo es disco-Helly si sus discos satisfacen la propiedad de Helly.

Un grafo es clique-Helly si sus cliques satisfacen la propiedad de Helly. Un
grafo G es clique-Helly hereditario si todo subgrafo inducido de G es clique-
Helly.

Un grafo G es bipartito si no contiene ciclos impares o, equivalentemente,
si su conjunto de vértices puede ser particionado en dos conjuntos indepen-
dientes.

Un grafo G sin diamantes es un grafo que no tiene como subgrafo inducido a
un diamante. También es equivalente decir que cada arista de G es uniclical.

Un grafo G es H1 cuando para cada par de vértices v1, v2 ∈ V (G), ∃M1,
M2 ∈ C(G) tal que v1 ∈ M1 \ M2 y v2 ∈ M2 \ M1.

Un grafo G se llama Ptolomeico si dados cuatro vértices u, v, w, t ∈ V (G),
se satisface dG(u, v) · dG(w, t) ≤ dG(u, w) · dG(v, t) + dG(u, t) · dG(v, w).

Un grafo G es desmontable si es un grafo trivial o tiene un vértice dominado
v (es decir, ∃w/N [v] ⊆ N [w]) tal que G − {v} es desmontable.

La forma habitual de dibujar un grafo en el plano es representando los
vértices por puntos y las aristas por curvas entre sus extremos, que no pasan
por ningún otro vértice. Un grafo G es planar si existe una representación de
G en el plano de modo que las aristas no se crucen, excepto en los vértices.

Un grafo G = (V (G), E(G)) es de comparabilidad si es posible direccionar
sus aristas de modo de que el grafo dirigido resultante G′ = (V (G), D(G))
satisfaga: (u, v) ∈ D(G), (v, w) ∈ D(G) ⇒ (u, w) ∈ D(G).

Un grafo G es dualmente cordal si admite un árbol generador T , tal que
para cada subgrafo completo H de G, los vértices de H inducen un subárbol
conexo en T .

Un grafo G es dualmente DV si admite un árbol generador dirigido T , tal
que para cada subgrafo completo H de G, los vértices de H inducen un
camino dirigido en T .

Un grafo G es dualmente RDV si admite un árbol generador dirigido T con
ráız, tal que para cada subgrafo completo H de G, los vértices de H inducen
un camino dirigido con ráız en T .

Un grafo G es dualmente circular Helly si existen un conjunto de puntos P
y un conjunto de cuerdas L en un ćırculo tal que las intersecciones de las
cuerdas pertenecen a P , las cuerdas verifican la propiedad de Helly y hay
una correspondencia entre los vértices de G y los puntos de P de manera tal
que dos vértices son adyacentes en G si y sólo si hay una cuerda de L que
pasa por los puntos correspondientes en P .
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Decimos que un grafo tiene cliques circulares si admite un orden circular
de sus vértices y un cubrimiento de sus aristas por subgrafos completos que
verifican la propiedad de Helly y están formados por vértices consecutivos
en dicho orden.

Un grafo G es perfecto si χ(H) = ω(H) para todo H subgrafo inducido de
G. Un grafo G es Berge si no contiene como subgrafo inducido ni un ciclo
inducido impar de longitud ≥ 5 ni su complemento.

Un grafo G es K-perfecto si su grafo clique K(G) es perfecto.

Un grafo G es clique-perfecto si τC(H) = αC(H) para todo H subgrafo
inducido de G.

Un grafo G es coordinado si M(H) = F (H) para todo H subgrafo inducido
de G.

Una completa recopilación sobre clases de grafos aparece en [17].

1.3 Complejidad algoŕıtmica

Un problema algoŕıtmico π(I, Q) consta de un conjunto I de todas las posi-
bles entradas para el problema, llamado el conjunto de instancias, y de una
pregunta Q sobre esas instancias. Resolver uno de estos problemas consiste
en desarrollar un algoritmo cuya entrada es una instancia del problema y
cuya salida es una respuesta a la pregunta del problema.
Decimos que un problema es de decisión cuando las posibles respuestas a
la pregunta son SI ó NO. Por ejemplo, π podŕıa ser el siguiente proble-
ma: “dado un grafo G, ¿ es balanceado ?”. El conjunto de instancias es
el conjunto de todos los grafos y la pregunta es saber si el grafo dado es
o no balanceado. El problema dado no sólo es de decisión sino que, en
particular, es un problema de reconocimiento. Es de sumo interés tanto
desde el punto de vista teórico como de las aplicaciones estudiar problemas
de reconocimiento para las diferentes clases de grafos.
Un problema es de optimización cuando lo que se busca a través de la pre-
gunta es la solución óptima para el problema formulado. Por ejemplo, “dado
un grafo G, ¿ cuál es la menor cantidad de colores necesaria para colorear a
G ?”
Usualmente, los problemas de optimización tienen su variante de decisión.
En el caso del coloreo será: “dado un grafo G y un entero k positivo, ¿ existe
un coloreo de G con menos de k colores ?”
Un problema es de enumeración cuando lo que se busca no es la existencia
de una solución o la solución óptima sino la cantidad de soluciones para el
problema formulado. Por ejemplo, “dado un grafo G y un entero k positivo,
¿ de cuántas formas distintas es posible colorear a G con k colores ?”

Diremos que un algoritmo es polinomial cuando el número de operaciones
que efectúa está acotado por una función polinomial en el tamaño de su
entrada. Si el tamaño de la entrada es n y la función polinomial es f(n),
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decimos que el algoritmo tiene complejidad O(f(n)). Los problemas de de-
cisión para los que existen algoritmos polinomiales constituyen la clase P y
son llamados polinomiales.

Un problema de decisión es no-determińıstico polinomial cuando cualquier
instancia que produce respuesta SI posee una comprobación de correctitud
(también llamada certificado) verificable en tiempo polinomial en el tamaño
de la instancia. Estos problemas de decisión pertenecen a la clase NP.
Claramente, P ⊆ NP. Sin embargo, no se sabe si esta inclusión es estricta:
uno de los principales problemas abiertos en informática teórica es saber si
P 6= NP.
Un problema de decisión pertenece a la clase co-NP cuando cualquier instan-
cia que produce respuesta NO posee un certificado polinomial en el tamaño
de la instancia.
Sean π1(I1, Q1) y π2(I2, Q2) dos problemas de decisión. Una transformación
polinomial de π1 en π2 es una función f : I1 → I2 que satisface las siguientes
dos condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.

2. Para toda instancia D ∈ I1, D produce respuesta SI para π1 si y sólo
si f(D) produce respuesta SI para π2.

Una definición esencial en la teoŕıa de complejidad es la definición de pro-
blema NP-completo. Un problema de decisión π pertenece a la clase NP-
completo cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

• π ∈ NP.

• Para todo problema π′ ∈ NP, existe una transformación polinomial de
π′ en π.

Un problema de decisión π pertenece a la clase NP-hard cuando se satisface
la siguiente condición:

• Para todo problema π′ ∈ NP, existe una transformación polinomial de
π′ en π.

La teoŕıa de NP-completitud fue iniciada por Cook en 1971 [31]. Alĺı probó
que el problema de satisfactibilidad de la lógica matemática es NP-completo,
en un resultado que se conoce como el Teorema de Cook. Primero Karp [75],
y tiempo después Garey y Johnson [50], presentaron largas listas de proble-
mas NP-completos en el campo de la combinatoria, la lógica, la teoŕıa de
conjuntos, la teoŕıa de grafos y otras áreas de la matemática discreta.
La técnica standard para probar que un problema π es NP-completo es
la siguiente: elegir en forma apropiada un problema π′ que ya sabemos
que es NP-completo y luego probar que π ∈ NP y que π′ es transformable
polinomialmente en π. Si sólo probáramos esta segunda parte, habŕıamos
probado que el problema π es NP-hard.
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No se conoce ningún algoritmo polinomial para resolver un problema NP-
completo. Surge de la definición de NP-completitud que si se encontrara un
algoritmo polinomial para un problema en esta clase, todo problema en NP
seŕıa polinomial (y estaŕıa probado, en consecuencia, que P = NP).

Similarmente, se define una clase de complejidad para los problemas cuya
respuesta es un número natural, en la cual entran la mayoŕıa de los proble-
mas de enumeración relacionados con problemas NP-completos y algunos
problemas de aritmética como por ejemplo calcular la permanente de una
matriz [118]. Un problema π está en la clase #P si para toda instancia D de
π, cuya respuesta es n, la respuesta posee una comprobación de correctitud
(también llamada certificado) verificable en tiempo n.p(|D|), donde p es un
polinomio que depende de π.
Sean π1(I1, Q1) y π2(I2, Q2) dos problemas cuyas respuestas son números
naturales. Una transformación polinomial de π1 en π2 es una función
f : I1 → I2 que satisface las siguientes dos condiciones:

1. f puede computarse en tiempo polinomial.

2. Para toda instancia D ∈ I1, D produce la misma respuesta para π1

que f(D) para π2.

En forma análoga a los problemas de decisión, un problema π pertenece a
la clase #P-completo cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

• π ∈ #P.

• Para todo problema π′ ∈ #P, existe una transformación polinomial de
π′ en π.

Un problema π pertenece a la clase #P-hard cuando se satisface la siguiente
condición:

• Para todo problema π′ ∈ #P, existe una transformación polinomial de
π′ en π.

La teoŕıa de #P-completitud fue iniciada por Valiant en 1977 [118, 119].
Alĺı probó, entre otros resultados, que el problema de calcular la cantidad de
cliques de un grafo es #P-completo. En base a un resultado de Simon [106],
quien observó que la transformación genérica utilizada en la demostración
del Teorema de Cook se podŕıa hacer respetando la cantidad de soluciones, se
puede probar también que el problema de contar la cantidad de valuaciones
distintas que hacen verdadera a una instancia del problema de satisfactibi-
lidad de la lógica matemática es #P-completo [92].

Resultados sobre complejidad de algoritmos pueden encontrarse en [50] y [92].
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1.4 Programación lineal y teoŕıa poliedral

Un poliedro es un conjunto P = {x ∈ <n : Ax ≤ b}, donde A ∈ <m×n y
b ∈ <m.

Dado un conjunto finito de puntos K = {v1, . . . , vt} ⊆ <n, la cápsula con-
vexa de K, llamada conv(K), es la intersección de todos los conjuntos con-
vexos que incluyen a K.
Un conjunto de puntos en <n es convexo si dados dos puntos x e y en el
conjunto, el segmento determinado por ellos pertenece al conjunto.
Una combinación convexa de los puntos de K es un punto v de la forma
v =

∑t
i=1 αivi con αi ≥ 0 y

∑t
i=1 αi = 1. Una combinación convexa se dice

propia cuando al menos dos de los αi son no nulos.
Es un resultado conocido que

conv(K) =
{

t
∑

i=1

αivi : αi ≥ 0 y
t

∑

i=1

αi = 1
}

es decir, la cápsula convexa de un conjunto K es el conjunto de todas las
combinaciones convexas de los puntos de K.

Dado un conjunto finito de puntos K = {v1, . . . , vt} ⊆ <n, el cono determi-

nado por K es cono(K) =
{

∑t
i=1 αivi : αi ≥ 0

}

.

Minkowski demostró que todo poliedro puede ser escrito como P = conv(K)+
cono(K ′) para dos conjuntos finitos K y K ′ de puntos y, por lo tanto, todo
poliedro resulta ser un conjunto convexo.
El poliedro P es acotado si y sólo si K ′ es vaćıo.

El punto v es un extremo del poliedro P si v no puede ser escrito como
combinación convexa de dos o más puntos en P .
Un poliedro se dice entero cuando sus extremos son enteros.

Un problema de programación lineal es un problema de maximización que
tiene la siguiente forma:

z = max{cx : x ∈ P} (1.1)

Donde P = {x : Ax ≤ b} es un poliedro y c ∈ <n.

Si el problema lineal (1.1) tiene un óptimo, entonces existe un extremo de
P que realiza el óptimo y puede hallarse en tiempo polinomial [76].

Dado un problema de programación lineal

max{cx : Ax ≤ b, x ≥ 0},

definimos su problema dual como:

min{yb : yA ≥ c, y ≥ 0}.

Si x es una solución factible del primal e y es una solución factible del dual,
entonces cx ≤ yb.
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El teorema de dualidad fuerte dice que el óptimo del problema primal tiene
el mismo valor que el óptimo del problema dual [49].

Un problema de programación lineal entera es un problema de maximización
que tiene la siguiente forma:

z = max{cx : x ∈ P, x ∈ Zn} (1.2)

Donde P = {x : Ax ≤ b} es un poliedro y c ∈ <n.

El problema de programación lineal entera es NP-hard [90].

La relajación lineal de un problema de programación lineal entera es el pro-
blema de programación lineal que resulta al eliminar la restricción
“ x ∈ Zn ”. Si los extremos de P son enteros, entonces el problema coincide
con su relajación lineal y puede resolverse en tiempo polinomial.

Resultados sobre teoŕıa poliedral y programación lineal pueden encontrarse
en [25], [8] y [90].

1.5 Clases de matrices

Una matriz binaria es una matriz A cuyas entradas A(i, j) son ceros ó unos.
En general, denotaremos por 1 al vector de unos de la dimensión correspon-
diente en cada caso.

Dada una matriz A, definimos los poliedros P (A) = {x|Ax ≤ 1, x ≥ 0},
Q(A) = {x|Ax ≥ 1, x ≥ 0} y R(A) = {x|Ax = 1, x ≥ 0}.

Una matriz binaria A es perfecta cuando los extremos del poliedro P (A) son
enteros.

Una matriz binaria A es ideal cuando los extremos del poliedro Q(A) son
enteros.

Una matriz binaria es balanceada cuando no contiene como submatriz a la
matriz de incidencia de un ciclo impar.

Una matriz binaria es totalmente balanceada cuando no contiene como sub-
matriz a la matriz de incidencia de un ciclo.

Una matriz binaria A es totalmente unimodular si el determinante de cual-
quier submatriz cuadrada de A es 0, 1 ó -1.

Las matrices balanceadas son perfectas e ideales, y tanto las matrices total-
mente balanceadas como las totamente unimodulares, son balanceadas.

Resultados sobre estas clases de matrices pueden encontrarase en [32].



Caṕıtulo 2

Grafos perfectos y sus

variantes

En este caṕıtulo resumiremos los resultados existentes sobre grafos perfectos,
grafos clique-perfectos, grafos coordinados y grafos K-perfectos.
Finalmente, estudiaremos como actúa el operador clique sobre algunas sub-
clases de los grafos perfectos.

2.1 Grafos perfectos

Los grafos perfectos fueron definidos por Claude Berge en el año 1960 [9], y
se convirtieron en uno de los temas más estudiados en la teoŕıa de grafos.
Hay gran cantidad de trabajos publicados sobre grafos perfectos, entre los
principales podemos destacar la monograf́ıa de Golumbic [56] y los trabajos
de Fulkerson [44, 45, 46], Lovász [81, 82] y Chvátal [26].
Recordemos algunas definiciones para un grafo G:

ω(G): tamaño de una clique máxima de G.

χ(G): número cromático de G, el menor k tal que G es k-coloreable, o equi-
valentemente, el tamaño de una partición mı́nima de los vértices de G en
conjuntos de vértices independientes.

α(G): tamaño de un conjunto independiente de vértices máximo en G.

k(G): tamaño de un recubrimiento mı́nimo de los vértices de G por cliques
de G.

Notemos que para cualquier grafo G, se verifica

ω(G) ≤ χ(G) y α(G) ≤ k(G),

y además,
α(G) = ω(G) y k(G) = χ(G).

15
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Definición 2.1 Un grafo G se dice perfecto si ω(H) = χ(H) para todo
subgrafo inducido H de G.

En 1961, Berge planteó la siguiente conjetura: “un grafo es perfecto si y
sólo si su complemento lo es”. Fue demostrada luego de más de 10 años por
Lóvasz e independientemente por Fulkerson, poco después, y hoy se conoce
como el Teorema de los Grafos Perfectos.

Teorema 2.1 (Lovász, 1972) [81] Dado un grafo G, son equivalentes:

(P1) ω(H) = χ(H) para todo subgrafo inducido H de G

(P2) α(H) = k(H) para todo subgrafo inducido H de G

(P3) ω(H)α(H) ≥ |H| para todo subgrafo inducido H de G

La equivalencia (P1) ⇔ (P2) fue demostrada también por Fulkerson [46],
quien para su demostración desarrolló importantes resultados de teoŕıa po-
liedral.

Definición 2.2 Diremos que un grafo G es Berge si no contiene como sub-
grafo inducido a C2k+1 ni a C2k+1 para k ≥ 2.

Dado que los grafos C2k+1 y C2k+1 (k ≥ 2) no son perfectos, es claro que
los grafos perfectos son necesariamente Berge. La propiedad rećıproca se
conoce como Conjetura Fuerte de los Grafos Perfectos (SPGC).

Conjetura 2.1 (Berge, 1961) [10] Si G es un grafo Berge, entonces es per-
fecto.

Si bien aún no ha sido probada para el caso general se demostró que la
conjetura es cierta para una gran cantidad de clases de grafos.
En 1992 Prömel y Steger [99] mostraron que la SPGC es asintóticamente
verdadera: si denotamos por P (n) y B(n) al conjunto de los grafos de n

vértices perfectos y Berge respectivamente, se cumple que limn→∞
|P (n)|
|B(n)| = 1.

Definición 2.3 Un grafo G es minimalmente imperfecto si no es perfecto,
pero todos sus subgrafos inducidos lo son.

Esta nueva definición da lugar a una versión equivalente de la conjetura.

Conjetura 2.2 (SPGC, segunda versión) Los únicos grafos minimalmente
imperfectos son los grafos C2k+1 y C2k+1.

Esta versión de la conjetura dice que no existen grafos Berge minimal-
mente imperfectos. Un grafo con esas caracteŕısticas se conoce con el nom-
bre de monstruo. Gurvich y Hougardy [62] y Gurvich y Udalov (citado
en [34]), demostraron que un monstruo, de existir, debe tener por lo menos
25 vértices, superando un resultado previo de Lam [77].

Presentamos aqúı algunas clases de grafos para las cuales se ha probado la
SPGC:
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• Grafos circulares, demostrado por Buckingham y Golumbic [19, 20].

• Grafos planares, por Tucker [115, 21].

• Grafos con grado máximo menor que 7, por Grinstead [58].

• Grafos pretty, grafos en los cuales todo subgrafo inducido tiene un
vértice v cuya vecindad es {P4,2K2}-free, por Maffray, Porto y Preiss-
mann [85].

La conjetura también está probada para la clase de grafos F -free (y por lo
tanto para la clase de grafos F -free), para varios grafos F .
En particular, para todos los grafos F con |V (F )| = 4:

• P4-free, por Seinsche [105].

• paw-free, por Parthasarathy y Ravindra [93], Hsu [72].

• (K4-e)-free o sin diamantes, por Tucker [113] y Conforti [28].

• K4-free, por Tucker [116, 114, 111].

• C4-free, por Cornuéjols, Conforti y Vušković [30].

Para el caso |V (F )| = 5, la conjetura está probada para:

• bull-free, por Chvátal y Sbihi [27].

• dart-free, por Sun [107].

• chair-free, por Sassano [104].

La SPGC sigue abierta para otros grafos prohibidos F de 5 vértices (es claro
que demostrar la conjetura para los grafos C5-free equivale a demostrar la
conjetura en el caso general). El caso más estudiado es el de F = P5, sobre
el cual han trabajado Olariu [91], Maffray y Preissmann [83], y Barré junto
a Fouquet [7], entre otros.

El problema se atacó también desde el punto de vista de los operadores en
grafos, para algunos operadores Φ, se demostró que la clase de grafos Φ(G)
es una clase donde vale la SPGC. Por ejemplo:

• Grafos de ĺınea, basado en resultados sobre grafos K1,3-free.

• Grafos totales, por Rao y Ravindra [101]. El grafo total T (G) de un
grafo G = (V, E) tiene como conjunto de vértices a V ∪ E, donde el
subgrafo inducido por V es G, el subgrafo inducido por E es L(G), y
además cada vértice correspondiente a una arista de G es adyacente a
los vértices correspondientes a sus dos extremos.

• Grafos triangulares, por Le [79]. El grafo triangular de G, L3(G), tiene
un vértice por cada triángulo de G, donde dos vértices son adyacentes
en L3(G) si los triángulos correspondientes de G tienen una arista en
común.
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Figura 2.1: Grafos con nombre

Existe una versión más débil de la SPGC que también se mantiene abierta
hasta el presente.

Conjetura 2.3 (Gyarfas, 1987) [67] Existe una función f tal que para todo

grafo G Berge, χ(G) ≤ f(ω(G)).

Esta función f claramente debe satisfacer f(x) ≥ x. Notemos que la SPGC
dice que la desigualdad se verifica para la función identidad.
Algunos resultados sobre los problemas abiertos mencionados anteriormente,
fueron tratados a partir de esta nueva conjetura. Wagon [120] en primer
lugar y Gyarfas [67], llegaron a los siguientes resultados:

• Para todo grafo C4-free G, no necesariamente Berge,

χ(G) ≤
1

2
ω(G)(ω(G) + 1)

• Para todo grafo P5-free G, no necesariamente Berge,

χ(G) ≤ 4ω(G)−1

La importancia de los grafos perfectos, dio lugar a que se definieran diversas
variantes de estos grafos.
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Definición 2.4 Un grafo G se denomina trivialmente perfecto si, para todo
subgrafo inducido H, se verifica α(H) = |C(H)| (donde |C(H)| es el número
de cliques de H).

Wolk [121] y Golumbic [56] probaron el siguiente resultado:

Teorema 2.2 Sea G un grafo, entonces G es trivialmente perfecto si y sólo
si G es {P4, C4}-free.

Claramente, los grafos trivialmente perfectos son perfectos. Berge en los
años ’60 probó que muchas clases de grafos conocidas son perfectas, como los
grafos de comparabilidad, los grafos bipartitos, los cordales o triangulados,
los grafos totalmente unimodulares y todos sus complementos [9, 10].

2.1.1 Parámetros α(G) y k(G)

Dado un grafo G, definimos una matriz clique de G como una matriz bina-
ria AG tal que sus columnas están indexadas por los vértices de G, sus filas
están indexadas por las cliques de G, y AG(i, j) = 1 si y sólo si el vértice j
pertenece a la clique i.

Por otra parte, dada una matriz binaria A, definimos su grafo inducido GA

como el grafo intersección de sus columnas.

En particular, si G es un grafo, el grafo inducido por AG es G, y vale lo
siguiente:

Proposición 2.1 [59] Sea A una matriz binaria. Entonces A es una matriz
clique de su grafo inducido si y sólo si:

(i) A no tiene filas incluidas

(ii) A no tiene columnas nulas

(iii) Las columnas de A verifican la propiedad de Helly

Dado un grafo G de n vértices y k cliques, el problema de encontrar α(G)
ó k(G) se puede formular como un problema de programación lineal entera
de la siguiente manera:

α(G) = max1 · x k(G) = min1 · y

AG · x ≤ 1 y At
G · y ≥ 1

x ∈ {0, 1}n y ∈ {0, 1}k

donde At
G es la matriz transpuesta de AG.

Definición 2.5 Una matriz A es perfecta cuando el poliedro P (A) = {x | Ax ≤
1, x ≥ 0} es entero.



CAPÍTULO 2. GRAFOS PERFECTOS Y SUS VARIANTES 20

Definición 2.6 Una matriz A es ideal cuando el poliedro Q(A) = {x | Ax ≥
1, x ≥ 0} es entero.

Observemos que si G es un grafo tal que AG es perfecta, entonces el proble-
ma de hallar α(G) se puede resolver con métodos de programación lineal, y
si At

G es ideal, lo mismo pasa para el problema de hallar k(G).

Chvátal demostró un resultado más fuerte, que además da una caracteri-
zación desde un enfoque distinto para los grafos perfectos.

Teorema 2.3 (Chvátal, 1975) [26] Sea A una matriz binaria sin columnas
nulas. Entonces A es perfecta si y sólo si A sin las filas incluidas es matriz
clique de un grafo perfecto.

2.2 Grafos clique-perfectos

Los grafos clique-perfectos fueron definidos por Guruswami y Pandu Ran-
gan [61] en el año 2000 y todav́ıa no se conocen muchos resultados en este
tema. Propiedades sobre transversales de las cliques mı́nimos y conjuntos
independientes de cliques máximos han sido estudiadas en [1, 2, 3, 39].
Recordemos algunas definiciones para un grafo G:

Se denomina transversal de las cliques a un conjunto de vértices de G que
interseca a todas las cliques del grafo.

Un conjunto independiente de cliques es un subconjunto de cliques disjuntas
dos a dos.

τC(G): tamaño de un transversal de las cliques mı́nimo en G.

αC(G): tamaño de un conjunto independiente de cliques de G máximo.

Notemos que para cualquier grafo G, se verifica αC(G) ≤ τC(G).

Definición 2.7 Un grafo G se dice clique-perfecto si αC(H) = τC(H) para
todo subgrafo inducido H de G.

Existe también una conjetura sobre una caracterización de los grafos clique
perfectos mediante subgrafos prohibidos, planteada originalmente por J.
Szwarcfiter [109] y sobre la cual se trabajó en [59].

Sea G un grafo, C un ciclo de G no necesariamente inducido. Decimos que
una arista de C es impropia si forma triángulo en G con algún vértice de C.

Un r-sol generalizado es un grafo que contiene un ciclo (no necesariamente
inducido) Cr de r vértices, con r impar, y por cada arista impropia del
mismo, un vértice adyacente únicamente a sus dos extremos.
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5-soles generalizados 7-soles generalizados

Figura 2.2: Soles generalizados

Conjetura 2.4 [59] Un grafo es clique-perfecto si y sólo si no contiene un
sol generalizado ni el complemento de un agujero impar no múltiplo de 3
como subgrafo inducido.

Observemos que no todo grafo perfecto es clique-perfecto, el grafo vikingo
es perfecto pero no clique-perfecto [59] (figura 2.1).
A su vez, no todo grafo clique-perfecto es perfecto, los complementos de
agujeros impares múltiplos de 3 son clique-perfectos pero no perfectos [39].
Sin embargo, vale lo siguiente:

Proposición 2.2 [59] Si la SPGC es cierta, entonces todo grafo G clique-
perfecto y clique-Helly hereditario es perfecto.

Se han estudiado en la literatura algunas clases de grafos que resultan ser
clique-perfectas. Los grafos fuertemente cordales [61], los grafos de compa-
rabilidad [4], y la clase G [39], la clase de grafos {F4,W4}-free en los cuales
todo ciclo impar tiene una cuerda corta.

2.2.1 Parámetros αC(G) y τC(G)

Dado un grafo G de n vértices y k cliques, AG matriz clique de G, el pro-
blema de encontrar αC(G) ó τC(G) se puede formular como un problema de
programación lineal entera de la siguiente manera [39]:

αC(G) = max1 · x τC(G) = min1 · y

At
G · x ≤ 1 y AG · y ≥ 1

x ∈ {0, 1}k y ∈ {0, 1}n

donde At
G es la matriz transpuesta de AG.

Observemos que si G es un grafo tal que At
G es perfecta, entonces el proble-

ma de hallar αC(G) se puede resolver con métodos de programación lineal,
y si AG es ideal, lo mismo pasa para el problema de hallar τC(G).

Observación 2.1 La clase de grafos clique-perfectos no coincide con la
clase de grafos cuya matriz clique transpuesta es perfecta.
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El siguiente grafo tiene matriz clique transpuesta perfecta y no es clique-
perfecto.

1
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7
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At
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0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1
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63

H

G no es clique-perfecto porque contiene como subgrafo inducido una pirámide
H, donde αC(H) = 1 y τC(H) = 2. Sin embargo, At

G sin sus filas incluidas
es la matriz clique de un K4, que es perfecto. Luego, por el Teorema 2.3,
At

G es perfecta.

El siguiente grafo es clique-perfecto y no tiene matriz clique transpuesta
perfecta.
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0 0 0 0 1 1 0
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H

El grafo H inducido por At
G sin sus filas incluidas no es perfecto (contiene un

C5 inducido). Luego, por el Teorema 2.3, At
G no es perfecta. Sin embargo,

es fácil verificar que G es clique-perfecto.

2.3 Grafos coordinados

Los grafos coordinados fueron definidos por M. Groshaus [59] en 2001. Dado
un grafo G y un vértice v de G, definimos:

mG(v): cantidad de cliques de G que contienen a v.

M(G) = max{ mG(v) | v ∈ G}

F (G): tamaño de una partición mı́nima de las cliques de G en conjuntos
independientes de cliques.

Notemos que para cualquier grafo G, se verifica M(G) ≤ F (G).
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Definición 2.8 Un grafo G se dice coordinado si M(H) = F (H) para todo
subgrafo inducido H de G.

En [59] se demuestra que los ciclos pares son coordinados y que los ciclos
impares C2k+1 con k ≥ 2 no lo son, ya que M(C2k+1) = 2 y F (C2k+1) = 3
para k ≥ 2.

Demostraremos ahora que los complementos de ciclos de longitud mayor
ó igual a 5 y distinta de 6 no son coordinados, con lo cual resulta que los
grafos coordinados son grafos Berge, y de valer la SPGC son grafos perfectos.

Para eso vamos a calcular M(Cn) y |C(Cn)|, y ver algunas cuestiones rela-
cionadas con los conjuntos de cliques independientes de Cn, con lo cual
vamos a obtener una cota inferior para F (Cn) y ver que F (Cn) > M(Cn).

Llamemos An a la cantidad de secuencias [a1, a2, . . . , as] donde ai ∈ {2, 3}
y

∑s
i=1 ai = n. Por ejemplo, para n = 7, las posibles secuencias son [2, 2, 3],

[2, 3, 2] y [3, 2, 2], por lo tanto A7 = 3.

Sea Cn el complemento de un ciclo inducido v1, v2, . . . , vn, es decir, vi es
adyacente a vj sii j 6= i− 1, i + 1 (módulo n), con n ≥ 5. A partir de ahora,
todas las sumas de ı́ndices deberán entenderse módulo n.

Observación 2.2 Dados dos vértices consecutivos vi, vi+1 toda clique de
Cn contiene a lo sumo uno de ellos.

Demostración: Dado que una clique es un conjunto completo y en Cn vi y
vi+1 no son adyacentes, ninguna clique puede contener a ambos vértices. 2

Observación 2.3 Dados tres vértices consecutivos vi, vi+1, vi+2 toda clique
de Cn contiene por lo menos uno de ellos.

Demostración: Sea S un subgrafo completo de Cn que no contiene a vi, ni
a vi+1, ni a vi+2. Como los únicos vértices no adyacentes a vi+1 son vi y
vi+2, vi+1 es adyacente a todos los vértices de S, luego S no es un subgrafo
completo maximal. 2

Lema 2.1 El conjunto de cliques de Cn es unión disjunta de C(vi,vi+3),
C(vi+1) y C(vi+2), para cualquier 1 ≤ i ≤ n.

Demostración: Primero veamos que los tres conjuntos son disjuntos dos a
dos. C(vi,vi+3)∩C(vi+1) = ∅, C(vi,vi+3)∩C(vi+2) = ∅ y C(vi+1)∩C(vi+2) = ∅

ya que por la Observación 2.2 una clique de Cn contiene a lo sumo uno de
los dos vértices vi y vi+1, vi+2 y vi+3, y vi+1 y vi+2, respectivamente. Ahora
veamos que C(Cn) = C(vi+1)∪C(vi+2)∪C(vi,vi+3). Sea M una clique de Cn

que no pertenece a C(vi+1) ∪ C(vi+2), es decir, vi+1 y vi+2 no pertenecen
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a M . Por la Observación 2.3, por lo menos uno de los tres vértices vi,
vi+1 y vi+2 pertenece a M , luego vi ∈ M , y por lo menos uno de los tres
vértices vi+1, vi+2 y vi+3 pertenece a M , luego vi+3 ∈ M , y por lo tanto
M ∈ C(vi,vi+3). 2

Lema 2.2 En Cn, las cliques de C(vi) se pueden poner en correspondencia
biuńıvoca con las secuencias [a1, a2, . . . , as] donde ai ∈ {2, 3} y

∑s
i=1 ai = n,

y por lo tanto |C(vi)| = An.

Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos suponer i = 1, ya que
el grafo es totalmente simétrico. Sea D ∈ C(v1), D = {vi1 , vi2 , . . . , vis} con
1 = i1 < i2 < · · · < is. Por la Observación 2.2 debe ser ij+1 − ij ≥ 2 e
is ≤ n − 1 y por la Observación 2.3 debe ser ij+1 − ij ≤ 3 e is ≥ n − 2.
Entonces a la clique D podemos asignarle la secuencia S(D) = [i2 − i1, i3 −
i2, . . . , in−in−1, n+1−in], en la cual, como vimos, cada elemento es 2 ó 3, y
su suma es (i2−i1)+(i3−i2)+ · · ·+(in−in−1)+(n+1−in) = n+1−i1 = n.
A su vez, dada una secuencia S = [a1, a2, . . . , as] donde ai ∈ {2, 3} y
∑s

i=1 ai = n, podemos asignarle el conjunto de vértices D(S) = {vi1 , vi2 ,
. . . , vis} donde i1 = 1 e ij = ij−1 + aj−1 para j = 2, . . . , s. Veamos que
inducen una clique. No hay dos vértices con ı́ndices consecutivos, ya que
1 = i1 < i2 < · · · < is, ij+1 − ij = 2 ó 3, e is ≤ n + 1 − 2 = n − 1. Luego
D(S) es un conjunto de vértices adyacentes dos a dos. Falta ver que es
maximal. Sea vi distinto de vi1 , vi2 , . . . , vis . Entonces, o existe un j tal que
ij < i < ij+1, ó is < i ≤ n. En el primer caso, como ij+1−ij = 2 ó 3, resulta
que i = ij+1−1 ó i = ij +1. En el segundo caso, como is ≥ n+1−3 = n−2,
resulta que i = is + 1 ó i = n. En cualquier caso, D(S) ∪ {vi} no induce un
subgrafo completo.
Por último, para ver que la correspondencia es biuńıvoca basta observar
que las asignaciones son inversas una de la otra, es decir, D(S(D)) = D y
S(D(S)) = S. Por lo tanto, |C(vi)| = An. 2

v1
v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v1
v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

D = {v1, v4, v6, v8} ∈ C(v1) D = {v1, v4, v7} ∈ C(v1)
S(D) = [3, 2, 2, 2] S(D) = [3, 3, 3]

Figura 2.3: Ejemplos de asignación de secuencias a cliques en C9
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Teorema 2.4 M(Cn) = An.

Demostración: Como para todo i = 1, . . . , n vale mCn
(vi) = |C(vi)| = An,

entonces M(Cn) = An. 2

Lema 2.3 En Cn, las cliques de C(vi,vi+3) se pueden poner en corresponden-
cia biuńıvoca con las secuencias [a1, a2, . . . , as] donde ai ∈ {2, 3} y

∑s
i=1 ai =

n − 3, y por lo tanto |C(vi,vi+3)| = An−3.

Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos suponer i = 1, ya que
el grafo es totalmente simétrico. Consideremos la asignación de secuencias
a cliques dada en la demostración del Lema 2.2. Sea D ∈ C(v1). Entonces
D ∈ C(v1,v4) si y sólo si a1 = 3 en S(D), ya que si a1 = 2, v3 ∈ D y
por lo tanto v4 6∈ D. Luego utilizando la misma asignación, las cliques de
C(vi,vi+3) se pueden poner en correspondencia biuńıvoca con las secuencias
[a1, a2, . . . , as] donde ai ∈ {2, 3}, a1 = 3 y

∑s
i=1 ai = n, o equivalentemente,

las secuencias [a1, a2, . . . , at] donde ai ∈ {2, 3} y
∑t

i=1 ai = n − 3. Por lo
tanto, |C(vi,vi+3)| = An−3. 2

Teorema 2.5 |C(Cn)| = 2An + An−3.

Demostración: Es consecuencia directa de los Lemas 2.1, 2.2 y 2.3. 2

Lema 2.4 En Cn, una clique de C(vi) cuya secuencia correspondiente con-
tiene algún 2, sólo puede formar parte de una familia de cliques indepen-
dientes de tamaño a lo sumo dos.

Demostración: Sea D una clique de C(vi) cuya secuencia correspondiente
contiene un 2. Luego D contiene a los vértices vj y vj+2 para algún j. Por
la Observación 2.3, cualquier clique de Cn contiene por lo menos uno de los
vértices vj , vj+1 y vj+2. Luego, cualquier clique de Cn independiente con D
contiene a vj+1, y por lo tanto dos cliques independientes con D no pueden
ser independientes entre si. 2

Teorema 2.6 F (Cn) > M(Cn), para n ≥ 5, n 6= 6.

Demostración: Sea P una partición mı́nima de las cliques de Cn en familias
de cliques independientes. Sea D una clique, vi ∈ D, luego D como clique
de C(vi) se puede representar por una secuencia [a1, a2, . . . , as] donde ai ∈
{2, 3} y

∑s
i=1 ai = n.

Si n no es múltiplo de 3, necesariamente dicha secuencia contiene algún 2.
Por lo tanto, por el Lema 2.4, la familia de P a la cual pertenece D tiene a



CAPÍTULO 2. GRAFOS PERFECTOS Y SUS VARIANTES 26

lo sumo dos elementos. Dado que D era una clique cualquiera, resulta que
toda familia de P tiene a lo sumo dos cliques. Con lo cual,

F (Cn) = |P| ≥
|C(Cn)|

2
=

2An + An−3

2
> An = M(Cn),

ya que An−3 > 0 para n ≥ 5.
Si n es múltiplo de 3, n = 3t con t ≥ 3, en Cn hay exactamente tres cliques
que pueden representarse con secuencias de 3: M1 = {v1, v4, . . . , vn−2},
M2 = {v2, v5, . . . , vn−1} y M3 = {v3, v6, . . . , vn}. Entonces, en P puede
haber a lo sumo una familia de 3 cliques independientes y el resto de las
familias de dos cliques independientes. Con lo cual,

F (C3t) = |P| ≥
|C(C3t)| − 1

2
=

2A3t + A3t−3 − 1

2
> A3t = M(C3t),

ya que A3t−3 > 1 para t ≥ 3.
Como se ve en la figura 2.4, M(C6) = F (C6) = 2. 2

Corolario 2.1 Cn no es coordinado para n ≥ 5, n 6= 6.

Demostración: Es consecuencia directa del Teorema 2.6. 2

Figura 2.4: C6

Corolario 2.2 Los grafos coordinados son grafos Berge.

Demostración: Se deduce del Corolario 2.1 y del hecho de que los agujeros
impares no son coordinados. 2

Como consecuencia de estos resultados y de la SPGC de Berge es natural
formular la siguiente conjetura:

Conjetura 2.5 Los grafos coordinados son perfectos.
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Observemos que el conjunto S de secuencias [a1, a2, . . . , as] donde ai ∈ {2, 3}
y

∑s
i=1 ai = n, n ≥ 5, se puede partir en dos conjuntos disjuntos, según el

primer elemento de la secuencia. Con un razonamiento similar al utilizado
en la demostración del Lema 2.3, la cantidad de secuencias de S cuyo primer
elemento es 2 resulta ser An−2 y la cantidad de secuencias de S cuyo primer
elemento es 3 resulta ser An−3. Por lo tanto la sucesión {An}n≥2 puede
calcularse en forma recursiva de la siguiente manera:















A2 = 1
A3 = 1
A4 = 1
An = An−2 + An−3, n ≥ 5

La fórmula cerrada para los términos de esta sucesión es de la forma

An = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 + c3λ

n
3

donde c1, c2 y c3 son números complejos y λ1, λ2 y λ3 son las ráıces del
polinomio p(x) = x3 − x − 1 [103].
El polinomio p tiene una sola ráız real λ1, que verifica 1, 3 < λ1 < 1, 4 y dos
ráıces complejas conjugadas λ2 y λ3 de módulo 1

λ1
< 1. Por lo tanto, para

valores de n suficientemente grandes, An
∼= c1λ

n
1 , y dado que An es real y

λ1 es real y mayor a 1, c1 debe ser real también.

De la demostración del Teorema 2.6 se desprende que

F (Cn) − M(Cn) ≥
An−3 − 1

2
,

y dado que la sucesión {An}n≥0 crece exponencialmente, la familia de grafos
{Cn}n≥7 resulta ser una familia de grafos altamente no coordinados (la di-
ferencia entre F (G) y M(G) puede ser arbitrariamente grande).
En ese sentido, esta familia es similar a la familia de grafos altamente imper-
fectos de Mycielski [89] y a la familia de grafos altamente clique-imperfectos
presentada en [39], donde la diferencia entre χ(G) y ω(G), y entre τC(G) y
αC(G) respectivamente, puede ser arbitrariamente grande.

Otra clase de grafos que no son coordinados son los soles completos impares,
es fácil ver que M((2k + 1)-sol) = 3 y F ((2k + 1)-sol) = 4.

En el Caṕıtulo 4 de esta tesis presentamos una nueva clase de grafos, los
grafos balanceados, que resultan ser coordinados, y de lo cual se desprende
por ejemplo que subclases de los balanceados como los grafos bipartitos, los
fuertemente cordales, los trivialmente perfectos y los totalmente unimodu-
lares son coordinados.

2.4 Grafos K-perfectos

Los grafos de intersección han jugado un rol importante en la teoŕıa de grafos
desde hace más de sesenta años.
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Los grafos clique constituyen una clase de grafos de intersección que ha sido
estudiada no sólo dentro de ese contexto sino también dentro de la teoŕıa de
operadores de grafos [95].
Muchos resultados pueden obtenerse analizando el grafo clique de un grafo,
algunos de éstos pueden encontrarse en [86] y [95].
Recordemos algunas definiciones:

Sea S una familia finita de subconjuntos no vaćıos de un conjunto dado.
El grafo intersección de S se obtiene representando cada subconjunto por
un vértice, donde dos vértices son adyacentes si los subconjuntos correspon-
dientes se intersecan.

Decimos que S satisface la propiedad de Helly cuando toda subfamilia de S
consistente en subconjuntos que se intersecan de a pares tiene intersección
no vaćıa.

El grafo clique K(G) de un grafo G es el grafo intersección de la familia de
cliques de G.

Definición 2.9 [59] Decimos que G es K-perfecto cuando su grafo clique
K(G) es perfecto.

Observación 2.4 Por definición, la clase de los grafos K-perfectos es la
clase K−1(perfectos).

Un grafo es clique-Helly (CH) si sus cliques satisfacen la propiedad de Helly.

Un grafo G es clique-Helly hereditario (CHH) si todo subgrafo inducido de
G es clique-Helly.

Prisner da en [97] una caracterización de los grafos clique-Helly hereditarios
en términos de subgrafos prohibidos, que además conduce a un algoritmo
de reconocimiento polinomial de los mismos.

Teorema 2.7 (Prisner, 1991) [97] Un grafo es clique-Helly hereditario si y
sólo si no contiene como subgrafo inducido a ninguno de los grafos de la
figura 2.5.

Figura 2.5: Grafos de Hajos

También podemos dar una caracterización de los grafos clique-Helly heredi-
tarios basada en propiedades de su matriz clique.



CAPÍTULO 2. GRAFOS PERFECTOS Y SUS VARIANTES 29

Teorema 2.8 Un grafo es clique-Helly hereditario si y sólo si su matriz
clique no contiene como submatriz la matriz de incidencia de un triángulo.

Demostración:
⇐) Supongamos que G no es clique-Helly hereditario. Entonces, por el
Teorema 2.7, G contiene un subgrafo inducido H isomorfo a alguno de los
grafos de la figura 2.5.

H

v1 v2

v3
v �1v �2

v �3

En G, v′1, v2 y v3 pertenecen a una clique M1, v1, v′2 y v3 pertenecen a una
clique M2 y v1, v2 y v′3 pertenecen a una clique M3. Para i = 1, 2, 3 vi /∈ Mi.
Por lo tanto, tomando las filas de AG correspondientes a M1, M2, M3 y las
columnas de AG correspondientes a v1, v2, v3, tenemos la matriz de incidencia
de un triángulo como submatriz de AG.

⇒) Supongamos que AG tiene la siguiente submatriz, donde M1, M2, M3 son
cliques de G y v1, v2, v3 son vértices de G:

v1 v2 v3

M1 0 1 1

M2 1 0 1

M3 1 1 0

v1, v2 y v3 inducen un triángulo en G, y M1, M2, M3 son cliques de G
tales que vi no pertenece a Mi. Si todo vértice de Mi fuera adyacente a vi,
entonces Mi no seŕıa un subgrafo completo maximal de G. Luego para cada
i = 1, 2, 3 existe un vértice v′i ∈ Mi que no es adyacente a vi. El subgrafo
de G inducido por v1, v2, v3, v

′
1, v

′
2, v

′
3 es isomorfo a alguno de los grafos de

la figura 2.5, y por el Teorema 2.7, G no es clique-Helly hereditario. 2

Existe una relación entre la matriz clique de un grafo clique-Helly G y la
matriz clique de K(G).

Teorema 2.9 [59] Sea G un grafo y AG matriz clique de G. Entonces el
grafo inducido por At

G es K(G), y si G es clique-Helly vale:

(i) AK(G) se obtiene a partir de At
G eliminando las filas incluidas.

(ii) Los poliedros P (AK(G)) y P (At
G) coinciden.

A partir el teorema de Chvátal (Teorema 2.3) sobre grafos perfectos y matri-
ces perfectas, y utilizando el Teorema 2.9, obtenemos el siguiente resultado:
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Corolario 2.3 Sea G un grafo y AG matriz clique de G, entonces At
G es

perfecta si y sólo si G es clique-Helly y K-perfecto.

Demostración:
⇒) Supongamos que At

G es perfecta. Entonces, por el Teorema 2.3, At
G

sin las filas incluidas (llamémosla A) es matriz clique de un grafo perfecto.
Por la Proposición 2.1, las columnas de A verifican la propiedad de Helly.
Como la diferencia entre At

G y A son las filas incluidas, un conjunto de
columnas tiene intersección no vaćıa en A si y sólo si tiene intersección no
vaćıa en At

G. Por lo tanto las columnas de At
G, que son las filas de AG,

verifican la propiedad de Helly. Con lo cual G es clique-Helly. Entonces, por
el Teorema 2.9, A es AK(G), luego K(G) es perfecto. Entonces G resulta
clique-Helly y K-perfecto.

⇐) Supongamos que G es clique-Helly y K-perfecto. Entonces, por el Teo-
rema 2.9, At

G sin las filas incluidas es la matriz clique de K(G), que es un
grafo perfecto. Y por el Teorema 2.3, At

G resulta ser una matriz perfecta. 2

2.4.1 Relaciones entre los parámetros

Dado que los parámetros M , F , αC y τC se refieren a las cliques del grafo
y los parámetros χ, ω, α y k tienen que ver con propiedades de los vértices
del grafo, resulta natural plantearse la relación que puede haber entre el
primer grupo de parámetros mirados en un grafo G y el segundo grupo de
parámetros mirados en su grafo clique K(G).
En efecto, valen las siguientes relaciones:

Proposición 2.3 [59] Sea G un grafo:

(i) F (G) = χ(K(G))

(ii) M(G) ≤ ω(K(G))

(iii) Si G es clique-Helly entonces M(G) = ω(K(G))

Proposición 2.4 [59] Sea G un grafo:

(i) αC(G) = α(K(G))

(ii) τC(G) ≥ k(K(G))

(iii) Si G es clique-Helly entonces τC(G) = k(K(G))

A partir de estas propiedades, se podŕıa pensar que los grafos coordina-
dos, clique-perfectos y K-perfectos coinciden, al menos dentro de la clase de
grafos clique-Helly.

Pero veamos el siguiente ejemplo:

Sea G un grafo cualquiera y consideramos el grafo G+ que se obtiene agre-
gándole a G un vértice v universal.
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El conjunto de cliques de G+ es C(G+) = {M ∪ {v} | M ∈ C(G)}.
G+ resulta ser clique-Helly, ya que la familia de todas las cliques de G+

tiene intersección no vaćıa (v pertenece a esa intersección).
Además, dado que todo par de cliques de G+ se intersecan en v, K(G+) es
un grafo completo y todo grafo completo es perfecto, con lo cual G+ resulta
ser K-perfecto.

Si bien M(G+) = F (G+) = |C(G)| y αC(G+) = τC(G+) = 1, las igualdades
no tienen porqué valer para los subgrafos inducidos. En particular, G es un
subgrafo inducido de G+, y hab́ıamos dicho que G era un grafo cualquiera.

K

M2

M1

M3

M4

M5

M2

M1

M3

M4

M5

Figura 2.6: Ejemplo de un grafo clique-Helly hereditario y K-perfecto que
no es clique-perfecto ni coordinado.

Si por ejemplo tomamos G = C5, resulta G+ = W5 (figura 2.6). W5 es
clique-Helly, más aún, clique-Helly hereditario y K-perfecto. Sin embargo
no es clique-perfecto ni coordinado porque contiene como subgrafo inducido
a C5. Con lo cual, vale que

clique-Helly hereditario y K-perfecto 6⇒ clique-perfecto o coordinado.

A su vez, consideremos este otro ejemplo:

K

M2

M1

M4
M5

M6

M7

M2

M1

M3

M4

M5

M6

M7

M3

Figura 2.7: Ejemplo de un grafo clique-Helly hereditario, clique-perfecto
y coordinado cuyo grafo clique no es perfecto.
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El grafo de la figura 2.7 es clique-Helly hereditario, clique-perfecto y coor-
dinado. Sin embargo, su grafo clique no es perfecto ya que contiene como
subgrafo inducido a C5. Con lo cual, vale que

clique-Helly hereditario, clique-perfecto y coordinado 6⇒ K-perfecto.

2.4.2 Grafos clique-perfectosc y coordinadosc

Como podemos ver en los ejemplos anteriores, imponer condiciones a los
subgrafos inducidos de G no es suficiente para obtener resultados que valgan
en los subgrafos inducidos de K(G), e imponer condiciones a los subgrafos
inducidos de K(G) no es suficiente para obtener resultados que valgan en
los subgrafos inducidos de G.
Esto es bastante lógico, ya que si observamos la figura 2.7, podemos ver que
C5 es un subgrafo inducido de K(G), pero en el grafo G no hay ningún sub-
grafo inducido cuyo grafo clique sea C5. A su vez, observando la figura 2.6,
podemos ver que C5 es un subgrafo inducido de G, pero no existe en K(G)
ningún subgrafo inducido isomorfo a K(C5).

La búsqueda de condiciones necesarias y suficientes sobre un grafo G para
que K(G) sea perfecto, y en particular la búsqueda de subgrafos de G cuyos
grafos clique sean subgrafos inducidos de K(G), dio origen a una nueva
definición de subgrafos, los subgrafos clique, y a dos nuevas variantes de
grafos, los clique-perfectosc y los coordinadosc.

Sea G un grafo y sean {M1, M2, . . . , Mk} las cliques de G. Dado un sub-
conjunto {i1, . . . , is} ⊆ {1, 2, . . . , k}, notaremos Gi1,...,is al subgrafo de G
formado por los vértices y las aristas que aparecen en Mi1 , . . . , Mis .

Definición 2.10 Gi1,...,is es un subgrafo clique de G si y sólo si toda clique
de Gi1,...,is es una clique de G.

1

4

2

5

63

G1

M2

M1

M3

G

1

4

2

5

63

7

M2

M1

M3

M4

4

2

5

63

G2

M2M3

Figura 2.8: Ejemplos de subgrafos

En la figura 2.8 podemos observar que no todo subconjunto de cliques forman
un subgrafo clique ni todo subgrafo inducido es un subgrafo clique (G1) y
no todo subgrafo clique es inducido (G2). Mas aún, vale lo siguiente:
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Teorema 2.10 [59] Sea G un grafo. Entonces todos sus subgrafos clique
son inducidos si y sólo si G es {P4, C4}-free.

De los Teoremas 2.2 y 2.10, se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.4 Sea G un grafo. Entonces todos sus subgrafos clique son in-
ducidos si y sólo si G es trivialmente perfecto.

Definición 2.11 [59] G se dice clical si para todo subconjunto {i1, i2, . . . , is},
las cliques de Gi1,...,is son exactamente Mi1 , . . . , Mis .

G

M2

M1

M3
M2

M1

M3

M4

G1,2,3

Figura 2.9: Grafo no clical

No todo grafo es clical. Por ejemplo en la pirámide, el subgrafo clique G1,2,3

contiene también a M4 como clique (figura 2.9).

Teorema 2.11 [59] G es clical si y sólo si no contiene como subgrafo in-
ducido a ninguno de los grafos de la figura 2.5.

Por el Teorema 2.7, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.5 G es clical ⇔ G es clique-Helly hereditario.

Definición 2.12 Una propiedad en grafos es clique-hereditaria cuando se
verifica que si un grafo tiene la propiedad, cualquier subgrafo clique de él
también la tiene.

Observación 2.5 De esta equivalencia resulta que la propiedad clical es
hereditaria, y como la propiedad clical es claramente clique-hereditaria, re-
sulta también que la propiedad CHH es clique-hereditaria.

Con respecto a los subgrafos clique, tenemos la siguiente propiedad:

Proposición 2.5 [59] Sea G un grafo,

(i) H es subgrafo clique de G ⇒ K(H) es subgrafo inducido de K(G).

(ii) Si G es clique-Helly hereditario, entonces todo subgrafo inducido de
K(G) es el grafo clique de algún subgrafo clique de G.
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Definición 2.13 Un grafo G se dice coordinadoc si M(H) = F (H) para
todo subgrafo clique H de G.

Definición 2.14 Un grafo G se dice clique-perfectoc si αC(H) = τC(H)
para todo subgrafo clique H de G.

Ahora śı, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 2.12 [59] Si G es K-perfecto y clique-Helly entonces es coordinadoc

y clique-perfectoc.

Teorema 2.13 [59] Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Entonces, son
equivalentes:

(i) G es clique-perfectoc

(ii) G es coordinadoc

(iii) M(H)αC(H) ≥ |C(H)| para todo subgrafo clique H de G

(iv) G es K-perfecto

(v) At
G es una matriz perfecta

2.5 Grafos clique de grafos perfectos

Uno de los problemas abiertos más notorios en el campo de la teoŕıa de grafos
es la complejidad computacional del reconocimiento de los grafos clique.
Hamelink dio una caracterización parcial de los grafos clique en 1968, demostrando
que todo grafo clique-Helly es grafo clique de algún grafo. Para ésto, realizó
la siguiente construcción:

Definición 2.15 Definimos el grafo H(G) donde V (H(G)) = {q1, q2, . . . , qk,
w1, w2, . . . , wn}, cada qi corresponde a la clique Mi de G y cada wi co-
rresponde al vértice vi de G. Las aristas de H(G) son las siguientes: los
vértices q1, q2, . . . , qk inducen el grafo K(G), los vertices w1, w2, . . . , wn son
un conjunto independiente y wj es adyacente a qi si y sólo si vj pertenece a
la clique Mi en G.

Teorema 2.14 (Hamelink, 1968) [68] Sea G un grafo clique-Helly y H(G)
como en la definición anterior. Entonces las cliques de H(G) son N [wi]
para cada i, los wi son vértices uniclicales de H(G) y K(H(G)) = G.

A su vez dio una condición suficiente para que un grafo no sea grafo clique:

Teorema 2.15 (Hamelink, 1968) [68] Un grafo H que contenga una clique
T de 3 vértices {x, y, z} y otras 3 cliques A, B y C tales que T ∩A = {x, y},
T ∩ B = {y, z} y T ∩ C = {x, z}, no es el grafo clique de ningún grafo.
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M2
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M1

M4

M2

M3

M1

M4

M2M3

M4

M1

K K

Figura 2.10: Grafos clique

Por ejemplo, de este teorema se desprende que ninguno de los grafos de la
figura 2.5 es grafo clique. Y por lo tanto si para un grafo G se tiene que
todo subgrafo inducido de K(G) es grafo clique de algún subgrafo de G,
necesariamente K(G) es clique-Helly hereditario.

Grafos distintos pueden tener el mismo grafo clique (figura 2.10), con lo cual
resulta que el operador K no es inyectivo ni sobreyectivo.

Roberts y Spencer en 1971 [102] extendieron la caracterización de Hamelink
a una caracterización completa.

Teorema 2.16 (Roberts y Spencer, 1971) [102] Un grafo H es grafo clique
si y sólo si existe una familia de subgrafos completos de H que satisface la
propiedad de Helly y cubre todas las aristas de H.

Sin embargo, ningún algoritmo eficiente ha podido ser formulado en función
de esa caracterización.

Los grafos clique de varias clases de grafos ya fueron caracterizados. Al-
gunas de esas clases son los árboles [70], los grafos de intervalos [71], los
grafos cordales [15] y los grafos arco-circulares Helly [38]. No se conoce una
caracterización para los grafos clique de los grafos perfectos.

Dadas dos clases de grafos L y H, decimos que K(L) = H si para todo grafo
G ∈ L, vale que K(G) ∈ H y para todo grafo F ∈ H existe un grafo G ∈ L
tal que K(G) = F .
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Decimos que una clase H es fija bajo el operador K cuando K(H) = H,
y decimos que dos clases L y H son clique-duales cuando K(L) = H y
K(H) = L.

Varias clases de grafos resultan ser fijas bajo el operador K, entre ellas los
grafos clique-Helly [42], los grafos clique-Helly hereditarios [97], los grafos
disk-Helly [6], los grafos fuertemente cordales [6], los grafos de Ptolomeo [6],
los grafos de bloque [6] y los grafos sin diamantes [24].

También hay varios pares de clases clique-duales conocidos, en [80] se de-
muesta que los grafos circulares Helly tienen una clase dual (los grafos dual-
mente circulares Helly) y que ambas clases son distintas.

A continuación vamos a probar que las clases de grafos perfectos ∩ clique-
Helly y K-perfectos ∩ clique-Helly son clique-duales y distintas, y las clases
perfectos ∩ CHH y K-perfectos ∩ CHH son clique-duales y distintas.

También vamos a caracterizar la clase clique de los grafos trivialmente per-
fectos, que resultan ser los grafos P3-free, o equivalentemente, aquellos grafos
cuyas componentes conexas son grafos completos.

Veamos primero algunas propiedades del grafo H(G) construido por Hame-
link. Existe una relación entre la matriz clique de un grafo clique-Helly G y
la matriz clique de H(G).

Teorema 2.17 Sea G un grafo clique-Helly de n vértices. Entonces la ma-
triz clique de H(G) es AH(G) = At

G | In, es decir, la matriz transpuesta de
AG pegada a una matriz identidad de n × n.

Demostración: Sea G un grafo de vértices v1, . . . , vn y cliques M1, . . . , Mk

con matriz clique AG. Observemos que cada columna i de AG correspon-
diente a un vértice vi de G es el vector caracteŕıstico de CG(vi) (tiene 1’s en
las filas correspondientes a las cliques de G a las cuales pertenece vi).
Por el Teorema 2.15 las cliques de H(G) son NH(G)[wi] = {qj |Mj ∈ CG(vi)}∪
{wi}, y por lo tanto AH(G) = At

G | In, donde cada fila i corresponde a la
clique NH(G)[wi], las primeras k columnas (filas de AG) corresponden a
los vértices q1, . . . , qk de H(G) y las n columnas restantes (de la matriz
identidad) corresponden a los vértices uniclicales w1, . . . , wn. 2

Podemos también pensar a H como un operador que transforma un grafo
en otro grafo, y vale lo siguiente:

Teorema 2.18 H es un operador inyectivo de CH en CH, que ademas
manda CHH en CHH y CH \ CHH en CH \ CHH.

Demostración: Primero veamos que H es inyectivo de CH en la clase de los
grafos. Supongamos que H(G1) = H(G2), con G1 y G2 grafos clique-Helly.
Entonces, por el Teorema 2.15, G1 = K(H(G1)) = K(H(G2)) = G2.
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Veamos ahora que si G es clique-Helly entonces H(G) también. Si G es
clique-Helly, por el Teorema 2.17 la matriz clique AH(G) = At

G | In. Ob-
servemos que una familia de filas {i1, . . . , is} de AH(G) tiene intersección no
vaćıa si y sólo si la familia de columnas {i1, . . . , is} de AG tiene intersección
no vaćıa (dos filas de AH(G) no pueden intersecarse en la parte correspondien-
te a la matriz identidad). Entonces las filas de AH(G) verifican la propiedad
de Helly si y sólo si las columnas de AG verifican la propiedad de Helly, y
ésto es verdadero por el Teorema 2.1.

Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Por el Teorema 2.17 la matriz
clique AH(G) = At

G | In. Supongamos que AH(G) contiene como submatriz
la matriz de incidencia de un triángulo, llamémosla B. Como B tiene dos
1’s por columna, resulta que B debe ser submatriz de At

G, y por lo tanto
Bt es submatriz de AG. Pero Bt también es matriz de incidencia de un
triángulo, luego por el Teorema 2.8 G no es clique-Helly hereditario, lo cual
contradice la hipótesis. Por lo tanto AH(G) no contiene como submatriz la
matriz de incidencia de un triángulo y nuevamente por el Teorema 2.8 H(G)
es clique-Helly hereditario.

Supongamos ahora que G ∈ CH \ CHH. Entonces AG contiene como
submatriz la matriz de incidencia de un triángulo y por lo tanto At

G (y
en consecuencia AH(G)) contiene como submatriz la matriz de incidencia
de un triángulo, luego H(G) no es clique-Helly hereditario, sin embargo es
clique-Helly por lo demostrado anteriormente. 2

Observación 2.6 Si L y H son clases de grafos clique-Helly tales que:

(i) G ∈ H ⇒ K(G) ∈ L

(ii) F ∈ L ⇒ H(F ) ∈ H

entonces K(H) = L.

Teorema 2.19 (Escalante, 1973) [42] Si G es un grafo clique-Helly, en-
tonces K2(G) es un subgrafo inducido de G.

Corolario 2.6 Si G es un grafo clique-Helly y perfecto, entonces K2(G) es
perfecto.

Demostración: Por el Teorema 2.19, K2(G) es un subgrafo inducido de G.
Entonces todo subgrafo inducido H de K2(G) es un subgrafo inducido de G
y como G es perfecto, ω(H) = χ(H). Por lo tanto K2(G) es perfecto. 2

Juntando este resultado con que las clases de grafos clique-Helly y CHH son
fijas bajo el operador K, obtenemos los siguientes resultados:

Teorema 2.20 [59] Si G es un grafo perfecto y clique-Helly, entonces K(G)
es K-perfecto y clique-Helly.
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Corolario 2.7 [59] Sea G un grafo perfecto y clique-Helly, entonces K(G)
es clique-perfectoc y coordinadoc.

Teorema 2.21 [59] Si G es un grafo perfecto y clique-Helly hereditario,
entonces K(G) es K-perfecto y clique-Helly hereditario.

Lema 2.5 Sea G un grafo y v un vértice de G tal que N [v] induce un
subgrafo completo en G. Entonces G es perfecto si y sólo si G − {v} lo es.

Demostración:
⇒) Todo subgrafo inducido H de G − {v} es un subgrafo inducido de G y
como G es perfecto, ω(H) = χ(H). Por lo tanto G − {v} es perfecto.

⇐) Sea G un grafo de n vértices tal que G − {v} es perfecto. Sea H un
subgrafo inducido de G. Si v no pertenece a H, entonces H es un subgrafo
inducido de G−{v} y por lo tanto ω(H) = χ(H). Si v pertenece a H, H−{v}
es un subgrafo inducido de G−{v} y por lo tanto ω(H−{v}) = χ(H−{v}).
La vecindad de v en H es un completo, luego |N(v)| ≤ ω(H −{v}). Veamos
los dos casos posibles:

• Si |N(v)| < ω(H − {v}), entonces ω(H) = ω(H − {v}) y un coloreo
óptimo de H − {v} puede extenderse a un coloreo de H con igual
cantidad de colores, ya que como |N(v)| < χ(H − {v}), es posible
colorear v con alguno de los χ(H −{v}) colores. Por lo tanto χ(H) =
χ(H − {v}) = ω(H − {v}) = ω(H).

• Si |N(v)| = ω(H −{v}), entonces ω(H) = ω(H −{v})+1 y un coloreo
óptimo de H − {v} puede extenderse a un coloreo de H eligiendo
un nuevo color para v, y por lo tanto χ(H) = χ(H − {v}) + 1 =
ω(H − {v}) + 1 = ω(H).

Luego G es perfecto. 2

Teorema 2.22 Sea G un grafo. Entonces G es K-perfecto si y sólo si H(G)
es perfecto.

Demostración: Sea G un grafo y G0 = H(G) como en la definición 2.15.
Definimos G1 = G0 − {w1}, G2 = G1 − {w2}, . . . , Gn = Gn−1 − {wn} =
K(G). Observemos que para todo 1 ≤ i ≤ n, N [wi] es completo en Gi−1.
Por definición N(wi) es el conjunto de vértices correspondientes a las cliques
de G que contienen a wi. Estas cliques se intersecan dos a dos en G (vi

pertenece a todas ellas) y por lo tanto inducen un subgrafo completo en
K(G). Entonces, por definición de H(G), N [wi] es completo en H(G) y en
consecuencia, también en Gi−1.
Ahora, aplicando n veces el Lema 2.5, H(G) = G0 es perfecto ⇔ G1 es
perfecto ⇔ G2 es perfecto ⇔ · · · ⇔ Gn = K(G) es perfecto. 2

Combinando los teoremas anteriores obtenemos como corolario la dualidad
entre las clases de grafos perfectos y K-perfectos dentro de los grafos clique-
Helly y CHH.
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Corolario 2.8 Las clases perfectos ∩ clique-Helly y K-perfectos ∩ clique-
Helly son clique-duales.

Demostración: Sea H=perfectos ∩ clique-Helly y L=K-perfectos ∩ clique-
Helly. Por el Teorema 2.20, G ∈ H ⇒ K(G) ∈ L. Por los Teoremas 2.22
y 2.18, F ∈ L ⇒ H(F ) ∈ H. Por último, por la observación 2.6 tenemos
que K(H) = L.
Por definición de grafo K-perfecto y dado que la clase clique-Helly es fija,
G ∈ L ⇒ K(G) ∈ H. Por el Teorema 2.18, si F ∈ H entonces H(F ) es
clique-Helly, y como K(H(F )) = F que es perfecto, resulta que F es K-
perfecto. Luego F ∈ H ⇒ H(F ) ∈ L. Por último, por la observación 2.6
tenemos que K(L) = H. 2

Corolario 2.9 Las clases perfectos ∩ CHH y K-perfectos ∩ CHH son clique-
duales.

Demostración: Sea H=perfectos ∩ CHH y L=K-perfectos ∩ CHH. Por
el Teorema 2.21, G ∈ H ⇒ K(G) ∈ L. Por los Teoremas 2.22 y 2.18,
F ∈ L ⇒ H(F ) ∈ H. Por último, por la observación 2.6 tenemos que
K(H) = L.
Por definición de grafo K-perfecto y dado que la clase CHH es fija, G ∈
L ⇒ K(G) ∈ H. Por el Teorema 2.18, si F ∈ H entonces H(F ) es CHH,
y como K(H(F )) = F que es perfecto, resulta que F es K-perfecto. Luego
F ∈ H ⇒ H(F ) ∈ L. Por último, por la observación 2.6 tenemos que
K(L) = H. 2
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Figura 2.11: Como se ve en la figura, las clases son distintas.

De las clases de grafos que estudiamos hasta ahora, sólo faltan analizar los
grafos clique de los grafos trivialmente perfectos (que por el Teorema 2.2
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son equivalentes a los grafos {P4, C4}-free). Estos resultan ser los grafos P3-
free, o equivalentemente, los grafos cuyas componentes conexas son grafos
completos (al no haber vértices a distancia 2, dados dos vértices, o son
adyacentes o no existe un camino entre ellos), o equivalentemente, los grafos
tales que para todo subgrafo inducido H vale αC(H) = |C(H)|.

Teorema 2.23 K({P4, C4}-free) = P3-free ⊂ {P4, C4}-free.

Demostración: Sea G un grafo {P4, C4}-free. Supongamos que en G hay
tres cliques M1, M2 y M3 que inducen un P3 en K(G), es decir, M1∩M2 6= ∅,
M2 ∩ M3 6= ∅ y M3 ∩ M1 = ∅. Sean v2 ∈ M1 ∩ M2 y v3 ∈ M2 ∩ M3. Como
M3 ∩M1 = ∅, v2 6∈ M3 y v3 6∈ M1. Luego debe existir v4 ∈ M3 no adyacente
a v2 y v1 ∈ M1 no adyacente a v3. v1, v2, v3 y v4 inducen un C4 o un P4 en
G según v1 y v4 sean o no adyacentes, lo que contradice la hipótesis. Luego
K(G) es P3-free.
Sea G un grafo P3-free, formado por M1, M2, . . . , Mk, donde Mi es un com-
pleto de ni vértices. Claramente, G es clique-Helly dado que todas sus
cliques están aisladas. H(G) es el grafo formado por E1, E2, . . . , Ek donde
Ei es una estrella de ni + 1 vértices. Luego H(G) es {P4, C4}-free.
Por la observación 2.6, K({P4, C4}-free) = P3-free.
Por último, dado que tanto P4 como C4 tienen a P3 como subgrafo inducido,
es claro que un grafo P3-free es {P4, C4}-free. 2

Corolario 2.10 Si G es trivialmente perfecto y conexo, entonces K2(G) es
trivial.

Demostración: Es fácil ver que el grafo clique de un grafo conexo es conexo.
Sean M y M ′ dos cliques de G conexo. Sean v ∈ M y v′ ∈ M ′, e1, e2, . . . , es

las aristas de un camino de v a v′ en G. Cada ei está al menos en una clique
Mi de G, y Mi = Mi+1 ó Mi ∩ Mi+1 6= ∅. Además, M = M1 ó M ∩ M1 6= ∅
y Ms = M ′ ó Ms ∩ M ′ 6= ∅. Entonces M, M1, M2, . . . , Ms, M

′ inducen un
camino (no necesariamente simple) entre M y M ′ en K(G).
Sea G trivialmente perfecto y conexo. K(G) es conexo y por el Teorema 2.23
resulta ser completo, luego tiene una sola clique. Entonces K2(G) es el grafo
trivial (el grafo de un solo vértice). 2



Caṕıtulo 3

Complejidad computacional

de todos los parámetros

Diversos problemas algoŕıtmicos con importancia desde el punto de vista
teórico y con una gran cantidad de aplicaciones han sido estudiados en la
literatura para la clase general de los grafos y para muchas de sus sub-
clases. Los problemas de conjunto independiente máximo, número e ı́ndice
cromático, clique máxima, conjunto dominante mı́nimo, circuito hamilto-
niano, isomorfismo, son algunos de los más conocidos.

Enfocaremos nuestra atención en este trabajo sobre los ocho problemas de
optimización relacionados con las clases de grafos presentadas en el caṕıtulo
anterior: clique máxima, cantidad máxima de cliques por vértice, número
cromático, partición mı́nima de las cliques en conjuntos independientes, con-
junto independiente máximo, conjunto independiente de cliques máximo,
cubrimiento mı́nimo de cliques por vértices y cubrimiento mı́nimo de vértices
por cliques, y sus problemas de decisión asociados. Los resultados de este
caṕıtulo aparecen en [13].

La complejidad de varios de estos problemas ha sido estudiada para la clase
general de los grafos y varias de sus subclases. Se sabe que para los grafos
perfectos los problemas de clique máxima, número cromático, conjunto in-
dependiente máximo y cubrimiento mı́nimo de vértices por cliques son poli-
nomiales [60], sin embargo la complejidad del problema de reconocimiento
de la clase de grafos perfectos es desconocida hasta el momento, aún en el
caso de valer la SPGC.

Estudiaremos a continuación la complejidad de los ocho problemas men-
cionados en la clase de grafos clique-Helly hereditarios.

También analizaremos la complejidad de dos de los mismos con respecto a
la clase #P, a partir de un resultado de Valiant, quien demostró en [119]
que el problema de calcular cuántas cliques tiene un grafo es #P-completo.

41
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3.1 Clique máxima

El problema de la clique máxima en un grafo G consiste en encontrar ω(G),
es decir, el mayor entero k tal que existe un subgrafo completo de G de
tamaño k. Su problema de decisión asociado es:

CLIQUE

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K ≤ |V |
PREGUNTA: ¿ Existe en G una clique de tamaño ≥ K ?

El problema CLIQUE es NP-completo para la clase general de los grafos [75].
Es polinomial para grafos G con ∆(G) acotado [50], para grafos planares [50],
para grafos de ĺınea [50], para grafos cordales [53], para grafos de compa-
rabilidad [43], para grafos circulares [54], para grafos arco-circulares [55] y
para grafos perfectos [60].

En [97], Prisner prueba que en un grafo clique-Helly hereditario toda clique
no trivial tiene una arista uniclical, luego la cantidad de cliques no triviales
está acotada por la cantidad de aristas. Dado que la cantidad de cliques
triviales en un grafo está acotada por la cantidad de vértices, resulta que la
cantidad de cliques en un grafo clique-Helly hereditario es O(n + m).

Por otra parte, existe un algoritmo que calcula todas las cliques de un grafo
en tiempo O(m.n.k), donde n es el número de vértices, m el número de
aristas y k el número de cliques del grafo [110].

Entonces la matriz clique de un grafo clique-Helly hereditario tiene tamaño
polinomial y puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamaño del
grafo.

Con lo cual, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1 El problema CLIQUE es polinomial para grafos clique-Helly
hereditarios.

Demostración: La matriz clique AG de un grafo G clique-Helly hereditario
puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamaño del grafo. Luego
calcular ω(G) = maxi

∑

j AG(i, j) es polinomial en el tamaño de G, y por
lo tanto el problema CLIQUE es polinomial para grafos clique-Helly heredi-
tarios. 2
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3.2 Número cromático

El problema del número cromático χ(G) en un grafo G, consiste en encon-
trar el menor entero k tal que existe un coloreo de los vértices de G con
k colores en el cual dos vértices adyacentes no tengan el mismo color. Su
problema de decisión asociado es:

K-COLOREO

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K ≤ |V |
PREGUNTA: ¿ Existe en G un coloreo con menos de K colores ?

El problema K-COLOREO es NP-completo para la clase general de los grafos
[75]. Es polinomial para K = 2, pero sigue siendo NP-completo para K
fijo con K ≥ 3 [50]. Para K = 3 es NP-completo aún para grafos G
planares con ∆(G) ≤ 4 [51] y para los grafos intersección de segmentos
en el plano [40]. Para un K arbitrario (que por ejemplo, podŕıa depender
de |V |), el problema es NP-completo para grafos circulares y arco-circulares,
sin embargo para grafos arco-circulares el problema es polinomial para todo
K fijo [52]. El problema general puede ser resuelto en tiempo polinomial
para grafos de comparabilidad [43], para grafos cordales [53], para grafos G
con ∆(G) ≤ 3 [50] y para grafos perfectos [60].

Teorema 3.2 El problema 3-COLOREO es NP-completo para grafos clique-
Helly hereditarios.

Demostración: Vamos a ver que 3-COLOREO en el caso general, que como
mencionamos anteriormente es NP-completo [50], se reduce polinomialmente
a 3-COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios.
Dado un grafo G = (V, E), vamos a construir en tiempo polinomial un grafo
G′ = (V ′, E′) clique-Helly hereditario y de forma tal que G′ es 3-coloreable si
y sólo si G es 3-coloreable. La transformación es similar a la utilizada en [50]
para demostrar que el problema de 3-coloreo en grafos G con ∆(G) ≤ 4 es
NP-completo, y es la siguiente:

Sea H3 el grafo de la figura 3.1, con 3 vértices de salida rotulados como 1, 2
y 3. Para k ≥ 4 construimos el grafo Hk con k vértices de salida agregando a
Hk−1 una copia de H3 haciendo coincidir su vértice 1 con el k− 1 del Hk−1.
Los vértices de salida son los de grado dos, renombrando 2 y 3 del H3 como
k − 1 y k en el grafo Hk. En la figura 3.1 se ve H5.
Se puede ver que para todo k ≥ 3, se verifica:
(1) Hk tiene 7(k − 2) + 1 vértices, incluyendo los k vértices rotulados.
(2) Los vértices de Hk tienen grado a lo sumo 4.
(3) Cada vértice de salida de Hk tiene grado 2.
(4) Hk es 3-coloreable, pero no 2-coloreable, y todo 3-coloreo de Hk le asigna
el mismo color a todos sus vértices de salida.

Sean v1, v2, . . . , vr los r vértices de G de grado ≥ 4. Construimos la secuencia
de grafos G = G0, G1, . . . Gr = G′ donde cada Gi, 1 ≤ i ≤ r, se obtiene a
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Figura 3.1: Los grafos H3 y H5.

partir de Gi−1 de la siguiente manera: sea d el grado de vi en Gi−1 y sean
(u1, vi), (u2, vi), . . . , (ud, vi) las aristas que involucran a vi, entonces en Gi

se reemplaza vi por el grafo Hd y cada arista (uj , vi) por una arista que une
uj con el vértice rotulado con j en Hd.

Figura 3.2: Ejemplo de la transformación de una instancia de 3-COLOREO

a una de 3-COLOREO en CHH.

Por (4) resulta que G′ es 3-coloreable si y sólo si G lo es, y por otro lado
tenemos que los únicos vértices de grado 4 de G′ son los vértices no rotulados
de los Hk, entonces G′ no contiene ninguno de los grafos de la figura 2.5 como
subgrafo inducido, por lo tanto G′ es clique-Helly hereditario. 2

Teorema 3.3 El problema K-COLOREO es NP-completo para grafos clique-
Helly hereditarios.

Demostración: 3-COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios se reduce
trivialmente a K-COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios, y por el teo-
rema anterior resulta que K-COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios
es NP-hard. Por último, como K-COLOREO ∈ NP en el caso general, K-

COLOREO en grafos clique-Helly hereditarios es NP-completo. 2
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3.3 Conjunto independiente máximo

El problema del conjunto independiente máximo en un grafo G consiste
en encontrar α(G), es decir, el mayor entero k tal que existe un subgrafo
inducido de G sin aristas de tamaño k. Su problema de decisión asociado es:

CONJUNTO INDEPENDIENTE

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K ≤ |V |
PREGUNTA: ¿ Existe en G un conjunto de vértices independientes, de
tamaño ≥ K ?

El problema CONJUNTO INDEPENDIENTE es NP-completo para la clase
general de los grafos. Sigue siendo NP-completo para grafos totales de grafos
bipartitos [50] y para grafos sin triángulos [94]. Es polinomial para grafos
bipartitos, para grafos de ĺınea, para grafos G con ∆(G) ≤ 2 [50], para
grafos cordales [53], para grafos circulares [54], para grafos arco-circulares
[55], para grafos de comparabilidad [57] y para grafos perfectos [60].

Teorema 3.4 El problema CONJUNTO INDEPENDIENTE es NP-completo
para grafos clique-Helly hereditarios.

Demostración: Observemos que por el Teorema 2.7 un grafo sin triángulos
es clique-Helly hereditario.
Dado que el problema CONJUNTO INDEPENDIENTE ∈ NP en el caso ge-
neral y es NP-completo para grafos sin triángulos [50], resulta que es NP-
completo para grafos clique-Helly hereditarios. 2

3.4 Cubrimiento mı́nimo de vértices por cliques

El problema del cubrimiento mı́nimo de vértices por cliques en un grafo G
consiste en encontrar k(G), es decir, el cardinal de un conjunto mı́nimo de
cliques de G tal que todo vértice del grafo pertenezca a alguna clique del
conjunto. Su problema de decisión asociado es:

CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K ≤ |V |
PREGUNTA: ¿ Existe en G un conjunto de cliques que cubran los vértices,
de tamaño ≤ K ?

El problema CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES es NP-completo
para la clase general de los grafos [75]. Sigue siendo NP-completo para grafos
de ĺınea [50], grafos K4-free [50] y para K fijo con K ≥ 3 [50]. Es polinomial
para K ≤ 2, para grafos sin triángulos [50], para grafos arco-circulares [55],
para grafos cordales [53], para grafos de comparabilidad [57] y para grafos
perfectos [60].
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Para demostrar que CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES es NP-
completo para grafos clique-Helly hereditarios, vamos a usar que el siguiente
problema es NP-completo [50]:

CUBRIMIENTO EXACTO POR TERNAS (X3C)

INSTANCIA: Un conjunto X con |X| = 3q y una colección C de ternas de
elementos de X.
PREGUNTA: ¿ Existe una familia de q ternas de C tal que todo elemento
de X pertenece a alguna de ellas ?

Teorema 3.5 El problema CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES

es NP-completo para grafos clique-Helly hereditarios.

Demostración: Vamos a ver que X3C se reduce polinomialmente a CUBRI-

MIENTO DE VERTICES POR CLIQUES en grafos clique-Helly hereditarios.
La transformación es similar a la utilizada en [50] para demostrar que el
problema de partición de los vértices de un grafo en triángulos es NP-
completo, y es la siguiente: sea el conjunto X con |X| = 3q y la colección C
de ternas de X. Construiremos en tiempo polinomial un grafo G = (V, E)
clique-Helly hereditario con |V | = 3q′ tal que G tiene un cubrimiento de
vértices por cliques de tamaño a lo sumo q′ si y sólo si X tiene un cubri-
miento exacto por ternas de C.
Vamos a reemplazar cada terna {xi, yi, zi} ∈ C por el grafo de la figura 3.3.
Llamemos Ei al conjunto de 18 aristas del grafo correspondiente a {xi, yi, zi}.

x y z

a[1] a[2] a[4] a[5] a[7] a[8]

a[3] a[9]

a[6]

Figura 3.3: Reemplazo para c = {x, y, z} ∈ C para transformar X3C a
CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES.

Entonces G = (V, E) queda definido por

V = X ∪

|C|
⋃

i=1

{ai[j] : 1 ≤ j ≤ 9}, E =

|C|
⋃

i=1

Ei
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u v w x y z

a [1]
a [2]

a [4] a [5]
a [7]

a [8]

a [3] a [9]

a [6]

11

1

1
1

1 1

1

1
a [1]

a [2] a [7]
a [8]

a [3] a [9]

a [6]

22

2

2
2 2

2a [4] a [5]2 2

a [1] a [2]3 3 a [4] a [5]3 3 a [7] a [8]3 3

a [6]3

a [3]3 a [9]3

X={u,v,w,x,y,z}

C={{x,y,z},{u,v,w},{v,w,x}}

Figura 3.4: Ejemplo de transformación de una instancia de X3C en una
instancia de CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES.

Es claro que el grafo aśı formado no contiene ninguno de los grafos de la
figura 2.5 como subgrafo inducido, por lo tanto resulta clique-Helly heredita-
rio. A su vez |V | = |X|+9|C| (q′ = q+3|C|) y por lo tanto la transformación
es polinomial.

Supongamos que X tiene un cubrimiento exacto, entonces construimos un
cubrimiento de V por q′ cliques (que en G son triángulos) tomando

{ai[1], ai[2], xi}, {ai[4], ai[5], yi}, {ai[7], ai[8], zi}, {ai[3], ai[6], ai[9]}

para los i tales que ci = {xi, yi, zi} está en el cubrimiento, y

{ai[1], ai[2], ai[3]}, {ai[4], ai[5], ai[6]}, {ai[7], ai[8], ai[9]}

para los i tales que ci = {xi, yi, zi} no está en el cubrimiento.

Supongamos ahora que G tiene un cubrimiento por cliques de tamaño a lo
sumo q′. Como las cliques de G son triángulos, resulta que el cubrimiento
debe tener q′ cliques y cada vértice debe estar cubierto una sola vez.
Para cubrir cada uno de los grafos de la figura cubriendo una sola vez cada
vértice sólo hay dos formas, las mencionadas anteriormente con 3 ó 4 cliques
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dependiendo de si hay que cubrir o no a xi, yi ó zi. Entonces el cubrimien-
to exacto de X por subconjuntos de C se logra tomando los ci tales que
{ai[3], ai[6], ai[9]} está en el cubrimiento por cliques de G.

Por último, como CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES ∈ NP en el
caso general, CUBRIMIENTO DE VERTICES POR CLIQUES en grafos clique-
Helly hereditarios es NP-completo. 2

3.5 Conjunto independiente de cliques máximo

El problema del conjunto independiente de cliques máximo en un grafo G
consiste en encontrar αC(G), es decir, el mayor entero k tal que existe un
conjunto de tamaño k de cliques de G disjuntas dos a dos. Su problema de
decisión asociado es:

CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K ≤ |V |
PREGUNTA: ¿ Existe en G un conjunto de cliques disjuntas dos a dos, de
tamaño ≥ K ?

El problema CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES es NP-completo
para la clase general de los grafos [23]. Sigue siendo NP-completo para grafos
split [23], para complementos de grafos bipartitos [61], grafos totales [61],
grafos de ĺınea [61] y grafos planares [61]. Es polinomial para grafos fuerte-
mente cordales [23], para grafos de comparabilidad [4] y para grafos arco-
circulares Helly [61, 87].

Lema 3.1 Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Entonces K(G) se cons-
truye en tiempo polinomial en el tamaño de G.

Demostración: La matriz clique AG de un grafo G clique-Helly hereditario
puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamaño del grafo. Por el
Teorema 2.9, calcular la matriz clique de K(G) a partir de la matriz clique
de G es polinomial. Por último, calcular el grafo inducido por AK(G) (el
grafo intersección de sus columnas) es polinomial en el tamaño de la matriz,
que en este caso a su vez es polinomial en el tamaño de G. 2

Teorema 3.6 El problema CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES es
polinomial para grafos que son, a la vez, clique-Helly hereditarios y K-
perfectos.

Demostración: Sea G clique-Helly hereditario y K-perfecto. Por el Lema 3.1
construir K(G) es polinomial. Dado que K(G) es perfecto, hallar α(K(G))
es polinomial [60]. Por la Proposición 2.4, αC(G) = α(K(G)). 2
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Lema 3.2 Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Entonces H(G) se cons-
truye en tiempo polinomial en el tamaño de G.

Demostración: La matriz clique AG de un grafo G clique-Helly hereditario
puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamaño del grafo. Por el
Teorema 2.17, calcular la matriz clique de H(G) a partir de la matriz clique
de G es polinomial. Por último, calcular el grafo inducido por AH(G) (el
grafo intersección de sus columnas) es polinomial en el tamaño de la matriz,
que en este caso a su vez es polinomial en el tamaño de G. 2

Teorema 3.7 El problema CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES es
NP-completo para grafos clique-Helly hereditarios.

Demostración: Vamos a construir una reducción polinomial de CONJUNTO

INDEPENDIENTE en clique-Helly hereditarios (que por el Teorema 3.4 es
NP-completo) a CONJUNTO INDEPENDIENTE DE CLIQUES en clique-Helly
hereditarios. Sea G un grafo clique-Helly hereditario. Por el Lema 3.2 cons-
truir H(G) es polinomial, y por el Teorema 2.18 H(G) es clique-Helly heredi-
tario. Por el Teorema 2.15 K(H(G)) = G, y entonces por la Proposición 2.4
α(G) = αC(H(G)). Por último, como CONJUNTO INDEPENDIENTE DE

CLIQUES ∈ NP en el caso general, es NP-completo para grafos clique-Helly
hereditarios. 2

3.6 Cubrimiento mı́nimo de cliques por vértices

El problema del cubrimiento mı́nimo de cliques por vértices en un grafo G
consiste en encontrar τC(G), es decir, el cardinal de un transversal de las
cliques mı́nimo de G. Su problema de decisión asociado es:

CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR VERTICES

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K ≤ |V |
PREGUNTA: ¿ Existe en G un transversal de las cliques, de tamaño ≤ K ?

El problema CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR VERTICES es NP-hard para
la clase general de los grafos [41]. No se sabe si está en NP, de hecho el pro-
blema de verificar si un conjunto de vértices cubre todas las cliques de un
grafo es NP-hard [39]. Sigue siendo NP-hard para grafos split [23], para
complementos de grafos bipartitos, grafos de ĺınea y grafos planares [61].
Es NP-completo para grafos planares con ∆ = 3 [61], y es polinomial para
grafos fuertemente cordales [23], para grafos de comparabilidad [4] y para
grafos arco-circulares Helly [37, 61].

Teorema 3.8 El problema CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR VERTICES

es polinomial para grafos que son, a la vez, clique-Helly hereditarios y K-
perfectos.



CAPÍTULO 3. COMPLEJIDAD DE TODOS LOS PARÁMETROS 50

Demostración: Sea G clique-Helly hereditario y K-perfecto. Por el Lema 3.1
construir K(G) es polinomial. Dado que K(G) es perfecto, hallar k(K(G))
es polinomial [60]. Por la Proposición 2.4, τC(G) = k(K(G)). 2

Teorema 3.9 El problema CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR VERTICES

es NP-completo para grafos clique-Helly hereditarios.

Demostración: Vamos a construir una reducción polinomial de CUBRI-

MIENTO DE VERTICES POR CLIQUES en clique-Helly hereditarios (que
por el Teorema 3.5 es NP-completo) a CUBRIMIENTO DE CLIQUES POR

VERTICES en clique-Helly hereditarios. Sea G un grafo clique-Helly heredi-
tario. Por el Lema 3.2 construir H(G) es polinomial, y por el Teorema 2.18
H(G) es clique-Helly hereditario. Por el Teorema 2.15 K(H(G)) = G, y
entonces por la Proposición 2.4 k(G) = τC(H(G)).
Falta ver que pertenece a NP. Como la cantidad de cliques de un grafo
clique Helly hereditario es polinomial y hay un algoritmo polinomial que las
calcula, es polinomial en este caso verificar que un conjunto de vértices dado
cubre todas las cliques del grafo. 2

3.7 Cantidad máxima de cliques por vértice

El problema de la cantidad máxima de cliques por vértice en un grafo G
consiste en encontrar M(G), es decir, el mayor entero k tal que existe un
vértice de G que pertenece a k cliques distintas de G. Su problema de de-
cisión asociado es:

CLIQUES POR VERTICE

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K
PREGUNTA: ¿ Existe en G un vértice que esté en más de K cliques ?

La complejidad de este problema no está estudiada en la literatura hasta el
momento.

Teorema 3.10 El problema de hallar M(G) es polinomial para grafos clique-
Helly hereditarios.

Demostración: La matriz clique AG de un grafo G clique-Helly hereditario
puede ser calculada en tiempo polinomial en el tamaño del grafo. Luego
calcular M(G) = maxj

∑

i AG(i, j) es polinomial en el tamaño de G, si G es
un grafo clique-Helly hereditario. 2

Si pedimos sólo clique-Helly, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.11 El problema de hallar M(G) es #P-hard para grafos que
son, a la vez, clique-Helly y K-perfectos.
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Demostración: Vamos a construir una reducción polinomial del problema
de hallar la cantidad de cliques de un grafo (que es #P-completo [119]) al
problema de hallar M(G) en un grafo clique-Helly y K-perfecto. Sea G
un grafo, G+ el grafo que resulta de agregarle a G un vértice universal u.
Entonces las cliques de G+ son de la forma M+

i donde Mi es una clique de
G. Como u pertenece a todas las cliques, G+ es clique-Helly y K-perfecto,
y además |C(G)| = |C(G+)| = M(G+). 2

Teorema 3.12 El problema de hallar M(G) es #P-completo en el caso ge-
neral.

Demostración: Dado que el problema es #P-hard para grafos clique-Helly y
K-perfectos, lo es para el caso general. Falta ver que está en #P. La matriz
clique AG de un grafo G puede ser calculada en tiempo O(m.n.k), donde k
es el número de cliques de G. Luego calcular M(G) = maxj

∑

i AG(i, j) es
O(m.n.k). Por último, dado que k = |C(G)| ≤

∑n
i=1 mG(vi) ≤ M(G).n, se

puede calcular M(G) en tiempo O(M(G).n2.m), y por lo tanto el problema
está en #P. 2

3.8 Partición mı́nima de las cliques

El problema de la partición mı́nima de las cliques en conjuntos de cliques
independientes en un grafo G consiste en encontrar F (G), es decir, el car-
dinal de una partición mı́nima de las cliques de G en conjuntos de cliques
disjuntas dos a dos. Su problema de decisión asociado es:

PARTICION DE LAS CLIQUES

INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), un entero positivo K
PREGUNTA: ¿ Existe una partición de las cliques de G en conjuntos de
cliques independientes, de tamaño ≤ K ?

La complejidad de este problema no está estudiada en la literatura hasta el
momento.

Teorema 3.13 El problema PARTICION DE LAS CLIQUES es polinomial
para grafos que son, a la vez, clique-Helly hereditarios y K-perfectos.

Demostración: Sea G clique-Helly hereditario y K-perfecto. Por el Lema 3.1
construir K(G) es polinomial. Dado que K(G) es perfecto, hallar χ(K(G))
es polinomial [60]. Por la Proposición 2.3, F (G) = χ(K(G)). 2

Teorema 3.14 El problema PARTICION DE LAS CLIQUES es NP-completo
para grafos clique-Helly hereditarios.
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Demostración: Vamos a construir una reducción polinomial de K-COLOREO

en clique-Helly hereditarios (que por el Teorema 3.3 es NP-completo) a PAR-

TICION DE LAS CLIQUES en clique-Helly hereditarios. Sea G un grafo
clique-Helly hereditario. Por el Lema 3.2 construir H(G) es polinomial, y
por el Teorema 2.18 H(G) es clique-Helly hereditario. Por el Teorema 2.15
K(H(G)) = G, y entonces por la Proposición 2.3 χ(G) = F (H(G)).
Falta ver que pertenece a NP. Como la cantidad de cliques de un grafo
clique Helly hereditario es polinomial y hay un algoritmo polinomial que las
calcula, es polinomial en este caso verificar que una familia de conjuntos de
subgrafos es una partición de las cliques del grafo y que en cada conjunto
las cliques son disjuntas dos a dos. 2

Corolario 3.1 El problema PARTICION DE LAS CLIQUES es NP-hard en
el caso general.

Demostración: Para la clase de grafos clique-Helly hereditarios es NP-
completo, por lo tanto para el caso general es NP-hard. 2

En principio no es claro que este problema esté en NP en el caso general,
ya que la cantidad de cliques podŕıa ser exponencial y por lo tanto verificar
una solución podŕıa no ser polinomial.

Con respecto al problema de hallar F (G), tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.15 El problema de hallar F (G) es #P-hard para grafos que son,
a la vez, clique-Helly y K-perfectos.

Demostración: Vamos a construir una reducción polinomial del problema
de hallar la cantidad de cliques de un grafo (que es #P-completo [119])
al problema de hallar F (G). Sea G un grafo, G+ el grafo que resulta de
agregarle a G un vértice universal u. Entonces las cliques de G+ son de la
forma M+

i donde Mi es una clique de G. Como u pertenece a todas las
cliques, G+ es clique-Helly y K-perfecto, y además en cualquier partición de
las cliques en conjuntos de cliques independientes debe haber a lo sumo una
clique por conjunto, luego |C(G)| = |C(G+)| = F (G+). 2

Teorema 3.16 El problema de hallar F (G) es #P-hard en el caso general.

Demostración: Es consecuencia directa del Teorema 3.15. 2

No sabemos aún si este problema pertenece a la clase #P.



Caṕıtulo 4

Grafos balanceados

En este caṕıtulo vamos a presentar propiedades y diversas caracterizaciones
de los grafos balanceados (grafos cuya matriz clique es balanceada) y algunas
de sus subclases.
Vamos a demostrar que son perfectos, clique-perfectos, coordinados, clique-
Helly hereditarios y K-perfectos. También veremos que tienen reconocimien-
to polinomial.
Por último, estudiaremos el comportamiento del operador clique sobre los
grafos balanceados y sus subclases.
Los resultados de este caṕıtulo aparecen en [14].

Definición 4.1 Una matriz binaria A es balanceada si no contiene como
submatriz la matriz de incidencia de un ciclo impar.

Definición 4.2 Un grafo G es balanceado si y sólo si su matriz clique AG

es balanceada.

Observación 4.1 Los grafos balanceados están bien definidos, ya que si
una matriz clique de G es balanceada, entonces toda matriz clique de G es
balanceada.

Fulkerson, Hoffman y Oppenheim demostraron en [48] el siguiente resultado,
que implica que las matrices balanceadas son perfectas e ideales.

Teorema 4.1 (Fulkerson, Hoffman y Oppenheim, 1974) [48] Si A es una
matriz balanceada, entonces los poliedros P (A) = {x|x ∈ Rn, Ax ≤ 1, x ≥ 0}
y Q(A) = {x|x ∈ Rn, Ax ≥ 1, x ≥ 0} tienen únicamente extremos enteros.

Como corolario del Teorema 4.1 y el Teorema 2.3 de Chvátal, obtenemos lo
siguiente:

Corolario 4.1 Los grafos balanceados son perfectos.

Demostración: Sea G un grafo balanceado. Por el Teorema 4.1 AG es una
matriz perfecta, y por el Teorema 2.3 resulta que G es un grafo perfecto. 2
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4.1 Reconocimiento

En esta sección estudiaremos la complejidad algoŕıtmica del problema de
reconocimiento de los grafos balanceados.
Para esto necesitamos algunos resultados. A partir del Teorema 2.8, podemos
demostrar lo siguiente:

Corolario 4.2 Los grafos balanceados son clique-Helly hereditarios.

Demostración: Por el Teorema 2.8, sabemos que si un grafo G no es clique-
Helly hereditario entonces AG contiene como submatriz la matriz de inci-
dencia de un triángulo (un C3) luego G no es un grafo balanceado. 2

En [97], Prisner prueba que en un grafo clique-Helly hereditario toda clique
no trivial tiene una arista uniclical, luego la cantidad de cliques no triviales
está acotada por la cantidad de aristas. Dado que la cantidad de cliques
triviales en un grafo está acotada por la cantidad de vértices, resulta que la
cantidad de cliques en un grafo clique-Helly hereditario es O(n + m).

Corolario 4.3 Sea G un grafo balanceado. Entonces la cantidad de cliques
de G es polinomial en el tamaño de G.

Demostración: Sea G un grafo balanceado de n vértices y m aristas. Por el
Corolario 4.2 G es clique-Helly hereditario, y por lo tanto |C(G)| ≤ n + m,
luego la cantidad de cliques de G es polinomial en el tamaño de G. 2

Existe un algoritmo que calcula todas las cliques de un grafo en tiempo
O(m.n.k), donde n es el número de vértices, m el número de aristas y
k el número de cliques del grafo [110]. Entonces la matriz clique de un
grafo clique-Helly hereditario puede ser calculada en tiempo polinomial en
el tamaño del grafo.
Por otro lado, Conforti, Cornuéjols y Rao describen en [29] un algoritmo
polinomial de reconocimiento para matrices binarias balanceadas.
Combinando ambos algoritmos, podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 4.2 Existe un algoritmo polinomial para el problema de recono-
cimiento de grafos balanceados.

4.2 Caracterizaciones

Presentamos a continuación una caracterización de los grafos balanceados
en términos de sus ciclos impares.

Teorema 4.3 G es un grafo balanceado si y sólo si para todo ciclo impar
C2k+1 = v1, v2, . . . , v2k+1 existe una arista ei = (vi, vi+1) de C2k+1 tal que
C(vi)∩C(vi+1) = Cei

⊆ C(v1)∪C(v2)∪· · ·∪C(vi−1)∪C(vi+2)∪· · ·∪C(v2k+1)
(todas las sumas son módulo 2k+1).
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Demostración:
⇒) Supongamos que hay un ciclo impar C2k+1 = v1, v2, . . . , v2k+1 tal que
para cualquier arista ei = (vi, vi+1) de C2k+1, C(vi) ∩ C(vi+1) = Cei

6⊆
C(v1)∪C(v2)∪· · ·∪C(vi−1)∪C(vi+2)∪· · ·∪C(v2k+1). Entonces existe una
clique Mi que contiene a vi y vi+1, pero no contiene ningún otro vértice del
ciclo, para i = 1, . . . , 2k+1. Ahora, eligiendo las filas de AG correspondientes
a M1, . . . , M2k+1 y las columnas de AG correspondientes a v1, . . . , v2k+1,
tenemos la matriz de incidencia de un ciclo impar como submatriz de AG.
Entonces AG no es balanceada, lo cual es una contradicción.

⇐) Supongamos que AG no es una matriz balanceada. Entonces tenemos
la siguiente submatriz A′ en AG, donde M1, . . . , M2k+1 son cliques de G y
v1, . . . , v2k+1 son vértices de G:

v1 v2 v3 . . . v2k+1

M1 1 1 0 . . . 0

M2 0 1 1 . . . 0

M3 0 0 1 . . . 0

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

M2k+1 1 0 0 . . . 1

Entonces v1, . . . , v2k+1 forman un ciclo impar en G y Mi es una clique que
contiene a la arista ei = (vi, vi+1) (Mi ∈ Cei

). Pero Mi no contiene ningún
otro vértice vj del ciclo, si no habŕıa un 1 en la posición (i, j) de A′. Luego
Mi /∈ C(vj) ∀j 6= i, i + 1. Esto implica que Cei

6⊆ C(v1) ∪ C(v2) ∪ · · · ∪
C(vi−1) ∪ C(vi+2) ∪ · · · ∪ C(v2k+1) para cualquier arista ei del ciclo, lo cual
es una contradicción. 2

Análogamente, podemos plantear una caracterización en términos de las
cliques del grafo.

Teorema 4.4 G es un grafo balanceado si y sólo si para todo conjunto
impar de cliques {M1, M2, . . . , M2k+1} donde Mi interseca a Mi+1 para
i = 1, . . . , 2k + 1, existe un entero i (1 ≤ i ≤ 2k + 1) tal que Mi ∩ Mi+1 ⊆
M1 ∪ M2 ∪ · · · ∪ Mi−1 ∪ Mi+2 ∪ · · · ∪ M2k+1 (todas las sumas son módulo
2k+1).

Demostración:
⇒) Supongamos que existe un conjunto {M1, M2, . . . , M2k+1} donde Mi in-
terseca a Mi+1 para i = 1, . . . , 2k+1, tal que para cualquier i = 1, 2, . . . , 2k+
1, Mi ∩ Mi+1 6⊆ M1 ∪ M2 ∪ · · · ∪ Mi−1 ∪ Mi+2 ∪ · · · ∪ M2k+1. Entonces,
para i = 1, . . . , 2k + 1, existe un vértice vi tal que vi ∈ Mi ∩ Mi+1, pero
vi 6∈ Mj ∀j 6= i, i + 1. Ahora, eligiendo las filas de AG correspondientes a
M1, . . . , M2k+1 y las columnas de AG correspondientes a v1, . . . , v2k+1, te-
nemos una matriz de incidencia de un ciclo impar como submatriz de AG.
Luego AG no es balanceada, lo cual es una contradicción.
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⇐) Supongamos que AG no es balanceada. Entonces, tenemos la siguiente
submatriz A′ en AG, donde M1, . . . , M2k+1 son cliques de G y v1, . . . , v2k+1

son vértices de G:

v1 v2 v3 . . . v2k+1

M1 1 0 0 . . . 1

M2 1 1 0 . . . 0

M3 0 1 1 . . . 0

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

M2k+1 0 0 0 . . . 1

Entonces {M1, . . . , M2k+1} es un conjunto impar de cliques de G donde Mi

interseca a Mi+1 para i = 1, . . . , 2k + 1, y vi es un vértice que pertenece a
Mi ∩ Mi+1 pero no pertenece a ninguna otra clique Mj del conjunto, si no
habŕıa un 1 en la posición (j, i) de A′. Luego vi /∈ Mj ∀j 6= i, i + 1. Esto
implica que Mi ∩ Mi+1 6⊆ M1 ∪ M2 ∪ · · · ∪ Mi−1 ∪ Mi+2 ∪ · · · ∪ M2k+1 para
i = 1, . . . , 2k + 1, lo cual es una contradicción. 2

4.3 Subclases y superclases

4.3.1 Grafos V E, EE, V V y EV

Un vértice v domina a un vértice w en un grafo G si toda clique de G que
contiene a w, contiene a v también.

Una arista e = (vi, vj) domina a una arista f = (vk, vl) en un grafo G si
toda clique de G que contiene a vk y vl, contiene a vi y vj también.

Un vértice v domina a una arista e = (vi, vj) en un grafo G si toda clique
de G que contiene a vi y vj , contiene a v también.

Una arista e = (vi, vj) domina a un vértice w en un grafo G si toda clique
de G que contiene a w, contiene a vi y vj también.

Un grafo G es V E si todo ciclo impar de G contiene un vértice v que domina
a una arista e = (vi, vj) del ciclo (v 6= vi, vj).

Un grafo G es EE si todo ciclo impar de G contiene una arista e = (vi, vj)
que domina a otra arista f = (vk, vl) del ciclo (e 6= f).

Un grafo G es V V si todo ciclo impar de G contiene un vértice v que domina
a otro vértice w del ciclo (v 6= w).

Un grafo G es EV si todo ciclo impar de G contiene una arista e = (vi, vj)
que domina a un vértice v del ciclo (v 6= vi, vj).

Veamos las relaciones de inclusión entre estas clases de grafos.

Teorema 4.5 Sea G un grafo EV . Entonces G es un grafo EE y V V .
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Demostración: Sea C = {v1, . . . , v2j+1} un ciclo impar de G. Por hipótesis,
como G es un grafo EV , existe una arista e = (vi, vi+1) de C que domina
a un vértice vk de C (vk 6= vi, vi+1). Pero entonces e = (vi, vi+1) domina a
e1 = (vk−1, vk) y e2 = (vk, vk+1), lo que implica que G es un grafo EE. Por
otra parte, vi y vi+1 dominan a vk, luego G es también un grafo V V . 2

Teorema 4.6 Sea G un grafo EE. Entonces G es un grafo V E.

Demostración: Sea C = {v1, . . . , v2j+1} un ciclo impar de G. Por hipótesis,
como G es un grafo EE, existe una arista e = (vi, vi+1) que domina a
otra arista f = (vk, vk+1) de C (e 6= f). Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que vi 6= vk+1, luego vi domina a f = (vk, vk+1), lo cual implica
que G es un grafo V E. 2

Teorema 4.7 Sea G un grafo V V . Entonces G es un grafo V E.

Demostración: Sea C = {v1, . . . , v2j+1} un ciclo impar de G. Por hipótesis,
como G es un grafo V V , existe un vértice vi que domina a otro vértice vk

(vi 6= vk). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que vk 6= vi−1, luego
vi domina a f = (vk, vk+1), lo cual implica que G es un grafo V E. 2

Finalmente, podemos ver que los grafos de cualquiera de estas clases son
grafos balanceados, y en consecuencia también son grafos perfectos.

Teorema 4.8 Sea G un grafo V E. Entonces G es balanceado.

Demostración: Sea C = {v1, . . . , v2j+1} un ciclo impar de G. Por hipótesis,
como G es un grafo V E, existe un vértice vk que domina a una arista
ei = (vi, vi+1) (vk 6= vi, vi+1). Entonces Cei

⊆ C(vk), y por lo tanto Cei
⊆

C(v1)∪C(v2)∪ · · · ∪C(vi−1)∪C(vi+2)∪ · · · ∪C(v2k+1), lo cual implica, por
el Teorema 4.3, que G es un grafo balanceado. 2

Corolario 4.4 Los grafos V E, EE, V V y EV son perfectos.

Demostración: Es consecuencia directa de la serie de teoremas anteriores y
el Corolario 4.1. 2

Nota: En la figura 4.1, podemos ver que todas las inclusiones son estrictas.

Observación 4.2 Los grafos bipartitos son grafos EV y en consecuencia
son balanceados.

Observación 4.3 Por la forma en que están definidas, las clases V E, EE,
V V y EV son hereditarias.
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Figura 4.1: Intersección entre las clases

4.3.2 Grafos totalmente unimodulares

Los grafos totalmente unimodulares fueron definidos por Golumbic en [56]
y no hay muchos resultados sobre ellos hasta el momento, si bien las ma-
trices totalmente unimodulares han sido extensamente estudiadas y juegan
un papel importante dentro de la teoŕıa poliedral y la programación lineal
entera.

Definición 4.3 Una matriz binaria A es totalmente unimodular si el de-
terminante de cualquier submatriz cuadrada de A es 0, 1 ó -1.

Definición 4.4 Un grafo G es totalmente unimodular si y sólo si su matriz
clique AG es totalmente unimodular.
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Observación 4.4 Los grafos totalmente unimodulares están bien definidos,
ya que si una matriz clique de G es totalmente unimodular, entonces toda
matriz clique de G es totalmente unimodular (permutar filas y/o columnas
sólo cambia el signo del determinante).

Es sabido que las matrices totalmente unimodulares son balanceadas [90] y
por lo tanto los grafos totalmente unimodulares resultan ser balanceados. La
inclusión es estricta, se puede ver que el grafo de la figura 4.2 es balanceado
pero no totalmente unimodular [32].

G

1

2

34

5

6

7 8

9

10

AG =

















1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

















Figura 4.2: Grafo balanceado pero no totalmente unimodular.

Los grafos de intervalos y los trivialmente perfectos son totalmente unimo-
dulares [17], con lo cual resultan ser balanceados.

4.3.3 Grafos clique-perfectos, coordinados, K-perfectos

Veremos ahora que los grafos balanceados son clique-perfectos, coordinados,
clique-perfectosc, coordinadosc y K-perfectos.
Primero necesitamos ver que la clase de grafos balanceados es una clase
hereditaria y clique-hereditaria.

Lema 4.1 Sea G un grafo y H un subgrafo inducido de G. Entonces AH es
la submatriz de AG obtenida tomando las columnas correspondientes a los
vértices de H y eliminando las filas que resulten incluidas.

Demostración: Sea B la submatriz de AG obtenida tomando las columnas
correspondientes a los vértices de H. Toda clique de H puede ser extendida
a al menos una clique de G, luego toda clique de H está representada por
al menos una fila de B.
Por otra parte, cada fila de B representa a un subgrafo completo de H, el
cual es una clique de H o está incluido en una clique de H. Luego AH es la
submatriz de B obtenida eliminando las filas incluidas. 2

Teorema 4.9 La clase de los grafos balanceados es hereditaria.
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Demostración: Sea G un grafo balanceado, H un subgrafo inducido de G.
Por el Lema 4.1 AH es una submatriz de AG, y dado que toda submatriz
de una matriz balanceada es también balanceada, resulta que H es un grafo
balanceado. 2

Lema 4.2 Sea G un grafo clique-Helly hereditario y H = Gi1,...,is un sub-
grafo clique de G. Entonces AH es la submatriz de AG obtenida tomando
las filas i1, . . . , is y eliminando las columnas que resulten nulas.

Demostración: Sea G un grafo CHH y M1, M2, . . . , Mk sus cliques. Por
el Corolario 2.5, G es clical y entonces las cliques de H = Gi1,...,is son
Mi1 , . . . , Mis . Al tomar la submatriz de AG obtenida tomando las filas
i1, . . . , is, las columnas no nulas corresponden a los vértices que pertenecen
a alguna de las cliques Mi1 , . . . , Mis en G, que por definición son exactamente
los vértices de H. Luego AH es la submatriz de AG obtenida tomando las
filas i1, . . . , is y eliminando las columnas que resulten nulas. 2

Teorema 4.10 La clase de los grafos balanceados es clique-hereditaria.

Demostración: Sea G un grafo balanceado, H un subgrafo clique de G. Por
el Corolario 4.2 G es clique-Helly hereditario, y luego por el Lema 4.2 AH es
una submatriz de AG. Dado que toda submatriz de una matriz balanceada
es también balanceada, resulta que H es un grafo balanceado. 2

Como vimos en la sección 2.2.1, el cardinal de un transversal de las cliques
mı́nimo y el tamaño de un conjunto de cliques independientes máximo,
pueden ser planteados como problemas de programación lineal entera, de
la siguiente forma:

αC(G) = max1 · x τC(G) = min1 · y

At
G · x ≤ 1 y AG · y ≥ 1

x ∈ {0, 1}k y ∈ {0, 1}n

Si G es un grafo balanceado, sabemos que tanto AG como At
G son matrices

balanceadas (la matriz transpuesta de una matriz balanceada es balancea-
da). Luego, por el Teorema 4.1, los poliedros P (At

G) y Q(AG) tienen ex-
tremos enteros, por lo tanto ambos problemas coinciden con su relajación
lineal.

Esto lleva a dos resultados interesantes, uno desde el punto de vista al-
goŕıtmico y otro desde el punto de vista teórico.

Por un lado, vimos que la matriz clique de un grafo balanceado tiene tamaño
polinomial y puede ser calculada en tiempo polinomial. Con lo cual, para
la clase de los grafos balanceados, los problemas de hallar τC(G) y αC(G)
pueden ser resueltos en tiempo polinomial.

Por otro lado, resulta que los grafos balanceados cumplen varias de las
propiedades estudiadas hasta ahora.
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Teorema 4.11 Los grafos balanceados son clique-perfectos y clique-perfectosc.

Demostración: Sea G un grafo balanceado. Entonces AG es balanceada, y
podemos resolver los problemas de determinar τC(G) y αC(G) usando las
relajaciones lineales correspondientes a las formulaciones enteras.
Dichas relajaciones lineales son duales y por lo tanto tienen el mismo valor
óptimo. Luego para un grafo G balanceado, τC(G) = αC(G).
Sea H1 un subgrafo inducido de G. Por el Teorema 4.9, H1 es un grafo
balanceado y por lo tanto τC(H1) = αC(H1).
Entonces G es clique-perfecto.
Sea ahora H2 un subgrafo clique de G. Por el Teorema 4.10, H2 es un grafo
balanceado y por lo tanto τC(H2) = αC(H2).
Entonces G es clique-perfectoc. 2

Teorema 4.12 Los grafos balanceados son K-perfectos y coordinadosc.

Demostración: Sea G un grafo balanceado. Por el Corolario 4.2, G es clique-
Helly hereditario y por el Teorema 4.11 G es clique-perfectoc. Finamente,
por el Teorema 2.13, G resulta ser K-perfecto y coordinadoc. 2

Teorema 4.13 Los grafos balanceados son coordinados.

Demostración: Sea G un grafo balanceado y H un subgrafo inducido de
G. Por el Teorema 4.9, H es un grafo balanceado y entonces por el Teo-
rema 4.12, H es coordinadoc, en particular M(H) = F (H). Por lo tanto G
es coordinado. 2

Observemos además que dada la matriz clique AG de un grafo balanceado
G, resulta que

M(G) = max
j

∑

i

AG(i, j)

con lo cual M(G) y por lo tanto F (G), dado que coinciden, pueden ser cal-
culados en tiempo polinomial en el tamaño de G.

4.4 Grafos clique de grafos balanceados

En esta sección probaremos que la clase de los grafos balanceados y la clase
de los grafos totalmente unimodulares son clases fijas bajo el operador clique,
y daremos una caracterización de los grafos clique de grafos en V E, EE,
V V y EV .

Teorema 4.14 Si G es un grafo balanceado entonces K(G) es un grafo
balanceado.
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Demostración: Si G es un grafo balanceado, por el Corolario 4.2 G es clique-
Helly. Entonces por el Teorema 2.9, AK(G) es la submatriz de At

G que se
obtiene eliminando las filas incluidas. Como AG es una matriz balanceada,
At

G es balanceada también, y toda submatriz de una matriz balanceada es
balanceada. Por lo tanto K(G) es un grafo balanceado. 2

Teorema 4.15 G es un grafo balanceado ⇔ G es clique-Helly y H(G) es
balanceado.

Demostración:
⇒) Si G es balanceado, entonces por el Corolario 4.2 G es clique-Helly.
Entonces AH(G) = At

G | In (Teorema 2.17), y AG es balanceada, luego At
G

es balanceada. Por otra parte, todas las columnas de la matriz de incidencia
de un ciclo impar tienen dos unos, luego si At

G es balanceada entonces AH(G)

también es balanceada.

⇐) Si G es clique-Helly y H(G) es balanceado, G = K(H(G)) (Teorema 2.15)
y entonces G es balanceado (Teorema 4.14). 2

Corolario 4.5 La clase de grafos balanceados es fija bajo el operador K.

Demostración: Probamos que el grafo clique de un grafo balanceado es
balanceado (Teorema 4.14) y a su vez que todo grafo balanceado es el grafo
clique de algún grafo balanceado (Teorema 4.15). 2

Teorema 4.16 Si G es un grafo totalmente unimodular entonces K(G) es
totalmente unimodular.

Demostración: Si G es un grafo totalmente unimodular entonces G es ba-
lanceado y luego G es clique-Helly (Corolario 4.2). Por lo tanto podemos
aplicar el Teorema 2.9. Si AG es una matriz totalmente unimodular, en-
tonces At

G es totalmente unimodular ya que para toda matriz cuadrada M ,
det(M) = det(M t). Y toda submatriz de una matriz totalmente unimodular
es totalmente unimodular. Luego AK(G) es una matriz totalmente unimo-
dular. 2

Teorema 4.17 G es totalmente unimodular ⇔ G es clique-Helly y H(G)
es totalmente unimodular.

Demostración:
⇒) Si G es un grafo totalmente unimodular entonces G es balanceado y
luego G es clique-Helly (Corolario 4.2). Por lo tanto podemos aplicar el
Teorema 2.17. Sabemos que AH(G) = At

G | In, y AG es totalmente uni-
modular, luego At

G es totalmente unimodular. Toda submatriz cuadrada M
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de AH(G) se puede escribir como M = M1 | M2, donde M1 es una subma-
triz de At

G y M2 es una submatriz de In. Desarrollando el determinante
por las columnas de M2, resulta que M es singular o det(M) = ±det(M3),
donde M3 es una submatriz cuadrada de M1. Entonces, en ambos casos,
det(M) = 0 ó ±1. Por lo tanto H(G) es totalmente unimodular.

⇐) Si G es clique-Helly y H(G) es totalmente unimodular, G = K(H(G))
(Teorema 2.15) y entonces G es totalmente unimodular (Teorema 4.16). 2

Corolario 4.6 La clase de grafos totalmente unimodulares es fija bajo el
operador K.

Demostración: Probamos que el grafo clique de un grafo totalmente uni-
modular es totalmente unimodular (Teorema 4.16) y a su vez que todo grafo
totalmente unimodular es el grafo clique de algún grafo totalmente unimo-
dular (Teorema 4.17). 2

Observemos que la clase de los grafos balanceados y la clase de los grafos
totalmente unimodulares están definidas en forma similar. Podemos gene-
ralizar este concepto de la siguiente manera:

Sea A una clase de matrices binarias. Podemos definir la clase de grafos
G(A) como aquellos grafos cuya matriz clique pertenece a A.
Para que esta definición sea consistente, A debe ser cerrada bajo permuta-
ciones de filas y de columnas, ya que la matriz clique de un grafo es única
salvo permutaciones de filas y de columnas.

Lema 4.3 Sea A una clase de matrices binarias cerrada bajo permutaciones
de filas y de columnas. Si A verifica las siguientes condiciones:

(i) A ∈ A ⇒ At ∈ A.

(ii) A ∈ A ⇒ toda B submatriz de A pertenece a A.

(iii) A ∈ A ⇒ A|Id ∈ A.

entonces:

(1) G(A) ∩ CH es una clase fija bajo el operador clique.

(2) G(A) ∩ CHH es una clase hereditaria, clique-hereditaria y fija bajo
el operador clique.

Demostración:
(1) Sea G un grafo clique-Helly en G(A), luego AG ∈ A. Por el Teorema 2.9,
AK(G) es una submatriz de At

G, y por (i) y (ii), AK(G) ∈ A. Como la clase
de grafos clique-Helly es fija, K(G) es clique-Helly y pertenece a G(A).
Por el Teorema 2.17, AH(G) es At

G|In, y por (iii), AH(G) ∈ A. Por el Teo-
rema 2.18 H(G) es clique-Helly y pertenece a G(A).
Por la observación 2.6, G(A) ∩ CH es una clase fija.
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(2) Sea G un grafo CHH en G(A), luego AG ∈ A. Por el Teorema 2.9,
AK(G) es una submatriz de At

G, y por (i) y (ii), AK(G) ∈ A. Como la clase
de grafos CHH es fija, K(G) es CHH y pertenece a G(A).
Por el Teorema 2.17, AH(G) es At

G|In, y por (iii), AH(G) ∈ A. Por el Teo-
rema 2.18 H(G) es CHH y pertenece a G(A).
Por la observación 2.6, G(A) ∩ CHH es una clase fija.
Como la clase de grafos CHH es hereditaria y clique-hereditaria (obser-
vación 2.5), por (ii) y los lemas 4.1 y 4.2 resulta que G(A) ∩ CHH es una
clase hereditaria y clique-hereditaria. 2

Un caso particular de familias de matrices que cumplen estas condiciones
son las familias de matrices A definidas por submatrices prohibidas (por
definición verifican (ii)), donde la familia B de submatrices prohibidas es
cerrada por permutaciones de filas y de columnas y transposición (luego A
lo es), y tal que toda matriz de B tiene al menos dos unos por columna
(luego A verifica (iii)). Tal es el caso de las matrices balanceadas, y como
los grafos balanceados resultan ser de por si clique-Helly hereditarios, son
clase fija. Hay varias otras clases conocidas de grafos en estas condiciones:

• Los grafos CHH: como vimos en el Teorema 2.8, son los grafos cuya
matriz clique no contiene como submatriz la matriz de incidencia de
un triángulo. Prisner demostró en [97] que son clase fija.

• Los grafos fuertemente cordales: son los grafos totalmente balancea-
dos, grafos cuya matriz clique no contiene como submatriz la matriz de
incidencia de un ciclo. Claramente, son subclase de los balanceados, y
Prisner demostró en [96] que son clase fija.

• Los grafos sin diamantes: son los grafos cuya matriz clique no contiene
como sumatriz una matriz de 1’s de 2 × 2. En [24] se prueba que son
clase fija.

Sea S = {M1, M2, . . . , M2k+1} un conjunto impar de cliques de G, donde Mi

interseca a Mi+1 para i = 1, . . . , 2k +1 (todas las sumas son módulo 2k+1).

Un grafo G es dualmente EE (DEE) si para cualquier conjunto S de esa
forma, existen cliques Mi, Mi+1, Mj , Mj+1 tales que Mi∩Mi+1 ⊆ Mj∩Mj+1,
con i 6= j.

Un grafo G es dualmente VE (DV E) si para cualquier conjunto S de esa
forma, existen cliques Mi, Mi+1, Mj tales que Mi ∩ Mi+1 ⊆ Mj , con i 6=
j, i + 1 6= j.

Teorema 4.18 Si G es un grafo DEE, entonces G es DV E.

Demostración: Sea S = {M1, M2, . . . , M2k+1} un conjunto de cliques de G,
donde Mi interseca a Mi+1 para i = 1, . . . , 2k + 1. Por hipótesis, como G es
un grafo DEE, existen cliques Mi, Mi+1, Mj , Mj+1 tales que Mi ∩ Mi+1 ⊆
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Mj ∩ Mj+1 (i 6= j). Luego Mi ∩ Mi+1 ⊆ Mj , y si i + 1 = j entonces
i 6= j + 1, i + 1 6= j + 1 y Mi ∩ Mi+1 ⊆ Mj+1, lo cual implica que G es un
grafo DV E. 2

Teorema 4.19 Sea G un grafo DV E. Entonces G es balanceado.

Demostración: Sea S = {M1, M2, . . . , M2k+1} un conjunto de cliques de G,
donde Mi interseca a Mi+1 para i = 1, . . . , 2k + 1.
Por hipótesis, como G es un grafo DV E, existen cliques Mi, Mi+1, Mj tales
que Mi ∩ Mi+1 ⊆ Mj , con i 6= j, i + 1 6= j. Entonces Mi ∩ Mi+1 ⊆ M1 ∪
M2 ∪ · · · ∪ Mi−1 ∪ Mi+2 ∪ · · · ∪ M2k+1, lo cual implica, por el Teorema 4.4,
que G es un grafo balanceado. 2

Para la demostración de los teoremas siguientes, necesitamos primero un
resultado:

Lema 4.4 Si G es un grafo clique-Helly, las cliques de K(G) son de la
forma C(v), con v ∈ G.

Demostración: Sea G un grafo clique-Helly, V (G) = {v1, v2, . . . , vn} los
vértices de G, C(G) = {M1, M2, . . . , Mk} las cliques de G. C(vi) induce un
subgrafo completo en K(G), ya que vi pertenece a la intersección de todas
las cliques de C(vi), luego C(vi) es una clique de K(G) ó C(vi) está incluido
en una clique de K(G).
Por otro lado, sea {Mi1 , Mi2 , . . . , Mis} una clique de K(G), es decir un
conjunto maximal de cliques de G que se intersecan dos a dos. Como G es
clique-Helly, tienen algún elemento común v, luego {Mi1 , Mi2 , . . . , Mis} ⊆
C(v). Por maximalidad, {Mi1 , Mi2 , . . . , Mis} = C(v). 2

Teorema 4.20 Sea G un grafo.

(i) Si G ∈ DV E entonces K(G) ∈ V E.

(ii) Si G ∈ DEE entonces K(G) ∈ EE.

(iii) Si G ∈ V E entonces K(G) ∈ DV E.

(iv) Si G ∈ EE entonces K(G) ∈ DEE.

Demostración: Sea G un grafo. Como DV E, DEE, V E y EE son subclases
de los grafos balanceados, y los grafos balanceados son clique-Helly, podemos
asumir para esta demostración que G es un grafo clique-Helly. Los vértices
de K(G) son las cliques de G, y por el Lema 4.4, las cliques de K(G) son
algunos de los C(v) con v ∈ V (G).

Sea {M1, M2, . . . , M2k+1} un ciclo impar en K(G), entonces Mi interseca a
Mi+1 en G, para i = 1, 2, . . . , 2k + 1.

Si G ∈ DV E, existen cliques Mi, Mi+1, Mj tales que Mi ∩ Mi+1 ⊆ Mj

(i, i + 1 6= j). Sea C(v) una clique de K(G) que contiene a Mi y Mi+1,
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entonces, en G, v ∈ Mi ∩Mi+1 ⇒ v ∈ Mj y por lo tanto C(v) contiene a Mj

también. Entonces, en K(G), el vértice Mj domina a la arista (Mi, Mi+1)
y, en consecuencia, si G ∈ DV E entonces K(G) ∈ V E.

Si G ∈ DEE, existen cliques Mi, Mi+1, Mj , Mj+1 tales que Mi ∩ Mi+1 ⊆
Mj ∩ Mj+1 (i 6= j). Sea C(v) una clique de K(G) que contiene a Mi y
Mi+1, entonces, en G, v ∈ Mi ∩Mi+1 ⇒ v ∈ Mj ∩Mj+1 y por lo tanto C(v)
contiene a Mj y Mj+1 también. Entonces, en K(G), la arista (Mj , Mj+1)
domina a la arista (Mi, Mi+1) y, en consecuencia, si G ∈ DEE entonces
K(G) ∈ EE.

Ahora, sea {C(v1), C(v2), . . . , C(v2k+1)} un conjunto impar de cliques en
K(G), donde C(vi) interseca a C(vi+1) para i = 1, 2, . . . , 2k + 1. Entonces
para cada i existe una clique Mi de G tal que vi y vi+1 pertenecen a Mi,
y luego vi y vi+1 son adyacentes en G, por lo tanto v1, v2, . . . , v2k+1 es un
ciclo impar en G.

Si G ∈ V E, existe un vértice vj del ciclo que domina a una arista (vi, vi+1)
con j 6= i, i + 1. Sea M un vértice de K(G), M ∈ C(vi)∩C(vi+1) en K(G),
vi y vi+1 pertenecen a M en G, y por lo tanto vj pertenece a M también.
Luego M ∈ C(vj), y en consecuencia C(vi) ∩ C(vi+1) ⊆ C(vj). Entonces
G ∈ V E ⇒ K(G) ∈ DV E.

Si G ∈ EE, hay una arista (vj , vj+1) del ciclo que domina a otra arista
(vi, vi+1) con j 6= i. Sea M un vértice de K(G), M ∈ C(vi) ∩ C(vi+1) en
K(G), vi y vi+1 pertenecen a M en G, y por lo tanto vj y vj+1 pertenecen
a M también. Luego M ∈ C(vj) ∩ C(vj+1), y en consecuencia C(vi) ∩
C(vi+1) ⊆ C(vj) ∩ C(vj+1). Entonces G ∈ EE ⇒ K(G) ∈ DEE. 2

Teorema 4.21 Sea G un grafo clique-Helly.

(i) G ∈ DV E si y sólo si H(G) ∈ V E.

(ii) G ∈ DEE si y sólo si H(G) ∈ EE.

(iii) G ∈ V E si y sólo si H(G) ∈ DV E.

(iv) G ∈ EE si y sólo si H(G) ∈ DEE.

Demostración: Sea G un grafo clique-Helly, y H(G) como en la Definición
2.15, con V (H(G)) = {q1, q2, . . . , qk, w1, w2, . . . , wn}, donde cada qi corres-
ponde a la clique Mi de G, y cada wi corresponde al vértice vi de G. Por
el Teorema 2.15, las cliques de H(G) son N [wi] para cada i. Entonces wi y
todas sus aristas incidentes se dominan entre si.

Sea C un ciclo impar en H(G). Si hay algún vértice wi en C, entonces C
contiene un vértice que domina a una arista, y una arista que domina a otra
arista. Si no existe tal vértice, C es un ciclo impar {qr1

, qr2
, . . . , qr2s+1

} que
corresponde a un conjunto impar de cliques {Mr1

, Mr2
, . . . , Mr2s+1

} de G,
tales que Mri

interseca a Mri+1
para i = 1, 2, . . . , 2s + 1.

Si G ∈ DV E, existen cliques Mri
, Mri+1

, Mrj
tales que Mri

∩ Mri+1
⊆ Mrj

(i, i + 1 6= j). Sea N [wl] una clique de H(G) que contiene a qri
y qri+1

,
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entonces, en G, vl ∈ Mri
∩Mri+1

⇒ vl ∈ Mrj
y por lo tanto, en H(G), N [wl]

contiene a qrj
también. Luego, en H(G), el vértice qrj

domina a la arista
(qri

, qri+1
) y, en consecuencia, si G ∈ DV E entonces H(G) ∈ V E.

Si G ∈ DEE, existen cliques Mri
, Mri+1

, Mrj
, Mrj+1

tales que Mri
∩Mri+1

⊆
Mrj

∩ Mrj+1
(i 6= j). Sea N [wl] una clique de K(G) que contiene a Mri

y
Mri+1

, entonces, en G, vl ∈ Mri
∩Mri+1

⇒ vl ∈ Mrj
∩Mrj+1

y por lo tanto,
en H(G), N [wl] contiene a qrj

y qrj+1
también. Luego, en H(G), la arista

(qrj
, qrj+1

) domina a la arista (qri
, qri+1

) y, en consecuencia, si G ∈ DEE
entonces H(G) ∈ EE.

Ahora, sea {N [wr1
], N [wr2

], . . . , N [wr2s+1
]} un conjunto impar de cliques de

H(G), donde N [wri
] interseca a N [wri+1

] para i = 1, 2, . . . , 2s+1. Entonces
para cada i existe un vértice q ∈ N [wri

] ∩ N [wri+1
]. Luego vri

y vri+1

pertenecen a la clique correspondiente M de G, y entonces vri
y vri+1

son
adyacentes en G, luego vr1

, vr2
, . . . , vr2s+1

es un ciclo impar en G.

Si G ∈ V E, hay un vértice vrj
del ciclo que domina a una arista (vri

, vri+1
)

con j 6= i, i + 1. Sea ql un vértice de H(G), ql ∈ N [wri
]∩N [wri+1

] en H(G),
vi y vi+1 pertenecen a Ml en G, y por lo tanto vj pertenece a Ml también.
Luego ql ∈ N [wrj

], y en consecuencia N [wri
]∩N [wri+1

] ⊆ N [wrj
]. Entonces

G ∈ V E ⇒ H(G) ∈ DV E.

Si G ∈ EE, hay una arista (vrj
, vrj+1

) del ciclo que domina a otra arista
(vri

, vri+1
) con j 6= i. Sea ql un vértice de H(G), ql ∈ N [wri

] ∩ N [wri+1
] en

H(G), vri
y vri+1

pertenecen a Ml en G, y por lo tanto vrj
y vrj+1

pertenecen
a Ml también. Luego ql ∈ N [wrj

] ∩ N [wrj+1
] en H(G), y en consecuencia

N [wri
]∩N [wri+1

] ⊆ N [wrj
]∩N [wrj+1

]. Entonces G ∈ EE ⇒ H(G) ∈ DEE.

Las propiedades rećıprocas se obtienen por el Teorema 2.15, aplicando el
Teorema 4.20 a H(G). 2

Corolario 4.7 Las clases EE y DEE son clique-duales y distintas.

Demostración: La dualidad es consecuencia directa de los Teoremas 4.20
y 4.21, y la observación 2.6. En la figura 4.3 se puede ver que las clases son
distintas. 2

Corolario 4.8 Las clases V E y DV E son clique-duales y distintas.

Demostración: La dualidad es consecuencia directa de los Teoremas 4.20
y 4.21, y la observación 2.6. En la figura 4.4 se puede ver que las clases son
distintas. 2

Teorema 4.22 Si G es un grafo V V , entonces K2(G) es un grafo bipartito.
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EE

DEE

H

Figura 4.3: Intersección entre las clases clique-duales EE y DEE

Demostración: Si G es un grafo V V entonces G es clique-Helly (Coro-
lario 4.2), luego por el Teorema 2.9 y el Lema 4.1, tenemos que K2(G) es
el subgrafo de G que se obtiene eliminando los vértices correspondientes a
las columnas incluidas de AG, es decir, los vértices dominados. Si G es un
grafo V V , todo ciclo impar de G tiene un vértice dominado, luego K2(G)
no tiene ciclos impares, por lo tanto es un grafo bipartito. 2

Teorema 4.23 Sea G un grafo. K(G) es un grafo bipartito si y sólo si G
es clique-Helly y H(G) es un grafo EV .

Demostración:
⇒) Sea G un grafo, V (G) = {v1, v2, . . . , vn} los vértices de G, C(G) =
{M1, M2, . . . , Mk} las cliques de G. Como K(G) es un grafo bipartito, G
es clique-Helly porque cualquier conjunto de cliques que se intersecan dos a
dos tiene a lo sumo dos elementos.
V (H(G)) = V (K(G)) ∪ {w1, w2, . . . , wn} como en la Definición 2.15. K(G)
es un grafo bipartito y por definición de H(G), todo ciclo impar C de H(G)
debe contener algún vértice wi de {w1, w2, . . . , wn}. Por el Teorema 2.15
wi es un vértice uniclical, luego las aristas de C incidentes a wi dominan al
vértice wi, y entonces H(G) es un grafo EV .

⇐) Si G es un grafo clique-Helly y H(G) es un grafo EV , entonces es también
un grafo V V . Luego por el Teorema 4.22 K2(H(G)) = K(G) es un grafo
bipartito. 2

Llamemos bip a la clase de los grafos bipartitos.

Corolario 4.9 K2(V V ) = K2(EV ) = bip.
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VE

DVE

K

Figura 4.4: Intersección entre las clases clique-duales VE y DVE

Demostración: Probaremos que K2(EV ) ⊆ K2(V V ) ⊆ bip ⊆ K2(EV )
y por lo tanto las tres clases coinciden. La primer inclusión vale porque
EV ⊆ V V . La segunda inclusión se deduce del Teorema 4.22. Ahora,
para cualquier grafo bipartito G, tenemos que K(H(G)) = G y aplicando
el Teorema 4.23 a H(G), H2(G) es un grafo EV y K2(H2(G)) = G. Luego
también vale la tercer inclusión. 2

Corolario 4.10 K(V V ) = K−1(bip) y K(EV ) = K−1(bip).

Demostración: Sea G ∈ V V entoces K2(G) = K(K(G)) es bipartito, luego
K(G) ∈ K−1(bip). Entonces K(EV ) ⊆ K(V V ) ⊆ K−1(bip). A su vez,
sea G ∈ K−1(bip) entonces H(G) ∈ EV y G = K(H(G)), por lo tanto
K−1(bip) ⊆ K(EV ) ⊆ K(V V ) ⊆ K−1(bip) con lo cual los tres conjuntos
son iguales. 2

Corolario 4.11 K−1(bip) ⊆ DEE.

Demostración: Sea G ∈ K−1(bip). Supongamos que existe un conjunto
impar S = {M1, M2, . . . , M2k+1} de cliques de G, donde Mi interseca a
Mi+1 para i = 1, . . . , 2k y M2k+1 interseca a M1. Los correspondientes
vértices en K(G) forman un ciclo impar, pero K(G) es un grafo bipartito.
Entonces no existe tal conjunto, y G ∈ DEE. 2

Corolario 4.12 K−1(bip) es una subclase de los grafos balanceados.

Demostración: K−1(bip) es una subclase de los dualmente EE, que son
balanceados. 2
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Observación 4.5 La clase de grafos K−1(bip) fue caracterizada por Protti
en [100], y es la clase de grafos que no contiene como subgrafo inducido ni
ciclos inducidos impares de longitud mayor ó igual que 5, ni los grafos F4,
W4 y K1,3.

Nota: En la figura 4.5, podemos ver que todas las inclusiones son estrictas.

G
ra

fo
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B
al

an
ce

ados

K
(b

ip)

-1

D

EE

D
VE

Figura 4.5: Inclusión entre las clases



Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo

futuro

A lo largo de esta tesis hemos trabajado en cuatro áreas: grafos balancea-
dos, grafos clique, variantes de los grafos perfectos y problemas algoŕıtmicos
relacionados con la teoŕıa de grafos perfectos.

Definimos la clase de grafos balanceados como aquellos grafos cuya ma-
triz clique es balanceada. Demostramos que tienen un algoritmo de re-
conocimiento en tiempo polinomial y dimos una caracterización basada en
propiedades de sus ciclos impares, y otra caracterización basada en pro-
piedades de sus cliques. Vimos que pertenecen a varias clases conocidas
de grafos: son clique-Helly hereditarios, perfectos, clique-perfectos, coor-
dinados, K-perfectos, coordinadosc y clique-perfectosc. También probamos
que varias clases conocidas de grafos son balanceadas, tal es el caso de los
grafos totalmente unimodulares, trivialmente perfectos, bipartitos, fuerte-
mente cordales, y a su vez definimos seis nuevas subclases de los grafos
balanceados: cuatro de ellas (VV, VE, EE y EV) en base a propiedades de
sus ciclos impares y dos de ellas (DVE y DEE) en base a propiedades de sus
cliques. Estudiamos relaciones de inclusión y hallamos ejemplos de grafos
en las intersecciones formadas por estas subclases.

En el área de los grafos clique, caracterizamos la clase de grafos clique de
los grafos balanceados y las seis subclases definidas, los grafos totalmente
unimodulares, los grafos trivialmente perfectos, y otras dos subclases de
grafos perfectos: los perfectos y clique-Helly y los perfectos y clique-Helly
hereditarios. Entre ellas hallamos algunas clases fijas y algunos pares de
clases clique-duales distintas, que pueden verse en la tabla 5.1.

En el área de grafos perfectos y sus variantes, avanzamos en el estudio de
la clase de grafos coordinados demostrando que los grafos coordinados son
Berge, lo cual nos lleva a conjeturar que son perfectos.

En el área de complejidad computacional, analizamos los problemas de de-
cisión asociados a los siguientes problemas de optimización: clique máxima,
cantidad máxima de cliques por vértice, número cromático, partición mı́nima
de las cliques en conjuntos independientes, conjunto independiente máximo,
conjunto independiente de cliques máximo, cubrimiento mı́nimo de cliques

71



CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 72

Clase A K(A)

Balanceados Balanceados
DEE EE
DVE VE
EE DEE
EV K−1(bipartitos)
K-perfectos ∩ Clique-Helly Perfectos ∩ Clique-Helly
K-perfectos ∩ Clique-Helly hereditarios Perfectos ∩ Clique-Helly hereditarios
Perfectos ∩ Clique-Helly K-perfectos ∩ Clique-Helly
Perfectos ∩ Clique-Helly hereditarios K-perfectos ∩ Clique-Helly hereditarios
Totalmente Unimodulares Totalmente Unimodulares
Trivialmente Perfectos Completos
VE DVE
VV K−1(bipartitos)

Tabla 5.1: Clases de grafos clique caracterizadas en esta tesis

por vértices y cubrimiento mı́nimo de vértices por cliques, abordados en la
clase de grafos clique-Helly hereditarios y en la clase de grafos balanceados.
Estudiamos también la complejidad de los problemas de cantidad máxima
de cliques por vértice y partición mı́nima de las cliques en conjuntos in-
dependientes con respecto a la clase #P. Los resultados obtenidos pueden
observarse en la tabla 5.2. En negrita aparecen los resultados originales de
esta tesis.

Problema caso general CHH balanceados

α(G) NP-completo NP-completo P

k(G) NP-completo NP-completo P

ω(G) NP-completo P P

χ(G) NP-completo NP-completo P

αC(G) NP-completo NP-completo P

τC(G) NP-hard NP-completo P

M(G) #P-completo P P

F (G) {#P,NP}-hard NP-completo P

Tabla 5.2: Tabla de complejidades

Como trabajo futuro queda por estudiar la clase de grafos ideales, grafos
cuya matriz clique es ideal. La relación probada por Chvátal entre matri-
ces perfectas y grafos perfectos nos lleva a pensar que se pueden encontrar
resultados similares que relacionen grafos clique-perfectos con ideales.
A su vez, queda por analizar el comportamiento de otros operadores en grafos
aplicados a las clases de grafos estudiadas, viendo qué tipo de operaciones
son cerradas en cada clase. Gran parte de este trabajo está hecho para la
clase de grafos perfectos.
También intentaremos buscar para otros operadores Φ, no necesariamente
unarios, la relación entre la matriz clique de Φ(G1, . . . , Gr) y las matrices
clique de los grafos G1, . . . , Gr, esperando obtener en algunos casos resulta-
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dos similares a los obtenidos para K y H.
Por último, seguiremos trabajando en la conjetura sobre la caracterización
de los grafos clique-perfectos por medio de subgrafos prohibidos e intentare-
mos dar una caracterización de los grafos coordinados mediante subgrafos
prohibidos.
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[39] G. Durán, M. Lin and J. Szwarcfiter, On clique-transversal and clique-
independent sets, enviado para su publicación.

[40] G. Ehrlich, S. Even and R. Tarjan, Intersection graphs of curves in the
plane, J. Combin. Theory B 21 (1976), 8–20.

[41] P. Erdos, T. Gallai and Z. Tuza, Covering the cliques of a graph with
vertices, Discrete Math. 108 (1992), 279–289.

[42] F. Escalante, Uber iterierte Clique-Graphen, Abhandlungender Mathema-
tischen Seminar der Universität Hamburg 39 (1973), 59–68.

[43] S. Even, A. Pnueli and A. Lempel, Permutation graphs and transitive
graphs, Journal of the ACM Vol. 19 N. 3 (1972), 400–410.

[44] D. Fulkerson, Antiblocking polyhedra, J. Combin. Theory 12 (1972), 50–71.

[45] D. Fulkerson, Blocking and anti-blocking pairs of polyhedra, Math. Pro-
gramming 1 (1971), 168–194.

[46] D. Fulkerson, On the perfect graph theorem, Math. Programming T. Hu,
S. Robinson eds., Academic Press, New York (1973), 69–76.

[47] D. Fulkerson, The perfect graph conjecture and pluperfect graph theorem,
2nd Chapel Hill Conf. on Combin. Math. and its Apl. (1969), 171–175.

[48] D. Fulkerson, A. Hoffman and R. Oppenheim, On balanced matrices,
Math. Programming 1 (1974), 120–132.

[49] D. Gale, H. Kuhn and A. Tucker, Linear programming and the theory
of games, in Activity Analysis of Production and Allocation, T. Koopmans,
ed. New York, John Wiley & Sons (1951), 317–329.

[50] M. Garey and D. Jonhson, Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness (Freeman and Company, San Francisco, 1979).

[51] M. Garey, D. Jonhson and L. Stockmeyer, Some simplified NP-
complete graph problems, Theoretical Computer Science Vol. 1 N. 3 (1976),
237–267.

[52] M. Garey, D. Johnson, G. Miller and C. Papadimitriou, The com-
plexity of coloring circular arcs and chords, SIAM J. Algebraic and Discrete
Methods 1 (1980), 216–227.

[53] F. Gavril, Algorithms for minimum coloring, maximum clique, minimum
covering by cliques and maximum independent set of a chordal graph, SIAM
J. Comp. Vol. 1 N. 2 (1972), 180–187.

[54] F. Gavril, Algorithms for a maximum clique and a maximum independent
set of a circle graph, Networks 3 (1973), 261–273.

[55] F. Gavril, Algorithms on circular-arc graphs, Networks 4 (1974), 357–369.

[56] M. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs (Academic
Press, New York, 1980).

[57] M. Golumbic, Comparability graphs and a new matroid, J. Combin. Theory
B 22 (1977), 68–90.

[58] C. Grinstad, The strong perfect graph conjecture for a class of graphs, Ph.D.
thesis, UCLA 25 (1978).

[59] M. Groshaus, Sobre grafos perfectos, clique-perfectos, K-perfectos y coor-
dinados, Tesis de Licenciatura, Departamento de Matemática, FCEyN-UBA
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