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Resumen

En [GHM™98], [GHH'97], [HKP*98] y [Mor97] se desarrollan algoritmos que re-
suelven el siguiente problema: dados como input n polinomios en n variables con
coeficientes en @ que definen una variedad algebraica cero-dimensional en C", dar
como output una descripcién adecuada (la solucién geométrica) de esta variedad.
En estos algoritmos es necesario poder resolver el problema de hallar la ecuacion
minimal que verifica un polinomio dado H en el anillo de coordenadas definido por
una variedad m—dimensional V' incluida en un espacio n—dimensional. Para ello,
se trabaja con un vector en @n — m), llamado punto de levantamiento. El punto
de levantamiento es un punto no ramificado; esta restriccién se traduce en que un
cierto polinomio no se anule en este punto. Es decir que genéricamente un elemento
de Qn —m) es un punto de levantamiento. En [HKP*98] se refinan las cotas de
complejidad, pasando a depender de la eleccion del punto de levantamiento. Es
decir, se mejora la complejidad para puntos de levantamiento “especiales”. Hay
que tener en cuenta que un punto genérico implica una complejidad del peor caso.
Por esta razén es interesante poder debilitar las restricciones que pesan sobre el
punto de levantamiento; en esta tesis se eliminan estas restricciones para variedades
1-dimensionales definidas por un sistema de Pham-Brieskorn.



1 Introduccion

1.1 Definiciones y notacién

En lo que sigue, notaremos ®al cuerpo de los niimeros racionales, Cal de los nimeros
complejos. Mas adelante necesitaremos mas generalidad, por lo que notamos k a
un cuerpo de caracteristica cero. /A" denotard al espacio n—dimensional afin C"
provisto de la topologia Zariski. Sean ¢, X;,...,X,,,T indeterminadas sobre @.
Sean fi,..., fs polinomios en Q[e, X1,...,X,], sea (fi,..., fs) el ideal que generan
en Qle, X1,...,X,] yseaV := V(fi,...,fs) € A" la variedad algebraica afin
definida por (fi,..., fs).

El anillo de coordenadas de V' es Q[V].

log() nota a la funcién logaritmo en base 2. Dado f un polinomio, deg(f) denota el
grado total de f. Finalmente, Z y IN denotan al anillo de los ntimeros enteros y al
conjunto de los enteros positivos respectivamente.

En esta tesis seguimos la terminologia y notaciones estandar del algebra conmutativa
y de la geometria algebraica tal como se encuentran en libros como [AM69], [Eis95]
(algebra conmutativa), [Wal78] y [Sha84] (geometria algebraica).

1.2 Comentario breve

En esta tesis estudiamos una instancia del problema de Eliminacién en Geometria
Algebraica que llamamos el Problema de Proyeccién (ver [HKP198]). El Pro-
blema de Proyeccién es el siguiente:

Sea V' C AP una variedad algebraica equidimensional de dimension m = dimV
definida por un sistema de p — m ecuaciones polinomiales sobre @ Sea 7 :V — A™
el morfismo inducido por la proyeccion en las primeras coordenadas pensando a
V C AP = A™ x AP~™, y supongamos que 7 es un epimorfismo finito de variedades.
Sea h € Q[V] un elemento en el anillo de coordenadas de V' dado por un polinomio
p-variado H sobre ®. Consideramos al morfismo 7 : V. — A™*! definido por la
regla 7(x) := (w(x),h(z)) para x en V. Por construccién 7 resulta un morfismo
finito, y dado que A" es normal , se sigue que la imagen de 7 es una subvariedad
equidimensional de codimensién 1 de A™T!, i.e. una hipersuperficie. Supongamos
ademds que es conocido un punto ¢ € A™ tal que su fibra por 7, o sea 7~1(), es no
ramificada, y que de hecho 7 es genéricamente playo y genéricamente no ramificado.
Sean Ti,...,T,,,Y indeterminadas sobre @.

Entonces existe una unica ecuacién minimal my € Q[T1,...,T,|[Y] que define, la
imagen de 7. Llamamos problema de proyeccién al de, dados polinomios con
coeficientes en @ que definen a la variedad algebraica V', la funcién regular h, y una
descripcién de la variedad 7~1(¢), encontrar un polinomio (m + 1)-variado sobre @



que represente a la ecuacion de dependencia entera minimal que satisface la funcion
regular h en la extensién Q[717,...,T,,] — ®[V]. Diremos que el polinomio my que
resuelve este problema es la proyeccién de h en V.

Este es un problema fundamental para los procedimientos de eliminacion geométrica
y fue considerado por varios autores (ver por ejemplo [GH93], [KP96], [GHMP95],
[GHM*98], [GHH'97], [Mor97]). M4ds precisamente, se utilizan algoritmos que re-
suelven instancias particulares de este problema como pasos intermedios en el pro-
blema de hallar una solucién geométrica de una variedad cero—dimensional (una
definicién de solucién geométrica estéd establecida en 11). En [HMW99] y [GLS99]
se plantean variantes para resolver este ultimo problema donde es necesario la
proyeccion de formas lineales en variedades 1-dimensionales. En esta tesis estu-
diamos el problema de proyeccion en una curva definida por un sistema de Pham—
Brieskorn (ver Subseccién siguiente).

Una tarea paralela al desarrollo de un algoritmo es estudiar su complejidad en espacio
y tiempo. Para ello, se definen medidas del espacio y tiempo utilizado y se obtienen
cotas en funcién del “tamano” del input. La razén es clara, dada una instancia
particular de un problema nos interesa saber de antemano si se puede resolver con
los recursos que disponemos. Las medidas de espacio y tiempo se definen en la
Subseccién 2.1.

Un aspecto al que hay que prestar atencion es al de las estructuras de datos uti-
lizadas para representar polinomios multivariados. Tipicamente, los polinomios se
representan por su escritura densa. Sin embargo, un ejemplo debido a D. Lazard,
T. Mora, W. Masser y P. Philippon (ver [Bor93]) muestra que un comportamiento
super—exponencial en tiempo es inevitable utilizando esta representacion.

Una alternativa es codificar los polinomios por circuitos aritméticos y sus esquemas
de evaluacion asociados, los straight-line programs. Un ejemplo de straight—line
program es la conocida regla de Horner. La filosofia detrés de esta representacion
es la de recordar que los polinomios son funciones. El input del algoritmo es dado
entonces por straight—line programs y los polinomios intermedios y el polinomio que
serd el output también estaran codificados por straight-line programs. En esta tesis
utilizaremos esta codificacion; las definiciones de circuito aritmético y straight—line
program se encuentran en la Subseccion 2.1.

1.3 Establecimiento del resultado principal

Sean Gy, ..., G, polinomios en QX1,...,X,], sea d en IN tal que d > deg(G;) para
1 <i < n. Consideramos el sistema de Pham-Brieskorn en Q[e, X1, ..., X,]:



Fl(E,Xl, c ,Xn) = X{l - €G1(X1, c ,Xn)

: (1)
Fole, X1, Xp) = X — eGo( Xy, ..., X)

Supongamos que para cada 1 <i < n, a; := G;(0,...,0) es no nulo. Sea I el ideal
generado por Fy,..., F, en Qe, X1,...,X,], sea B el dgebra Q[e, X1,..., X,]/Ty
sea V la variedad algebraica definida por I:

Vi={FR =0,....F,=0}:={(r.§) € A x A F(7.6) = ... = F,(r,§) = 0}.

Sea V' C JA™ la variedad algebraica cero—dimensional definida por los ceros comunes
de X¢ —ay,..., X% —a,. Sea7:V — Al el morfismo de variedades algebraicas
inducido por la proyeccién canénica de A' x A" en A'. Este morfismo resulta

finito, en particular implica que el morfismo de anillos

Qe] — B

es entero, es decir que para todo polinomio H en Q[e, Xy, ..., X,] existe un poli-
nomio gy en Q[¢][T], ménico en T, tal que qy(H) = 0 en B. La indeterminada &
juega entonces el rol de variable libre, mientras que las indeterminadas Xy, ..., X,
dependen de e. La variedad V definida por los polinomios Fi, ..., F, en C"! re-
sulta una curva, y para todo niimero complejo z existen a lo sumo d" elementos de
C", que numeraremos £(2)1,...,&(2)k, tal que los puntos (z,£(2)1),...,(2,£(2)k.)
pertenecen a la variedad V. Dado un complejo z, el cardinal del conjunto 771(z) =
{(2,6) € A" : (2,€) € V} es menor o igual que d"y la igualdad vale para todo
complejo salvo un niimero finito de ellos. Un complejo z tal que #71(z) = d" es
llamado un punto de levantamiento y el conjunto 7~ 1(z) es llamado la fibra de levan-
tamiento de z. Se observa que el origen 0 € /A no es un punto de levantamiento pues
su fibra 771(0) estd compuesta por un tinico punto, el vector (0,0,...,0) € A"
Dada 77!(z) una fibra de levantamiento con z € ®, se denomina una solucidn
geométrica de 7 1(z) al conjunto formado por una forma lineal U € @[X1, ..., X,],
y polinomios ¢, vy, . .., v, € QT] tal que se tiene el isomorfismo de &lgebras inducido
por la forma U

Qr(2)] = QT]/(¢(T)) = QX1, ..., Xu]/(¢(U), X1 — v1(V), ..., Xy — va(V)).

Dado un polinomio H en Q[e, X1, ..., X,], se quiere un algoritmo que encuentre el
polinomio monico en 7', de grado minimo en 7" (de hecho, de grado total minimo),



my tal que my(H) € I. En [GHM198], [GHH"97] y [Mor97], en un contexto més
general, se obtiene el polinomio buscado a partir de la informacion que se tiene de
una fibra de levantamiento. Para ello, se utiliza una version simbélica del operador de
Newton en varias variables, que obtiene las series formales, en las variables libres, de
las variables dependientes (que se anulan en V') si se conoce una solucién geométrica
de la fibra de levantamiento. El algoritmo opera sobre la matriz companera de ¢,
siendo esta matriz en nuestro contexto de tamano d" x d". Por ultimo, en ([HMW99,
Theorem 11] y [Wai99]) se refinan las cotas de complejidad en espacio y tiempo de
los dos trabajos anteriormente citados.

Un punto de levantamiento z de V' es un punto no ramificado: esto significa que el
ideal especializado (Fi(z, X1,...,Xn), .., F.(z, X1,...,X,)) es radical en

Q[X1,...,X,]. Esto implica que la fibra 7—!(z) sélo contiene puntos lisos. Esto
es equivalente a pedir que la matriz jacobiana (%)1§1J‘Sn, evaluada en cualquier

punto de la fibra 771(2), sea inversible. En esta tesis se busca eliminar esta re-
striccién: el algoritmo desarrollado obtiene el polinomio buscado mpy a partir de la
fibra correspondiente al origen, que no es un punto de levantamiento. Para ello,
se calculan los primeros términos de las series de Puiseux (una generalizacién de
las series formales) de las variables dependientes X1, ..., X, respecto de la variable
libre €. A partir de esta informacién y mediante una transformacion del sistema de
polinomios Fi,..., F}, se estd en condiciones de aplicar el operador de Newton. El
rol que juega la fibra de levantamiento en los algoritmos citados es jugado ahora por
la variedad cero—dimensional V' donde V' son los ceros comunes de los polinomios
X¢—ay,..., X%~ a,. Recordamos que G; € QX1,..., X,] son los polinomios que
definen el sistema de Pham-Brieskorn y «;; = G;(0,...,0) # 0 para todo 1 < i < n.

Una idea desarrollada en ([HKP*98], ver también [Wai99]) es la siguiente: supon-
gamos que el polinomio ¢ de la solucién geométrica de la fibra de levantamiento se
factoriza en s factores no constantes en Q7],q = ¢1 . ..¢s. En lugar de trabajar con
la matriz companera de ¢, se trabaja con una matriz semejante, la matriz por blo-
ques formada por las matrices companeras de ¢, ..., qs. Esto produce una mejora
en la complejidad en espacio y en tiempo del algoritmo.

Sea (U, q,v1,...,v,) una solucién geométrica correspondiente a la variedad V', su-
pongamos que ¢ se factoriza en s factores no constantes en Q[T], ¢ = ¢ ...¢s,
¢ € Q[T] y sean D; = deg(q;). Sin pérdida de generalidad suponemos D; < Dy <
... < Ds. Sea (§ un straight-line program (sin divisiones esenciales) que computa en
espacio § y tiempo 7 a los polinomios Fi, ..., F,, del sistema de Pham—Brieskorn
(1), a un polinomio H € Q[e, X1, ..., X,] y a los polinomios U, ¢, ...,qs, V1, .., Up.
El algoritmo desarrollado en esta tesis (ver Teorema 45) es un straight—line program
(sin divisiones esenciales) que computa al polinomio minimal my con complejidad
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asintGtica en espacio lineal respecto de S, D? + ... + D? y deg(H)? y en tiempo
lineal respecto de 7, max(sD?;s>D?), deg(H)? y n°. En las cotas de complejidad
enunciadas se omiten factores logaritmicos.

2 Preliminares

2.1 Modelo computacional

Consideraremos la representaciéon de polinomios multivariados mediante circuitos
aritméticos.

Sea ®Q(e, X1,...,X,) el cuerpo de las funciones racionales sobre @ en las variables
e, X1,..., X, Un circuito aritmético 3 en Q(e, X1,...,X,) es un grafo orientado
aciclico cuyos nodos tienen grado de entrada igual a 0 o 2. Los nodos de grado
0 estén etiquetados por elementos de @ U {e, X1,..., X,,} y los nodos de grado 2
(lamados nodos internos) estan etiquetados con alguna de las siguientes operaciones
aritméticas: adicion, substraccién, multiplicacion o division. Los nodos de grado
cero etiquetados con elementos de ¢, Xy,..., X, son nodos input. Los nodos de
grado cero etiquetados con elementos de @ son nodos de pardmetros. Finalmente,
algunos nodos de [ estan etiquetados como nodos output. Se denota el grafo de
computacién de 3 por I'(f3).

A cada nodo p le corresponde una funcién racional @), que es el resultado de los pasos
anteriores. Dadas s funciones racionales distintas F,..., Fy € Q[e, X1,..., X,] y
f un circuito aritmético en (e, Xy,...,X,) con s nodos output, Fy,..., Fs son
representadas por (3 si FY, ..., Fs son las funciones racionales asociadas a los nodos
output de [.

En adelante trabajaremos con circuitos aritméticos en ®[e, X1,...,X,] no conte-

niendo divisiones esenciales (es decir, sélo divisiones por elementos no nulos de ®).

Se introduce la nocién de pebble game para modelizar la computacion en un circuito
aritmético. Un pebble game convierte un circuito aritmético dado en un algoritmo
secuencial (llamado también straight line program) y se definen medidas de espacio
y tiempo asociadas. En el grafo de computacién I'(3) de un circuito aritmético es
posible jugar un pebble game sujeto a las siguientes reglas (ver [Bor93|):

P1 se puede ocupar con una piedra cualquier nodo de grado cero.

P2 si los nodos anteriores a un dado nodo p se encuentran ocupados, entonces p puede
ser ocupado con una piedra nueva o moviendo una piedra de un nodo predecesor.

P3 siempre se puede remover una piedra de un nodo ocupado.



Un pebble game finaliza cuando han sido ocupados todos los nodos output. Obser-
vamos que un grafo de computacién I'(3) no determina un tnico pebble game.

Asociamos a un dado pebble game las siguientes medidas de complejidad:

C1 una medida del espacio utilizado dada por el maximo nimero de piedras uti-
lizadas durante el juego.

C2 una medida del tiempo dada por el nimero de ubicacién de piedras durante el
juego siguiendo las reglas P1 y P2.

Un pebble game fijo en un grafo de computaciéon I'(3) define un algoritmo que

llamamos un straight line program. Un straight line program en ®(e, Xi,...,X,)
que computa funciones racionales Fy, ..., F; es una secuencia § = (Qq,...,Q,) de
elementos en el cuerpo ®(X1,...,X,) con las siguientes propiedades:

o {F17"'7F5} g {Ql?"'7QT}7

e para todo 1 < p < r, la funcién racional @), pertenece a QU {e, X1,..., X, } o

existen 1 < py, po < p y una operacién aritmética op, en {+, —, x, =} tal que
vale Q, = Q,,00,Q .

En adelante trabajaremos con circuitos aritméticos en Qle, X, ..., X,,] conteniendo
divisiones no esenciales (es decir, sélo divisiones por elementos no nulos de ®).

Algunos resultados ttiles:

Lema 1 ([HMW99]) Sea R un anillo de polinomios y sea K su cuerpo de cocientes.
Sea Y una indeterminada sobre R, sean q(Y), f(Y) y g(Y) polinomios de R[Y].
Supongamos que q(Y) es separable y monico respecto de Y y sea D := degy q(Y).
Supongamos ademdas que q(Y) y g(Y') son coprimos en K[Y] y sea 5 un straight-line
program sin divisiones en R que computa los coeficientes del polinomio q(Y') respecto
de la variable Y y evalia a los polinomios f(Y) y g(Y') respecto de todas las variables
(incluida Y ) en espacio S y tiempo T . Entonces existe un straight-line program sin
divisiones en R, de espacio O(SD) y tiempo O(T D*log Dloglog D), que computa
un elemento « distinto de cero en R y los coeficientes de un polinomio h(Y') de R[Y]
de grado degy h < D — 1 tal que se verifica g(Y)h(Y) = af(Y) mddulo q(Y) en
R[Y].

Para encontrar el polinomio buscado haremos nuestras computaciones en

R[Y1/(q(Y)), i.e. trabajaremos siempre con los restos médulo ¢(Y') de los polinomios
que aparezcan en cada nodo del straight—line program que encuentra la soluciéon. De
esta manera todo polinomio con el que trabajemos tendréd grado (en Y') acotado por

10



D, podra ser representado por un straight-line program en R que calcule sus coe-
ficientes, y asi mantendremos la complejidad del straight—line program output aco-
tada. Esta técnica, que conocemos como aritmética modular, suele ser 1til cuando
se quiere mantener acotada la complejidad (o la altura) de las entradas que maneja
el algoritmo (ver [BS98]). Notamos también, que para sistemas especiales (e.g. si
sabemos que degy f < D y degy g < D) podremos agilizar este procedimiento no
haciendo todas las computaciones médulo ¢(Y), sino sélo las necesarias (ver [BS98]).

Demostracion.— Calculemos primero a los restos de dividir a f(Y) y a g(Y) por
el polinomio ¢(Y). Llamamos a estos restos f(Y) y §(V) respectivamente. Com-
putacionalmente lo que hacemos es simular al straight-line program [, que calcula
a f(Y)yag(Y), reemplazando cada nodo (que representa un polinomio en R[Y])
por el resto de dividir a este polinomio por ¢(Y'), y guarddndolo como un vector de
RP.

De esta manera, los nodos suma son reemplazados de manera obvia: la salida moédulo
q(Y). Hace falta tener algo mas de cuidado con las multiplicaciones. Sean dados
dos polinomios e;(Y), e5(Y') ya reducidos médulo ¢(Y'), y supongamos que /3 calcula
su producto (e - e2)(Y). Utilizamos primero un algoritmo basado en FFT para la
multiplicacién (transformadas rédpidas de Fourier, ver [BP94]), y luego el algortimo
de Sieveking-Kung basado en inversién de series de potencias formales (ver [Sie72],
[BM72] o [BP94]) para la reduccién médulo ¢(Y') obteniendo asi un vector en RP
que representa a los coeficientes en la variable principal Y de un polinomio en R[Y]
congruente a (e1-e2)(Y) médulo ¢(Y'). Este nuevo straight-line program con el nodo
de multiplicacién reemplazado usa espacio O(D) y tiempo O(D?log D loglog D).

Al recorrer todo 3 haciendo los reemplazos recién expuestos obtenemos un nuevo
circuito aritmético sin divisiones que calcula a los coeficentes de f(Y) y g(Y) en
espacio a los méas O(SD) y tiempo O(7 D?log D loglog D).

Como segundo paso calculamos un elemento o de R, y un polinomio iL(Y) en R[Y]
tales que g}ﬁ = « médulo ¢(Y') usando un algoritmo para matrices de tipo Hankel
(ver [Sen90] y [SL92]). Obtenemos asi un circuito aritmético sin divisiones en R
que calcula al elemento « y los coeficientes del polinomio H(Y) en espacio adicional
O(D) y tiempo O(D?log Dloglog D).

El elemento « de R de la tesis es aquel ya calculado. Para obtener a h(Y") calculamos
al polinomio (f-k)(Y) que resulta de multiplicar a los polinomios f(V) y A(Y) entre
si por el método de aritmética modular desarrollado a principios de la demostracion.
Finalmente notamos que esta computacién no altera la complejidad asintética ya
calculada terminando entonces la demostracion del Lema.
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Lema 2 ([HMW99]) Con las notaciones e hipétesis del Lema (1), sea M la ma-
triz companera del polinomio q(Y). Entonces g(M) es una matriz de RP*P in-
versible en el anillo KP*P. Sea N la matriz N := f(M)g(M)™. Entonces existe
un straight-line program en R que computa en espacio O(SD) y tiempo O((7T +
D)Dlog Dloglog D) los o -mailtiplos de los coeficientes del polinomio caracteristico
x~(Y) de N. En particular, estos o -mailtiplos de los coeficientes de xn(Y) son
elementos de R.

Supongamos calculado el polinomio caracteristico xon(Y') de la matriz N. Entonces
notamos que haciendo la especializacion aY en Y obtenemos al polinomio

XaN<aY) = aDXN(Y> )
terminando el algoritmo.

Para encontrar al polinomio caracteristico yon(Y) de la matriz aN calcularemos
primero las trazas tr(aN),. .., tr((aN)P) de las primeras D potencias de la matriz
aN y después usamos las relaciones de Newton para obtener los coeficientes de
Xaon (Y), su polinomio caracteristico.

Consideramos en €C[Z] la descomposicién del polinomio ¢(Z) en factores lineales,
digamos para establecer la notacién

D
W2)=11Z-2)
(=1
donde zq,...,zp son elementos de €. Consideremos ademas a la derivada formal

¢'(Z) de q(Z) en la variable Z. Con la notacién recién establecida se tiene la iden-
tidad

D
¢(2)=>_ 11(Z - =)
(=1 £k
Y notamos que deg, ¢ = D — 1.
A partir de estas dos identidades deduciremos congruencias que nos permitiran cal-
cular las trazas de las primeras D potencias de aN efectivamente. Sea 1 < ¢ < D
fijo, luego se verifica la congruencia

Z11(Z = 2z) =2z [[(Z — 2z) médulo ¢(Z)
kAl =y,

en C[Z]. Sumando ahora esta congruencia para cada 1 < ¢ < D se tiene que

ZY 1(Z = 2z)=> 2z ][(Z —z) mdédulo ¢(2)

(=1 k#t =1 k#t
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Notamos que las dos identidades anteriores son también validas en K[Z]. Sea ahora
p(Z) un polinomio arbitrario en R[Z]. Entonces se sigue la congruencia

P(Z)QI(Z) = p(Z) 21?:1 Hk#(z - Zk:) ( )
2
= Y2 p(z) [Tkze(Z — 2z;) mbdulo ¢q(Z)

en R[Y]. De (2) deducimos que la traza tr(p(M)) = S2, p(z) de la matriz p(M)
no es mas que el coeficiente principal del resto de dividir a (p - ¢')(Z) por ¢(Z).

Para obtener la traza tr((aN)%) = tr(h(M)*) para 1 < ¢ < D observamos que
esta es exactamente el coeficiente (D — 1)—ésimo del polinomio obtenido al dividir a
(¢ - h*)(Z) por el polinomio ¢(Z).

Enunciemos ahora la forma computacional que generamos a partir de las deducciones
en los parrafos precedentes de esta demostracion, y los correspondientes céalculos de
complejidad. Como primer paso utilizamos el Lema 1 para calcular al elemento a de
R y al polinomio h(Y') en R[Z] usando el espacio y el tiempo del enunciado. Recor-
damos que ¢(Z) es un polinomio de grado deg, ¢(Z) = D con coeficientes racionales,
luego su derivada ¢'(Z) puede calcularse sin alterar la complejidad asinté6tica del pro-
cedimiento. Notamos ademds que el elemento « y los coeficientes de ¢(Y) y ¢/(Y)
médulo ¢(Y), que guardaremos durante todo este procedimiento, y los coeficien-
tes de h(Y') que guardamos temporalmente, pueden guardarse en memoria usando
espacio O(D).

Calcularemos las distintas trazas recurrentemente. Con la misma tactica usada en
la demostracién del Lema 1 calculamos al resto de dividir al polinomio (¢’-h)(Y") por
q(Y). Y guardamos al resultado en la memoria temporalmente, salvo el coeficiente
(D — 1)—ésimo que es la traza tr(aN) que guardamos y no serd borrado hasta el
final del procedimiento.

En el k—ésimo paso, para 1 < k < D calculamos, a partir de los coeficientes de ¢(Y'),
¢'(Y) médulo ¢(Y) y (h* - ¢)(Y), a los coeficientes de (h*! - ¢')(Y) médulo ¢(Y)
guardandolos temporariamente y despejando de la memoria temporal los coeficientes
de (h*-¢')(Y) (recordemos que el (D—1)-ésimo ya fue almacenado como tr((aN)¥)).
De esta manera encontramos a las trazas tr(aN),...,tr((aN)P) usando espacio
adicional O(D) y en tiempo O(D?log D loglog D).

Finalmente utilizamos las relaciones de Newton para calcular los coeficientes del
polinomio caracteristico xon(Y') de aN sin aumentar la complejidad asintética del
procedimiento. Y luego multiplicamos estos coeficientes por potencias adecuadas
de a obteniendo asf a los coeficientes del polinomio a”y,n(Y) = Yan(aY), nue-
vamente sin aumentar la complejidad asintética del procedimiento. Sumando las
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complejidades de la subrutina descrita deducimos que existe un straight-line pro-
gram que calcula a los coeficientes del polinomio a”yy(Y) en espacio O(SD) y
tiempo O(7 D log D loglog D + D?log Dloglog D) = O(7 D?log D loglog D).

Por otro lado, aplicando las reglas de derivacién (forward mode) se concluye un
resultado del tipo:

Lema 3 Sea R un dominio y sea 3 un esquema de evaluacion en R[Xy,..., X,] en
espacio S y tiempo T que representa la familia de polinomios
{fi,---, fs} C R[X1,...,X,]. En estas condiciones, existe un esquema de evalua-
cion en R[X1,...,X,] en espacio S+1 y tiempo (2n+1)T con los mismos pardmetros
de B que evalia f1,...,fs y todas sus derivadas parciales de primer orden:

{S)Z 1<i<s,1<j<n}

Una técnica importante es la conocida como “Vermeidung von Divisionen” debida
a V. Strassen ([Str73]) y permite calcular el cociente de dos polinomios cuando el
resultado también es un polinomio. En la proposicién es necesario la computacion de
las componentes homogéneas de un polinomio dado por un esquema de evaluacion.
Este es el contenido del siguiente Lema:

Lema 4 Sea F(Xi,...,X,,) un polinomio con coeficientes racionales en las varia-
bles X1,...,X,, de grado deg ' = D que es calculado por un circuito aritmético
sin divisiones 3 en Q[X,...,X,,] en espacio S y en tiempo T. Entonces existe
un circutto aritmético sin divisiones que calcula las componentes homogéneas de
F(X1,...,X,) en espacio O(SD) y tiempo O(T Dlog D loglog D).

Demostracion.— Seguimos la demostracién de [Mat97]. Sea Z una nueva indeter-
minada que consideramos auxiliarmente para la demostracion de este Lema. Para
encontrar la descomposicién de F(X7, ..., X,,) en componentes homogéneas traba-
jamos en el Q(X1, ..., X,,)-espacio vectorial Q(X1, ..., X,,)[Z]/(ZPT!). Dado un
elemento G € Q[X7, ..., X,,|[Z] denotamos por G a la clase de este polinomio en
QXy1,..., X,,)[Z]/(ZP*1). Notamos que B := {1, Z,..., ZP} es una base del espa-
cio vectorial en la cual las coordenadas del vector que representa a F(ZT1,...,ZT,,)
son exactamente las componentes homogéneas de F'( Xy, ..., X,,).

Para obtenerlas definimos a ng la transformacién @ X7, . . ., X, )-lineal inducida por
la homotecia por la funcién regular F(ZTy,, ..., ZT,) en & Xy, ..., X,,)[Z]/(ZP*)
y consideramos a M la matriz de 7 en la base B. Teniendo en cuenta que np (1) =

F deducimos, dado que I se escribe como (1,0,...,0) € Q(X1, ..., X,,)PTOxD+),
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que las componentes homogéneas de F'(Xq,...,X,,) son las entradas que aparecen
en la primera columna de la matriz Mp = F(MT}, ..., MT,,).

Para calcular las distintas entradas de la matriz M introducimos un nuevo nodo de
entrada, y reemplazamos en 3 las entradas Y7, ..., Y,, por las entradas 211, ..., 2T,
obteniendo un nuevo circuito aritmético. Sea M la matriz que representa la homote-
cia por Z

0 0 ... 0
1 0 ... 0

M = o 7
0O ... 1 0

luego reemplazamos al nodo de entrada Z por M obteniendo asi un circuito arit-
mético que calcula a la matriz F(MTy, ..., MT,,) de QXy, ..., X,,]|PFUxP+D)  En
definitiva las unicas operaciones que hace el nuevo circuito aritmético son las que
resultan de reemplazar cada nodo de (3 por una operacién de matrices de tamano
(D+1) x (D+1), que usando técnicas de multiplicacion basados en FFT ([BP94)),
resultan en los recursos estimados.

Lema 5 ([/Str73], [HMW99]) Sea F := {Fy,...,Fy,} un conjunto finito de poli-
nomios de Q[Y1,...,Y,] de grado a lo sumo &, computados por un straight-line
program (3 en espacio S y tiempo T . Supongamos que Fy # 0 y tal que Fy divide a
F; en Q[Y1,...,Y,] para 1 < i < m. Entonces existe un straight-line program que
calcula los polinomios

F E,
Pllzil...,Pm::?
0

en espacio O(S6) y tiempo O((T +log d)dlog dloglogd) = O(T 8 log® §loglogd).

Demostracion.—  Sean g;(Y1,...,Y,) = Fi{(Y1 +t1,...,Y, +t,) para 0 < ¢ < m los
polinomios que resultan de trasladar a Fy, ..., F,, enel puntot = (t1,...,t,). Luego,
para cada 1 < ¢ < m, el polinomio %(Yl +t1, ..., Y,+t,) puede ser calculado como la

-0 _ k
suma de las primeras d+1 componentes homogéneas del polinomio i Z <pg0> .
k=0 p

Este ltimo polinomio puede calcularse usando espacio O(S) y tiempo O(7 +logd).
Usando el Lema anterior calculamos sus primeras o + 1 componentes homogéneas
con la complejidad enunciada.

Una observacion que sera util mas adelante es la siguiente:
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Observacién 6 Bajo las hipdtesis y notacion de la proposicion anterior con n = 1,
es decir si

Foy, ..., F,, son polinomios de Q[Y1], el straight-line program [3 anterior calcula la
representacion densa de los polinomios

_Fl Fm

P P, =—.
1 7

=E
Lema 7 ([HMW99]) Sea R un anillo de polinomios y sea K su cuerpo de cocientes.
Sea 3 un straight-line program en R que computa los coeficientes de dos polinomios
univariados r(Y) y s(Y) € R[Y] con s(Y) # 0, en espacio S y tiempo T. Sean
u(Y),v(Y) dos polinomios coprimos de K[Y| que verifican que © = %, degy u = D
y degy v < D. Supongamos ademdas que uw(Y') es monico en Y. Entonces existe un
straight-line program en R que computa un elemento no nulo v € R y un y-multiplo
de los coeficientes de u en espacio O(S + D) y tiempo O(T + D*log Dloglog D).
En particular, los coeficientes de yu pertenecen a R.

Demostracion.—  Sin pérdida de generalidad podemos asumir 7(Y) # 0, sino el
resultado es trivial.

Sea dado un elemento y € @ tal que S(y) # 0 (notamos que un tal y puede ser
encontrado mediante un test aleatorio de Zippel-Schwartz (ver [Zip79], [Sch80] o
[Zip93], también [HS80] y [HS82]), e.g. en el hipercubo [1,2D] N7 en espacio Sy
tiempo 27).

Sea u(Y)=YP +up YP '+ ... +ugdonde up_1, ..., up son elementos de K. Y

sea U((Y — y)—l) 8<(Y _ y)—1> oo |
Vo) (=) 2 ®

o((Y—y)~) '
¥ —y)u((y-y)-1)

la representacion en serie de potencias formal de la funcién racional

Entonces por [BP94, Proposition 2.9.1] se sigue la identidad

ho hl R hg_l Ug h6
hl h2 R h(; Uy h6+1
L . =1 (4)
hs—1 hs ... has_o Us—1 has—1

Dado que 7(Y") es no nulo, deducimos que los primeros D coeficientes del desarrollo
en series de potencias (3) es no nulo, i.e. (hg,...,hp_1) # 0. De esta manera
aplicamos el algoritmo de Sieveking-Kung para encontrar un elemento p de R y
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a los elementos pPhg,...,pPhp_1 de R que representan multiplos por p” de los
primeros D coeficientes del desarrollo en series de potencias (3). Notamos que esto
puede hacerse en espacio O(D) y en tiempo O(D log® D loglog D).

Sea v := p”, y notemos que el sistema (4) tiene la misma solucién que el nuevo
sistema que obtenemos al reemplazar las entradas hg,...,hp_1 por sus multiplos
Yho,...,vhp_1, ergo encontremos una solucién del nuevo sistema. Dado que la

matriz que queda definida es de tipo Hankel, resolvemos al nuevo sistema (o equiva-
lentemente a (4)) usando una ligera variacién del procedimiento descripto en [SL92]
usando espacio adicional O(D) y en tiempo adicional O(D?log D loglog D). Acla-
ramos que mediante dicha variacién encontraremos no a la solucion exacta, sino al
multiplo (yuo,...,yup_1) con las mismas cotas asintéticas de complejidad.

2.2 Definiciones y resultados geométricos

Sea V € A™ una variedad algebraica equidimensional. Si V' es cero dimensional se
define el grado geométrico de V como el niimero de puntos en V' . Supongamos que
la dimension de V' es positiva e igual a r < n. En este caso consideramos la clase D
de subespacios afines de dimension r.

Definicién 8 Sea Dy la subclase de D de todos los subespacios afines H € D tales
que H N'D es una variedad cero dimensional. Definimos el grado de V como el
maximo de los grados de las intersecciones de V con los subespacios afines de la
clase Dy .

En el caso general, si V' es una variedad algebraicay V' = U;C; es una descomposicion
irredundante de la variedad en componentes irreducibles, se define el grado de V
como

deg(V) = Z deg(C;).

El grado asi definido es siempre un nimero natural positivo. Ademas verifica la
siguiente propiedad conocida como desigualdad de Bézout:

Teorema 9 (Desigualdad de Bézout) Sean V y W dos variedades algebraicas.
Se tiene
deg(VNW) < deg(V).deg(W).

El grado geométrico de una variedad y la desigualdad de Bézout son conceptos
desarrollados en [Hei83] (ver también [Ful84)).

17



Proposicién 10 ([GHS93]) Sea k un cuerpo de caracteristica cero, sea fi,..., fr
una sucesion reqular de polinomios en k[ X7, ..., X,,| y supongamos que las variables
estan en posicion de Noether con respecto al ideal F = (fi,..., f;). Supongamos
ademds que F es un ideal radical. Sea A :=k[Xy,...,X,] y B :=k[Xy,...,Xn]/F.
Entonces, B es un A-moddulo libre de rango acotado por el grado de la variedad
definida por F.

Finalmente definimos el concepto de soluciéon geométrica de una variedad cero—
dimensional.

Definicién 11 ([HKP*98]) Sea k un cuerpo de caracteristica cero, y sea k un
cuerpo algebraicamente cerrado que contiene al cuerpo k. Sea n € IN. Y sean
X1, ..., Xy, Y indeterminadas sobre k. Sean dados polinomios fi,..., fs € k[Xq,. ..,
X,| que definen una subvariedad cero-dimensional de IA"(k). Una solucién geo-
métrica de la subvariedad cero—dimensional V' (o de la extension k — k[V]) estd
dada por una forma k-lineal U = M X7 + -+ 4+ A\ X, € k[Xy,..., X, y por n +
1 polinomios univariados q,v,...,v, € k[Y] tales que las siguientes condiciones
algebraicas y geométricas se cumplen:

e ¢l polinomio q es monico, separable y tiene grado la cardinalidad de V' 1y los
grados de vy, ...,v, son estrictamente menores que la cardinalidad de V', i.e.

degqg = #V Y degv; < #V ,

)

nek:qn=0={U%¢ :&eVyV ={(viln),....va(n) : n €
y q(n) = 0}.

~—

2.3 Bases de Grobner

En lo que sigue, F' denotard a un anillo de polinomios k[Z1, ..., Z,,] sobre un cuerpo
k. Un monomio m de F' es un elemento que se puede escribir m = Z{"* ... Z%™ para
alguna m-upla (ai,...,a,) € N, un término de F' es un monomio multiplicado
por un escalar.

Un ideal I C F' generado por un conjunto de monomios es llamado un ¢deal mono-
maal.
Sean my, mg dos monomios en F, my = Z{* ... Z%" my = Zfl ... Zbm el maximo

comun divisor entre my y moy es el monomio

MCD(mI; m2) = Zinin{a1;b1} o Zgin{am;bm}.
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Definicién 12 Un orden monomial en F' es un orden total > en los monomios de
F tal que si my, mo son monomios de F' yn # 1 es un monomio de F', entonces

my > my implica nmy > nmeo > Mo.

Si > es un orden monomial, entonces para todo f € F definimos el término inicial
de f, y lo notamos M (f), al término de f de mayor orden respecto de >, ysi I C F
es un ideal, definimos M(I) al ideal de F' generado por {M(f): f € I}.

Sean my,mg en F, my = Z{' ... Z%" my = Z{” ... Z% se tienen los siguientes
ordenes monomiales:

Orden lexicogrdfico. my >, ma siy sélo si a; > b; donde i es el primer indice tal
que a; # b;.

Orden lezicografico homogéneo.  my >pjer Mo siy sblo si deg(my) > deg(ms) 6
deg(m;) = deg(ms) v a; > b; donde i es el primer indice tal que a; # b;.

Si tenemos una secuencia de ordenes parciales >1, >,, ..., se define el orden parcial,
llamado producto lexicogrdfico, como el orden en el cual m; > my si existe ¢ € IN tal
que my >; mo, v para todo j < 2, m; y ms no son comparables respecto del orden
>

Si I C F es un ideal generado por monomios myq, ..., my, es trivial decidir cuando
un monomio m pertenece a [: esto ocurre si y sélo si m es divisible por algin m;.
Maés generalmente, un polinomio f € F' pertenece a un ideal monomial [ si y sélo
si cada uno de sus monomios pertenece a I.

Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 13 (Macaulay) Sea I un ideal de F, sea > un orden monomial en F, el
conjunto B de todos los monomios que no estan en M(I) es una base del k-espacio
vectorial F/I ([Eis95, pages 329]).

Definicién 14 Sea I un ideal de F. Una base de Grobner de I respecto de un orden
monomial > es un conjunto de polinomios g1, ..., g: tal que:

i) {g1,-..,9:} genera a L
i) {M(qg1),...,M(g;)} genera a M(I).

Una base de Grébner gy, ..., ¢ tal que M(g;) no divide a ningin monomio de g,
para todo 7 # j es llamada una base reducida.
Mas resultados ttiles:

Lema 15 Todo orden monomial en F es Artiniano (todo subconjunto tiene primer
elemento)([Eis95, pages 328]).
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Lema 16 Sea I = (g1,...,9;) un ideal de F' y > un orden monomial dado. Si
M(q1), ..., M(g:) son coprimos dos a dos, entonces gi, ..., g; es una base de Grébner

([Eis95, pages 372]).

Lema 17 (Algoritmo de division a la Hironaka) Sea > un orden monomial dado
en ', y sean f,q1,...,qg: polinomios en I'. Existen f', f1,..., i en F tal que

f:Zfigi+f/
1=1

donde ninguno de los monomios de f' pertenece al ideal (M(f1),...,M(f;)). Mas
atin, M(f) > M(f:g:) para todo i ([Eis95, pages 334]).

2.4 Teoria de Eliminacion

Dadas Y1,...,Y,, Z,..., Z,, indeterminadas sobre un cuerpo k,

sea F':=Xk[Z1,...,Zy], dado un ideal I C F[Y1,....Y, | =Kk[Z,..., Z,,Y1,..., Y]
se quiere calcular J =1 N F.

El significado geométrico de la eliminacién es la proyeccién: dada la variedad al-
gebraica V' C k™" definida por los ceros de I, la proyeccién de V en k™ es un
conjunto cuya clausura (en la topologia Zariski) es la variedad definida por los ceros
de J.

Para eliminar variables usando bases de Grobner se trabaja con un orden en 7" =
k[Z1,..., Zm, Y1,..., Y] que verifique:

Si feTy M(f)eF, entonces f € F.

Un orden con esta propiedad es llamado un orden de eliminacion (respecto de
Yi,....Y,).
Se tiene el siguiente resultado:

Lema 18 Sea > un orden monomial en T = F[Y1,...,Y,], y supongamos que > es
un orden de eliminacion respecto de las variables Yi,...,Y,. St I CT es un ideal,
entonces respecto al orden monomial de F' resultante de restringir >, tenemos

MINF)=MI)NF

Mas ain, si g1,...,9: es una base de Grobner de I, y g1,...,gy son los g; que no
contienen variables Y;, entonces g, ..., g, es una base de Grobner en F' de I N F
([Eis95, pages 361]).
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2.5 Series de Puiseux

El dominio y el cuerpo de las series formales de potencias. Un polinomio
sobre un dominio D se define como una suma formal finita, ag + a1 X + ...+ a, X",
donde los coeficientes a; pertenecen al dominio D y X es una indeterminada sobre
D. Si se permiten sumas infinitas de este tipo, ag+a1 X +...+a, X" +... se obtiene
un conjunto llamado las series formales de potencias sobre D y se nota D[|X|]. Dos
series se suman y multiplican de la misma manera que dos polinomios, y D[|X]]
resulta un dominio.

Sea k un cuerpo, sea k((X)) el cuerpo de fracciones de k[|X|]. Se prueba que
los elementos de k((X)) son series formales de potencias con un finito nimero de
términos con exponente negativo.

El cuerpo k(X)* de las series de potencia fraccionarias. = Consideramos
para cada n € IN el cuerpo k((X¥™)). Sea k(X)* := Unen k((X'/™)) el conjunto
formado por la unién de los cuerpos k((X'/")). Si z, 7 son dos elementos de k(X)*,
entonces existen n,m € N tal que z € k((X'/")),57 € k((X'™)). Por lo tanto,
7,7 € k((X/"™)) y también su suma, producto y cociente (si 7 # 0). Se sigue que
k(X)* es un cuerpo. Los elementos de k(X)* se llaman series de Puiseuzr de X en
k.

Un elemento 7 de k(X)* tiene una tnica escritura de tipo >332 a; X?/™ donde 2, €
Z.,n € N,a; € kya, # 0. Se define el orden de 7 como el nimero zy/n y se lo
nota O(T).

Sea €(g)* el cuerpo de las series de Puiseux de ¢ en €, sea d en IN, sea C[|cV/4|] C
C(e)* el anillo de las series formales en /4. Este anillo es completo respecto de
M = (e¥9), su tinico ideal maximal. Se tiene la siguiente versién del Lema de
Hensel ([Eis95, pages 210]):

Proposicién 19 Sean fi,..., f, € C[leY¥][Xy,..., X,], sea J(z) la matriz jaco-

biana
J(x) = (9£i/0X;),
sea @ = (ay,...,a,) € C[|eV]" y supongamos que det(J(a)) es una unidad en
ClleVd)]. Si
fila) €e M para 1 <i<n,
entonces existe un tunico elemento b = (by,...,b,) € C[leV4|" tal que f;(b) =

Oparal <i<nyb —a, € M paral <i<n.

Para mayor informacién sobre series de Puiseux, ver ([Wal78]).
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3 Un algoritmo para el calculo de un polinomio
minimal

Sean Gy, ..., G, polinomios en QX1,...,X,], sea d en IN tal que d > deg(G;) para
1 < i < n. Consideramos el sistema de Pham—Brieskorn en Q[e, X, ..., X,]:

Fl(E,Xl, Ce 7Xn) = Xfl — €G1(X1, e ,Xn)

: (5)
Fole, X1,..., X)) = X9 — eGo(X1, ..., X,)

Supongamos que para cada 1 <i <mn, a; := G;(0,...,0) es no nulo.

(k)

Notacion 20 Para v = 1,...,n,k = 1,...,d enumeramos con a; ' a las raices

d—ésimas de o; en C.

Consideramos F7,. .., F,, como polinomios de €C(¢)*[X7, ..., X,]. Las siguientes dos
proposiciones caracterizan a las series de Puiseux en € que se anulan en los polinomios
Fy, ... F,.

Proposicién 21 Sean 7, ...,7, € C(e)* tales que para i = 1,...,n se verifica la
siguiente identidad en C(e)*:

Entonces existe una n—upla agkl), e ,aff") de raices d—ésimas de o, . .., q, respec-
tivamente tal que O(7;) = 1/d y O(F; — a{Fel/?) > 1/d.

Demostracion.— Dado que para 1 <1 < n vale
0= F(F1,...,7) =74 —eGi(F1,...,7n),

se tiene que 7! = eG;(7,...,7,) para 1 <i < n.
Queremos ver que O(r;) > 0 :

Supongamos que no. Sea iy tal que O(7,) = min{O(7;)} < 0. Dado que por
hipétesis, d > deg(G;,) y que estamos suponiendo O(7;,) negativo se tienen las
desigualdades

O(F) = dO(F;,) < deg(G;,)O(T,) < deg(Gi,)O(73) + 1 < O(eGiy (1, . .., ).

10

Pero esto es absurdo pues O(7 ) = O(eGjy (71, . .., 7).

Como O(7;) > 0 para todo i, se tiene que O(eG;(7y,...,7,)) > 1y por lo tanto
O(rd) = d.O(r;) = O(eGy(Ty, ..., 7)) > 1. Es decir que O(7;) > 1/d para todo i.
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Ahora bien, si O(r;) > 1/d > 0 para todo i, el orden de eG;(7,...,7,) es igual
a 1 pues G;(0,...,0) = «a; # 0 por hipétesis. El término de menor orden de
eGy(F1,...,T,) resulta entonces ser aze. Puesto que 0 = 7¢ — eGy(Ty1,...,7), el
orden de 74 es 1 y su término de menor orden es igual a ae, y por lo tanto el
término de menor orden de 7; es igual a agki)sl/ d
a;, que era lo que se queria probar.

para alguna raiz d—€sima a ) de

Proposiciéon 22 Dada una n—upla agkl), e ,agﬂn) de raices d—ésimas de oy, ..., q,
respectivamente existen unicas 71, ..., T, en C(e)* que verifican las siguientes condi-
clones:

o O(r;) =1/d para 1 <i <n.

o O(F; — a™eV/d) > 1/d para 1 < i < n.

o Fi(fy,...,7) =0.
Ademds, 7y, ..., T, pertenecen a C[|e/?|].
Demostracion.— Dada una n—upla alk ), ...,at*) se definen los polinomios
Fi,...,F, € C(e)*[X1,...,X,] de la siguiente manera:

Fi(Xi, .., X)) = (F (X + alf)etd (X, 4 alkn))el/d))et

Fo(X1, ..., X)) = (Fu((Xq + a™))eVd (X, + alkn)el/d))e1

(X1, ... ,Xn] pues
a1t = (((X;+a™)e ) —eGi((X1 +
= (X; +a >) ~ G althevd L (x, -

Estos polinomios pertenecen a Cle!/]

F, = (F((Xy+a)evd (X, + (
k

ai™ e, (X + alf)e l/d)))

apf))et/e)).

Afirmacién: Evaluando los polinomios Fi, ..., F, en el origen 0 = 0,...,0) €
Cf|e4|]™ se tiene que :

i) O(F;(0)) > 1/d para 1 <i < n.

ii) det(DE)(0) es inversible en €[|!/%]].
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El polinomio F}, evaluado en (0, ... ,0) resulta:

F(0,...,0) = (F((0 4 a™)ee . (0 + alm))et/d))et =
= (((0 4 a™NV N — 2, (0 + aPNee, . (0 + aln))et/H))e! =

_ (agki))d . Gi<agk1)€1/d’ o 7aglkn)g1/z;z)

Dado que (a4 = a; y que O(G;(a™eV/?, .. alknel/d) — o;) > 1/d, se tiene la
primer afirmacién.

La derivada parcial de F, respecto de X es

O F— 0 (x4 a®y = L G((xy + ) (X + alt)el /) —

- F =
0X; 0X; 0X;
. 0
= 6;;d(X; + agkz)>d—1 -3 J i(agkl)gl/d7 o 7agkn)€1/d)€1/d
Donde §; ; vale 1 sii = j y 0 en otro caso. Evaluada en 0 = (0,...,0) resulta
0 — kN d— 0 k

2 F(0) = 6; ;d(aFyi1 — () gkn))g1/d

8Xj ( ) 5J (az ) aX ( 7an )5
En particular se tiene que O( ( ))=0sii=jy O(%E(O)) > 1/dsii#j.

Por lo tanto, O(det(DEF)(0) — imi(a ki) )d ') > 1/d. Dado que d" ?:1(a(ki))d71

(
es distinto de cero, se sigue que det( F)(0) es inversible en C[|c'/?|], que es lo que

queriamos demostrar.

De acuerdo a la Proposicién 19, existe un tinico elemento 7 = (71, ...,7,) € €{|e¥/4|]”
tal que B
O(F) > 1/dy Fi(F,...,7) = 0 para 1 <i <n.

Definimos 7 = (71, ..., 7) == ((a{™ + m)el/, .., () +7,)el/?) € C[leV|]". 7 es
el tinico elemento de €[|'/?|]" que verifica las condiciones enunciadas, es decir:

e O(f;) =1/dparal <i<n.
o O(r; {ke) e/?) > 1/d para 1 <i < n.

o Fi(ry,...,7) =0.
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Resta probar la unicidad de la solucién en (C(g)*)". Sea y = (41, .-, Un) € (C(e)*)"
una serie que verifica lo pedido. Existe m € IN tal que § € Cl[leV/™[]" y por
lo tanto 7,7 € ©[|/™9|]". Ahora bien, los polinomios Fi,...,F, pertenecen a
CeV/™[X1, ..., X,] y el origen (0, ...,0) € ¢f|c/™?|]" sigue verificando las hipStesis
de la Proposicién 19, esta vez en el anillo €[|e"/™¢|]". Puesto que esta Proposicién
garantiza unicidad de la solucion, se sigue entonces que iy = 7.

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores se tiene que hay en total d”
raices 7V = (f%i), 7 DY en f|eV9|™ del ideal (Fy, ..., F,) y quedan univocamente
determinadas por su primer n—upla: la coordenada j—ésima de 7% se escribe F]@
aéki)el/ 4 + términos de orden superior a 1/d, donde agki) es una rafz d-ésima de ;.
La proposicién siguiente seré necesaria para probar la radicalidad del ideal generado
por Fi,..., F, en Qe, Xq,..., X,].

Proposicién 23 Sea D un dominio, d € IN, p un polinomio en D[Xq,...,X,] tal
que para 1 < i < n, degy.p < d y sean, para 1 <1 < n,1 < k < d, elementos
Si(k) € D tales que £Z~(k) =+ SZ«(H) para k # k' y p(ﬁkl), o, &F)Y =0 para toda n-upla
(ékl), ., &%) Entonces p es el polinomio nulo.

Demostracion.— Se prueba por induccién en la cantidad de variables n. Sin =1,
se tiene que p es un polinomio en D[X;] de grado menor que d y con d raices, por
lo que p = 0.

Supongamos que vale paran = h, sean = h + 1:

Seap =41 a; X}, ,a; € D[Xy,...,Xp] suescritura respecto de la variable Xh + 1.

Evaluando las primeras h variables en una h—upla (f;kl), . ,f,skh)) se tiene un poli-
nomio en D[X}, 1], de grado menor que d y con d raices, por lo que
ai(ékl), ce ,Sk”)) = 0 para 0 < ¢ < d. Aplicando la hipétesis inductiva en los

polinomios a; se sigue que p es el polinomio nulo.

Definicién 24 Sea > el orden monomial en Qle, X1,...,X,]| que es producto le-
xicografico del orden parcial definido por el grado total en Xi,...,X, y el orden
lexicografico donde X1 > ... > X,, > €.

Con este orden, para cada 1 < i < n, el término inicial de F; es M (F;) = X¢.

Proposicién 25 El ideal I = (Fy, ..., F,) generado por los polinomios del sistema
de Pham~—Brieskorn en (1) es radical en Q[e, X1, ..., X,].
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Demostracion.— Supongamos al contrario que exista f € Q[e, X1,...,X,],m € IN
tal que f ¢ Iy f™ € I. Sea > el orden monomial en ®e, X1,..., X,] dado en
la Definicién 24. Por el algoritmo de divisién de Hironaka (ver Lema 17), existen
g1y gn, 7T € Qle, Xq,..., X,] tal que f — Y, ¢;F; = r y ningun término de r
pertenece al ideal (M (Fy),..., M(F,)) = (X{,..., X%). Es decir que todo término
aX{™ ..., X{"e" de r verifica que w; < d para 1 < i < n. Por otra parte, dado que
r = f modulo I, y f™ =0 médulo I, se tiene que r™ = 0 médulo [.

Sea 7 € C[|e"/?|]" una n-—upla de series de Puiseux que anula a los polinomios de
I (ver Proposiciones 21 y 22), se tiene entonces que 7™ (7)) = 0 en €{|'/?|] y, dado
que €[|e'/|] es un dominio, se tiene que (7)) = 0 en C[|c/4|].

Escribimos r = >, p;, donde los términos m = a,, X7 .. .Xff”s’% de p; verifican
éZ?:l m; +m = j. Sea jo :=min{j : p; # 0}.

Afirmacién: Pensamos al polinomio p;, en el anillo €f|e¥/?|][Xy, ..., X,]; dada una
n-upla af” (k) de raices d-ésimas d ti
pla a;"V, ..., a\f) de raices d-ésimas de ay, ..., o, se tiene que
k
pio(alfel/d  alk)el/dy = 0 en @[/

El polinomio p;,, evaluado en a{™e/4 .. a)'/4 6 bien es un elemento de €f|e/4|]

de orden jp, 6 bien es el elemento nulo. Sabemos de la Proposicién 22 que, dada

una n—upla a&kl), ...,akn) existen 7y, ..., 7, en |e"/?] tales que 7(71,...,7,) =0y
T = agk")sl/d + términos de orden superior. Dado que O(r — p;))(T1,...,7) > Jo ¥
O(pjo(F1s -y Tp) — pjo(agkl)el/d, -, ak)el/d)y > o se concluye de (7, ..., 7,) = 0
que vale

pio(alfel/d  alk)el/dy = 0 en @[/

Ahora bien, el polinomio p;, € Q[e, X1, ..., X,] verifica que degy. (pj,) < d para
1 <i<nyseanulaen las n-uplas a{"e/d .. ,aF)el/d Pensando al polinomio
pj, en el anillo de polinomios C[|e/%(][X1, ..., X,], la Proposicién 23 nos permite

concluir que p;, es el polinomio nulo, pero esto es absurdo pues jo = min{;j : p; # 0}.
Sea V € A" la variedad algebraica afin definida por los ceros de I = (Fy, ..., F,),
el sistema de Pham definido en (1). Observamos que V' es no vacia pues el origen
pertenece a V. Sea B el dgebra Q[e, X1, ..., X,|/I. De la Proposicién 25 el ideal [
es radical, y B resulta el anillo de coordenadas de V.

Recordamos la definicién de orden monomial dada en 24:

Sea > el orden monomial en ®e, X1, . .., X,,] que es producto lexicografico del orden
parcial definido por el grado total en Xy,...,X, y el orden lexicografico donde
Xi>...> X, >e.

Notar que este orden verifica que si f € Q[e, X1,..., X, vy M(f) € Q[e], entonces
f € Qfe], por lo tanto es un orden de eliminacién respecto de X, ..., X,.

Con este orden, para cada 1 < i < n, el término inicial de F; es M (F;) = X¢.
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Proposicién 26 Bajo las hipdtesis y notacion anteriores se verifica:

i) El conjunto G = {Fy,..., F,} es una base de Grobner reducida de I para el
orden monomial definido anteriormente y M(I) = (X&,..., X%).

ii) El morfismo

7:V — Al
w(1,&1, ..., &) =T

es finito, es decir que las variables estin en posicion de Noether respecto de
V.

iii) 'V es una curva.

i) Fi,..., F, es una sucesion reqular en Qe, X1, ..., X,].

v) deg(V') = d".

Demostracion.— i) Los polinomios Fy, ..., F;, generan I y los monomios M (F;) = X¢

son coprimos dos a dos; del Lema 16 se sigue que G es una base de Grobner de [.
Dado que G es una base de Grobner, M (I) = (M(F),...,M(F,)) = (X¢,..., X%).
Puesto que X¢ > M(F; — X]d) y X4, X;l son coprimos dos a dos para i # 7, se tiene
que X¢ no divide a ningtin monomio de F;, y por lo tanto G es una base de Grobner

reducida.

i1) Por definicién, el morfismo 7 es finito si (V) es denso en A' y el morfismo de
anillos asociado

™: Q] — B

es entero. La clausura de 7(V') es igual a la variedad V. definida por el ideal J. =
I NQ[e] en @Q[e]. Queremos ver entonces que V. es Al:

Sea F' = Qe], T = Qle, X1,...,X,]. > es un orden de eliminacién respecto de
Xi,..., XnyG={Fy,..., F,} es una base de Grébner de (F}, ..., F},). Por el Lema
18, tenemos que M (J.) = (X¢&, ..., XH)N@e]. Ahora bien, (X{, ..., XH)N@e] = {0}
por lo que J. = {0} y entonces la variedad V. = V(J.) = A"

Dado que B es una @Qe]— dgebra finitamente generada, B es entero sobre 7*(Qe]) ~
@Q[e] si y sblo si B es finito como Q[e]— mddulo (JAM69]). De acuerdo al Teorema
13, el conjunto FE formado por los monomios de ®e, X7, ..., X,] que no pertenecen
al ideal monomial M () es una base del ®— espacio vectorial
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Qle, X1,...,X,]/I. Ahora bien, un monomio m pertenece a M([) si y sélo si es
divisible por algin X?. Es decir que E se escribe

E={mcQeXy,.. ., X, :m=X". .. X"ea <d}.

Por lo tanto, el conjunto D = {m € Qle, X1,..., X)) :m = X" ... X% a; < d} es
una base de Qe, X1, ..., X,|/I como Q|- mddulo y ademas es un conjunto finito.

i) Dado que m : V. — [A! es un morfismo entero, tenemos que dim(V) =
dim(A') = 1. Ahora bien, no hay componentes de dimensién menor pues V es
una variedad en (n + 1) variables generada por n polinomios, por lo que toda com-
ponente tiene dimensiéon > (n + 1) —n = 1. Concluimos entonces que todas las
componentes tienen dimensién 1.

iv) Para 1 < k < n, sean I, = (Fy,..., Fy). Igual que en i) se prueba que Fi, ..., F}
es una base de Grobner reducida de Iy, y entonces M (Iy) = (M (Fy),..., M(Fy)) =
= (X¢,..., X1). Por definicién, F,..., F, es sucesién regular en Qe, X;,..., X,

si para 1 < k < n, el polinomio Fj,; no es divisor de cero de Q[e, X1, ..., X,]/Ix.
Sea C :={g € Qle, Xy,...,X,] : 9.Fxy1 € Iy y g ¢ I} El conjunto C' es vacio
si y s6lo si el polinomio Fy,; no es divisor de cero del dlgebra Q[e, X1, ..., X,]/Ix.

Supongamos por el contrario que C' # ():

Sea gog un elemento de C, de orden minimo entre todos los elementos de C', respecto
del orden monomial definido en 24, es decir que M(go) = min{M(g) : g € C}.
Existe un tal gy pues todo subconjunto de Q[e, X1, ..., X,] tiene primer elemento
respecto de un orden monomial > fijo (ver Lema 15). Se tiene que

M(go.Fys1) = M(go)M(Fyi1) = XL, M(go) € M(I},). Al ser M(I;) un ideal ge-
nerado por monomios, un monomio pertenece al mismo si y sélo si es divisible por
algin monomio generador. Calculamos el maximo comun divisor entre los términos
iniciales de F; y Fyy1:

MCD(M (Fyy1); M(F})) = MCD(X(,; X) = 1 para 1 < i < k resulta entonces
que M (go.Fy+1) € I implica que M(go) € M(Iy). Sea h € I tal que M (go) = M (h).
Se tiene que (go — h)Fri1 € Iy y M(go — h) < M(go) = min{M(g) : g € C}. Si
go — h € I, entonces gg € I, lo cual es falso, y si g — h ¢ I, entonces gy — h € C,
pero esto es absurdo pues M (go — h) < M(go)-

v) De la desigualdad de Bézout y de la observacion de que el grado de una hiper-
superficie es igual al grado del polinomio que la define, se deduce que, al ser V'

una variedad definida por la sucesién regular Fi, ..., F,, de grado d, se tiene que
deg(V) < d". La otra desigualdad se deduce de la Proposicién 10:
En nuestro caso, Fy,..., F, es una sucesién regular en Qle, X1,..., X,], A = Q[¢],

B = B, el ideal (F},...,F,) es radical en Q[e, X1,...,X,] (ver Proposicién 25) y
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las variables se encuentran en posicion de Noether, asi que tenemos la desigualdad
deg(V) > #D = d" donde D es la base obtenida en ).

[m}

Observacién 27 El punto 0 € A" es un punto singular de la variedad V y es el
tnico elemento de la fibra 7=1(0).

Sea H un polinomio perteneciente a Qle, X1,...,X,]. Dado que el morfismo de
anillos @Qe] — B es entero, existe un tnico polinomio my en Qe|[7], ménico en T’
y de grado minimo en T, tal que my(H) =0 en B.

Tenemos la siguiente cota para el grado total de my :

Proposicién 28 (/5596]) Sea F en k[X,..., X un ideal radical, V:=V(F) y
supongamos que la dimension de V es r y que las variables estdn en posicion de
Noether. Sea A :=k[X1,...,X,] y B:=k[Xq,...,X]/F ysea f € kK[X1,..., X
Entonces, existe un polinomio monico F' € A[T] que verifica que F(f) =0 en B y
cuyo grado total estd acotado por deg(V'). deg(f).

En nuestro caso, k = @, F = I, la variedad V tiene dimensiéon 1 y A = Qle].
Entonces, dado H € Q[e, X1, ..., X,], el polinomio myg € Q¢][T] tiene grado total
acotado por d". deg(H).

Observaciéon 29 FEl grado en la variable T de my estd acotado por el grado de V.
Esto se debe a que B es un Qe] - mdédulo de rango igual al grado geométrico de V.

Recordamos que a partir de las Proposiciones 21 y 22 se tienen exactamente d” n—
uplas 7 en €[|e'/?|]™ que se anulan en los polinomios Fi, ..., F,. Cada coordenada

r]@ de la n—upla 7@ = (r" ... r0) ge escribe r](-i) = a§ki)51/d + R;; donde agki) es
una rafz d-ésima de a; y O(R, ;) > 1/d.

Dado que hay una cantidad finita de n—uplas que se anulan en los polinomios
Fi, ..., F, existe U = Y7_, M\ Xy, € X1, ..., X,] una forma lineal tal que U (7)) #
U(7Y)) para n—uplas distintas 7, 7). Existe una tal forma lineal, una manera de
probarlo es utilizando la siguiente afirmacion:

Afirmacion: Dado m € IN, sean P, ..., P,, elementos distintos de C". Existe una

forma lineal U = >0, M X, € Q[ X1, ..., X, tal que U(P;) # U(P;) para P, # P;.

Dada una forma lineal U = >0 _; \p Xy € Q[X7, ..., X,], evaluar U en un elemento
P € € es igual a hacer el producto interno usual de €* entre Py A = (Aq,..., \,).
Pedir que U(P;) # U(P;) para P; # P; es equivalente a pedir que U(P;) —U(P;) #

para P, # P; y puesto que U(FP;) — U(P;) = U(P; — P;) es el producto interno entre
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los vectores A = (A1,...,\,) v P, — P, esto es equivalente a pedir que el vector
(A1,...,A,) no sea perpendicular a los vectores P; — P; para todo par i, j distintos.
Fijando 7 # j, el conjunto W;,; := {w € €" :< w; (P, — P;) >= 0} de vectores
perpendiculares al vector FP; — P; es un subespacio lineal cerrado de dimensiéon n —1,
y su complemento es un abierto denso de €". La unién finita de subespacios de
dimensiéon n — 1 es un cerrado incluido estrictamente en C", y su complemento es
un abierto denso de €". Puesto que ®* también es un conjunto denso en ", existe
A= (A,..., ) € @ que no pertenece a W, ; para todo par ¢ # j y por lo tanto
la forma lineal U = Y27, M Xy € Q[X7, ..., X,,] verifica que U(P;) # U(P;) para
P.# P,

Sean Pi,...,P; € C" todas las n—uplas tales que sus coordenadas son raices d—
ésimas de aq,...,a, respectivamente. Sea U = Y 7_; Mi Xy € Q[X4,..., X, una
forma lineal tal que U(P,) # U(P;) para P; # P;, entonces U (7)) # U(#V)) para
n—uplas distintas 7@, 7).

Sea m, € Q[¢][T] el polinomio ménico en Ty de grado minimo en 7' tal que
m,(U) € I. Este polinomio existe y tiene grado en T acotado por d"; esto es
consecuencia de la Proposicién 26. Existen gy, ..., g, € Ql¢, X1,. .., X,] tal que

mu(U) = ZgZF’L en Q[gaXla s aXTL]

=1

Evaluando esta igualdad en las n—uplas 7 para 1 <1 < d" se tiene

ma(U) () = mu(U((77))) = 0 en Cfle"]].

Dado que U((7?)) # U((7F®)) para n—uplas distintas se tienen d" raices de m, en
C[|e"?|] y son todas por la cota de grado de m,. Puesto que C[[g'/4]][T] es un
dominio de factorizacion unica, m,, se factoriza

gn

m, = [[(T = U((7"))) en C[le][T].

k=1

La forma lineal U permite obtener una base del ®(¢) - espacio vectorial B' :=
= Q(¢) ®qg B de la siguiente manera: siendo u la imagen de U en B’, el conjunto
de las potencias P := {1,u,...,u? 7'} es una base. Sean vi,...,v, € Q[¢][T] tal
que X; — v;(u) € B. El grado de cada polinomio v; estd acotado por d" — 1.
Consideramos la homotecia @¢] - lineal n en B correspondiente a multiplicar por w.
Se sigue que la matriz M de 7 en la base P es la matriz companera del polinomio
m,. Los autovalores de esta matriz son las raices del polinomio m,. Por lo tanto,
existe una base P’ de la €C(g)* - dlgebra C(e)*[Xy,..., X,]/(F1,..., F,) tal que la
matriz M’ de la homotecia 7 tiene la forma
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M =

0 0 ()

Para 1 < ¢ < n consideramos las homotecias 7nx, inducidas por la multiplicacién
por la clase de X; en B. Sean My, € @) *?" las matrices correspondientes a
estas homotecias en la base P. Dado un polinomio H € Q[e, X1, ..., X,], sea ng
la homotecia asociada y My la matriz de ng en la base P. Puesto que B es un
algebra conmutativa, se sigue que las homotecias nx,,...,nx, y por lo tanto las
matrices Mx,, ..., My, conmutan entre si. Esto implica que ngy = H(nx,,---,0x,),
My =H(Mx,,...,My,).

La igualdad de ideales I = (m,(U), X1 —v1(U), ..., Xp—v,(U)) en Qe)[ X1, ..., X,]

implica las siguientes identidades:

Nx, = v1(n), -, Nx, = va(n),
MXlzvl(M),...,MX :Un(M)

n

Entonces, para cualquier polinomio H de Q[e, X, ..., X,] vale que:

NH = H<Ul(n)7 s 71}71("))7
My = H(viy(M),...,v,(M)).

Por lo tanto, la matriz My es semejante a la matriz

H (v (w(m)), . v, (w(FM))) .. 0
My = : :
0 o Huy(w(F @), L o (w(7)))
H(FDY ... 0
o mpey

Sea g € Q(e)[T] el polinomio caracteristico de My y p € ®(g)[T] su polinomio
minimal. Se tiene la siguiente observacion:

Observacién 30 Los polinomios q y p pertenecen a Qe][T].
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Demostracion— Sea my € ®[e]|[T] el polinomio ménico en T' y de grado minimo
en T tal que my(H) € I. Notamos que my(Mpg) = My,,(zy = 0 y por lo tanto j
divide a mpy. Puesto que los polinomios my y g son moénicos deducimos del Lema
de Gauss que p pertenece a Q[¢|[T] y también q.

Sea ¢ € QIe][T] el polinomio caracteristico de My. Por el teorema de Cayley-
Hamilton se tiene que la matriz ¢(My) = Mgy es la matriz nula y, puesto que
la matriz M) es la matriz de la homotecia 1,y en la base P, se deduce que el
polinomio ¢(H) pertenece a I. Dado que B es un algebra reducida, el polinomio
minimal de My es el polinomio minimal de H en B. Hemos probado entonces la
siguiente proposicion:

Proposicién 31 Con la notacidn anterior, sea q := [1¢,(T — H(F®))) en C()*[T].
Entonces, q pertenece a Q[e][T| y q(H) = 0 en B. Mas aun, el polinomio my :=
q/MCD(q;q') es el polinomio minimal buscado.

Idea de lo que sigue : Queremos encontrar las series de Puiseux de las variables
(X1,...,X,) respecto de e. Dado que la fibra correspondiente al cero estd compuesta
por un punto singular, debemos hacer algunas cuentas a mano. Mas concretamente,
encontraremos el primer término de cada serie, y después de un cambio de variables,
estaremos en condiciones de aplicar el operador de Newton.

Sean By, ..., B, indeterminadas sobre ®e, X1, ..., X,],

sean Fy,...,F, € QB,...,B,]/(Bl —ay,...,B%— a,)(e/)[X,. .., X,] definidos
de la siguiente manera:
By = (FL((X1 4 B, .. (X, + By)e'/%))e !

: (6)
F, = (F,((X1+ By)e?, ... (X, + B,)e"/%))e !

Los polinomios F\, ..., Fy, € By, ..., B,)/(Bf —au,..., Bl —a,)(eY)[X1,. .., X,,]

“representan”, de alguna manera, a los polinomios F1,. .., F, € Cl"9[X,..., X,)]
definidos en la Proposicion 22 pues las indeterminadas By,..., B, son raices d—
ésimas de o, ..., a, en el anillo Q By, ..., B,|/(B{ — ai,..., B — a,).
Observacién 32 Los polinomios Fvl, e ,F; pertenecen a

Q[Bl,...,Bn]/(Bil—Oél,...,Bd—

n

an)[eVY[Xy, ..., X,

Demostracion.— Los polinomios estan en

QBi,...,B)/(Bf =, ..., Bl — o) Y[ X1, . .., X,] pues

E = (E((Xl + B1>El/d, ey (Xn + Bn)él/d))ef_l = (((Xl + Bi)ﬁl/d>d — €Gz((X1 +
By (Xp+By)eV)))e™! = (X;+B) =G (X1 +B)eV?, ... (Xn+B,)elY)).
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Definicién 33 Sea R el anillo semilocal By, . .., B,]/(Bi—a, ..., Bi—a,)[|e?|].

Un elemento f de R es una serie formal en £'/?, con coeficientes en

Q[Bi,...,By)/(Bf —ai,...,BI — a,). f se escribe entonces Y32, ae"? donde
ko > 0y ag, # 0. Se define el orden de f como el nimero racional kq/d.

Via la inclusién @By, ..., B,]/(B{ — ay,..., B — a,)[e"/4] < R se puede pensar a
los polinomios F; en R[X1,..., X,

Observacion 34 Sea g € R inversible, sea f € R tal que O(f — g) > 0, entonces
f es inversible en R.

Demostracion.— f tiene una escritura de tipo 33°, axe®/? donde

ar € Q[By,...,B,]/(B! — ay,...,BY — a,). Dado que O(f — g) > 0, resulta a
el término constante de la escritura de g como serie de potencias de £'/¢. Puesto
que g es inversible en R, ag es inversible en @By, ..., B,]/(B{ — a1,..., B¢ — ay).
Definimos b, recursivamente:

bo = (161

b, = —ag' Z?;é ax—;b; si k >1

Se prueba inductivamente que b, € Q[Bi,...,B,]/(B¢ — ay,...,B% — a,) v que
S50 o bre®™/? es el inverso de f.

Observacién 35 El vector 0 = (0,...,0) € R" verifica:

i) O(F;(0)) >1/d para 1 <i <n.

i) det(DF)(0) es inversible en R y por lo tanto D(F)(0) es inversible en R ".

Demostracion.— FEl polinomio E, evaluado en 0 resulta:

F;(0) = (F;((04 By)e'?, ..., (0+ B,)e"/?))e™! =
= (0 + BN — eGi((04 By)eY?, ... (0+ B,)e"/M)e ! =

= (B)* = Gi((By)eY4, ... (B,)eYY)

Dado que BY = a; y que O(G;((By)e"4, ..., (B,)e/?) —a;) > 1/d, se tiene la primer
afirmacién. -
La derivada parcial de F; respecto de X es

00 0

Fo= — (X,+ B\ -
ox, = ox, X BT g

Gz((Xl + Bl)gl/d7 . (Xn + Bn)gl/d) _
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0

= 0; ;d(X; + BZ-)d_1 — Gi(Blsl/d, . ,anl/d)el/d,

0X;
donde ¢; ; vale 1 sii = j y 0 en otro caso. Evaluada en 0 resulta
0 —~ 0
——F,(0) = 6, ;dB" — ——Gy(By, ..., B,)e""
aXJ ( ) »J i aX ( 1, ) )

En particular se tiene que O(%F(O)) =0sii=jy O(% ;0)>1/dsii#jy
por lo tanto

O(det(DF)(0) —d" [[ B) > 1/d. (7)

i=1
d" Bd ! es inversible en R pues B; es inversible en R para todo i, y se sigue de
la Observa(non 34 que det(DF)(0) es inversible en R. Esto implica que D(F)(0) es

inversible en R™*" y su inversa es la matriz

(det(DF))(0))" Adj(D(F))(0).

4 Operador de Newton sin divisiones

Recordamos la definicién de los polinomios Fy, ..., F,
€ QBi,...,B,]/(B¢—ai,...,B —a,)[e[X,, ..., X,] dada en la seccién anterior,

By = (FL((X1 4 B, .. (X, + By,)e'/%))e !

F, = (F,((X1+ By)e?, ... (X, + B,)e"/%))e!
Recordamos también que definimos el anillo R := @B, ..., By]/(Bf —ax, ..., Bl —

an)[|e¥]] y que podemos pensar a los polinomios F, ..., F, en R[X1,..., X,]. Sea
F:=(F,...,F,) ysea D(F) := (5)1; )i<ij<n la matriz Jacoblana de los polinomios
E, ceey E Suponiendo que esta matriz es regular y considerando los polinomios
Fi, ..., F, como funciones racionales en (Xi, ..., X,), se define el siguiente operador

de Newton—Hensel:

X Fi(Xy,.... X,)
Np(Xi,o X = | 0 [ =D
X, Fo(Xy, ..., X,)

Se tiene la siguiente versién del Lema de Hensel ([Mat97]):
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Lema 36 FEuxisten unicas series de potencias Ry, ..., R, en R que verifican las si-
guientes condiciones:

e Parai=1,...,n vale la siguiente identidad en R:

E(Ry,...,R,) = 0.

o Parai=1,...,n vale que O(R;) > 1/d.

Demostracion.— Se define la siguiente sucesion en R™:

R© = (0,...,0)

RN = Nx(R™)! para N > 0

donde A! denota la matriz transpuesta de A. Obsérvese que de la definicién de
R™) por medio de un argumento inductivo se deduce que cada Rﬁ-N) representa una
funcién racional de Q(c'/?, X1, ..., X,,).

Se nota por M el ideal M := (£!/%) generado por £'/? en R. Entonces las siguientes
afirmaciones son validas para todo N € IN:

i) F(RM)Y)) e M2 para1<i<n.

ii) det(D(F))(R™) es un elemento inversible de R y por lo tanto RN*Y estd
bien definido.

Estas afirmaciones se demuestran por induccién en N. En el caso N = 0, las
afirmaciones i) e ii) se probaron en la Observacion 35.
En el caso general, suponiendo ambas afirmaciones ciertas para el caso N, veamos
que se verifican para el caso N +1. Sean Y3, ..., Y, nuevas indeterminadas. A partir
de un desarrollo formal de Taylor de los polinomios Fi, ..., Fj, en torno a Y3, ...,Y,
se obtiene la siguiente identidad en R[X,..., X, Y1,...,Y,]:
Fi(Xy,. o X)) = (Y1, Vo) + 300 95 (Vi V) (X = 1))
médulo (X; —Vi,..., X, —Y,)?

(8)

para i = 1,...,n, donde (X; — Yi,..., X,, — Y,,) denota el ideal generado por los
polinomios X7 —Y3,..., X, = Y, en R[Xq,..., X,,,Y1,..., Y]

Reemplazando en la ecuacién (8) las variables Xy, ..., X,, por RWHD , RN+ ¢
Yi,...,Y, por R§N), e ,R;N), se obtiene la siguiente identidad en R:
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Fy(RN+D) = F(RM) + S %?(R(N)),(R;N“) - Rg-N))
médulo (R — RN RIVED _ R(N)y2

De la definicién de R®) resulta:

]51( R
RWHY — RWN) = —D(F)"Y(RW)). :
E,(RM)

En consecuencia, multiplicando ambos miembros de esta identidad por el vector

(%(R(N)), ce %(R(N))), que constituye la 7-ésima fila de la matriz D(EF)(R™),

se tiene la siguiente ecuacion:

OF, gy . OF,

(8X1 e (R™)).(RNHD — R —
OF, OF, . Fi(R)
(8){1( ™y, 7872(3““)) (—D(F)"(R™)) : =
" F,(R™N)
ER RN
=—(0,...,1,0,...,0). : = —F(R™)

ﬁn(R(N))

Por lo tanto, reemplazando esta tltima identidad en (9) se obtiene:

Fy(R™Y) = F(RMY)+

OF;
X,

oF, F(R™)
>---7aTZ(R(N)))-(—D(ﬁ)’I(R(N)))- : =
" Fo(RV)

gy (B™Y)

= F;(R™) — Fi(R™) =0

médulo (RNTY — RN RINED _ p(V)y2

de donde se deduce que

E(R(N“)) c (R§N+1) - R%N), N "R;N—H) _ R;N))Z

36



parai=1,...,n. Ahora bien, como

Fi(RM)
(RN = RY)' = =D(F)(RY). |
Ey R
y F}(R(N)) e M2" para ¢ = 1,...,n por hipotesis inductiva, resulta entonces que

(R§N+1) B RgN)’ L RgLNH) _ R%N))2 C (MQN)Q A

lo que demuestra i).
Con respecto a la segunda afirmacion, realizando un desarrollo de Taylor formal del
polinomio det(D(F")) como en (8), se obtiene la siguiente expresion:

det(D(F)) (X1, ..., Xn) = det(D(F))(Yq,...,Y,)+

“ 5’d t(D F
Z ¢ ))(m,...,yn).(xj—yj) médulo (X; — Vi,..., X, — Y,)2  (10)
i=1 X;
Si se reemplaza en esta ecuacion, del mismo modo que en (9), las variables X3, ..., X,
por RNVTY , RNFD vy las variables Yi,. .., Y, por R , RN se obtiene la si-

guiente 1dent1dad:
det(D(F))(RN*Y) = det(D(F))(R™)+

0 det F))

J

(RM).(RN*Y — RINV)

J J

médulo (R§N“ — RM RN B2

Dado que se verifica que Rg-NH) — R;N) e M2 C M paraj=1,...,ny
det(D(F ))(R™M) es inversible en R por hipétesis, se deduce de la observacion (34)
que det(D(F))(R™+Y) también es inversible en R.

: N - N
De las afirmaciones i) e ii) se desprende que la sucesién {Rj( "} vew converge en R a

una serie de potencias R; para j = 1,...,n. Estas son las series de potencias cuya
existencia afirma el enunciado del Lema.
Dendtese por R el vector de series de potencias R := (Ry, ..., R,). En primer lugar,

dado que Rg-NH) — R§N) e M2" para todo N € IN, se deduce que
R; = R%™ médulo M*" para todo N € N (11)
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Combinando esta observacién con la ecuacién (8), se tiene que
R, — RV
Fy(R) = F,(R™) 4 D(F)(R™). : médulo M2"
R, — R
para i =1,...,n, de donde se deduce que Fj(R) € M?" para todo N € IN. Luego

Fi(R)=0en R

parat=1,...,n, que era lo que se queria demostrar.
Por otra parte, de (11) y de que (R&O), ., RO =(0,...,0) sesigue que O(R) > 1/d.
En cuanto a la unicidad, suponiendo que existiera otra solucién distinta R =

(él, e ,Rn) en las condiciones del enunciado, es decir que se anula en F'y para
i = 1,...,n vale que O(R;) > 1/d, aplicando una vez més la expresién (8) se
obtiene:

R, — Ry
Fy(R) = Fy(R) + D(F)(R). :
R,—R,

modulo (R — Ri,....R, — R,)?
Como F;(R) = F,(R) = 0, se tiene:

0 Ry — Ry
=DFNR).|
0 R,— R,
médulo (Ry — Ry, ..., R, — R,)? (12)
Puesto que para i = 1,...,n vale que O(R;) > 1/d,0(§1~) > 1/d, se sigue que
R; — R; € M parai = 1,...,n. Reemplazando en la ecuacién (10) las variables

Xq,..., X, por Ry,...,R, y las variables Y,...,Y, por Ry,..., R, se obtiene la
siguiente identidad:

det(D(F))(R) = det(D(F))(R)+

#32 S R (- By

médulo (B, — Ry, ..., Ru — Rn)?
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Puesto que hemos probado que det(D(F))(R ) ¢ M, se sigue de esta tltima ecuacion
y del hecho que R; — R; € M parai = 1,...,n que det(D(F F))(R) ¢ M. De ésto
y de la ecuacién (12) se deduce entonces que R; — R; € M? para i = 1,...,n.
Utilizando la ecuacién (12) se demuestra inductivamente que R; — R; € /\/12 para
todo N € IN, 7 =1,...,n, lo que a su vez implica que R; = R; parat = 1,...,n,
como se queria demostrar.

Gracias a la cota del grado total de my obtenida en la Proposicién 28 y al “orden”
de convergencia de la sucesién RV que se obtiene de la ecuacién (11), serd suficiente
calcular hasta la [log(deg(H)) + (n + 1)log(d)|— ésima iteracién del operador de
Newton.

Sea A = Q[By, ..., By, sea K su cuerpo de fracciones. Se puede pensar al
operador de Newton definido para funciones de K(X3,...,X,). Por lo tanto, para

cualquier nimero natural k£ € IN, existen polinomios g%k), o gte)

k) € A[X1,...,X,] tales que

k
o (9 e
F o\ pk) 7 k)

El Lema siguiente muestra la existencia de un esquema de evaluacién que calcula
tales polinomios sin utilizar divisiones.

Lema 37 Supongamos que los polinomios Fl, e ,F; vienen dados por un circuito
aritmético B en espacio S y tiempo T . Entonces, existe un circuito aritmético en
espacio O(Sn) y tiempo O((Tn + n*)k) que, utilizando los mismos pardmetros que

B, computa los numeradores 95’“), o, g%y un denominador (distinto de cero) h(¥)

N®
para Nz*.
Mds ain, el denominador h'™® evaluado en 0,...,0 es un elemento inversible del
anillo R = Q[By, ..., B,]/(Bf — ay, ..., B — ay,)[|e"?]].

Demostracidn.—  Calculamos las n? entradas de la matriz Jacobiana D(F) espacio
S+ 1y tiempo (2n + 1)7 segin el Lema (3).

Sea Adj(D(F')) = (as;)1<i,j<n la matriz adjunta de D(F). Tanto Adj(D(F)) como
el determinante de la matriz jacobiana D(F) se evalian mediante una adaptacién
del algoritmo de Samuelson para el cdlculo de determinantes (ver [FF63] o [Abd97])
en espacio O(logn + 8) y tiempo O(n® + nT).
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Puesto que D(F)™' = det(DF)) 'Adj(D(F)), el operador Nz se puede escribir
como

X, R(Xy,...,X,)
det(DF)) | i | —Adj(D(F)) :
X, E,(X1,..., X,
det(DF)

Los coeficientes a;; de la matriz Adj(D(F)) son polinomios en A[X,..., X,] con
grado acotado por (n — 1)(d — 1). Por otro lado, es evidente que el determinante
de la matriz jacobiana det(DF') es un polinomio en A[Xq,..., X,] cuyo grado estd
acotado superiormente por n(d — 1).
Definimos ahora, para 1 < i < n, los siguientes polinomios de A[X7,. .., X,,]

g; ‘= det(Dﬁ’)Xz — Z ai7j}~7’]
j=1
Veamos, en primer lugar, que el grado total de g; esté acotado por v := n(d—1)+1.
Para ello, basta escribir el desarrollo de det(DF) por los elementos de la columna

i-ésima de DF, es decir, det(DF) = = ,mX Asi,

Za” JX F)

Esta identidad demuestra que, efectivamente, el grado de g; es menor o igual que v.
Introducimos una nueva variable Xy y sean ("g;)(Xo, X1,...,X,) € A[Xo, ..., X,]
y ("det(DF))(Xo,...,X,) € A[Xq, ..., X,] los polinomios homogeneizados de g; y
del determinante jacobiano, det(DF), con respecto a la variable Xj.

Sean ahora:

-~ v—deg(g;
gi<X07"‘7XTL) = X() g(g)‘(hgi)7

o W(Xo,..., X,) = X{WsUPE) (et DY),

Estos polinomios pertenecen a A[Xjy,...,X,]. De acuerdo al Lema (4), existe un
esquema de evaluacién sin divisiones en espacio O(logn + &) y tiempo O(d*(n" +
n*T)) que representa a los polinomios §i,...,gn, h. Por otro lado, definimos, de

manera recursiva, los polinomios siguientes:

e parak=1y1<i<n,sea
gfl) _gz(l X17"'7Xn) y
A = (1, Xy, ..., X,),
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e parak>2y1<1i<n,sea
k k—1 (ko
gf D= G (D g g

rIn

h®) = h(Ak=D, gD gk,
Probaremos por induccion en k que h(k)(O, ...,0) es inversible en R y que
g%k), cee gﬁf), h™) son los numeradores y el denominador de N »(ﬁk ),
Claramente gg), .., 9 A1) son los numeradores y el denominador de Ng ). De

acuerdo a la ecuacién (7) de la Observacién 35, el polinomio A evaluado en
(0,...,0) verifica la siguiente relacién de congruencia:

h1(0,...,0) = a" [ BF ' médulo '/4

i=1
y puesto que B; es inversible en R para 1 < i < n, h(l)(O, ..., 0) resulta inversible
en R.

Es claro que los polinomios g%k), .., g® ) pertenecen a A[X1, ... ,Xn] =

= @QB,...,B, Y Xy,...,X,]. Ademis los polinomios ggk), ..., g'® y el polinomio

h*) son, respectivamente, numeradores y denominador del operador de Newton—
Hensel iterado k veces:

(k—1) (k—1) (k—1) (k—1)
(k) g 9n k—1 91 9n
9; o gi( %k 1)7'”7 h(k—l)) o (h( ))(U) gZ( RE=T) 1>="'7 h(k—l))

hk) -1 N ) 1) RN
det(DF) (S, ... o0y (W) qoppRy e )

(Bt (g (-, 7, gl )

(h(k—l))(v—deg(det(DF .(hdet(DF»(h(k—l ,g;k_l), o 797(11@ 1)) o
- _ k— _
gz(h(k 1)7g§ 1)7"'7 7(1k 1))

h(ht=, gtV gl Y)

Por otra parte, supongamos que el polinomio A*~1) evaluado en (0,...,0) es in-
versible en R. El polinomio A*) se define

WO = (D, gl gD =
(B0 (bt DEY (4, gD, ..., D),

Notamos 0 al vector (0,...,0). Puesto que h*~1(0) es inversible en R se tienen las
siguientes igualdades en R:
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BB(0) = (A=) el @et D) ). (*det( DF)(h*(0), g (0), ..., o"1(0))) =

a7 P0)  gl(0)
AED(0) " D (O)> (14)

= (h*=V)¥(0) det(DF)(

(k Ly

~ (k—1)
Resta demostrar que det(DF )(ng) es inversible en R"™. Ahora

(0))

( ) T h =T )(0)
—-1) k—1)

bien, por hipétesis inductiva la n—upla ( = 1)((0; e h(k_l)%) € R" es igual a R*~1),

donde R™N) € R™ se definfa en el Lema 36 de la siguiente manera :

RY :=(0,...,0)

RN = Nx(R™)! para N > 0.

En ese Lema se prueba que
det(D(F))(R®) = det(D(F))(R* D)+

" 6det (F))

+Z

modulo (R(k — ng‘l)’ ...,R® — R-1))2

- k) pk-1)
(R*).(R}” — Rj™)

J

Puesto que RN+1 R( ) médulo e/ dpara 1 < N,1 < j < n segtin la ecuacién (11)
del Lema 36, se deduce que

det(D(F))(R®) = det(D(F))(RY) médulo /4

en R. Dado que det(D(F))(RM) es inversible en R, se tiene que det(D(F))(R™)
también lo es. Retomando la ecuacién (14), se prueba la inversibilidad de h*)(0) en
R que es lo que se queria demostrar.

Para evaluar tales polinomios, no es preciso mas que iterar k£ veces el esquema de
evaluacion anteriormente descrito. De tal forma, se obtienen las complejidades que
se establecen en el enunciado del Lema.

o

El operador de Newton definido en el Lema anterior es aplicable a w-multiplos de

los polinomios Fl, .. F donde w € ®[e'/?) es un polinomio no nulo. En nuestro
algoritmo nos sera ut1l poder aplicar el circuito aritmético anterior a los polinomios
eFy,...,eF,. Para cllo necesitamos la siguiente observacién:
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Observacién 38 Bajo las hipdtesis y notacion anteriores, sean gik), g Rk

los polinomios que se obtienen en el circuito aritmético descripto en el Lema an-
terior. Sea w € Q[@l/d] un polinomio no nulo, y supongamos que los polinomios

w, Fy, ... F, vienen dados por un circuito aritmético 3 en espacio S y tiempo T .
Entonces el circuito aritmético descripto en el Lema antemor es aplicable a los pol@—
nomios wFy, ..., wF, y los numeradores g( ), o, g9k g el denominador h™
obtenidos son wk—multzplos de los polinomios gg ), ., g® hR) - donde Wy, es una po-
tencia de w. En particular, se tiene la siguiente igualdad en By, ..., By, "% X1,..., X,,) :
ISCIT SO oS . S S el )
F h(k)’ T (k) wih®)’ wih*) h(wk)’ " p(w,k) F

El nuevo circuito aritmético utiliza espacio O(Sn) y tiempo O((Tn + n*)k).

Demostracion.— Se prueba por induccion en k, el nimero de iteraciones del operador
de Newton que realiza el circuito aritmético.

Notamos D(wF) € A[Xy,..., X, " a la matriz jacobiana correspondiente a los
polinomios wkFi, ..., wkF,, sea Adj(D(wF)) = (a,(fj))lgi,jgn la matriz adjunta de
D(wF).

Recordamos que Adj(D(F)) = (ai;)1<ij<n s la matriz adjunta de D(F). Puesto
que vale la siguiente igualdad entre las matrices jacobianas D(wF') = wD(F'), por
propiedad del determinante se tienen las siguientes igualdades:

i) (a{})1<ijen = Adj(D(wF)) = w" ' Adj(D(F)) = 0" (a;;)1<i j<n-
ii) det(D(wF)) = w™ det(DF).
Recordamos la definicién de los siguientes polinomios de A[X7, ..., X,], para 1 <
1< n:
gi = det(Dﬁ’)Xi — Z amﬁ]
j=1

(w)

Notamos g; ~ a estos polinomios calculados a partir de wF, es decir
9" = det(D(WF))X; — Y0 alwE.

A partir de las igualdades 1) e ii) se tienen las siguientes igualdades:
9" = det(D(WF)X; — Yy el wF; = wdet(DF)X; — w" w0 a,,F; =

j=1 Zj

(det(DF)X PO amF) = w"g;.
Recordamos quev-= n(d— 1)+1 es una cota superior de los grados de los polinomios
gi y por lo tanto también de g{*”.

Introduciendo una nueva variable X, recordamos que
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(hgi)(Xo,Xl, . 7Xn) € A[Xo, Ce 7Xn] y (hdet)(DF)<X0, e ,Xn) € A[Xo, e 7X~n]
son los polinomios homogeneizados de g; y del determinante jacobiano, det(DF),
con respecto a la variable Xj.

Recordamos la definicién de los polinomios g;, h:

o G:(Xo,..., X)) = Xg B9 (k).

o W(Xos .0, Xp) = XUOB0UDE) (hqo (DY),
Estos polinomios, calculados a partir de wﬁ’, resultan:

° ngw) (Xo,...,Xp) = Xg—deg(gi)'(hg(w))7

o N(Xy,. .., X,) = X 9P (hqet(D(wF))).
De las igualdades demostradas anteriormente se tienen las siguientes identidades:

~(w v—deg(g; n
) = X i)

Jw) = xydes@etDR) n (ot (DEY).
Por ltimo en el Lema anterior se definian de manera recursiva los polinomios si-
guientes:

eparak=1yl<i<n
97;(1) =gi(1, X1,..., X)) ¥
h® = h(1,Xy,..., X,),

eparak>2yl1<i<n:
k ~ _ k— _
g = gi(h®0 gtV g%y y

n

B = R(AED, gD gt

rIn
Recordamos que los polinomios g%k), ..., g% v que el polinomio A son, respectiva-
mente, numeradores y denominador del operador de Newton-Hensel iterado £ veces,
aplicado a los polinomios Fi, ..., F},. N
Los polinomios ggk), h®) | calculados a partir de wF, resultan:

Parak=1y1<i<n:

o g1, X,

)

Al = ) (1, Xy, Xy,)

S )

yXp) =w"gi(1, Xq,. .., X,) = w”g(l) y
=w"h(1,X1,...,X,) = w'h),
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Entonces la observacion es cierta para el caso k = 1, donde w; resulta igual a w™.

Parak>2y1<i<n:

w,k ~(w w.k— w,k—1 w.k—
gi"" = gl (pledmh) gt gk y
h(w,k) — h(w) (h(w,k—l)) gyﬂyk*l)’ . 7(lw,k:—l)).

Supongamos cierta la observacion para el caso k = ky — 1, veamos que es cierta
para k = ky. Por hipdtesis inductiva, existe wy,—1 potencia de w tal que valen las
igualdades:

(wko—1) _ -~ (ko—1)

7 = wk)o—l'gi Y
h(w,kofl) — wko_l‘h(kofl).

De la definicion recursiva de ggw’kO) se tienen las igualdades:

L G b koD gttty

_ (h(w,ko—1)>v—deg(gi)'<hg§w)(h(w,k0—1)7 g§w,k‘ofl)’ o 7(;u,ko—l))) _

— @zo_l_(h(ko—l))v—deg(gi)'wn.(hgi(h(ko—l), g§k0*1)’ e Sbko—l))) — wzo_l.wn_gi(ko).

Anélogamente se sigue que h(WHo) = @}go_l.w”.h("“‘o). Puesto que wy,—1 es potencia
de w, se sigue que wy, _;.w" también lo es, lo que prueba la hipétesis inductiva.

5 Las cuentas y su complejidad

5.1 Solucién geométrica de V"’

Sea ahora el algebra

A, = Q[Bla---aBn]/(B(li_a/la"‘sz_O‘n)'

Recordamos que a; = G;(0,...,0) para 1 < i < n, donde los polinomios G; son los
del sistema de Pham (1). Sean I’ := (B¢ —ay,..., B —a,) CQ[By,..., B,V =
V(I') € A™. Claramente se tiene que V' = {(&,...,&,) € A" : £ = ;}, es decir

que los elementos de V' son todas las n - uplas agkl), - ,ag“”) de raices d—ésimas
de aq,...,q, y por lo tanto #(V’) = d". Fijamos un orden en los elementos de

Vi={W 1 <k <d}.
Proposicién 39 Bajo las hipdtesis y notacion anteriores se verifica:

i) Bl —ay,..., B — a, es una sucesion reqular en Q[By, ..., B,)].
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ii) I' es un ideal radical y por lo tanto A’ es un dlgebra reducida.

i) A es un @ - espacio vectorial de dimension finita, y dimg A" = #(V') = d".

Demostracion— i) Para 1 < k < n fijo, sea el ideal I} := (B¢ — «ay,...,Bf — ay,)
en QBy, ..., B,]. Sea > el orden monomial lexicogréfico en @By, ..., B,]. Con este
orden se tiene que el término inicial del polinomio B — «; es M(B¢ — ;) = BY.
Como B¢, B;-l son coprimos para i # j, del Lema 16 se sigue que B{ —ay, ..., B —ay

es una base de Grébner de ;..

Sea C := {g € Q[Bi,...,By,] : g.(Bl,; — ar1) € I, y g ¢ I}}. Por definicién,
B{l | — aj11 no es divisor de cero en @By, ..., B,]/I} siy solo si el conjunto C' es
vacfo. Supongamos por el contrario que C' # ():

Sea go tal que M (go) = min{M (g) : g € C'}. Existe un tal gy pues todo subconjunto
de @e, X1, ..., X,] tiene primer elemento respecto de un orden monomial > fijo (ver
Lema 15). Se tiene que

M(go-(Bii11 — aws1)) = M(go)M(Biyy — cans1) = B M(go) € M(I}). Al ser
M (I}) un ideal generado por monomios, un monomio pertenece al mismo si y sélo
si es divisible por algiin monomio generador. Calculamos el maximo comtun divisor
entre los términos iniciales de B,‘j 1= Qg1 Y Bf — oy

MCD(M (B —ay1); M(Bl—a;)) = MCD(B{,,; BY) = 1 paral < i < k, resulta
entonces que M (go.(Bf; — ay41)) € I}, implica que M(go) € M(I}). Sea h € I}, tal
que M(go) = M(h). Se tiene que (go—h) (B, —ar1) € Iy M(go—h) < M(go) =
min{M(g) : g € C'}. Sigo—h € I}, entonces go € I}, lo cual es falso, y si go—h ¢ I},
entonces go — h € C, pero esto es absurdo pues M(go — h) < M(go). Por lo tanto,

el polinomio B{, | — a1 no es divisor de cero en @By, ..., B,]/I;. Dado que este
razonamiento se hace para todo 1 < k < n, se sigue que B — ay,...,B? — a,, es
una sucesion regular en Q[By, ..., B,].

ii) Sea [ € Q[B1,...,B,] y m € IN tal que f™ € I'. Sea > el orden monomial
definido en el item 7). De acuerdo al algoritmo de divisién, existen hy, ..., h,,r €
@By, ..., B, tal que f = 3", hiy(B¢—a;)+r donde ningtin monomio de r pertenece
al ideal (Bf,...,B%), lo cual implica que degp (r) < d para 1 < i < n. Por otra
parte, como f™ € I’ se tiene que r™ € I'. Dado que los polinomios de I’ se anulan
en V', se sigue que r (y por lo tanto r) se anula en V’. De acuerdo a la Proposicién
23, se sigue que r es el polinomio nulo y por lo tanto f € I'.

iii) Dado que I” es un ideal radical se tiene que A" = Q[V']. Puesto que # (V') = d"
se sigue que A’ es un @Q-espacio vectorial de dimensién d".

o
Sea U € Z|By, ..., B, una forma lineal que separa los puntos de la variedad V' (es
decir, se satisface que U(£®)) # U(€V)) para todo par de puntos distintos £, () ¢
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V’). Existe una tal forma lineal pues V' es un conjunto finito. Una forma lineal
en estas condiciones permite obtener una base de A’ como @ - espacio vectorial de
la siguiente manera: siendo u la imagen de U en A’, el conjunto de las potencias
P = {1,u,u? ...,u¥ 1} es una base. En tal caso, se llama a u un elemento
primitivo de A’. Sean vy, ..., v, € QT] tales que B; — v;(u) € A’. El grado de cada
polinomio v; esta acotado por d™ — 1.

Sea g € Q[T el polinomio minimal de u en A’. El polinomio ¢ es ménico y tiene
grado deg g = #V’ = d". Puesto que U separa puntos de V', se tiene que ¢(T) tiene
como raices a las imdgenes de V' bajo U, es decir que ¢(T) = [1%, (T — U(¢W)).
Consideramos la homotecia @ - lineal 7 en A’ correspondiente a multiplicar por w.
Se sigue que la matriz M de 7 en la base P es la matriz companera del polinomio
qg. Los autovalores de esta matriz son las raices del polinomio ¢. Por lo tanto,
existe una base P’ (y una matriz de cambio de base C' € € *4") de la C - dlgebra
C[By,...,B,)/(B¢ — oy, ..., B — a,) tal que la matriz M’ de la homotecia 7 tiene
la forma

u(E) o 0
cve —ar— | 0 e "
00 ... u(E)

Para 1 <7 < n consideramos las homotecias 7p, inducidas por la multiplicaciéon por
la clase de B; en la @ - algebra A’. Sean Mp, las matrices correspondientes a estas
homotecias en la base P. Sea S un polinomio en ®Q[By, ..., B,], ns la homotecia
asociada y Mg la matriz de 5 en la base P. Puesto que A’ es un dlgebra conmutativa,
se sigue que las homotecias np,,...,np, v por lo tanto las matrices Mp,,..., Mg,
conmutan entre si. Esto implica que para cualquier polinomio S € Q[By, ..., B,] se
tiene que ns = S(nB,,-.-,08,), Ms = S(Mp,,...,Mg,).

La igualdad de ideales I" = (q(U), By — vi(U),..., B, — v,(U)) en Q[By,..., B,]

implica las siguientes identidades:

B, = Ul(n)a -5 NB, = Un(”)»
MBlzvl(M),...,MB IUn<M>

En particular se tiene que, para 1 < i < n la matriz de np, en la base P’ tiene la
forma

agl) o ... 0
(2)
0 o ... 0
CMp,C™' =n(CMC Yy =| " (15)
oY e
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Entonces, para cualquier polinomio S de ®[By, ..., B,] vale que:

nNs = S<Ul(77)v S ’Un(n))a
Mg = S(vr(M), ..., vn(M)). (16)

Supongamos que el polinomio minimal ¢ del elemento primitivo u sea reducible en
Q[T]. Sea q = q1 ... qs su descomposicién en factores irreducibles no constantes en
Q[T]. Sean D; = degg;, se tiene que Dy + ...+ Dy = d". Los polinomios ¢; son
coprimos pues ¢ es un polinomio separable. Sea la siguiente matriz:

M, 0 ... O
0 My ... 0
M* = ) ) )
0 0 ... M,

donde, para cada 1 < ¢ < s, la matriz M; es la matriz companera de ¢;. Del
hecho que los polinomios son coprimos dos a dos y del Teorema Chino del Resto se
deduce que M* es similar a la matriz M. Trabajar con la matriz M* en lugar de M
produce una reduccion en la complejidad del algoritmo formulado anteriormente, ya
que el algoritmo trabaja con las matrices Mp, = v;(M); a partir de M*, tenemos
las matrices Mp = vy(M™).

Recordamos que en el Lema 37 se construye un circuito aritmético que teniendo

como entrada a los polinomios F},...,F, computa numeradores g§“ gl €
QBi, ..., B, e X1, ..., X,] y un denominador (distinto de cero)
hx) € Q[Bs, ..., By, gl/d X, ... , X,,] correspondientes a aplicar k pasos de iteracién

). La cantidad de iteraciones del operador de Newton

del operador de Newton N I(;
necesarias en nuestro algoritmo es « := [log(deg(H)) + (n + 1) log(d)].

Reemplazamos formalmente las indeterminadas B; por las matrices Mp, y las inde-
terminadas X; por 0 en g%ﬁ), ..., g% h(%) y definimos parai = 1,...,n las siguientes

matrices en Q[|e/?|]4"*4"

./\/;(R) = (MBl + gEH)(MBl, ceey MBn,O, ce ,0).h(n)(M31, ceey MBn70; ey 0)_1)81/d.
(17)
Para la buena definiciéon de las matrices /\/’i(”) necesitamos que la matriz
R (Mp,,...,Mg,,0,...,0) sea inversible en @[|!/?|]*"*4". Para ello probamos la
siguiente observacién:

Sea J C @%"*" la @- &lgebra generada por las matrices I, Mp,,..., Mp, . Es un
algebra conmutativa pues las matrices que la generan conmutan entre si. Se tiene
el siguiente isomorfismo de dlgebras:
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Observacién 40 La funcion
i:J— A =QB,...,B,]/(B—ay,...,B - a,)

MBi — Bz

esta bien definida y es un isomorfismo de @ - dlgebras.

Demostracion.— Debemos probar que es un morfismo de @ - algebras, para lo cual
basta ver que dado P € ®[Xj,...,X,] un polinomio tal que P(Mp,,...,Mp,) =0
en J entonces P(By,...,B,) =0en A’. Recordamos (ver ecuacién (15)) que existe
C € ¢"*?" inversible tal que para 1 < i < n vale:

a? 0 0
- 0 o 0
B; = .
0 0 ... %

(2

Entonces se tienen las igualdades
0=CP(Mp,,...,Mp,)C~t=P(CMp,C~, ... CMp C™') =

P(agl),...,al)) 0 0
0 P, ... a®) ... 0

n

0 0 . P el

n

Puesto que V' = {§§1), e ,édn)}, P se anula en la variedad V', lo cual dado que el
ideal (B{ — o, ..., B — a,) es radical se sigue que P(By,...,B,) = 0 en A’ que
es lo que se querfa demostrar. La inyectividad de i se prueba de manera andloga y
dado que es un morfismo sobreyectivo se tiene el isomorfismo probado.

Observacién 41 h(*)(Mp,,...,Mp,,0,...,0) es inversible en @Q[|e*/4[]4"*",

Demostracion— Recordamos que se probé en el Lema 37 que para todo k € IN, el
denominador

h¥) € @By, ..., By, e [X,...,X,], evaluado en 0, ...,0 es un elemento inversible
de R = Q[By,...,B)/(Bf —ay,..., B — a,)[|eY].
De acuerdo a la Observacion 40 el dlgebra generada por las matrices Mp,,..., Mp,

es isomorfa al dlgebra A’ = Q[By,...,B,]/(B{ — a1,...,B% — a,). Por lo tanto
R (Mp,,...,Mg,,0,...,0) es inversible en @[|e/4[]¢"*"
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]
Recordamos la observacion hecha en esta Subseccion sobre la conveniencia de tra-
bajar con la matriz por bloques M* en lugar de la matriz companera de ¢(T"), M.
Para 1 <i < 5,1 < j < n definimos las matrices M(p, ;) := v;(M;) donde M; es la
matriz companera de g;.

Definimos para 1 < i < 5,1 < j < n las matrices de @|c'/?|]P*Pi
(k) .
N -
9(@ 1/d
= (M, + %(M(Bl,i)a s Mg, 4, 0,...,0))e . (18)

Para todo 1 < j < n, la matriz /\/'j('i) es semejante a la matriz por bloques:

(%)

NEY 0
0 Nja
SR
0 0 ... N

Esto se deduce de que la matriz M es semejante a la matriz por bloques M* y de la
ecuacion (16).

Sea H € Qe, X4, ..., X,] un polinomio, sea My € Q(¢)?"*?" la matriz correspon-
diente a la homotecia “multiplicar por H” en el algebra B, en alguna base. Sea
qn = Y%, a;T* € @|e]][T] su polinomio caracterfstico . Reemplazando las indeter-
minadas X; por las matrices N, sea My := HN ... N®) € Q[[eV/d|)d"*d",
sea Yym = 2o by T* € @[|eY/4|][T] su polinomio caracteristico. El siguiente Lema
muestra que x ¢ aproxima, en un sentido a precisar por el mismo Lema, al polinomio
caracteristico qp.

Lema 42 Bajo las hipdtesis y notacion anteriores, los coeficientes de xa Y qu
verifican la siguiente condicion en C[|'/?|]:

ay = b, mddulo (s)deg(H)dn

para k=1,...,d"

Demostracién.— De la Proposicién 31 sabemos que qg = [[f-,(T — H(7®)) en
Q[|eV4)|[T] donde #® = (7 .. #®) para 1 < k < d" son las series de Puiseux de

Xq,...,X, respecto de €.
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Abreviamos (£, 0) por (agj), ,aP0,...,0) € A* paral < j < d". Recordamos
que al(]) € € son raices d-ésimas de a; y que el conjunto {£0) : 1 < j < d"} es la
variedad V' definida al comienzo de esta seccién. A partir de las identidades (15) y
(16) se deduce que cada matriz /\/i(”) es semejante a

1 () (¢ o
(az( Ly 4Z?H>E54<1>,0%)51/d 0
: : (19)

dn () (g™

0 (CI,Z( )—FW)El/d
Abreviamos g (¢€1),0) por
((af” + gi?(69,0). K" (€D, 0))el/d, .. (o) + g (6D, 0).h¢) (€D, 0)1)el/d). Se
tiene entonces que la matriz My es semejante a

H(g"(Em,0)) ... 0
CMyC™ = : :
0 o H(g®W(E“,0))

Y por lo tanto su polinomio caracteristico se factoriza:

XM= T = 17~ H(g"™ (€, 0))) en Clle"[][T]. (20)

Recordamos la definicién de x = [log(deg(H)) + (n + 1)log(d)]|. De acuerdo a la
ecuacién (11) de la demostracion del Lema 36 se tiene que

R™ = R médulo (g)dce)d"

en (QBy,...,B)/(Bf—ay,...,BE—a,)[|e4])". Es decir que paratodo1 <i <n
se tiene la relacion de congruencia RE”) = R; médulo ()d8()d" | De estas equaciones
se deduce que (B; + R4 = (B; + R;)e'/4 médulo (£)3eM)4" para todo 1 < i <
n. BEvaluando las indeterminadas By, ..., B, en las matrices Mp,,..., Mp, en esta
ultima relacién de congruencia (recordar la Observacion 40) se tiene:

(Mp,+R"™ (Mg, ..., Mg, )" = (Mp+R;(Mpg,, ..., Mg,))e" médulo (g)tead"

en @Q[|e¥/4(]?"*4". Notar que la matriz de la izquierda es la matriz /\/;(H). Multipli-
camos a izquierda por la matriz C' y a derecha por C~! y tenemos:

CNWC™ = (CMp,C™" + R(CMp,C™",...,CMg,C1))e"? médulo (¢)desD"
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La matriz de la izquierda es semejante a la matriz J\fi(“) de acuerdo a la ecuacién
(19). La matriz de la derecha es la matriz

Vale decir que para todo 1 <17 < n,1 < 7 < d" se tiene la relacién de congruencia

(a(‘]) + 7}’;@)&2&)’3;)61” = Z(]) médulo (g)destd",

1
Sea 0; la j—ésima funcién simétrica elemental en d" variables. Entonces, los j—ésimos

coeficientes de qy y xum verifican
a; = (1Yo, (HFEY), ..., HF™M)),

bj = (=1Yo;(H(g" (€, 0)),..., HG (), 0)).
De donde se deduce que

ax = b, médulo (g)deetd"

Sea H; € Q[Xy,...,X,] la forma lineal correspondiente al desarrollo de Taylor
de H en el origen (0,...,0) € A", respecto de las variables Xj,..., X,. Sea
my € Qe, Xq,...,X,] el polinomio minimal de H y supongamos que #{H;(V')} =
degr(mpy).

El Lema siguiente es una variante del Lema 29 de [GHH197].

Lema 43 ([GHH" 97, Lemma 29]) Bajo las hipdtesis y notacion anteriores, sea
my € Qe, X1,. .., X,] el polinomio minimal de H, sea my € @|eV][X1,..., X,] el
polinomio minimal de la matriz My. Supongamos que vale la igualdad degp(mpy) =
degr(mp). Entonces se tiene la relacion de congruencia:

my = my mddulo ¥ ) en @[|Y)][T].

5.2 El resultado principal

Recordamos la definicién del dlgebra A’ :

A =Q[By,...,B,)/(BY—a,...,B—a,),

y la variedad V' = V(B¢ —ay, ..., Bé—a,) C A". Laformalineal U € @By, ..., B,]
es un elemento primitivo de A’ y los polinomios ¢ = ¢ ... ¢gs,v1, . .., v, € QT] — {0}
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corresponden a la solucién geométrica de V', es decir que se tiene el isomorfismo de
algebras

A '~ Q[By,...,B,]/(qU),By —vi(U),..., B, —v,(U)).
Sea D; = deg(q;). Sin pérdida de generalidad suponemos D; < Dy < ... < Dq.

El input del algoritmo del Teorema 45 es un straight—line program 3 que computa
en espacio § y tiempo 7 los siguientes polinomios:

e Los polinomios Fi, ..., F, € Q¢, X1, ..., X,] que definen el sistema de Pham-
Brieskorn (1),

e un polinomio H € Q[e, X1,...,X,],
e Una forma lineal U € Q[By,...,B,] y los polinomios ¢, ...,qs,v1,...,0, €

Q[T correspondientes a la solucién geométrica del algebra V.

El output del algoritmo es un straight-line program que computa al (inico) poli-
nomio my € Qe,T], ménico en Ty de grado minimo en T tal que my(e, H) €
(F1,...,Fy).

Definimos los siguientes polinomios en Qe'/?, By, ..., By, X1, ..., X,]:

H(Y By, ... By, Xu1,...,X,) := H(e, (By + X1)e¥ .. (Bn + Xp)e"),

Fi(eY By, ... Bp, X1,..., X)) := Fi(e, (B1 + X1)e'?, ... (B, + X,,)e"/%)
para 1 <1 < mn.

Observacién 44 Los polinomios F\l, e ,ZE;, H pueden ser computados por un
straight-line program en Q9] que usa espacio O(S + n + logd) y tiempo
O(T +n +logd).

Demostracion.—  El polinomio € se obtiene a partir del polinomio £'/% en espacio
y tiempo O(logd). Los polinomios (B; + X;)e¥/4, ... (B, + X, )¢/ se obtienen en
espacio y tiempo adicional O(n). Componiendo estos polinomios en los polinomios
Iy, ..., F,, H se obtienen los polinomios pedidos con la complejidad afirmada.

Los polinomios Fi,. .., F, definidos en (6) se obtienen como cociente de los poli-
nomios Fi,..., F, por el polinomio . Para evitar divisiones por polinomios en
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nuestro algoritmo, trabajaremos con los polinomios Fi, ..., F, en lugar de los poli-
nomios Fi,..., F,.

El Teorema 45 es el resultado principal de esta tesis, y se ha desarrollado adaptando
el Teorema 11 de ([HMWO99]) y las ideas de ([HKP198]) al contexto del sistema de
Pham—Brieskorn (1).

Idea general del algoritmo: queremos un straight—line program que compute el
polinomio my, para lo cual primero vamos a obtener un straight—line program que
compute el polinomio caracteristico qg correspondiente a la homotecia “multiplicar
por H” en el dlgebra B (recordar Proposicién 31), luego computaremos el maximo
comun divisor entre qy y su derivada en la variable T' y por ultimo obtendremos el

polinomio my que es igual a qy /MCD(qy; 86‘7—:;’).

Recordamos la definicién de las matrices ./\fj('i) para 1 < j < n dada en (17),
N = (Mg, + ¢ (Msp,,...,Mpg,,0,...,0).8") (Mg,,..., Mg,,0,...,0)" et/

En lugar de computar el polinomio gy calculamos el polinomio caracteristico x s de
la matriz My := H (./\fl(”), ..., N Tuego computamos su representacién separable
my = Xm/MCD(Xm; 8C?§74/‘) ya que el polinomio minimal my se obtiene a partir de
mpy segun se desprende de la cota de grado total del polinomio minimal my dada
en la Proposicién 28: deg(mpyg) < d"deg(H) y de la relaciéon de congruencia entre

mpy y myg dada en el Lema 43. Ahora se imponen dos observaciones:

e Las matrices /\/’j('i) tienen tamano d" x d" y son funciones de M, la matriz
companera de ¢(7T). Si el polinomio ¢(T") se factoriza en s factores no cons-
tantes de Q[T], ¢(T) = II;_; ¢:(T), la matriz M es semejante a la matriz por
bloques formados por las matrices companeras de ¢; segin se observé en la Sub-
seccion 5.1. Para 1 <i < s,1 < j < n se definen las matrices M(p, ;) := v;(M;)
donde M; es la matriz compafiera de ¢;, y a partir de éstas se definen (18) para

1 <i<s,1<j<n las matrices /\/'((fl.)) :

e

W(M(Bm), . 7M(Bn,i)7 O, . ,0))51/d.

‘/\[(({{) = (Mg, +

%)

Cada matriz ./\/'j(”) es semejante a la matriz por bloques formados por las s

matrices ./\f(g'{z)), y entonces la matriz My = H(Nl(n), o ,/\C@) es semejante a

la matriz por bloques formados por las matrices My, := H (/\/'((f Z), o ,/\/((:)l))
El polinomio caracteristico x( es producto de los polinomios caracteristicos
de My ;. Laidea es entonces trabajar con las s matrices My ; en lugar de M

puesto que se produce una economia de espacio y tiempo. Esta idea viene de
[HKP*98].

o4



e En la definicién de las matrices ./\/((fz)) se utilizan las inversas de las matrices
h(”)(M(Bl,Z-), ..y Mg, ,0,...,0). Para controlar la compejidad en espacio y
tiempo de esta operacién (y por ende del algoritmo) utilizaremos las rutinas
de dlgebra lineal y seguiremos la estrategia de [HMW99].

La estrategia a seguir en el agoritmo es la siguiente: primero se calculan los poli-
nomios caracteristicos de My, para 1 < 7 < s, luego los polinomios minimales
my,; de My, a partir de éstos , y después se calcula el minimo comin multiplo
de mpya,...,mpys. Por dltimo, “truncando” hasta el grado d" deg(H) la serie de
potencias en £'/¢ de este tltimo polinomio se obtiene el polinomio minimal my.

Teorema 45 Bajo las hipdtesis y notaciones anteriores, los coeficientes del poli-
nomio minimal my € Q[e][T] que satisface la condicion my(e, H) € (Fy,..., F,)
pueden ser computados a partir de una solucion geométrica de la variedad V' por
un straight-line program en Q[eY/9] que usa espacio O((S + n + logd) deg(H)(n +
deg(H))(D3+...4+D?)) y tiempo O((T +n-+log d) deg(H)+n*)s2D? log® d" log log d™).

Demostracion.— A partir del straight-line program dado como input, calculamos los
polinomios F Ty - Fn, Hen espacio del orden de S := S +n+logd y tiempo del orden
de 7T := T+n+log d segiin la Observacién 44. Aplicamos la x = [log(deg(H)d" )]~

ésima iteracion del Operador de Newton a los polinomios Fi, ..., F, de acuerdo al

straight-line program definido en el Lema 37 y en la Observacién 38, obteniendo
Sl/d K

entonces los numeradores g% ’ ), o ,g,(fl/d”“) € Qe By,..., By, X1,..., X, yel

denominador A% € Q¥4 By, ... By, X1,. .., X,] tales que

1/d i 1/d .

NG g gle )

Fom A\ pE7hm 0 e
El operador de Newton—Hensel es aplicable a los polinomios F\l, ey F, segin se
demostré en la Observaciéon 38. En esta Observacion se prueba que los polinomios
1/d . ~ S1es K
f ’ ), ..,gﬁfl/d’”), REVNR) son — multiplos de g§ ),.
potencia de e/ y ¢\ g R € eV, By, ..., By, X1,...,X,] son los nu-
meradores y el denominador que se obtienen en la k—ésima iteracion del Operador

de Newton aplicado a los polinomios F,.. F En particular se tiene la igualdad
N = N en Q(By, ..., Bn,el/d,Xl, . ,Xn).

., g% b donde W es una

, . . / K . . ~
El calculo de los polinomios gfl K ), e g,(fl/d”‘), hE"5) ge realiza en espacio O(Sn)

y tiempo O((7n 4 n*) log(deg(H)d")) segiin se establece en la Observacién 38.

Recordamos que la forma lineal U € @By, ..., B,] y los polinomios v1(T), . .., v,(T)
€ Q[T] correspondientes a la solucién geométrica de V' verifican que v;(U) = B;
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en A’ para todo 1 < j < n. Especializando las variables X;,..., X, en 0,...,0y
las variables By, ..., B, en los polinomios v1(7T),...,v,(T) se tienen los siguientes
polinomios de @Q[/9][T):

(k)

e g;(T) =g, (eV4, v (T),...,v,(T),0,...,0) para 1 < j < n,
o W(T) := hE""R) (& v (T),...,vu(T),0,...,0).

Para 1 < i < s, consideramos en @Q(¢'/%)[T] la funcién racional

(r gn(T)

(@) (D))

moédulo el polinomio ¢;(T"). Recordamos que ¢(T') = [I;_; ¢;(T) es el polinomio
minimal de la forma lineal U en el dlgebra A’. Para evitar divisiones por polinomios
en el calculo de f(7T'), computamos la descomposicién homogénea de H,

F(T) = HEY vy (T), ..., 0u(T), ill

deg(H)
H(EY By, By, Xy, X)) = Y. Hy(€Y By, ..., By, X1, ..., X))
k=0
considerando a H un polinomio en las variables Xi,..., X, con coeficientes en el
anillo Q"% By, ..., B,]. Esta descomposicién se calcula mediante el procedimiento

descrito en la demostracién del Lema 5 usando espacio O(S deg(H)) y tiempo
O(7 deg(H)log deg(H)loglogdeg(H)). Considerando en ®Q(c'/%)[T] las siguientes
identidades:

9(T) gn(T)

F(T) = H(EY (T, ..., v, (1), WD) AT )
deg(H)

_ Ho (o (1), o), L) (D)
k; (e (T) (T) %) h(T))
W) (V4 0 (T), ..., oa(T), g1 (T), . ..., gu(T))

=2 W)

) Hy (19 0y (T), ..., 0a(T), g1(T), . . ., gu(T)) ((T) ) stk

conclufmos que el numerador y el denominador de la funcién racional f(7T') se cal-
culan en espacio O(S(n + deg(H))) y tiempo O((7ndeg(H) + n*)log(deg(H)d"))
realizando divisiones por elementos no nulos de @.

Es necesaria la siguiente afirmacién técnica.
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Afirmacién: Los polinomios h(T) y q(T) = [15_, ¢:(T) son coprimos en @Q(/4)[T].

Recordamos que en la Subseccién 5.1 se probé que el polinomio ¢(7T') € Q[T] se
factoriza []7_, (T — U({Y))) donde €9 € A™ son n-uplas de raices d-ésimas de
a1, ..., 0y, es decir que {€U) 1 1 < j < d"} es la variedad V’. Por lo tanto basta ver
que el polinomio h(7T) no se anula en U(£Y)) para ningtin 1 < j < d". Recordamos
que v;(U) = B; en A’ para todo 1 < i < n implica las igualdades v;(U(£9))) = ¢
para todo 1 <4 <n,1 < j <d". Fijamos 1 < j < d" y evaluamos h(T) en U(£Y)):

R(U(ED)) = B (Y o (U(EDY), ... 0, (U(ED)),0,...,0) =

— RER M D el 0, 0). (21)
Recordamos que el polinomio hE"5) e el denominador que se obtiene en la k-
ésima iteracion del Operador de Newton aplicado a los polinomios ﬁ, ey ]?n, y es
w-multiplo del polinomio A*) donde @ es una potencia de /¢ y
QNS Qe By,...,Bn, X1,. .., X,] es el denominador que se obtiene en la r-ésima
iteraciéon del Operador de Newton aplicado a los polinomios Fi, ..., F,. Ahora bien,
el polinomio h*™, evaluando las indeterminadas X;,..., X, en0,...,0, es inversible

en R = Q[By,...,B,]/(B — ay,..., B — a,)[|g"4]] (ver Lema 37), por lo tanto
existe hg € A’ = Q[By, ..., B,]/(B{ — ay,..., B¢ — a,) inversible tal que

n

RS (Y By, ... B,,0,...,0) = hg médulo e/ en R. (22)

Dado que hg es inversible en A’, se sigue que ho(£9)) # 0 y por lo tanto
hF) (g1 €G) 0,...,0) # 0. Retomando la ecuacién (21) se sigue que

WU (ED)) = @ht? (Y, ¢9,0,...,0) #£0
para 1 < 7 < d" que es lo que se queria probar.
Dado entonces que h(T) y q(T) = IIi_; ¢:(T) son coprimos en Q(¢'/4)[T] se puede
aplicar, para cada 1 < i < s, el procedimiento descrito en el comienzo de la de-

mostracién del Lema 1 para calcular polinomios f;(T) € Qe'/4|[T] de grado en T a
lo sumo D; — 1 y elementos a; € Qe'/?] satisfaciendo en Q[e/4][T] la condicién

(W(T))%sH) £(T) = a;G(T) médulo ¢;(T)

G = Y H(Yo(T),. ., 0(T), (T, ..., go(T)).(R(T))deeD=k,

1<k<deg(H)
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Entonces tenemos en @(e'/4)[T7] la relacién de congruencia f;(T) = a;f(T) médulo
¢(T) para 1 <i < s.

Evaluando la indeterminada 7" en M;, la matriz compafera de ¢;(T"), se tiene para
cadal <i<s:

fl(Ml) = aif(Mi>
= OéiH(€,M1,i)7 cee aMn,i)) = OéiMH,z‘

donde las matrices N;;) se definfan en (18) y la matriz My, es por definicién
la matriz H(e, Nuy),...,Nwy). Para cada 1 < i < s, los polinomios f;(T) y a;

pueden ser calculados por un straight-line program en espacio O(S(D;)(n+deg(H)))
y tiempo O((7 deg(H) + n*)(D?)log? d" loglog d™).

Usando un procedimiento similar al de la demostracion del Lema 2 podemos cal-
cular, para cada 1 < i < s, oziD ‘- multiplos de los coeficientes del polinomio carac-
teristico x;(T') := Xy, (T) de My, en espacio O(S(D;)(n + deg(H))) y tiempo
O((T deg(H) 4+ n*)(D?)log? d" loglog d*). Supongamos entonces que tenemos com-
putados para todo 1 < ¢ < s los coeficientes del polinomio af) XM H,i(T).

Dado que la matriz My es semejante a la matriz por bloques formados por las s ma-
trices My ;, el polinomio caracteristico x(7") de My es el producto de los polinomios
caracteristicos Xy, (1), ..., Xmy, (T). Puesto que estamos interesados en com-
putar el polinomio minimal myg de My y dado que la matriz Mg es diagonalizable,
es suficiente entonces eliminar del polinomio caracteristico x(T") = [T7_; Xy, (T)
los factores multiples para obtener el polinomio minimal my de Mpy. Para ello
primero queremos calcular para todo 1 < i < s el numerador moénico de la represen-
tacion irreducible de la funcién racional agf"f(T’ = X0

B o tx(T) X (T)
el polinomio minimal my,; = Zze:go(mH ) (k) de Mg ;. El polinomio minimal my de
My es el minimo comin multiplo de los polinomios mpg1,. .., Mus.

Este numerador monico es

D;,

Para cada 1 < ¢ < s queremos aplicar el Lema 7 a la funcion racional aiDing;
& X

putar elementos v; € @'/ y v-miiltiplos de los coeficientes Q0,3)s - -+ » Udeg(imp 5),i)

del polinomio minimal mpg; tal que ~;a(,), ... s Vil deg(imgy ;)i Seal elementos de

y com-

Q[gl/ 4. Para poder aplicar el Lema 7 es necesario conocer el grado en T del nu-
alin(T)
a; x(T)]
Este grado se averigua evaluando £'/¢ en un elemento y € @ genérico y calculando
el maximo comtn divisor de los polinomios o (y)xi(y, T), o’ (y)x;(y, T) € Q[T].
Siendo y un punto genérico, el grado de este maximo comun divisor coincide con el
grado en T del méximo comtn divisor de o x;(T), i x;(T) en Q(eV4)[T]. La

merador de la representacion irreducible de
d

es decir el grado en T' de mpy;.
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complejidad del calculo del maximo comun divisor de dos polinomios en @ [T]
(de grado acotado por D;) es del orden de O(D;log D;loglog D;) en espacio y
O(D?1og D; loglog D;) en tiempo (ver [BP94]). Conociendo el grado del maximo
comtin divisor, y conociendo el grado (en T') de aix;(T) se conoce el grado (en

Di .
T) de my,;. Aplicar el Lema 7 a la funcién racional aiDing;

& X
O(S(n+deg(H))(D;)) y tiempo O((7 deg(H)+n*)(D?)log? d" loglog d"), para cada
1<y <s.

se hace con espacio

El straight-line program (; definido hasta el momento computa los polinomios
Y1, -5 7s € Qe y los polinomios vim 1, . . ., Ysmms € Q'/? T] y tiene comple-
jidad O(S(n 4 deg(H)) (X5, D;)) en espacio y

O((T deg(H)+n*) (23, D?)log® d" loglog d") en tiempo. Debemos calcular el mini-
mo comun multiplo de mg 1, ..., mus ¥y es lo que haremos a continuacién. Para ello,
vamos a eliminar los factores repetidos de estos polinomios utilizando el siguiente
procedimiento: dados dos polinomios separables u; y us € Q[gl/ 4 T, y supongamos
por simplicidad que deg,u; > deg; us, calculamos un polinomio v € @Y/ y el
~—multiplo del numerador irreducible n; de la fraccién Z—; utilizando el straight—line
program dado por el Lema 7. Los polinomios n; y us son separables y coprimos
entre si y su producto es el minimo comin multiplo de los polinomios u; y us en

Qe [T].

Este procedimiento utiliza dos straight—line programs , uno calcula el grado en la
variable T' del polinomio n; y otro es el dado por el Lema 7.

El straight-line program aplica este procedimiento, tomando de a dos a los poli-
nomios mg1,. .., Mus, €s decir que se repite s(s — 1) veces el procedimiento; esto
explica el factor s% en la complejidad en tiempo del straight-line program .

Vamos a definir el straight—line program esbozado; para ello, supongamos que para
algin 1 < iy < s fijo vale la siguiente condicion:

e Los polinomios M1, ..., M, son coprimos en Q[e'/4][T].
Definamos el conjunto S;, := {mpu1,...,mu, . Bajo la suposicién anterior, este
conjunto estd formado por polinomios ménicos en T y coprimos en ®[eY/4][T] y
decimos que esta en las condiciones iniciales.
Més generalmente, decimos que un conjunto S = {us,...,ux} C Q[e"/9][T] estd en

las condiciones iniciales si valen las siguientes condiciones:

e Los polinomios uy, ..., u; son ménicos en Ty coprimos en Q[e'/9][T].
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e El polinomio Hle u; es el minimo comun multiplo de los polinomios

mygi1,--.,MHE

Notar que el conjunto Sy, formado por un unico elemento, my 1, estd en las condi-
ctones iniciales.

Volviendo al conjunto S;, definido anteriormente y bajo la suposicién que el mismo
esta en las condiciones iniciales, nuestro primer paso es obtener un straight—line
program que compute polinomios u, ..., u; 1 coprimos en Q[/?][T] tales que el
producto de ellos sea el minimo comin multiplo de los polinomios Mg 1, . .., Maig+1-

Paso I: Computar el minimo comiin miiltiplo de dos polinomios de @¢!/?)[T].

Para calcular el minimo comin multiplo entre mpg 1 y Mg ,+1 vamos a calcular un

1L L. . ., 0+ LTV
miultiplo del numerador de la representacién irreducible de la fraccién W
H,1

Nl degr(mp1) > degp(Mpig+1) ), utilizando el

Yig+1MH,ig+1
straight-line program dado por el Lema 7. Como sabemos, es necesario conocer el

grado en 1" de los polinomios mp1, M ,+1 ¥ de su maximo comun divisor. Para
ello, evaluamos €/ en un y € @ genérico y calculamos el maximo comun divisor
entre v (Y)Mmu1(y) v Yip+1(y)Mmio+1(y). El cdlculo de la representacion densa de
los polinomios 1 (y)mm1(Y) ¥ Vie+1(Y)Mmio+1(y) y €l cdlculo de su maximo comun
divisor se realiza con complejidades inferiores a las del Lema 7

(6 bien de la fraccién

Si degp (M ig+1) > degp(mp,) entonces aplicamos el straight-line program dado

’Yi0+17le,i0+1 (
Y1MH 1

degy (M i,+1) aplicamos el straight-line program dado por el Lema 7 al cociente

por el Lema 7 al cociente de polinomios si en cambio degp(mpy,) <

’YlTH,l
Yig+1MVH ig+1
nomio 7" € Q[¢'/?] y un y™M- miiltiplo del numerador ménico de la representa-
cién irreducible de esta fraccion en @[e'/?][T], es decir que obtenemos polinomios

7 e Qe9, u € Q[e9[T] que verifican:

de polinomios y se continia de manera analoga) obteniendo un poli-

e El polinomio % pertenece a Qe'/?][T] y es ménico.

e

® Y7 Y Mp,1 SO COprimos en Qe [T).

. W R . L N _
e El polinomio % es igual al polinomio My ;g+1/MCD (M io+1;Mm1)-

Recordando que suponemos Dy < ... < Dy, entonces utilizar el straight-line pro-

gram dado por el Lema 7 representa un costo adicional de O(S(n+deg(H))+ Dj;11)
en espacio y O((T deg(H) +n*)(D2 ) log” d"loglog d") en tiempo.
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Luego de estos computos, tenemos un straight-line program que computa polinomios

Y155 Yigo 7(1)7 Yio+25 -5 Vs S Q[gl/dL y pOhnomiOS
71mH,1, cee ﬁz‘omH,im Uu)? %‘o+2mH,z'o+2, . ;%mH,s € Q[El/da T] tales que

e Los polinomios My 1, ..., Mg, son coprimos en QeY/4|[T].

. L~ (1) . 1)
e Los polinomios mpy, y Sy son coprimos en Q[T y Smma es el mnimo

comun multiplo de los polinomios mg 1 y M ig+1-
Fin Paso 1

Entonces repetimos el Paso I, esta vez con los polinomios 72,7 € @[] y

M2, uV) € Q[e'/? T]. Para evitar complicar la notacién supongamos nuevamente
que degy (o) > degy(ut)). Se obtiene entonces un nuevo v? € Q[/9] y un
nuevo u® € Q[ 1/d ,T] que verifica que es coprimo con los polinomios Mg 1, M2
y el producto “(2) My 1.mpe es el minimo comun multiplo de my 1, My 2, Mpio+1

(igual que antes, si degy(Mmpy2) < degy(ull), al aplicar el Paso I el polinomio modi-
ficado resulta ser my2). Resumiendo, partiendo del conjunto S;, en las condiciones
iniciales, se repite ig veces el Paso I y se obtiene un straight—line program que com-

. . ~ ~ 1 d . .
puta polinomios 71, . . ., Fig+1, Vigr2; - - - » Vs € Qe'/?], y polinomios
~ ~ 1/d
Uy Ui 1, Vigr2 M H ig 25 - - - > VsTs € QeY4, T tales que
e Las funciones racionales %1, . 7’0“ son polinomios en Qe'/?][T], ménicos en
1 ig+1

la variable T'.

w1 Uig+1

S0y 5 son coprimos en Q[eY/9[T).

e El polinomio [T % es el minimo comuin multiplo de los polinomios
3

M1, - Mg+ en Q[T

u10+1

Definimos el conjunto S; 41 := S;, U { } Este conjunto verifica las condiciones

iniciales y repetimos entonces el Paso I ahora con el conjunto S;, 1.

Debemos establecer la complejidad del ciclo ¢p—ésimo que a partir del conjunto S;,
en las condiciones iniciales obtiene un conjunto S; 41 en las condiciones iniciales.
Para ello vemos que computamos i veces el Paso I cuya complejidad asintética es la
del Lema 7. Dado que aplicamos este Lema a polinomios de grado en 1" acotado por
D;y41 y recordando que el input del ciclo era un straight-line program f3; de espacio
O(S(n+deg(H)) (33, Di)) y tiempo O((T deg(H)+n*)(Si_, D7) log® d" loglog d"),
concluimos que la complejidad del straight-line program definido por el ciclo ig—
ésimo es O(S(n + deg(H))(32_, D;)) en espacio y
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O((T deg(H) + n*)(Xio4! D2 011 + 35, D?)log? d" loglog d") =
O((T deg(H) +n*)((io + 1)D? .1 + 2, D?)log® d"loglog d™) en tiempo.

Ahora bien, originalmente sabemos que el conjunto S; = {mpy} se encuentra en lo
que definimos como las condiciones iniciales. Iterando s — 1 veces el ciclo anterior
a partir de 3; y S; obtenemos finalmente un straight-line program 3 que computa
polinomios 71, ..., 7, € Qe uy, ..., u, € Qe'/9[T] tales que:

e Las funciones racionales %—i, o %— pertenecen a @[¢'/?|[T] y son polinomios
S

monicos en 7.

e El producto [}, EZ es el minimo comun multiplo de los polinomios

MEA, -, M, €S de01r es igual al polinomio minimal my de My.

La complejidad del straight—line program s es la siguiente: ya estimamos la com-
pejidad del ciclo ip— ésimo, para obtener a (3, iteramos s — 1 veces el ciclo an-
terior, por lo tanto la complejidad es O(S(n + deg(H))(X5, D;)) en espacio y
O((T deg(H) +n*)((s — 1)D? + (s —2)D? | + ... + D?)log* d" loglog d") <

< O((T deg(H) + n*)(s*D?)log® d" log log d") en tiempo.

Tomando en cuenta la relaciéon de congruencia

my =my =[] % médulo ()
i=1 Vi

deg(H)d"

en Q[T (ver 43) y del hecho que deg(mp) < deg(H)d" (ver 28) deducimos que
se obtiene el polinomio my a partir del calculo, para cada 1 < k < D,, para cada
1 < i < s, de la expansién en series de potencias (en £'/%) hasta grado deg(H )d"

del k—ésimo coeficiente a(; del polinomio :l Dado que para cada 1 < 17 < s

los polinomios v;ay, - - -, Yi(p,), Vi € Qle /4] fueron calculados por un straight-
line program sin divisiones, podemos computar los polinomios a(), .. ., a(p,, uti-
lizando el Lema 5. Esto se realiza en espacio O(S deg(H)(n + deg(H))(D? + ... +
D?)) y tiempo O((Tndeg(H) + n?) deg(H)(D3 .+ D?)log® d" log®log d™). Por
ultimo se calcula el producto []7_, Zf, que no cambla la complejidad asintética fi-
nal. La compejidad final entonces es O(S deg(H)( + deg(H))(D2 .+ D?)) en
espacio y O((T deg(H) + n*) max(33_, D333, (s — 1 — i) D?) log? d” log logd") <
O((T deg(H) + n*) max(sD?; s> D?) log d" log log d™) en tiempo.

Si el polinomio ¢ € QT correspondiente a la solucién geométrica de V' es irreducible
en Q[T], el algoritmo anterior tiene las complejidades del algoritmo de [HMW99,
Theorem 11]. Eso es lo que dice la siguiente Observacion:
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Observacion 46 Si el polinomio q € Q[T correspondiente a la solucion geométrica
de V' es irreducible en Q[T (es decir s = 1), existe un straight-line program
que computa los coeficientes del polinomio minimal my € Q[e][T] que satisface la
condicion my (e, H) € (Fy,..., F,) utilizando espacio O((S + n+ logd) deg(H)(n +
deg(H))(d*)) y tiempo O(((T + n + log d) deg(H) + n*)d>" log* d" log log d™).

Demostracion— Bajo estas hipdtesis, el straight—line program [3; definido en el
Teorema anterior computa un polinomio v € Q[sl/ d] y un polinomio ymyg € Q[El/ d T
y tiene complejidad O((S + n + logd)(n + deg(H))(d")) en espacio y

O(((T 4+ n +logd) deg(H) + n*)(d*>") log? d" loglog d™) en tiempo.

Tomando en cuenta la relacién de congruencia

my = my médulo (g)desH)d"

en Qe'/?[T] (ver 43) y del hecho que deg(mp) < deg(H)d" (ver 28) deducimos que
se obtiene el polinomio my a partir del cdlculo, para cada 1 < k < deg(my), de
la expansion en series de potencias hasta grado deg(H)d"™ del k—ésimo coeficiente

axy del polinomio WTH Para ello utilizando el Lema 5. Esto se realiza en espacio
O((S+n-+logd)deg(H)(n+deg(H))((d")?)) y tiempo O(((7 +n+logd)n deg(H)+
n*) deg(H)((d")?)log® d*log? log d™).

References

[Abd97] J. Abdeljaoued. Algorithmes rapides pour le Calcul du Polynome Car-
actéristique. PhD thesis, Université de Franche Compte, Besancon,
France, 1997.

[ABRW96] M. E. Alonso, E. Becker, M.-F. Roy, and T. Wormann. Zeroes, mul-
tiplicities and idempotents for zerodimensional systems. In Algorithms
in Algebraic Geometry and Applications. Proceedings of MEGA 94, vol-
ume 142 of Progress in Mathematics, pages 1-15. Birkhauser, 1996.

[AHU76]  A.V. Aho, J.E. Hopcroft, and J.D. Ullman. The design and analysis of
computer algorithms. Addison—Wesley, Reading, Massachusetts, 1976.

[AMG69] M.F. Atiyah and I.G. Macdonald. Introduccion al Algebra Conmutativa.
Editorial Reverté, S.A., 1969.

63



[Amo96]

[ASSS]

[BCA97]

[BCW82]

[BDG8S]

[BGHM97]

[BM72]

[Bor93]

[BP94]

[Bro&7]

[BSSS]

[BS98]

F. Amoroso. On a conjeture by c. bernstein and a. yger. In L. Gonzalez-
Vega and T. Recio, editors, Algorithms in Algebraic Geometry and Apli-
cations, volume 143 of Progress in Mathematics, pages 17-28. Elsevier
Science Publishers, 1996.

W. Auzinger and H.J. Stetter. An elimination algorithm for the com-
putation of all zeros of a system of multivariate polynomial equations.
International Series of Numerical Mathematics, 80:11-30, 1988.

P. Biirgisser, M. Clausen, and M. Amin Shokrollahi. Algebraic Com-
plexity Theory, volume 315 of Grundlehren der mathematischen Wis-
senschaften. Springer, 1997.

H. Bass, E. Conelle, and T. Wright. The jacobian conjeture: Reduction
of degree and formal expansion of the inverse. Bull. AMS, 7(1), 1982.

J. L. Balcazar, J. Diaz, and J. Gabarrd. Structural complexity I, vol-
ume 11 of FATCS. Springer, 1988.

B. Bank, M. Giusti, J. Heintz, and G. Mbakop. Polar varieties and
efficient real equation solving: The hypersurface case. J. of Complexity,

13(1):5-27, 1997.

A. Borodin and J. Munro. The Computational Complezity of Algebraic
and Numeric Problems. Elsevier, 1972.

A. Borodin. Time space tradeoffs (getting closer to the barrier 7). In Al-
gorithms and Computation. Proceedings 4. ISSAC, volume 762 of LNCS,
pages 209-220. Springer, 1993.

D. Bini and V. Pan. Polynomial and matriz computations. Progress in
theoretical computer science. Birkhauser Boston-Basel-Berlin, 1994.

D. W. Brownawell. Bounds for the degree in the nullstellensatz. Annals
of Math., 126:577-591, 1987.

D. Bayer and M. Stillman. On the complexity of computing syzygies.
Journal of Symbolic Computation, 6:135—-147, 1988.

E. Bach and J. Shallit. Algorithmic Number Theory, volume I of Foun-
dations of Computing. MIT Press, Cambridge, Massachusetts, London,
England, 1998.

64



[Buc85]

[BY91a|

[BY91D]

[Caf99)
[Can88]

[CC83]

[CGGI1]

(CGHSS]

(CGHSY)

[CGH*99]

[CLO92]

[Col67]

B. Buchberger. Grobner bases: An algoritmic method in polynomial
ideal theory. In N. K. Bose et al, editor, Multidimensional System
Theory, pages 374—383. Reidel, Dordrecht, 1985.

C. Berenstein and A. Yger. Effective Bézout identities in Q[ X7, ..., X,].
Acta. Math., 166:69-120, 1991.

C. Berenstein and A. Yger. Une formule de jacobi et ses conséquences.
Ann. Sci. E.N.S., 24(4):363-377, 1991.

A.A. Cafure. Eliminacion geométrica sobre cuerpos finitos, 1999.

J. Canny. Some algebraic and geometric problems in PSPACE. In
Proceedings 20. ACM STOC, pages 460—-467, 1988.

A. L. Chistov and D. Y. Grigoriev. Subexponential time solving sys-
tems of algebraic equations. LOMI preprint E-9-83, E-10-83, Steklov
Institute, Leningrad, 1983.

L. Caniglia, J. A. Guccione, and J. J. Guccione. Local membership
problems for polynomial ideals. In T. Mora and C. Traverso, editors, Ef-
fective Methods in Algebraic Geometry, volume 94 of Progress in Math-
ematics, pages 31-45. Birkhauser, 1991.

L. Caniglia, A. Galligo, and J. Heintz. Borne simple exponentielle pour
les degrés dans le théoreme des zéros sur un corps de charactéristique
quelconque. C. R. Acad. Sci. Paris, 307:255-258, 1988.

L. Caniglia, A. Galligo, and J. Heintz. Some new effectivity bounds
in computational geometry. In T. Mora et al, editor, Applied Alge-
bra, Algebraic Algorithms and Error Correcting Codes. Proceedings of
AAECC-6, volume 357 of LNCS, pages 131-152. Springer, 1989.

D. Castro, M. Giusti, J. Heintz, G. Matera, and L.M. Pardo. Data
structures and smooth interpolation procedures in elimination theory.
Manuscrito de 49 hojas, 1999.

D. Cox, J. Little, and D. O’Shea. Ideals, Varieties, and Algorithms:
an introduction to computational algebraic geometry and commutative

algebra. Undergraduate Texts in Mathematics. Springer Verlag, Berlin,
1992.

G.E. Collins. Subresultants and reduced polynomial sequences. Journal
of the Association for Computing Machinery, 14:128-142, 1967.

65



[Dav96]

[Dav9s]

[DFGS91]

[DHSS]

[Eis95]

[FF63]

[FGI0]

[FGM90a]

[FGMOOb)]

[FGS95)

[Ful84]

(GH93]

J. H. Davenport. Prooving and certifying polynomial irreducibility.
Submitted to Math. Comp., 1996.

J. H. Davenport. Galois group and the simplification of polynomials.
Journal, pages 1-17, 1998.

A. Dickenstein, N. Fitchas, M. Giusti, and C. Sessa. The membership
problem for unmixed polynomial ideals is solvable in single exponential
time. Discrete Applied Mathematics, 33:73-94, 1991.

J. H. Davenport and J. Heintz. Real quantifier elimination is doubly
exponential. Journal of Symbolic Computation, 5:29-35, 1988.

D. Eisenbud. Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Ge-
ometry. GTM 150. Springer, 1995.

D.K. Faddeev and V.N. Faddeeva. Computational methods of linear
algebra. W.H. Freeman, San Francisco, 1963.

Noai Fitchas and A. Galligo. Nullstellensatz effectif et conjecture de
serre (théoreme de quillen-suslin) pour le calcul formel. Math. Nachr.,
149:231-253, 1990.

N. Fitchas, A. Galligo, and J. Morgenstern. Algorithmes rapides
en sequentiel et en parallele pour I'élimination des quantificateurs en
Géométrie élementaire. Seminaire sur les structures algebraiques or-
donnees, pages 103-145, 1990.

N. Fitchas, A. Galligo, and J. Morgenstern. Precise sequential and
parallel complexity bounds for quantifier elemination over algebraically
closed fields. Journal of Pure and Applied Algebra, 67:1-14, 1990.

N. Fitchas, M. Giusti, and F. Smietanski. Sur la complexité du théoreme
des zéros. In J. Guddat et al, editor, Approzimation and Optimization in
the Caribbean 11, Proceedings 2nd Int. Conf. on Non-Linear Optimiza-
tion and Approzimation, volume 8 of Approximation and Optimization,
pages 247-329. Peter Lange Verlag, Frankfurt am Main, 1995.

W. Fulton. Intersection Theory, volume 2 of Ergebnisse der Mathematik.
Springer, 1984.

M. Giusti and J. Heintz. La détermination des points isolés et de la di-
mension d’'une variété algébrique peut se faire en temps polynomial. In

66



[GHH*97]

[GHM+98]

[GHMPY5]

(GHSO3]

(GIT9)

(GLS99]

[Har77]

[Hei83]

[HKP+98]

[HMPS97]

D. Eisenbud and L. Robbiano, editors, Computational Algebraic Geome-
try and Commutative Algebra, volume XXXIV of Symposia Matematica,
pages 216-256. Cambridge University Press, 1993.

M. Giusti, K. Hagele, J. Heintz, J. E. Morais, J. L. Montana, and L. M.
Pardo. Lower bounds for diophantine approximation. In Proceedings of
MEGA’96, volume 117,118, pages 277-317. Journal of Pure and Applied
Algebra, 1997.

M. Giusti, J. Heintz, J. E. Morais, J. Morgenstern, and L. M. Pardo.
Straight-line programs in geometric elimination theory. J. of Pure and
App. Algebra, pages 1-46, 1998.

M. Giusti, J. Heintz, J. E. Morais, and L. M. Pardo. When polyno-
mial equation systems can be solved fast 7 In G. Cohen, H. Giusti,
and T. Mora, editors, Applied Algebra, Algebraic Algorithms and Error
Correcting Codes, Proceedings AAECC-11, volume 948 of LNCS, pages
205-231. Springer, 1995.

M. Giusti, J. Heintz, and J. Sabia. On the efficiency of effective null-
stellensatze. Computational Complezity, 3:56-95, 1993.

M. Garey and D. Johnson. Computers and Intractability: A Guide to
the Theory of NP-Completeness. Freeman, San Francisco, 1979.

M. Giusti, G. Leceref, and B. Salvy. A new algorithm to solve poly-
nomial equations implemented en magma system. Manuscrito Ecole
Polytechnique, 1999.

Robin Hartshorne. Algebraic Geometry, volume 52 of Graduate Texts
in Mathematics. Springer, 1977.

J. Heintz. Definability and fast quantifier elimination in algebraically
closed fields. Theor. Comput. Sci., 24(3):239-277, 1983.

J. Heintz, T. Krick, S. Puddu, J. Sabia, and A. Waissbein. Deformation
techniques for efficient polynomial equation solving. In T. Lickteig,
M. Shub, F. Cucker, M.—F. Roy editors, Journal of Complexity (special
issue “Complexity and Continuous Algorithms”), 2000.

K. Hagele, J. E. Morais, L. M. Pardo, and M. Sombra. On the in-
trinsic complexity of the arithmetic nullstellensatz. In Proceedings of
TERA’97, Cordoba, Argentina, September 1997.

67



[HMPS98]

[HMPWOS]

[HMW99]

[HSS0]

[HS80]

[HS82]

[HW75]

[IM83]

[IMRS81]

[IveT3]

[Ja’83]

[Kal86]

K. Hégele, J. E. Morais, L. M. Pardo, and M. Sombra. On the intrin-
sic complexity of the arithmetic nullstellensatz. Preprint 4/99 Depto.
Matematicas, Universidad de Cantabria, Santander, Spain, april 1998.

J. Heintz, G. Matera, L. M. Pardo, and R. Wachenchauzer. About the
intrinsic complexity of elimination. WAIT’97, Buenos Aires, Argentina,
1998.

J. Heintz, G. Matera, and A. Waissbein. On the time-space complexity
of geometric elimination procedures. Manuscript 61 pages, submitted

to AAECC Journal, 1999.

J. Heintz and M. Sieveking. Lower bounds for polynomials with alge-
braic coefficients. Theo. Comp. Sci., 11:321-330, 1980.

J. Heintz and C. P. Schnorr. Testing polynomials which are easy to com-
pute. In Proccedings of ACM 12th Symposium on Theory of Computing
, 262-272, 1980.

J. Heintz and C. P. Schnorr. Testing polynomials which are easy to
compute. In Logic and Algorithmic, volume 30 of Monographie de
I’Enseignement Mathématique, pages 237-254, 1982.

J. Heintz and R. Wiithrich. An efficient quantifier elimination algorithm
for algebraically closed fields of any characteristic. SIGSAM Bulletin,
9(4):11, 1975.

O. H. Ibarra and S. Moran. Equivalence of straight-line programs. Jour-
nal of the ACM, 30:217-228, 1983.

O. H. Ibarra, S. Moran, and L. E. Rosier. Probabilistic algorithms and
straight-line programs for some rank decision problems. Information
Processing Letters, 12(5):227-232, 1981.

B. Iversen. Generic local structure of the morphisms in Commutative
Algebra, volume 310 of LNM. Springer, 1973.

J. Ja’Ja’. Time-space tradeoffs for some algebraic problems. Journal
of the Association for Computing Machinery, 30(3):657-667, 1983.

E. Kaltofen. Uniform closure properties of P-computable functions. In
Proceedings of the 18th Ann. ACM Symposium on Theory of Computing
(Berkeley, CA), pages 330-337, New York, 1986. ACM, ACM Press.

68



[Kal94]

[Kolsg]

[KP96]

[Kro82]

[Kru2g|

(KSS97]

[Kun85)

[Laz81]

[LV93]

[Mat86]

[Mat97]

[Mis93]

E. Kaltofen. Asymptotically fast solution of toeplitz-like singular linear
systems. In J. von zur Gathen and M. Giesbrecht, editors, Proceed-
ings of the 1994 International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation, ISSAC’94 (Ozford, July 20-22 1994), ACM Press, pages
297-304, New York, 1994. ACM.

J. Kollar. Sharp effective nullstellensatz. J. of the AMS, 1:963-975,
1988.

T. Krick and L. M. Pardo. A computational method for diophantine
approximation. In L. Gonzélez-Vega and T. Recio, editors, Algorithms
in Algebraic Geometry and Applications. Proceedings of MEGA’94, vol-
ume 143 of Progress in Mathematics, pages 193-254. Birkhéauser Verlag,
1996.

L. Kronecker. Grundziige einer arithmetischen theorie de algebraischen
grossen. J. reine angew. Math., 92:1-122, 1882.

W. Krull. Primidealketten in allgemmeinen ringbereichen. S.-B. Hei-
delberg Akad. Wiss., 7, 1928.

T. Krick, J. Sabia, and P. Solerné. On intrinsic bounds in the nullstel-
lensatz. Applicable Algebra in Engineering Communications and Com-
puting (AAECC Journal), 8:125-134, 1997.

E. Kunz. Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry.
Birkhauser, 1985.

D. Lazard. Résolution des systemes d’équations algébriques. Theo.
Comp. Sci., 15:77-110, 1981.

D. Lazard and A. Valibouze. Computing subfields: reverse and primitive
element problem. In Proceedings MEGA ‘92, volume 109 of Progress in
Mathematics, pages 163-176. Bifhauser, Boston, 1993.

H. Matsumura. Commutative Ring Theory. Cambridge University
Press, 1986.

G. Matera. Sobre la complejidad en espacio y tiempo de la eliminacion
geométrica. PhD thesis, Universidad de Buenos Aires, Argentina, 1997.

B. Mishra. Algorithmic Algebra. Springer Verlag, New York, 1993.

69



IML78]

[MMS82]

IMMP96]

[Mor97]

IMP93]

[Mumss]

[Mus78|

[Ost54]

[Par95]

[Phi91]

[Phio4]

[Phi95)

[Rou96]

R. A. De Millo and R. J. Lipton. A probabilistic remark on algebraic
program testing. Inf. Proc. Letters, 7(4):193-195, 1978.

E. Mayr and A. Meyer. The complexity of the word problem for com-
mutative semigroups. Adv. in Math., 46:305-329, 1982.

J. L. Montana, J. E. Morais, and L. M. Pardo. Lower bounds for
arithmetic networks II: Sum of betti numbers. Applicable Algebra in
Engineering Communications and Computing, 7:41-51, 1996.

J. E. Morais. Resolucion eficaz de sistemas de ecuaciones polinomiales.
PhD thesis, Universidad de Cantabria, Santander, Spain, 1997.

J. L. Montana and Luis M. Pardo. Lower bounds for arithmetic net-
works. In AAECC-4, AAECC, pages 1-24. Springer, 1993.

David Mumford. The Red Book of Varieties and Schemes, volume 1358
of LNM. Springer, Berlin, 1 edition, 1988.

D. R. Musser. On the efficiency of a polynomial irreducibility test. J.
ACM, 25:271-282, 1978.

A. M. Ostrowski. On two problems in abstract algebra connected with
horner’s rule. In Studies in Math. and Mech. presented to Richard von
Mises, pages 40-48. Academic Press, 1954.

Luis M. Pardo. How lower and upper complexity bounds meet in elim-
ination theory. In G. Cohen, H. Giusti, and T. Mora, editors, Applied
Algebra, Algebraic Algorithms and Error Correcting Codes. Proceedings
of AAECC-11, volume 948 of LNCS. Springer, 1995.

P. Philippon. Sur des hauteurs alternatives, I. Math. Ann., 289:255-283,
1991.

P. Philippon. Sur des hauteurs alternatives, II. Ann. Inst. Fourier,
Grenoble, 44(2):1043-1065, 1994.

P. Philippon. Sur des hauteurs alternatives, III. J. Math. Pures Appl.,
74:345-365, 1995.

F. Rouillier. Algorithmes efficaces pour l’étude des zéros réels des
systemes polynomiauz. PhD thesis, Université de Rennes I, France,
1996.

70



[Sch&0)]

[Sen90]

[Sha84]

[SieT2]

[SL92]

[Som96]

S594]

5596]

[Str73]

[Str90]

[vdW54]

[Vog84]

[vzG86]

J. T. Schwartz. Fast probabilistic algorithms for verification of polyno-
mial identities. Journal of the ACM, 27(4):701-717, October 1980.

J.R. Sendra. Algoritmos simbdlicos de Hankel en dlgebra computacional.
PhD thesis, Universidad de Alcala de Henares, Madrid, Spain, 1990.

[.R. Shafarevich. Basic algebraic geometry. Graduate Texts in Mathe-
matics. Springer-Verlag, 1984.

M. Sieveking. Algorithm for division of power series. Computing,
10:153-156, 1972.

R. Sendra and J. Llovet. An extended polynomial ged algorithm using
hankel matrices. Journal of Symbolic Computation, 13:25-39, 1992.

M. Sombra. Bounds for the hilbert function of polynomial ideal and for
the degrees in the nullstellensatz. In Proceedings of MEGA’96. North-
Holland, 1996.

M. Shub and S. Smale. Complexity of Bézout’s theorem V: Polynomial
time. Theor. Comp. Sci., 133:141-164, 1994.

J. Sabia and P. Solern6. Bounds for traces in complete intersections
and degrees in the nullstellensatz. Applicable Algebra in Engineering
Communications and Computing (AAECC Journal), 6:353-376, 1996.

V. Strassen. Vermeidung von divisionen. Crelle J. Reine Angew. Math,,
264:182-202, 1973.

V. Strassen. Algebraic complexity theory. In Handbook of Theoretical
Computer Science, chapter 11, pages 634—671. Elsevier, 1990.

B.L. van der Waerden. Science Awakening. P. Noordhoff Ltd. — Gronin-
gen, Holland, 1954.

W. Vogel. Results on Bezout’s Theorem. Tata Institute of Fundamental
Research. Springer, 1984.

J. von zur Gathen. Parallel arithmetic computations: a survey. In
B. Rovan J. Gruska and J. Wiedermann, editors, Proceedings of the
12th Symposium on Mathematical Foundations of Computer Science,
volume 233 of LNCS, pages 93-112, Bratislava, Czechoslovakia, August
1986. Springer.

71



[vzG93]

[Wai99)

[Wal78|

(WB93]

[Weiss)]

[Yap91]

[Zar95)

[Zip79]

[Zip90]

Zip93)]

J. von zur Gathen. Parallel linear algebra. In John H. Reif, editor,
Synthesis of Parallel Algorithms. Morgan Kaufmann, 1993.

A. Waissbein. Eliminacion en la argentina. Master’s thesis, FCEyN,
Universidad de Buenos Aires, Argentina, 1999.

R.J. Walker. Algebraic curves. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New
York, 1978.

V. Weispfenning and T. Becker. Groebner bases: a computational ap-
proach to commutative algebra, volume 141 of Graduate Texts in Math-
ematics: readings in mathematics. Springer, 1993.

V. Weispfennig. The complexity of linear problems in fields. Journal of
Symbolic Computation, 5(5):3-27, 1988.

C.K. Yap. A new lower bound construction for commutative thues
systems with applications. Journal of Symbolic Computation, 12:1-27,
1991.

O. Zariski. Algebraic surfaces. Classics in Mathematics. Springer Verlag,
1995.

R. Zippel. Probabilistic algorithms for sparse polynomials. In Proceed-
ings EUROSAM’ 79, volume 72 of LNCS, pages 216-226, 1979.

R. Zippel. Interpolating polynomials from their values. J. Symbol.
Comput., 9:147-175, 1990.

R. Zippel. Effective Polynomial Computation. ECS 241. Kluwer Aca-
demic Publishers, 1993.

72



