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Resumen. En esta Tesis estudiamos algunas propiedades del Grafo Co-
primo de Z. Más precisamente centramos la atención en la existencia
de ciclos en dicho grafo. Para garantizar la existencia de ciclos en el
Grafo Coprimo de Z, bastará encontrar el máximo cardinal de A, sub-
conjunto de In, tal que no contenga ciclos. Aśı encontrando el máximo
subconjunto de In con la propiedad de no contener ciclos, garantizamos
la existencia de ciclos para subconjuntos A de In de cardinal mayor.
Estudiamos por separado le existencia de ciclos pares e impares y en
cada caso la existencia de un subconjunto A de In con la propiedad de
no contener tales ciclos. El problema central de esta tesis se desarrolla
en el caso de ciclos impares, donde demostramos que si A tiene más
de [n

2
] + [n

3
] − [n

6
] elementos queda garantizada la existencia de ciclos

impares de casi toda longitud.
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CAṔıTULO 1

Introducción

1. Paul Erdös

El resultado principal del que trata esta Tesis es original de Paul Erdös
y Gabor N. Sarkozy, [6]

En esta sección nos referiremos a Paul Erdös.
El siguiente texto está extráıdo principalmente de la wikipedia, para más

detalle ver http://es.wikipedia.org/wiki/Paul Erd %C5 %91s
Paul Erdös nació en Budapest, Hungŕıa el 26 de marzo de 1913 en el

seno de una familia jud́ıa (el nombre original de la familia era Engländer).
Sus padres, Anna y Lajos Erdös, tuvieron dos hijas, de edades comprendidas
entre tres y cinco años, que murieron de fiebre escarlata, apenas unos d́ıas
antes de Paul nacer. Naturalmente, esto tuvo el efecto de que Lajos y Anna
sean extremadamente protectores de Paul. A la edad de 3 años ya sab́ıa
sumar y para los 4 ya pod́ıa calcular cuantos segundos hab́ıa vivido una
persona. Al pequeño Paul le apasionaban las matemáticas tanto como a sus
padres, ambos matemáticos y profesores de dicha ciencia.

Paul tenia poco más de un año de edad cuando la Primera Guerra Mundi-
al estalló. Lajos, su padre, fue capturado por el ejército ruso, cuando atac-
aron a las tropas Austro-Húngaras. Pasó seis años en cautiverio en Siberia.
Mientras Lajos estuvo alejado de la familia, la madre de Paul, Anna traba-
jaba como docente durante el d́ıa. Anna, excesivamente protectora después
de la pérdida de sus dos hijas, mantuvo a Paul alejado de la escuela gran
parte de sus primeros años y se le proporcionó un tutor para enseñarle en
su casa.

Terminada la Primer Gran Guerra, Miklós Horthy, un nacionalista de
derecha, asumió el control del páıs. Su madre fue separada de su puesto
de directora de escuela y quedó con gran miedo por su vida y la de su
hijo, ya que los hombres de Horthy deambulaban por las calles matando
a los comunistas y Jud́ıos. En 1920 Horthy hab́ıa introducido contra los
jud́ıos leyes similares a las que Hitler introduciŕıa en Alemania trece años
más tarde. Ese mismo año, Lajos, su padre, regresó a casa después de su
cautiverio en Siberia.

El crecimiento de un Jud́ıo era cada vez más hostil en la época de en-
tre guerras. Erdös sab́ıa desde temprana edad que un d́ıa tendŕıa que salir
de Hungŕıa. A pesar de las restricciones a los jud́ıos de entrar en las uni-
versidades de Hungŕıa, a Erdös, como ganador de un examen nacional, se
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8 1. INTRODUCCIÓN

le permitió ingresar en 1930. Estudió para su doctorado en la Universidad
Pázmány Péter de Budapest.

Obtuvo su doctorado en 1934, a la edad de 21 años, y dejó Hungŕıa para
radicarse en Manchester, Inglaterra debido al recrudecimiento del fascismo
en su páıs de origen y aumentar el odio hacia los jud́ıos. Durante su estad́ıa
en Inglaterra, Erdös viajó mucho por el Reino Unido. Se reunió con Hardy
en Cambridge en 1934 y Stanislaw Ulam, también en Cambridge, en 1935.
Su amistad con Ulam fue importante para presentar a Erdös más tarde,
cuando se encontraba en los Estados Unidos.

En 1938 se trasladó a los Estados Unidos, donde habŕıa de pasar los
próximos diez años. Ese mismo año aceptó su primer puesto en la Universi-
dad de Princeton. Por esa época, comenzó a desarrollar el hábito de viajar de
un campus a otro, visitando matemáticos, costumbre que conservaŕıa hasta
su muerte.

A pesar de que queŕıa ver a su madre de nuevo, - su padre hab́ıa muerto
de un ataque al corazón y gran parte de su familia hab́ıa sido asesinada
en el Holocausto - no queŕıa regresar a Hungŕıa a causa de ”Joe”(Joseph
Stalin). En 1954, sin embargo, se le invitó a una conferencia de matemáticas
en Amsterdam. Como extranjero tendŕıa que solicitar un visado de regreso
a los Estados Unidos, por lo general una cuestión de rutina. Pero su extensa
correspondencia con matemáticos fuera de los Estados Unidos y, en especial,
con un matemático de la China comunista, planteó la sospecha de los fun-
cionarios de inmigración durante la época del Macarthismo. Fue miembro
del departamento de matemáticas de la Universidad de Notre Dame.

”Los funcionarios de inmigración me realizaron todo tipo de preguntas
tontas”, recordó Erdös. Le preguntaron acerca de Marx. Él sólo hab́ıa léıdo
el Manifiesto Comunista y respondió: ”Yo no soy competente para juzgar,
pero sin duda fue un gran hombre”. Como consecuencia su visado se le negó.
Obligado a elegir entre la seguridad de sus miembros la Universidad de Notre
Dame y la libertad de viajar, no dudó. Asistió a la conferencia y pasó la
mayor parte de la siguiente década en el Estado de Israel. Su solicitud de
una visa de visitante para asistir a conferencias en los Estados Unidos fueron
rechazadas reiteradamente. En 1958 el Departamento de Estado le otorgó un
”visado especial”para asistir a una conferencia en Colorado. Durante su
estancia un funcionario de inmigración le acompaño a todos lados. En 1962
escribió a sus amigos que, al parecer ”la poĺıtica exterior de EE.UU. insiste
en dos puntos: la no admisión de China Roja a la ONU y la no admisión de
Paul Erdös a los EE.UU.”

Las posesiones materiales no tuvieron importancia para Erdös; premios
y otras ganancias eran normalmente donadas para personas necesitadas o
como premios para problemas que él mismo propońıa. Pasó la mayor parte de
su vida como un vagabundo, viajando entre conferencias cient́ıficas y casas de
colegas matemáticos alrededor del mundo. T́ıpicamente llegaba a la puerta
de la casa donde era invitado y dećıa: mi cerebro esta abierto, permaneciendo
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lo suficiente para elaborar algún(os) art́ıculo(s) antes de volver a viajar. En
varias ocasiones, preguntaba a su anfitrión a quién debeŕıa hacer su siguiente
visita.

Él también teńıa su propio vocabulario: hablaba de El Libro, un libro
imaginario en el cual Dios teńıa escritos las pruebas más hermosas de los
teoremas matemáticos. En una conferencia de 1985 comentó: No tienes que
creer en Dios, pero debeŕıas creer en El Libro. Él mismo dudaba de la exis-
tencia de Dios, que llamaba El ”Supremo Fascista”(SF) al que acusaba de
guardar las pruebas más elegantes sin compartir. Cuando encontraba alguna
prueba matemática particularmente hermosa, exclamaba ¡Ésta es una para
El Libro!.

Durante varios años persiguió la idea de escribir tal Libro con esas de-
mostraciones que a él le hab́ıan gustado más. De hecho, estaba previsto que
ese libro se publicara en marzo de 1998, año en el que Erdös cumpliŕıa ochen-
ta y cinco años, pero su inesperada muerte en el verano de 1996 truncó su
magńıfico proyecto.

Las demostraciones bonitas , a las que se refeŕıa Erdös, eran aquellas
pruebas que cumpĺıan tres caracteŕısticas: que fueran elegantes, fáciles de
entender y notoriamente dif́ıciles de resolver.

Los autores de: ”El libro de las Demostraciones”, son los profesores ale-
manes Martin Aigner y Günter M.Ziegler pertenecientes a las Universidades
de Freie Universität Berlin y Technische Universität Berlin, respectivamente
y, especialistas en matemática discreta. Ellos han tenido la osad́ıa de recoger
el reto de Erdös y desarrollarlo; además, han incluido muchos de los resul-
tados que el mismo Erdös habŕıa propuesto.

Murió ”en acción” de un ataque al corazón el 20 de septiembre de 1996,
a la edad de 83, mientras asist́ıa a una conferencia en Varsovia, Polonia.
Nunca se casó ni dejó descendencia.

Erdös fue uno de los matemáticos más proĺıficos de todos los tiem-
pos. Escribió aproximadamente 1,500 art́ıculos en el transcurso de su vida,
colaborando con alrededor de 500 co-autores. Él créıa firmemente en las
matemáticas como una actividad social.

Paul Erdös soĺıa decir: ”¿Por qué son bonitos los números? Es como
preguntar por qué la Novena Sinfońıa de Beethoven es bonita. Si no ves por
qué, nadie podrá dećırtelo. Yo sé que los números son bonitos. Si no son
bonitos, nada lo es.”

Debido a sus numerosos aportes, colaboradores y amigos inventaron el
número de Erdös como un homenaje con tintes de humor matemático: Erdös
tiene asignado el número 0, todas aquellos que colaboraron en algún art́ıculo
con él tienen el 1, alguien que haya colaborado con alguno de sus colabo-
radores tiene el 2, y aśı sucesivamente.... Sencillas estimaciones comprueban
que el 90 % de los matemáticos activos tienen un número de Erdös menor
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que 8 (parece sorprendente si uno no conoce la teoŕıa de Seis grados de
separación).

2. Introducción y definiciones

Consideremos el anillo de los números enteros Z. En él, definimos el sigu-
iente grafo: tomamos como vértices a los mismos elementos de Z y diremos
que dos vértices a, b ∈ Z están conectados por una rama si y sólo si (a, b) = 1
donde (a, b) denota el máximo común divisor entre a y b. A tal grafo se lo
llama el grafo coprimo de Z y lo notaremos por G.

Llamaremos In = {1, . . . , n}. Si A ⊂ In, el grafo coprimo de A es el grafo
inducido por el grafo coprimo de Z en A y lo notaremos por G(A).

Es el propósito de esta Tesis estudiar algunas propiedades del grafo G.
Recientemente ha recibido mucha atención el estudio de varios grafos

de enteros (ver [8]). El grafo más popular parece ser el grafo coprimo, pero
hay muchos problemas atractivos y resultados sobre el grado de los divisores
(ver, por ejemplo, [4, 5, 10, 11]).

Se han estudiado varios subgrafos del grafo coprimo. Tal vez el primer
problema de este tipo fue formulado en 1962 por P. Erdös, [3]: Dado k ∈ Z,
¿Cuál es el conjunto A de mayor cardinal contenido en In tal que no contenga
ningún subgrafo completo de k vértices. Se puede encontrar una definición
de subgrafos completos en el caṕıtulo 3, Definición 3.5

Llamando pi al i−ésimo primo positivo, si definimos el siguiente conjunto

Ak := {m ∈ In : pi|m para algún i ≤ k − 1}
demostraremos en el Caṕıtulo 4, sección 2, que Ak tiene la propiedad de que
no contiene ningún subgrafo completo de k vértices.

Ahora surge naturalmente la siguiente pregunta: ¿Es Ak el mayor con-
junto contenido en In con esta propiedad?

La respuesta es que no, en general. Ver [1]. Sin embargo, se puede ver
fácilmente que para k = 2 y k = 3 la respuesta es afirmativa. Este hecho se
demuestra en esta Tesis en la seccion 2 del caṕıtulo 4 y recientemente, esta
misma propiedad fue demostrada para k = 4 (ver [12]).

Otra cuestión de interés son los ciclos en G(A). Para una definición
precisa de ciclos en un grafo, ver la Definición 3.3.

El caso de los ciclos de longitud par (C2l) no es dif́ıcil de resolver, al
menos para ciclos no demasiado largos. Este problema está estudiado en el
Caṕıtulo 5.

Una pregunta interesante seŕıa: Cúal es el subconjunto A ⊆ In de cardi-
nal más grande tal que no contenga ciclos pares?

Probaremos, en el Caṕıtulo 5, que si l no es demasiado grande, el con-
junto A de mayor cardinal contenido en In tal que no contenga ciclos pares
tiene [n2 ] + l − 1 cantidad de elementos.

Más precisamente el máximo A ⊆ In tal que C2l 6⊂ G(A) debe ser de
cardinal [n2 ] + l − 1.
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Este cardinal se alcanza tomando todos los números pares y los primeros
l primos.

Sobre los ciclos impares nos interesa responder la misma pregunta: ¿Cuál
es el conjunto A ⊂ In más grande tal que no contenga ciclos impares?

En el caso de ciclos de longitud 3 (triángulos), los ciclos son además
subgrafos completos y veremos en el Caṕıtulo 4, Sección 2, que el mayor
A ⊂ In tal que C3 6⊂ G(A) es A3 = {m ∈ In : 2|m o 3|m} que tiene
cardinal ]A3 = [n2 ] + [n

3 ]− [n6 ].
Es decir que para garantizar la existencia de un triángulo en A ⊂ In se

necesita ]A ≥ [n
2 ] + [n3 ]− [n

6 ] + 1.
Sorprendentemente este cardinal garantiza la existencia de ciclos im-

pares de casi toda longitud. Este es el resultado principal de esta Tesis y
dedicaremos los caṕıtulos 6, 7 y 8 a su prueba. Este resultado es original de
Paul Erdös y Gabor N. Sarkozy [6].

3. Organización de la Tesis

Esta Tesis está organizada de la siguiente manera.
Luego de esta introducción, en el Caṕıtulo 2 repasaremos la noción de

Funciones Aritméticas y algunas de sus propiedades elementales. Aśı mismo
definiremos algunas de las funciones aritméticas más usuales que nos serán
de utilidad en el trabajo.

En el Caṕıtulo 3 daremos algunas definiciones básicas de los grafos y
algunas de sus propiedades.

En el Caṕıtulo 4 daremos la definición formal del grafo coprimo de Z,
estudiaremos algunas de sus propiedades y hallaremos un conjunto de car-
dinal máximo con la propiedad de no contener un subgrafo completo de 2 y
3 elementos.

En el Caṕıtulo 5, encontraremos un conjunto de cardinal máximo con la
propiedad de no contener ciclos pares de longitud 2l para l chico.

Finalmente, en los caṕıtulos restantes, estudiaremos el problema central
de la Tesis. Dar un conjunto de cardinal máximo con la propiedad de no
contener ciclos impares.





CAṔıTULO 2

Funciones Aritméticas

1. Generalidades

Al estudiar las propiedades aritméticas de los números enteros, aparecen
naturalmente ciertas funciones definidas sobre el conjunto de los números
naturales a valores en un anillo conmutativo, a las que llamaremos, funciones
aritméticas. En otras palabras, si A es un anillo conmutativo, una función
aritmética a valores en A es una función de N en A.

Ejemplos:

1. La función aritmética τ , a valores en Z, definida por τ(n) = ]{ d ∈
N / d | n }, es decir, τ(n) es la cantidad de divisores positivos de n

2. La función aritmética σ, a valores en Z, definida por

σ(n) =
∑

d∈{m∈N/m|n}
d,

es decir, σ(n) es la suma de los divisores positivos de n
3. La función aritmética φ, a valores en Z, definida por

φ(n) = ]{m ∈ N /m ≤ n y mcd(m,n) = 1 }
es decir, φ(n) es la cantidad de números naturales menores o iguales
que n que son coprimos con n (función de Euler)

4. La función aritmética ε, a valores en cualquier anillo conmutativo
A, definida por ε(n) = 1 para todo n ∈ N

5. La función aritmética ι, a valores en Z, definida por ι(n) = n
6. La función aritmética π, a valores en Z, definida por

π(n) = ]{p ∈ N / p es primo y p ≤ n}
es decir, π(n) es la cantidad de números primos menores o iguales
que n

Notación: Si n ∈ N y α es una función aritmética a valores en A, el śımbolo∑

d|n
α(d) denota

∑

d∈{m∈N/m|n}
α(d)

Por ejemplo,
∑

d|12

π(d) = π(1) + π(2) + π(3) + π(4) + π(6) + π(12) =

0 + 1 + 2 + 2 + 3 + 5 = 13

13



14 2. FUNCIONES ARITMÉTICAS

Con esta notación se tiene que τ(n) =
∑

d|n
1 y σ(n) =

∑

d|n
d

Observemos que
∑

d|n
α(d) =

∑

d|n
α(

n

d
)

Definición 2.1. Diremos que una función aritmética α, a valores en un
anillo conmutativo A, es multiplicativa si ∀n,m ∈ N tales que (n,m) = 1
se verifica que α(n.m) = α(n).α(m)

Lema 2.1. Sean n,m ∈ N tales que (n, m) = 1. Si {n1, . . . , nr} es el
conjunto de los divisores positivos de n y {m1, . . . , ms} es el conjunto de los
divisores positivos de m, entonces {ni.mj / 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s } es el
conjunto de los divisores positivos de n.m. Además, si ni.mj = nk.mt (1 ≤
i, k ≤ r , 1 ≤ j, t ≤ s) entonces i = k y j = t.

Demostración. Es claro que ∀ 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, ni.mj | n.m
pues ni | n y mj | m. Rećıprocamente, si d es un divisor positivo de n.m,
como (d, n) | n y (d,m) | m, entonces ∃i, j / 1 ≤ i ≤ r , 1 ≤ j ≤ s tales que
(d, n) = ni y (d,m) = mj .

Luego, ni | d y mj | d y por lo tanto ni.mj | d pues (ni,mj) = 1 ya que
n y m son coprimos.

Por otra parte, sean a, b, k, t ∈ Z tales que ni = d.a + n.b y mj =
d.k + m.t. Entonces ni.mj = (d.a + n.b)(d.k + m.t) = d(a.d.k + a.m.t +
n.b.k) + n.m.b.t y, como d | n.m, resulta que d | ni.mj y por lo tanto
d = ni.mj .

Si ni.mj = nk.mt (1 ≤ i, k ≤ r , 1 ≤ j, t ≤ s) entonces ni | nk.mt y
como (ni,mt) = 1 entonces ni | nk. Análogamente resulta que nk | ni, por
lo tanto ni = nk y en consecuencia mj = mt. Luego i = k y j = t. ¤

Proposición 2.1. Las funciones aritméticas τ , σ y φ definidas anteri-
ormente son multiplicativas.

Demostración. Dados n,m ∈ N tales que (n,m) = 1, sean {n1, . . . , nr}
el conjunto de los divisores positivos de n y {m1, . . . , ms} el conjunto de los
divisores positivos de m. Entonces, aplicando el Lema 2.1, se tiene que

τ(n.m) = r.s = τ(n).(m)

y

σ(n.m) =
∑

1≤i≤r
1≤j≤s

ni.mj =


 ∑

1≤i≤r

ni





 ∑

1≤j≤s

mj


 = σ(n).σ(m)

Veamos ahora que φ(n.m) = φ(n).φ(m).
Es claro que esto es cierto cuando n = 1 o m = 1 ya que φ(1) = 1.

Supongamos entonces que n > 1 y que m > 1.
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Sean

Cn = {k ∈ N / k ≤ n y (k, n) = 1}
Cm = {k ∈ N / k ≤ m y (k, m) = 1}
Cnm = {k ∈ N / k ≤ n.m y (k, n.m) = 1}

Sea ψ : Cnm −→ Cn × Cm la aplicación definida por ψ(k) = (rn(k), rm(k)),
donde rn(k) y rm(k) son los restos de la división de k por n y m respectiva-
mente.

Como φ(n.m) = ]Cnm y φ(n).φ(m) = ](Cn × Cm), basta ver que ψ
está bien definida y que es biyectiva.

Observemos que si (k, n.m) = 1 entonces (k, n) = 1 y (k,m) = 1. Por
lo tanto, siendo n > 1 y m > 1, ∀ k ∈ Cnm es rn(k) 6= 0 y rm(k) 6= 0,
(rn(k), n) = (k, n) = 1 y (rm(k),m) = (k, m) = 1. Esto muestra que ψ
está bien definida.

Si k1, k2 ∈ Cnm son tales que ψ(k1) = ψ(k2) entonces rn(k1) = rn(k2) y
rm(k1) = rm(k2), de donde n | k1−k2 y m | k1−k2. Siendo n y m coprimos,
resulta que n.m | k1 − k2. Pero −n.m ≤ −k2 < k1 − k2 < k1 ≤ n.m. Por lo
tanto, debe ser k1 − k2 = 0 con lo que k1 = k2. Luego, ψ es inyectiva.

Por otra parte, dado (a, b) ∈ Cn × Cm, sea k ∈ Z, 0 ≤ k < n.m tal
que k ≡ a (n) y k ≡ b (m) (la existencia de un tal k está garantizada por
el Teorema Chino del Resto). Como (a, n) = 1 y n > 1 entonces n/| a, de
donde resulta que k 6= 0.

Como k ≡ a (n) y (a, n) = 1 entonces (k, n) = 1. Análogamente, (k,m) =
1. Luego, (k, n.m) = 1.

Por último, como 0 < a < n (pues a ∈ Cn y n > 1) y k ≡ a (n) entonces
a = rn(k). Del mismo modo, b = rm(k).

Luego, k ∈ Cnm y ψ(k) = (a, b), lo que prueba que ψ es suryectiva. ¤
Proposición 2.2. Sea φ la función de Euler. Entonces

φ(n) =





1 si n = 1

r∏

i=1

(pi − 1).pαi−1
i si n =

r∏

i=1

pαi
i , con αi ∈ N

y p1, . . . , pr primos distintos

Demostración. Como φ es multiplicativa, basta calcular φ(pr) para
todo primo p y r ∈ N0.

Si r = 0 entonces φ(pr) = φ(1) = ]{m ∈ N / m ≤ 1 y (m, 1) = 1} = 1 y
si r ≥ 1 entonces

φ(pr) = ]{m ∈ N /m ≤ pr y (m, pr) = 1}
= ]{1, 2, 3, . . . , pr} − ]{p, 2p, 3p, . . . , pr−1.p}
= pr − pr−1 = (p− 1).pr−1,
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como queŕıamos demostrar. ¤

2. Convolución de funciones aritméticas

Sea A un anillo conmutativo.

Definición 2.2. Si α y γ son funciones aritméticas a valores en A,
definimos la función aritmética (a valores en A) α ∗ γ en la forma:

(α ∗ γ)(n) =
∑

d|n
α(

n

d
).γ(d)

Ejemplo: Sean ι y ε las funciones aritméticas a valores en Z definidas por

ι(n) = n

ε(n) = 1

Entonces se tiene que τ = ε ∗ ε y σ = ε ∗ ι

Resulta que la operación ∗, llamada convolución, es asociativa y conmu-
tativa. Veamos que tiene elemento neutro.

En efecto, sea χ la función aritmética a valores en A definida por

χ(n) =

{
1 si n = 1
0 si n > 1

Entonces (χ ∗ α)(n) =
∑

d|n
χ(

n

d
)α(d) = α(n)

Proposición 2.3. Sean α y β dos funciones aritméticas a valores en A.
Si α y β son multiplicativas entonces α ∗ β es multiplicativa.

Demostración. Sean n,m ∈ N tales que (n, m) = 1. Sea {n1, . . . , nr}
el conjunto de los divisores positivos de n y sea {m1, . . . , ms} el conjunto de
los divisores positivos de m. Entonces, (ni,mj) = 1 = (

n

ni
,

m

mj
) ∀ 1 ≤ i ≤

r, 1 ≤ j ≤ s pues (n,m) = 1.
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Luego, utilizando el Lema 2.1, resulta que

(α ∗ β)(n.m) =
∑

d|n.m

α(
n.m

d
).β(d) =

∑
1≤i≤r
1≤j≤s

α(
n.m

ni.mj
).β(ni.mj)

=
∑

1≤i≤r
1≤j≤s

α(
n

ni
).α(

m

mj
).β(ni).β(mj)

=


 ∑

1≤i≤r

α(
n

ni
).β(ni)





 ∑

1≤j≤s

α(
m

mj
).β(mj)




=


∑

d|n
α(

n

d
).β(d)





∑

d|m
α(

m

d
).β(d)




= (α ∗ β)(n).(α ∗ β)(m)

como queŕıamos demostrar. ¤

Proposición 2.4. Para todo n ∈ N, φ la función de Euler, verifica:∑

d|n
φ(d) = n

Demostración. Como
∑

d|n
φ(d) = (ε∗φ)(n) entonces

∑

d|n
φ(d) = n para

todo n ∈ N si y sólo si ε ∗ φ = ι
Siendo φ y ε multiplicativas entonces, por la Proposición 2.3, ε ∗ φ es

multiplicativa, y como ι es multiplicativa entonces ε ∗ φ = ι si y sólo si
(ε ∗ φ)(pr) = ι(pr) para todo primo p y r ∈ N0.

Pero

(ε ∗ φ)(pr) =
∑

d|pr

φ(d) =
r∑

j=0

φ(pj) = 1 +
r∑

j=1

pj−1(p− 1)

= 1 + (p− 1).
r∑

j=1

pj−1 = 1 + (p− 1).
r−1∑

i=0

pi = 1 + (p− 1).
pr − 1
p− 1

= 1 + pr − 1 = pr = ι(pr)

Por lo tanto, ε ∗ φ = ι. ¤

Corolario 2.1. Si n ∈ N entonces, para todo d ∈ N tal que d | n, en
Zn hay exactamente φ(d) elementos de orden d.

Demostración. Para cada d ∈ N tal que d | n sea Ad = {a ∈
Zn / ord(a) = d}

Afirmación: ]Ad ≥ φ(d). En efecto, si d ∈ N tal que d | n entonces,

∀ i ∈ N / 1 ≤ i ≤ d y (d, i) = 1, se tiene que ord(
n.i

d
) = d.
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Luego {n.i

d
/ i ∈ N , i ≤ d y (d, i) = 1}, que tiene φ(d) elementos,

está contenido en Ad. Por lo tanto, ]Ad ≥ φ(d)
Como Zn =

⋃

d|n
Ad y esta unión es disjunta, entonces n =

∑

d|n
]Ad.

Si para algún d ∈ N tal que d | n fuera ]Ad > φ(d) entonces n =∑

d|n
]Ad >

∑

d|n
φ(d). Pero

∑

d|n
φ(d) = n por la Proposición 2.4. Luego debe

ser ]Ad = φ(d) ∀d ∈ N tal que d | n. ¤
Proposición 2.5. Sea α una función aritmética a valores en A. En-

tonces α es inversible respecto de la operación ∗ (i.e., existe una función
aritmética γ a valores en A tal que α ∗ γ = χ) si y sólo si α(1) es una
unidad del anillo A.

Demostración. Si existe una función aritmética γ a valores en A tal

que α∗γ = χ entonces (α∗γ)(1) = χ(1), de donde resulta que
∑

d|1
α(

1
d
).γ(d) =

χ(1). Luego, α(1).γ(1) = 1 y, por lo tanto, α(1) es una unidad de A.
Rećıprocamente, si α(1) es una unidad de A, sea a ∈ A el inverso de

α(1). Definimos γ : N −→ A inductivamente en la forma:

γ(1) = a

γ(n) = (−a).
∑
d|n
d6=n

α(
n

d
).γ(d) si n > 1

Esta γ verifica que α ∗ γ = χ. ¤
Observación 2.1. Si una función aritmética α es inversible, entonces

tiene una única inversa que será notada α−1.

Proposición 2.6. Sea α una función aritmética a valores en A. Si α es
inversible y multiplicativa entonces α−1 es multiplicativa

Demostración. Como α es inversible entonces α(1) es una unidad de
A y como α es multiplicativa, entonces α(1) = α(1,1) = α(1).α(1). Por lo
tanto debe ser α(1) = 1.

Luego, por la Proposición 2.5, α−1 es la función definida inductivamente
por

α−1(1) = 1

α−1(n) = −
∑
d|n
d6=n

α(
n

d
).α−1(d) si n > 1

Veamos ahora que α−1 es multiplicativa. Supongamos que existen a, b ∈
N tales que mcd(a, b) = 1 y α−1(a.b) 6= α−1(a).α−1(b). Entonces el conjunto

S = {n ∈ N /∃m ∈ N : m < n, (n,m) = 1 y α−1(n.m) 6= α−1(n).α−1(m)}
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es no vaćıo.
En efecto, como (a, b) = 1 y α−1(a.b) 6= α−1(a).α−1(b) entonces a 6= b

pues α−1(1) = 1. Luego, a < b, y en tal caso b ∈ S o b < a, y por lo tanto
a ∈ S.

Sea n = minS y sea m el menor número natural tal que m < n, (n,m) =
1 y α−1(n.m) 6= α−1(n).α−1(m).

Entonces n > 1 y m > 1, pues si n = 1 o m = 1, α−1(n.m) =
α−1(n).α−1(m) ya que α−1(1) = 1. Además, ∀k, t ∈ N tales que k | n,
t | m y k < n o t < m se tiene que α(

n

k
.
m

t
) = α(

n

k
).α(

m

t
) y α−1(k.t) =

α−1(k).α−1(t).
En efecto, como (n,m) = 1, si k | n y t | n entonces (

n

k
,
m

t
) = 1 y

(k, t) = 1. Luego, α(
n

k
.
m

t
) = α(

n

k
).α(

m

t
), pues α es multiplicativa.

Para ver que α−1(k.t) = α−1(k).α−1(t), analizaremos las tres posibili-
dades: k = t, k < t y t < k

Primer caso: k = t

Como (k, t) = 1 entonces debe ser k = t = 1. Luego α−1(k.t) =
α−1(k).α−1(t) ya que α−1(1) = 1

Segundo caso: k < t

Como t ≤ m pues t | m y como m < n entonces t < n. Luego t /∈ S.
Siendo k < t y (k, t) = 1 entonces α−1(k.t) = α−1(k).α−1(t)

Tercer caso: t < k

Si k < n entonces k /∈ S. Siendo t < k y (k, t) = 1 entonces α−1(k.t) =
α−1(k).α−1(t)

Si k ≥ n, como k | n y como k < n o t < m entonces debe ser k = n y
t < m.

Como m es el menor natural tal que m < n, (n,m) = 1 y α−1(n.m) 6=
α−1(n).α−1(m) y como t < m y satisface t < n (pues t < k y k = n)
y mcd(n, t) = mcd(k, t) = 1 entonces α−1(n.t) = α−1(n).α−1(t). Luego,
teniendo en cuenta que k = n, resulta que α−1(k.t) = α−1(k).α−1(t)
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Por último observemos que, por el Lema 2.1,
∑

d|n.m

α(
n.m

d
).α−1(d) =

∑
k|n
t|n

α(
n.m

k.t
).α−1(k.t) Luego, como n.m > 1,

α−1(n.m) = −
∑
d|n.m
d6=n.m

α(
n.m

d
).α−1(d)

= −
∑

k|n;t|m
k<n∨t<m

α(
n.m

k.t
).α−1(k.t)

= −
∑

k|n;t|m
k<n∨t<m

α(
n

k
).α(

m

t
).α−1(k).α−1(t)

= −
∑
k|n
t|m

α(
n

k
).α−1(k).α(

m

t
).α−1(t) + α−1(n).α−1(m)

= −

∑

k|n
α(

n

k
).α−1(k)


 .


∑

t|m
α(

m

t
).α−1(t)


 + α−1(n).α−1(m)

= α−1(n).α−1(m)

ya que ∑

k|n
α(

n

k
).α−1(k) = (α ∗ α−1)(n) = χ(n) = 0

pues n > 1 y
∑

t|m
α(

m

t
).α−1(t) = (α ∗ α−1)(m) = χ(m) = 0

pues m > 1.

Luego, α−1(n.m) = α−1(n).α−1(m), lo que contradice la elección de n y
m. Por lo tanto, ∀a, b ∈ N tales que (a, b) = 1 vale α−1(a.b) = α−1(a).α−1(b).

¤

Observación 2.2. Si A es un dominio ı́ntegro y α es una función ar-
itmética a valores en A, no nula y multiplicativa, entonces α es inversible y
α−1 es multiplicativa.

En efecto, si α(1) = 0, ∀n ∈ N se tiene que α(n) = α(n,1) = α(n).α(1) =
0, ya que α es multiplicativa.

Luego, siendo α no nula, debe ser α(1) 6= 0 y como α(1) = α(1,1) =
α(1).α(1), entonces α(1).[1−α(1)] = 0. Por lo tanto debe ser α(1) = 1 pues
A es ı́ntegro y α(1) 6= 0. Luego, por la Proposición 2.5, α es inversible y, por
la Proposición 2.6, α−1 es multiplicativa.
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3. Fórmula de inversión de Möbius

El siguiente problema fue resuelto por A. F. Möbius (1790-1868), quien
era alumno de Gauss.

Supongamos que dos funciones aritméticas α y β, a valores en un anillo
conmutativo A, satisfacen

α(n) =
∑

d|n
β(d)

para todo n ∈ N.
¿Es posible ‘invertir’ la serie y expresar a β como una función de α?

Para resolver este problema, consideremos la función aritmética ε defini-
da por ε(n) = 1 para todo n ∈ N. Como ε(1) = 1, por la Proposición 2.5
resulta que ε es inversible. Sea µ = ε−1

Observando que

α(n) =
∑

d|n
β(d) =

∑

d|n
ε(

n

d
).β(d) = (ε ∗ β)(n)

para todo n ∈ N, resulta que µ ∗ α = µ ∗ (ε ∗ β) = (µ ∗ ε) ∗ β = χ ∗ β = β,
de donde

β(n) =
∑

d|n
µ(

n

d
).α(d)

para todo n ∈ N. (Fórmula de inversión de Möbius)
La función µ, llamada la función de Möbius, juega un papel importante

en la solución de muchos problemas en Teoŕıa de Números.

Observación 2.3. La función de Möbius, µ, es multiplicativa.

En efecto, como ε es inversible y multiplicativa entonces, por la Proposi-
ción 2.6, µ = ε−1 es multiplicativa.

Proposición 2.7. Para todo n ∈ N, con φ la función de Euler, se
verifica: φ(n) =

∑

d|n
µ(

n

d
).d

Demostración. Por la Proposición 2.4, ι(n) = n =
∑

d|n
φ(d) para todo

n ∈ N. Luego, aplicando la fórmula de inversión de Möbius, resulta que,
para todo n ∈ N,

φ(n) =
∑

d|n
µ(

n

d
).ι(d) =

∑

d|n
µ(

n

d
).d

lo que completa la demostración. ¤
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Observación 2.4. Con las notaciones anteriores, podemos escribir

φ(n) =
∑

d|n
µ(d).ι(

n

d
) =

∑

d|n
µ(d).

n

d

Es decir
φ(n)

n
=

∑

d|n

µ(d)
d

Proposición 2.8. Con las notaciones anteriores tenemos
φ(n)

n
=

∏

p|n

(
1− 1

p

)

Demostración. Teńıamos que φ(n) =
r∏

i=1

(pi − 1).pαi−1
i si n =

r∏

i=1

pαi
i ,

con αi ∈ N y p1, . . . , pr primos distintos y n 6= 1. Luego

φ(n)
n

=

r∏

i=1

(pi − 1).pαi−1
i

r∏

i=1

pαi
i

=
r∏

i=1

(pi − 1).
pαi−1

i

pαi
i

=
r∏

i=1

(
1− 1

pi

)
=

∏

p|n

(
1− 1

p

)

¤

Notación: Si (K,+, .) es un cuerpo, con K∗ denotaremos el conjunto de los
elementos no nulos de K

Observación 2.5. Si (K, +, .) es un cuerpo entonces (K∗, .) es un grupo
abeliano

Corolario 2.2. Sea (K, +, .) un cuerpo. Si G es un subgrupo finito de
K∗ entonces G es ćıclico.

Demostración. Sea m el orden de G. Sea ψ : N −→ Z la función
aritmética definida por ψ(n) = ]{x ∈ G /x tiene orden n }

Afirmación: Para todo d ∈ N tal que d | m, (ε ∗ ψ)(d) = d

En efecto, sea d ∈ N tal que d | m. Entonces

(ε ∗ ψ)(d) =
∑

k|d
ψ(k) =

∑

k|d
]{x ∈ G/ x tiene orden k }

= ]


⋃

k|d
{x ∈ G/ x tiene orden k }




ya que
⋃

k|d
{x ∈ G/x tiene orden k } es una unión disjunta.
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Como ⋃

k|d
{x ∈ G/ x tiene orden k } = {x ∈ G/ xd = 1 }

basta probar entonces que {x ∈ G/ xd = 1 } tiene d elementos.
Para ello, consideremos el polinomio Xd − 1 ∈ K[X]. Como es un poli-

nomio de grado d con coeficientes en el cuerpo K, no puede tener más de d
ráıces en K.

Luego, ]{x ∈ G/ xd = 1 } ≤ d

Por otra parte, como d | m entonces Xd − 1 | Xm − 1 en K[X]. Sea
f ∈ K[X] tal que Xm − 1 = (Xd − 1).f

Luego,

G = {x ∈ G/ xm = 1 } = {x ∈ G/ xd = 1 } ∪ {x ∈ G/ f(x) = 0 }
de donde

m = ]G ≤ ]{x ∈ G/ xd = 1 }+ ]{x ∈ G/ f(x) = 0 }
≤ ]{x ∈ G /xd = 1 }+ m− d

ya que f es un polinomio con coeficientes en K de grado m− d.
Por lo tanto, ]{x ∈ G/ xd = 1 } ≥ d, lo que concluye la demostración

de nuestra afirmación.

Veamos ahora que G es ćıclico. Como el orden de G es m, basta probar
que existe en G un elemento de orden m, es decir, basta probar que ψ(m) ≥
1.

Ahora bien,

ψ(m) = (χ ∗ ψ)(m) = ((µ ∗ ε) ∗ ψ) (m) = (µ ∗ (ε ∗ ψ)) (m)

=
∑

d|m
µ(

m

d
).(ε ∗ ψ)(d) =

∑

d|m
µ(

m

d
).d

ya que para todo d ∈ N tal que d | m, (ε ∗ ψ)(d) = d

Pero
∑

d|n
µ(

n

d
).d = φ(m) por la Proposición 2.7 y por lo tanto ψ(m) =

φ(m) ≥ 1 como queŕıamos probar. ¤
Observación 2.6. Si α y β son funciones aritméticas a valores A que

satisfacen
α(n) =

∑

d|n
β(d)

para todo n ∈ N, entonces α es multiplicativa si y sólo si β lo es.

En efecto, como α = ε ∗ β, si β es multiplicativa entonces α también lo
es por la Proposición 2.3.

Rećıprocamente, si α es multiplicativa, como β = µ ∗ α (pues α = ε ∗ β
y µ = ε−1) entonces β es multiplicativa.

La siguiente proposición da una fórmula para calcular el valor de µ(n)
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Proposición 2.9. Sea µ la función de Möbius. Entonces

µ(n) =





1 si n = 1
(−1)k si n es el producto de k primos distintos
0 si existe un primo p tal que p2 | n

Demostración. Observemos que, como µ es multiplicativa, basta cal-
cular µ(pr) para todo primo p y r ∈ N0. Como ε ∗ µ = χ, para todo n ∈ N
se tiene que

∑

d|n
µ(d) =

{
1 si n = 1
0 si n > 1

Por lo tanto, µ(1) =
∑

d|1
µ(d) = 1 y, para todo n > 1,

∑

d|n
µ(d) = 0.

Luego, si p es un primo, µ(p) = −1 ya que 1+µ(p) =
∑

d|p
µ(d) = 0 y, para

todo r ≥ 2, µ(pr) =
∑

d|pr

µ(d)−
∑

d|pr−1

µ(d) = 0 pues pr > 1 y pr−1 > 1. ¤



CAṔıTULO 3

Grafos

1. Conceptos básicos de la teoŕıa de grafos.

En este caṕıtulo veremos algunas definiciones que se uasarán luego en el
dasarrollo de los caṕıtulos siguientes.

Definición 3.1. Un grafo es un par (V,E) donde V es un conjunto finito
y los elementos de E son pares de elementos distintos de V . Llamaremos
vértices o nodos a los elementos de V y ramas, arcos o también flechas a
los elementos de E.

Cuando nos importe el orden en las ramas, los elementos de E serán
pares ordenados y diremos que el grafo es dirigido. Cuando no nos importe
el orden, los elementos de E serán pares no ordenados y diremos que el grafo
es no dirigido. En ambos casos usaremos la notación (v, w) para indicar una
rama con la convención de que si el grafo es dirigido nos estamos refiriendo
al par ordenado (en cuyo caso (v, w) y (w, v) denotan ramas distintas) y
si es no dirigido nos estamos refiriendo al par no ordenado (en cuyo caso
(v, w) y (w, v) denotan la misma rama).

Definición 3.2. Diremos que H es un subgrafo de G y escribiremos
H ⊂ G si V(H) ⊂ V(G) y E(H) ⊂ E(G).

Definición 3.3. Sea G = (V, E) un grafo. Dados v, w ∈ V diremos que
una sucesión C = (e1, . . . , en) de elementos de E es un camino en G de v
a w si e1 = (v, w) o e1 = (w, v) cuando n = 1, o si ei 6= ei+1 para todo
1 ≤ i ≤ n− 1 y existen v1, . . . vn−1 ∈ V tales que e1 = (v, v1) o e1 = (v1, v),
en = (vn−1, w) o en = (w, vn−1) y ei = (vi−1, vi) o ei = (vi, vi−1) para todo i
tal que 2 ≤ i ≤ n− 1 cuando n > 1. En tal caso diremos que v, v1, . . . , vn−1

y w son los vértices del camino C.
Si v, v1, . . . , vn−1 y w son todos distintos diremos que el camino es sim-

ple. Si v = w y v, v1, . . . , vn−1 son todos distintos diremos que el camino es
un ciclo o también que es un circuito.

Cuando el grafo es dirigido y e1 = (v, v1), en = (vn−1, w) y ei = (vi−1, vi)
para todo i tal que 2 ≤ i ≤ n − 1 si n > 1, o cuando e1 = (v, w) si n = 1
diremos que C es un camino dirigido de v a w. Es decir, en un grafo dirigido
tenemos los conceptos de camino y camino dirigido. Análogamente se definen
los conceptos de camino dirigido simple y ciclo dirigido.

Diremos que un grafo G es aćıclico si no existe ningún ciclo (dirigido o
no) en G.

25
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Definición 3.4. Diremos que un grafo G = (V, E) es conexo si para
todo par de vértices u, v ∈ V , u 6= v, existe un camino en G de u a v.

Diremos que el grafo es fuertemente conexo si para todo par de vértices
u, v ∈ V , u 6= v, existe un camino dirigido en G de u a v. Observemos que
este concepto sólo tiene sentido en el caso de un grafo dirigido.

Definición 3.5. Un grafo G = (V,E) se dice completo si para todo par
de vértices u, v ∈ V , u 6= v, vale que (u, v) ∈ E.

Observación 3.1. Si G = (V,E) es un grafo completo y m = ]V en-
tonces

]E =





(
m
2

)
= m(m−1)

2 si G es no dirigido

(
m
2

)
,2! = m(m− 1) si G es dirigido

Antes de continuar veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1. Consideremos el siguiente grafo dirigido G = (V, E),
con vértices 1, 2, 3, 4 y 5 y ramas e1 = (1, 2), e2 = (3, 4), e3 = (1, 3),
e4 = (3, 1), e5 = (1, 5) y e6 = (5, 4), es decir V = {1, 2, 3, 4, 5} y E =
{(1, 2), (3, 4), (1, 3), (3, 1), (1, 5), (5, 4)}, al que representaremos gráficamente
en la forma

1

2

3

45

e

e

e

e

e

e

1

2

3

4

5

6

Este es un grafo dirigido, conexo, pero no fuertemente conexo (no hay
un camino dirigido de 2 a 3).

La sucesión (e1, e3) es un camino simple de 2 a 3. Este camino no es
dirigido. El grafo no es aćıclico: la sucesión (e5, e6, e2, e3) es un ciclo. Este
ciclo no es un ciclo dirigido.

La sucesión (e4, e5, e6) es un camino dirigido simple de 3 a 4. La sucesión
(e3, e4) es un ciclo dirigido. La sucesión (e1, e4, e2, e6, e5) es un camino de 2
a 1. Este camino no es dirigido ni simple.

El grafo no es completo: (2, 1) /∈ E.

Ejemplo 3.2. Consideremos el grafo no dirigido G = (V, E), con vértices
1, 2, 3, 4, 5 y 6 y ramas e1 = (1, 4), e2 = (1, 2), e3 = (2, 5), e4 = (1, 3)
y e5 = (5, 6) V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y E = {(1, 4), (1, 2), (2, 5), (1, 3), (5, 6)}, al
que representaremos gráficamente en la forma
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2
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e
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  e

e

e

1
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5

Este es un grafo no dirigido, conexo y aćıclico. No es completo: (4, 5) /∈
E. La sucesión (e1, e2, e3, e5) es un camino simple de 4 a 6.

Ejemplo 3.3. Consideremos el grafo

1

3

2

4

5

6

 7

Este es un grafo no dirigido. No es conexo (no existe ningún camino
que una 1 y 7) sino que tiene dos componentes conexas, una conteniendo un
ciclo (el ciclo (1, 2), (2, 4), (4, 1)) y otra aćıclica.

Definición 3.6. Diremos que G = (V, E) es un grafo bipartito si existen
dos conjuntos disjuntos P y Q tales que V = P ∪Q y toda rama e ∈ E tiene
un extremo en P y el otro extremo en Q.

Ejemplo 3.4. El grafo
h

h

h

h

h

m

m

m

m

m

m

m

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

6

7

es bipartito. En este caso

P = {h1, h2, h3, h4, h5} y Q = {m1, m2,m3,m4,m5,m6, m7}.
Definición 3.7. Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Si (u, v) ∈ E diremos

que u es la cola y que v es la punta de la flecha (u, v).
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A cada grafo dirigido G = (V,E) le podemos asociar una matriz que
contiene toda la información sobre el grafo. Esta matriz se llama la matriz
de incidencia vértice-rama de G.

Si V = {v1, . . . , vm} y E = {e1, . . . , en}, la matriz de incidencia vértice-
rama de G es la matriz ||aij || ∈ Rm×n, definida por

aij =





1 si vi es la cola de ej

−1 si vi es la punta de ej

0 en otro caso

Ejemplo 3.5. Dado el grafo

v

v

v

v

1

2

3

4

1

2

3 4

5

6

e
e

e
e

e e

su matriz de incidencia vértice-rama es la matriz

A =




1 1 0 0 0 0
0 −1 −1 1 0 1
−1 0 1 −1 1 0
0 0 0 0 −1 −1




Observación 3.2. La matriz de incidencia vértice-rama de un grafo G
tiene, en cada columna, un 1, un −1 y el resto de los coeficientes nulos. Esto
se debe a que cada rama tiene una sola cola y una sola punta. Luego, en una
matriz de incidencia vértice-rama la suma de todas las columnas es cero.
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El grafo coprimo de Z

1. El grafo coprimo de Z

El grafo coprimo de Z es el grafo G = (V, E) con V = Z y ramas definidas
tales que a, b ∈ V están conectados por una rama si y sólo si (a, b) = 1 donde
(a, b) denota el máximo común divisor entra a y b.

Llamaremos In = {1, . . . , n}. Si A ⊂ In, el grafo coprimo de A es el grafo
inducido por el grafo coprimo de Z en A.

Ejemplo 4.1. Si A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, entonces G(A) es

1
2

3

4

5
6

7

8

9

10

Usaremos las siguientes notaciones:

1. A(m, n) = {a ∈ A | a ≡ n (m)}.
2. φ(n) = función de Euler.
3. ω(n) = número de factores primos distintos de n.
4. µ(n) = función de Moëbius.
5. V(G) y E(G) denotan los conjuntos de vértices y de ramas de G

respectivamente.
6. Kn = grafo completo de n vértices.
7. Cn = ciclo simple de n vértices.
8. Si A es un conjunto, notaremos ]A = |A| = cardinal de A, indis-

tintamente
9. K(m,n) = grafo bipartito de U y V con ]U = m y ]V = n.

Definición 4.1. Diremos que H es un subgrafo de G y escribiremos
H ⊂ G si V(H) ⊂ V(G) y E(H) ⊂ E(G).

29
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Recientemente ha recibido mucha atención el estudio de varios grafos de
enteros. El grafo más popular parece ser el grafo coprimo, pero hay muchos
problemas atractivos y resultados sobre el grado de los divisores.

Se han estudiado varios subgrafos del grafo coprimo. Tal vez el primer
problema de este tipo fue formulado en 1962: Dado k ∈ Z, ¿Cuál es el mayor
A ⊂ In tal que Kk 6⊂ G(A)? O sea, cuál es el mayor subconjunto de In tal
que no contiene ningún subgrafo completo de k−vértices.

2. Subgrafos completos

En esta sección mostraremos la existencia de un conjunto Ak ⊆ In tal
que para todo k no contiene subgrafos completos de k vértices. Además
probaremos que con k = 2 y k = 3, este conjunto Ak tiene cardinal máximo
tal que Kk 6⊂ G(A)

Si llamamos pi al i−ésimo primo positivo, se puede ver que el conjunto

Ak = {m ∈ In : pi|m para algún i ≤ k − 1}
tiene la propiedad de que Kk 6⊂ G(Ak). En efecto, si existe un k ∈ N tal que
Kk ⊂ G(Ak), tendŕıamos entonces a1, . . . , ak ∈ In, a1, . . . , ak ∈ Ak distintos
con ai vértices de Kk.

Ahora, dado ai ∈ Ak existe p alguno de los primeros k − 1 primos posi-
tivos tales que p|ai y eligiendo el menor de estos primos, queda definida la
aplicación

f : {a1, . . . , ak} → {p1, . . . , pk−1}
definida como

f(ai) = mı́n
{
p ∈ {p1, . . . , pk−1} : p|ai

}
.

Es decir, que a cada ai le asigna el menor primo entre los primeros k − 1
primos positivos que lo divide.

Ahora, f está definida desde un conjunto de k elementos en un conjunto
de k−1 elementos. Luego, f no puede ser inyectiva. En consecuencia, existen
ai, aj ∈ Ak distintos tales que f(ai) = f(aj). Es decir, (ai, aj) 6= 1.

Esto contradice el hecho de que Kk es completo.
Hemos demostrado entonces el siguiente resultado:

Proposición 4.1. Sea pi el i−ésimo primo positivo. El conjunto Ak =
{m ∈ In | pi|m para algún i ≤ k− 1} no contiene ningún subgrafo completo
de k vértices.

Surge naturalmente la siguiente pregunta: ¿Es Ak el mayor conjunto
contenido en In con esta porpiedad?

La respuesta es que no, en general. Ver [1]. Sin embargo, se puede ver
fácilmente que para k = 2 y k = 3 la respuesta es afirmativa y recientemente
fue demostrado que para k = 4 también (ver [12])

Finalicemos esta sección con la demostración de los casos k = 2 y k = 3.
Lamaremos f(n, k − 1) = ]Ak
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Observemos que con k = 2 queda

]A2 = f(n, 1) = ]{{m ∈ In : 2|m} = [
n

2
].

Con k = 3 tenemos ]A3 = f(n, 2) = ]{{m ∈ In : 2|m o 3|m} = [n2 ] + [n
3 ]−

[n6 ].

Demostración del caso k = 2. En este caso, A2 = {m ∈ In : 2|m}.
Es decir, A2 es el conjunto de los números pares menores o iguales a n.

Este conjunto cumple:
1. K2 6⊂ G(A2).
2. A2 es el mayor con esta propiedad.

La propiedad (1) fue demostrada para todo k en la proposición 4.1. Sin
embargo en este caso se observa fácilmente ya que A2 es el conjunto de todos
los pares y por lo tanto no existen en A2 dos elementos coprimos.

Para ver (2), supongamos que tenemos B ⊂ In con ]B > ]A = [n2 ]. O
sea ]B ≥ [n

2 ] + 1. Quiero ver que existen a, b ∈ B tal que (a, b) = 1. La
prueba la haremos en dos casos: Si 1 ∈ B o si 1 6∈ B.

Caso 1: Si 1 ∈ B entonces para cualquier b ∈ B tenemos (b, 1) = 1 y por
lo tanto tendŕıamos un K2 si ]B ≥ 2. Pero ]B ≥ [n

2 ] + 1 ≥ 2 si n ≥ 2.

Caso 2: Si 1 6∈ B afirmamos que existe b ∈ B tal que b + 1 ∈ B. En
efecto, si no fuera aśı, la diferencia entre dos elementos cualesquiera de B
seŕıa mayor o igual que 2, entonces como 1 6∈ B se tendŕıa ]B ≤ [n

2 ] lo que
es un absurdo ya que ]B ≥ [n2 ] + 1.

Luego, B contiene dos elementos consecutivos b y b+1 y como (b, b+1) =
1 se concluye que B contiene un K2. ¤

Demostración del caso k = 3. En este caso, el conjunto seria A3 =
{m ∈ In : 2|m o 3|m} y ]A3 = [n2 ] + [n

3 ]− [n6 ].
Este conjunto cumple:

1. K3 6⊂ G(A3).
2. A3 es el mayor con esta propiedad.

La propiedad (1) fue demostrada para todo k en la proposición 4.1.
Para ver (2), supongamos que tenemos B ⊂ In con ]B > ]A. O sea

]B ≥ [n2 ] + [n3 ]− [n
6 ] + 1. Quiero ver que existe un K3 ⊂ G(B).

Al igual que en la demostración anterior, dividiremos la prueba en dos
casos: 1 ∈ B y 1 6∈ B.

Caso 1: Si 1 ∈ B para encontrar un K3 ⊂ G(B) basta encontrar a, b ∈ B,
a 6= 1, b 6= 1 tal que (a, b) = 1.

Como 1 ∈ B consideramos B̄ = B − {1}. Observemos que ]B̄ = ]B − 1
y como ]B ≥ [n2 ] + [n

3 ]− [n6 ] + 1, entonces

]B̄ ≥ [
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] ≥ [

n

2
] + 1,
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ya que como n ≥ 3, [n3 ]− [n
6 ] ≥ 1.

Entonces B̄ es un subconjunto de In con cardinal ]B̄ ≥ [n
2 ] + 1. Luego

por lo hecho para el caso k = 2, B̄ contiene un K2. O sea existen a, b ∈ B,
a 6= 1, b 6= 1 tal que (a, b) = 1.

Entonces {1, a, b} forman un K3 contenido en G(B).

Caso 2: Supongamos que 1 6∈ B. Dividiremos este dos subcasos, depen-
diendo si 2 ∈ B o 2 6∈ B.

Caso 2.1: Supongamos que 2 ∈ B. Afirmamos que existe b ∈ B, b impar,
tal que b + 2 ∈ B o b + 4 ∈ B.

En efecto, si esto no ocurriera la diferencia entre cualesquiera dos impares
de B es por lo menos 6. Entonces B puede contener a lo sumo [n−3

6 ] impares,
y B puede contener a lo sumo [n2 ]pares. Luego seŕıa: ]B ≤ [n−3

6 ] + [n
2 ].

Ahora ]B ≥ [n2 ] + [n3 ]− [n6 ] + 1. Entonces debeŕıa ser

[
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 ≤ [

n− 3
6

] + [
n

2
].

Esto se cumple si y sólo si

[
n

3
]− [

n

6
] + 1 ≤ [

n− 3
6

]

que es equivalente a

1 + [
n

3
] ≤ [

n− 3
6

] + [
n

6
]

Usando la desigualdad [x] ≤ x < [x] + 1, concluimos

n

3
< 1 + [

n

3
] ≤ [

n− 3
6

] + [
n

6
] ≤ n− 3

6
+

n

6
=

2n− 3
6

lo que es un absurdo.
Entonces B contiene dos impares cuya diferencia es 2 o 4. Es decir, existe

b ∈ B impar tal que b+2 ∈ B o b+4 ∈ B y además resulta que (b, b+2) = 1
y (b, b + 4) = 1, con lo cual {2, b, b + 2} o {2, b, b + 4} seŕıan K3 ⊂ B.

Caso 2.2: Supongamos que 1 6∈ B y 2 6∈ B, con lo cual B ⊂ {3, . . . , n}.
Vamos a partir a B como una unión disjunta de conjuntos de 6 elementos.

Sean

I0 = {3, 4, 5, 6, 7, 8}
I1 = {9, 10, 11, 12, 13, 14}
...

Ik = {3 + 6k, 4 + 6k, . . . , r + 3 + 6k}
donde r es el resto de dividir n − 3 por 6. El último conjunto, Ik, tiene 6
elementos si n = 6k + 8, es decir si n− 3 = 6k + 5.

En general, se tiene n − 3 = 6k + r con 0 ≤ r ≤ 5 y entonces Ik tiene
r + 1 elementos.
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Luego, tenemos

{3, . . . , n} =
k⊎

j=0

Ij ,

con lo cual

B =
k⊎

j=0

(B ∩ Ij) y ]B =
k∑

j=0

](B ∩ Ij).

Vamos a contar cuántos elementos de B puede haber en cada Ij .

Supongamos primero que en cada Ij hay a lo sumo 4 elementos de B.
Es decir, ](B ∩ Ij) ≤ 4, j = 0, . . . , k − 1 y ](B ∩ Ik) ≤ mı́n{4, r + 1}.

Luego se tiene

]B =
k∑

j=0

](B ∩ Ij) =
k−1∑

j=0

](B ∩ Ij) + ](B ∩ Ik)

≤
k−1∑

j=0

4 + mı́n{4, r + 1} = 4k + mı́n{4, r + 1}.

Usando ahora ]B ≥ [n2 ] + [n
3 ]− [n6 ] + 1, obtenemos

(4.1) [
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 ≤ 4k + mı́n{4, r + 1}.

Observemos ahora que k = [n−3
6 ] y consideremos los casos que corresponden

a cada posible valor de r.

1er caso: r = 0, con lo cual n = 6k + 3.
Tenemos

[
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 = (3k + 1) + (2k + 1)− k + 1 = 4k + 3,

y de (4.1) obtenemos

4k + 3 ≤ 4k + mı́n{4, r + 1} = 4k + 1

lo que es un absurdo.

2do caso: r = 1, con lo cual n = 6k + 4.
Tenemos

[
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 = (3k + 2) + (2k + 1)− k + 1 = 4k + 4,

y de (4.1) obtenemos

4k + 4 ≤ 4k + mı́n{4, r + 1} = 4k + 2

lo que es un absurdo.

3er caso: r = 2, con lo cual n = 6k + 5.
Tenemos

[
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 = (3k + 2) + (2k + 1)− k + 1 = 4k + 4,
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y de (4.1) obtenemos

4k + 4 ≤ 4k + mı́n{4, r + 1} = 4k + 3

lo que es un absurdo.

4to caso: r = 3, con lo cual n = 6k + 5.
Tenemos

[
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 = (3k + 3) + (2k + 2)− (k + 1) + 1 = 4k + 5,

y de (4.1) obtenemos

4k + 5 ≤ 4k + mı́n{4, r + 1} = 4k + 4

lo que es un absurdo.

5do caso: r = 4, con lo cual n = 6k + 7.
Tenemos

[
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 = (3k + 3) + (2k + 2)− (k + 1) + 1 = 4k + 5,

y de (4.1) obtenemos

4k + 5 ≤ 4k + mı́n{4, r + 1} = 4k + 4

lo que es un absurdo.

6to (¡y último!) caso: r = 5, con lo cual n = 6k + 8.
Tenemos

[
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 = (3k + 4) + (2k + 2)− (k + 1) + 1 = 4k + 6,

y de (4.1) obtenemos

4k + 6 ≤ 4k + mı́n{4, r + 1} = 4k + 4

lo que es un absurdo.

Luego debe existir j, 0 ≤ j ≤ k, tal que ](B∩Ij) ≥ 5. Es decir, que para
ese Ij a lo sumo un elemento no pertenece a B.

Escribamos Ij = {6j + 3, 6j + 4, 6j + 5, 6j + 6, 6j + 7, 6j + 8} (si j = k
entonces podŕıa no estar el 6j + 8).

Si 6j + 3 6∈ B entonces 6j + 5, 6j + 6, 6j + 7 ∈ B y forman un K3. El
mismo K3 se encontrará en B si 6j + 4 o 6j + 8 no están en B.

Si 6j + 5 6∈ B entonces 6j + 3, 6j + 4, 6j + 7 ∈ B y forman un K3. El
mismo K3 se encontrará en B si 6j + 6 6∈ B.

Finalmente, si 6j +7 6∈ B, tenemos que 6j +3, 6j +4, 6j +4 ∈ B forman
un K3.

Esto finaliza la demostración. ¤
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Ciclos pares

En esta sección, investigamos otra cuestión natural sobre el grafo copri-
mo de Z: ¿Qué se puede decir sobre los ciclos en G(A)?

El caso de los ciclos pares (C2l) no es dif́ıcil de resolver usando los resul-
tados conocidos (al menos para ciclos no demasiado largos).

Una pregunta a resolver seŕıa: Cúal será el subconjunto A ⊆ In más
grande que no contenga ciclos pares?

Probaremos que si l no es demasiado grande, el conjunto A de mas grande
cardinal contenido en In tal que no contenga ciclos pares tiene [n2 ] + l − 1
cantidad de elementos.

Más precisamente si l ≤ 1
10 ln(ln(n)) el máximo A ⊆ In tal que C2l 6⊂

G(A) debe ser de cardinal f(n, 1) + l − 1 = [n2 ] + l − 1.
Este cardinal se alcanza tomando todos los números pares y los primeros

l primos.
Es decir tomemos A aśı:

A = {m ∈ In : 2|m} ∪ {p1, . . . , pl},
donde {p1, p2, . . . , pi, . . . } denota el conjunto de los primos positivos orde-
nados en forma creciente.

Veamos que el grafo generado por A no contiene ciclos pares. En efecto, si
G(A) contuviera ciclos de 2l vértices, entonces existen a1, . . . , a2l elementos
de A tales que

(a1, a2) = (a2, a3) = · · · = (a2l−1, a2l) = (a2l, a1) = 1.

Ahora bien, en A hay exactamente l − 1 impares, entonces entre los ai

hay como mı́nimo 2l− (l− 1) números pares. O sea que entre los ai hay por
lo menos l + 1 números pares.

Pero entonces, si tomo los conjuntos

{a1, a2}; {a3, a4}; . . . ; {a2l−1, a2l}
son l conjuntos disjuntos. Luego en alguno de ellos debe haber dos pares, o
sea existe i tal que ai y ai+1 son pares. Es decir, (ai, ai+1) 6= 1 lo que es un
absurdo.

Hemos demostrado que C2l 6⊂ G(A).

Ahora queremos responder la siguiente pregunta: ¿Es A el subconjunto
más grande con la propiedad de el grafo inducido por él no contiene ciclos
pares?

35
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Calculemos el cardinal de A.

]A = ]{m ∈ In : 2|m}+ ]{p1, . . . , pl} − 1 = [
n

2
] + l − 1

Recordemos que f(n, k) = ]{m ∈ In : pi|m para algún i ≤ k}. Luego
f(n, 1) = [n2 ].

Probemos que para n suficientemente grande, A es efectivamente el con-
junto más grande con la propiedad de no contener ciclos pares de longitud
2l si l no es demasiado grande. Más precisamente, si l ≤ 1

10 ln(ln(n)).
O sea, veremos que si l ≤ 1

10 ln(ln(n)) y supongamos existe B ⊂ {1, . . . , n}
es tal que ]B > [n

2 ] + l − 1 (i.e. ]B ≥ [n2 ] + l) entonces existe C2l ciclo par,
C2l ⊂ B para n suficientemente grande. Vamos a usar siguiente teorema
cuya prueba se puede ver en [7].

Teorema 5.1. Existe un n0 tal que, para todo n ≥ n0 y C ⊂ In tal
que ]C > f(n, 1), ]C(2, 1) = s > 0, entonces, si r = mı́n{s, 1

10 ln(ln(n)},
K(r, r) ⊂ G(C).

Veamos ahora que B está en las condiciones del Teorema 5.1.

]B ≥ [n2 ] + l = f(n, 1) + l > f(n, 1), ya que l ≥ 1.
]B(2, 1) = {b ∈ B : b ≡ 1 (2)} > 0, ya que si ]B(2, 1) = 0,
⇒ ]B ≤ [n

2 ], lo que es absurdo.

Entonces estamos en las condiciones del Teorema 5.1, y por lo tanto, ex-
iste un n0 tal que, si n ≥ n0 , tomando r = mı́n{s, 1

10 ln(ln(n)} ⇒ K(r, r) ⊂
G(B).

Ahora, en general vale que si K(r, r) ⊂ G(B) y k < r, entonces K(k, k) ⊂
G(B). En efecto, K(k, k) es el subgrafo completo de K(r, r) que resulta de
quedarme con los primeros k vértices.

Veamos ahora que l ≤ s.
Escribiendo B = {b ∈ B : b ≡ 1 (2)} ] {b ∈ B : 2|b}, obtenemos

tomando cardinal,

(5.1) ]B = s + ]{b ∈ B : 2|b} ≤ s + f(n, 1),

Ya que f(n, 1) = [n2 ] = ]{m ∈ In : 2|m}.
Ahora como B, ]B ≥ f(n, 1) + l y junto con (5.1) obtenemos

f(n, 1) + l ≤ f(n, 1) + s ⇒ l ≤ s.

Luego, si l ≤ 1
10 ln(ln(n)) tenemos que l ≤ mı́n{s, 1

10 ln(ln(n))} = r y por lo
tanto, por el Teorema 5.1 obtenemos K(l, l) ⊂ G(B).

Ahora, es un hecho general que si K(l, l) ⊂ G(B) entonces C2l ⊂ G(B),
ya que K(l, l) es un subgrafo de G(B) bipartito de U y V con ]U = ]V = l,
tal que V (Kll) ⊆ V (B) y E(Kll) ⊆ E(B) Es decir, si U = {a1, . . . , al} y
V = {b1, . . . , bl} con ai, bj ∈ B para i, j = 1, . . . , l, como K(l, l) es completo
se tiene que (ai, bj) = 1 para todo i, j = 1, . . . , l.
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Luego se puede armar un 2l−ciclo de la siguiente manera:

V(C2l) = {a1, b1, a2, b2, . . . , al, bl},
E(C2l) = {[a1, b1]; [b1, a2]; [a2, b2]; [b2, a3]; . . . ; [bl−1, al]; [al, bl]; [bl, a1]}.
Entonces hemos construido C2l ⊂ G(B).
En conclusión, hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 5.2. Si A = {m ∈ In : 2|m} ∪ {p1, . . . , pl} donde pi denota
al i−ésimo primo positivo, entonces G(A) no posee ciclos pares. Notemos
que ]A = [n2 ] + l − 1.Y para n suficientemente grande y l ≤ 1

10 ln(ln(n)), A
es el mayor subconjunto de In con esa propiedad.





CAṔıTULO 6

Ciclos impares

En esta sección intentaremos dar una respuesta a la pregunta ¿cuál
será el conjunto A ⊂ In más grande tal que no contenga ciclos impares?

En el caso de ciclos de longitud 3 (triángulos), vimos en la Sección 2 que
el mayor A ⊂ In tal que C3 = K3 6⊂ G(A) es A3 = {m ∈ In : 2|m o 3|m}
que tiene cardinal ]A3 = f(n, 2) = [n2 ] + [n

3 ]− [n6 ].
Es decir que para garantizar la existencia de un triángulo en A ⊂ In se

necesita ]A ≥ f(n, 2) + 1.
Sorprendentemente este cardinal garantiza la existencia de ciclos impares

de casi toda longitud. Más precisamente, se tiene:

Teorema 6.1. Existen constantes c0 y n0 tales que, para todo n ≥ n0 y
para todo A ⊂ In con ]A ≥ f(n, 2) + 1, se tiene que existe un 2l + 1−ciclo
C2l+1 ⊂ G(A) para todo l ≤ c0n.

Seŕıa interesante determinar el valor óptimo de la constante c0. Un posi-
ble valor para la misma es c0 = 1

6 . La cota c0 ≤ 1
6 es el contenido del siguiente

lema.

Lema 6.1. Sea c0 la constante definida en el Teorema 6.1. Entonces se
tiene c0 ≤ 1

6 .

Demostración. Si c0 > 1
6 , podemos encontrar un conjunto A ⊆ In con

]A ≥ f(n, 2) + 1 tal que C2l+1 6⊆ G(A), para l > 1
6n

Tomemos n ∈ N tal que 6|n y definimos A ⊂ In como

A = {m ∈ In : 2|m} ∪ {2k − 1 : 1 ≤ k ≤ n

6
+ 1}.

Se tiene

]A =
n

2
+

n

6
+ 1 =

n

2
+

n

3
− n

6
+ 1 = [

n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] + 1 = f(n, 2) + 1.

Veamos que si l > 1
6n entonces C2l+1 6⊂ G(A). En efecto, supongamos

que C2l+1 ⊂ G(A) y sea k la cantidad de elementos impares en C2l+1. Luego
k ≤ n

6 + 1. Entonces la cantidad de pares en C2l+1 es

2l + 1− k ≥ 2(
n

6
+ 1) + 1− (

n

6
+ 1) =

n

6
+ 2.

Pero en un ciclo, no puede haber dos pares ligados, luego debe haber por lo
menos un impar por cada par. Pero la cantidad de pares en C2l+1 es mayor
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o igual a n
6 + 2 y la cantidad de impares es menor o igual a n

6 + 1 lo que es
un absurdo. ¤

En la demostración del Teorema 6.1 distinguiremos dos casos dependi-
endo del tamaño de ]A(6, 1) + ]A(6, 5).

El Teorema 6.1 será una consecuencia de dos los siguientes resultados.

Teorema 6.2. Existen constantes c1, c2 y n1 tales que si n ≥ n1

]A(6, 1) = s1, ]A(6, 5) = s2, 1 ≤ s1 + s2 ≤ c1n

y ]A > f(n, 2), entonces C2l+1 ⊂ G(A) para todo l ≤ c2n.

Teorema 6.3. Para todo ε > 0, existe n ∈ N y constantes c3 = c3(ε) y
n2 = n2(ε) tales que si n ≥ n2

]A(6, 1) = s1, ]A(6, 5) = s2, s1 + s2 ≥ εn

y ]A > f(n, 2), entonces C2l+1 ⊂ G(A) para todo l ≤ c3n.

Veamos que efectivamente los Teoremas 6.2 y 6.3 implican el Teorema
6.1.

Demostración del Teorema 6.1. Sea A ⊂ In tal que ]A > f(n, 2) y
llamemos s1 = ]A(6, 1) y s2 = ]A(6, 5).

Si se tiene que 1 ≤ s1+s2 ≤ c1n con c1 dada por el Teorema 6.2, entonces
se puede aplicar el Teorema 6.2 y se obtiene que existe c2 y n1 tal que para
todo n ≥ n1,

C2l+1 ⊂ G(A) para todo l ≤ c2n.

Si en cambio se tiene que s1 + s2 > c1n, se aplica el Teorema 6.3 con
ε < c1 y se obtiene que existe n2 = n2(ε) y c3 = c3(ε) tales que para todo
n ≥ n2,

C2l+1 ⊂ G(A) para todo l ≤ c3n.

Luego el Teorema 6.1 queda probado tomando n0 = máx{n1, n2} y c0 =
mı́n{c2, c3}. ¤

Debemos entonces demostrar los Teoremas 6.2 y 6.3. Haremos estas de-
mostraciones en los siguientes dos caṕıtulos.
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Demostración del Teorema 6.2

En este caṕıtulo demostraremos el Teorema 6.2.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que s1 = máx{s1, s2}.
Una idea general de la demostracón es construir el ciclo C2l+1 ⊂ G(A)

tomando primero a ∈ A(6, 1) con φ(a) relativamente grande y los restantes
2l elementos los elegiremos alternadamente en A(6, 2) y A(6, 3).

Necesitaremos el siguiente lema:

Lema 7.1. Existe una constante c4 tal que el número de enteros k ∈ In

tales que φ(k)/k < 1/t es menor que n exp(− exp(c4t)).
Si t > 2, la constante c4 se puede tomar independiente de t.

La demostración del Lema 7.1 se puede encontrar en [2].

Aplicamos el Lema 7.1 con

(7.1) t =
1
c4

ln
(

ln
(2n

s1

))
.

Observemos que si c1 es chico, es decir c1 < 2 exp(− exp(2c4)), entonces
como s1 ≤ s1 + s2 ≤ c1n tenemos s1 < 2 exp(− exp(2c4))n.

Esto implica 2 < 1
c4

ln
(
ln

(
2n
s1

))
= t. Por lo tanto t > 2.

Luego, aplicando el Lema 7.1 tenemos que

(7.2) ]
{

k ∈ In :
φ(k)

k
<

1
t

}
<

s1

2
.

Ahora

(7.3)
A(6, 1) =

(
A(6, 1) ∩

{
k ∈ In :

φ(k)
k

<
1
t

})

]
(

A(6, 1) ∩
{

k ∈ In :
φ(k)

k
≥ 1

t

})
.

Tomando cardinal en (7.3) y usando (7.2) obtenemos

s1 <
s1

2
+ ]

(
A(6, 1) ∩

{
k ∈ In :

φ(k)
k

≥ 1
t

})
,

de donde se obtiene

]

(
A(6, 1) ∩

{
k ∈ In :

φ(k)
k

≥ 1
t

})
>

s1

2
.

Luego concluimos que existe a ∈ A(6, 1) tal que φ(a)/a ≥ 1/t.
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Sea ahora B = {u ∈ Z : 6u + 2 ∈ In y (6u + 2, a) = 1}. Queremos
calcular ]B. Este es el contenido del siguiente lema.

Lema 7.2. Sea B = {u ∈ Z : 6u + 2 ∈ In y (6u + 2, a) = 1}. Entonces

(7.4) ]B =
∑

d|a
µ(d)g1(n, d),

donde g1(n, d) = ]{v ∈ Z : 6v + 2 ∈ In y d|6v + 2}.
Demostración. Usaremos la fórmula de inversión de Mœbious. Defin-

imos
β(m) = ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y m(b, a) = a}.

Con esta definición, se tiene que β(a) = ]B.
Pues ]B = ]{u ∈ Z : 6u + 2 ∈ In y (6u + 2, a) = 1} = ]{b ∈ In : b ≡

2 (6) y (b, a) = 1} = ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y (b, a)a = a1} = β(a)
Definamos ahora

α(m) = ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y a|mb}.
Con esta definición, para d divisor de a, se tiene que α(a

d) = g1(n, d). En
efecto

g1(n, d) = ]{v ∈ Z : 6v + 2 ∈ In y d|6v + 2}
= ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y d|b}

= ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y a
∣∣ab

d
}

= α(
a

d
).

Si ahora vemos que

(7.5) α(m) =
∑

d|m
β(d),

entonces, por la fórmula de inversión de Mœbius,

β(m) =
∑

d|m
µ(d)α(

m

d
)

y, evaluando β en a, se obtiene

]B = β(a) =
∑

d|a
µ(d)α(

a

d
) =

∑

d|a
µ(d)g1(n, d).

Debemos entonces verificar (7.5). La idea es partir al conjunto {b ∈ In :
b ≡ 2 (6) y a|mb} como una unión disjunta de conjuntos de cardinal β(d).
Más precisamente,

(7.6) {b ∈ In : b ≡ 2 (6) y a|mb} =
⊎

d|m
{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y d(b, a) = a}.

En efecto, si d(b, a) = a para algún d divisor de m, se tiene que a =
d(b, a)|mb.
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Rećıprocamente si b ∈ In es tal que b ≡ 2 (6) y a|mb tenemos que
d(b, a) = a para algún d divisor de m, puesto que como (a, b)|a, existe d ∈ Z
tal que a = (a, b)d y es fácil ver que d verifica lo pedido.

Que la unión es disjunta es evidente.

Tomando ahora cardinal en (7.6) obtenemos

α(m) = ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y a|mb}
=

∑

d|m
]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y d(b, a) = a}

=
∑

d|m
β(d),

como queŕıamos demostrar. ¤

Tratemos ahora de encontrar una cota para g1(n, d).

g1(n, d) = ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y d|b} = ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6) y b ≡ 0 (d)}.
Veamos como son todos los b ∈ Z soluciones del sistema

(7.7)

{
b ≡ 2 (6)
b ≡ 0 (d)

Como (a, 6) = 1 y d es un divisor de a, sigue que (d, 6) = 1 entonces,
por el Teorema Chino del Resto, el sistema (7.7) tiene una única solución
b0 ∈ [0, 6d) ( más precisamente b0 ∈ [2, 6d), ya que b0 6= 0 y b0 6= 1) y todas
las soluciones son de la forma

b = b0 + k6d (k ∈ Z).

En conclusión,

g1(n, d) = ]{b ∈ In : b = b0 +k6d (k ∈ Z)} = ]{k ∈ Z : 1 ≤ b0 +k6d ≤ n}.
La idea para acotar g1(n, d) va a ser meter {k ∈ Z : 1 ≤ b0 + k6d ≤ n}
entre dos conjuntos convenientes para obtener cotas por arriba y por abajo.
Vemos la cota inferior primero. Es claro que

(7.8) {k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ n− 2
6d

− 1} ⊂ {k ∈ Z : 1 ≤ b0 + k6d ≤ n}.
En efecto, si 0 ≤ k ≤ n−2

6d − 1 entonces, usando que 1 ≤ b0 < 6d obtenemos

1 ≤ b0 ≤ b0 + k6d ≤ b0 + (
n− 2
6d

− 1)6d = b0 + n− 2− 6d ≤ n− 2 < n.

Ahora, para la cota superior, afirmamos que

(7.9) {k ∈ Z : 1 ≤ b0 + k6d ≤ n} ⊂ {k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ n− 2
6d

}.
En efecto, si 1 ≤ b0 + k6d, tenemos (usando que b0 < 6d)

k ≥ 1− b0

6d
>

1
6d
− 1 > −1,
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y si b0 + k6d ≤ n, tenemos (usando que b0 ≥ 2)

k ≤ n− b0

6d
≤ n− 2

6d
.

En conclusión

−1 < k ≤ n− 2
6d

⇒ 0 ≤ k ≤ n− 2
6d

.

Tomando cardinal en (7.8) y (7.9) se obtiene,
[n− 2

6d
− 1

]
+ 1 ≤ g1(n, d) ≤

[n− 2
6d

]
+ 1.

Ahora, usando que [x− 1] = [x]− 1 concluimos

(7.10)
[n− 2

6d

]
≤ g1(n, d) ≤

[n− 2
6d

]
+ 1.

Finalmente, usando x− 1 < [x] ≤ x en (7.10) se obtiene

(7.11)
∣∣∣g1(n, d)− n− 2

6d

∣∣∣ ≤ 1.

Queremos ahora acotar el número de sumandos en (7.4). Para ello vamos
ahora a utilizar el siguiente lema cuya prueba se encuentra en [9], pág. 394.

Lema 7.3. Existe n3 ∈ N tal que si n ≥ n3 entonces

ω(n) < 2
ln(n)

ln(ln(n))
.

Para calcular la cantidad de sumandos no nulos en (7.4) debemos calcular
]{d ∈ N : d|a y µ(d) 6= 0}. Ahora, µ(d) 6= 0 si y sólo si, d no contiene primos
al cuadrado en su factorización, i.e. d =

∏r
i=1 pβi

i con βi = 0, 1. Luego

]{d ∈ N : d|a y µ(d) 6= 0} = ]{d ∈ N : d|a y d =
r∏

i=1

pβi
i con βi = 0, 1}

= 2ω(a).

Observación 7.1. Sea n3 ∈ N dado por el Lema 7.3. Podemos suponer
que n3 ≥ ee ya que si n3 < ee, como el Lema 7.3 vale para todo n ≥ n3 en
particular vale para todo n ≥ ee.

Observación 7.2. La función h(x) = ln(x)
ln(ln(x)) (x > 1), es creciente en

(ee, +∞). Luego si ee ≤ n3 ≤ a ≤ n se tiene que

ln(a)
ln(ln(a))

≤ ln(n)
ln(ln(n))

.

Observación 7.3. Afirmamos que si n > 2n3 y a ≤ n entonces ω(a) <

2 ln(n)
ln(ln(n)) .
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En efecto, si a ≥ n3 es inmediato a partir del Lema 7.3 y de la monotońıa
dada por la Observación 7.2. Si a < n3, existe c ∈ N tal que n3 < ac < 2n3

con lo cual ω(a) ≤ ω(ac) < 2 ln(ac)
ln(ln(ac)) < 2 ln(n)

ln(ln(n)) .
Como consecuencia de las observaciones 7.1, 7.2 y 7.3 tenemos que si

n > 2n3 y a < n, entonces

]{d ∈ N : d|a y µ(d) 6= 0} = 2ω(a) < 22
ln(n)

ln(ln(n))

Usemos este hecho y la cota para g1 obtenida en (7.11) para acotar el
cardinal de B. Por (7.4) tenemos

]B =
∑

d|a
µ(d)g1(n, d)

=
∑

d|a, µ(d)>0

µ(d)g1(n, d) +
∑

d|a, µ(d)<0

µ(d)g1(n, d)

= I + II.

Acotemos primero I. Por (7.11) tenemos, si µ(d) > 0,

µ(d)g1(n, d) ≥ µ(d)
n− 2
6d

− µ(d).

Entonces, como µ(d) = 1 si µ(d) > 0,

(7.12)

I =
∑

d|a, µ(d)>0

µ(d)g1(n, d)

≥
∑

d|a, µ(d)>0

(
µ(d)

n− 2
6d

− µ(d)
)

=
n− 2

6

∑

d|a, µ(d)>0

µ(d)
d

−
∑

d|a, µ(d)>0

1.

Para acotar II se razona de manera análoga. Por (7.11) se tiene, si
µ(d) < 0,

µ(d)g1(n, d) ≥ µ(d)
n− 2
6d

+ µ(d).

Con lo cual, como µ(d) = −1 si µ(d) < 0,

(7.13)

II =
∑

d|a, µ(d)<0

µ(d)g1(n, d)

≥
∑

d|a, µ(d)<0

(
µ(d)

n− 2
6d

+ µ(d)
)

=
n− 2

6

∑

d|a, µ(d)<0

µ(d)
d

−
∑

d|a, µ(d)<0

1.
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Luego, por (7.12) y (7.13) obtenemos

I + II ≥ n− 2
6

∑

d|a, µ(d)6=0

µ(d)
d

−
∑

d|a, µ(d)6=0

1.

Por otro lado,
∑

d|a, µ(d) 6=0

1 = ]{d ∈ Z : d|a y µ(d) 6= 0} = 2ω(a) < 2
2 ln(n)

ln(ln(n)) ,

luego

I + II ≥ n− 2
6

∑

d|a, µ(d)6=0

µ(d)
d

− 2
2 ln(n)

ln(ln(n)) .

Recordemos que, por lo visto en la sección de funciones aritméticas,

φ(a)
a

=
∑

d|a

µ(d)
d

,

con lo cual nos queda

I + II ≥ n− 2
6

φ(a)
a

− 2
2 ln(n)

ln(ln(n)) .

Recordemos ahora, que φ(a)
a ≥ 1

t . Finalmente obtenemos

]B ≥ n− 2
6t

− 2
2 ln(n)

ln(ln(n)) .

Veamos ahora que, si n es suficientemente grande, se tiene que

(7.14)
n− 2

6t
− 2

2 ln(n)
ln(ln(n)) ≥ n

7t
.

En efecto, (7.14) es equivalente a

n ≥ 42 t 2
2 ln(n)

ln(ln(n)) + 14.

Como t = 1
c4

ln(ln(2n
s1

)), (7.14) resulta equivalente a

(7.15) n ≥ 42
c4

ln
(

ln
(2n

s1

))
2

2 ln(n)
ln(ln(n)) + 14.

Acotemos:
Se puede ver que si n ≥ ee8

, entonces

2
2 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ 4
√

n

también para n grande y usando s1 ≥ 1, aśı 2n
s1
≤ 2n, se puede

demostrar
42
c4

ln
(

ln
(2n

s1

))
≤ 4
√

n.

y además si n ≥ 28, tenemos 14 ≤ n
2
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Luego, juntando estas tres cotas tenemos que para n suficientemente
grande

42
c4

ln
(

ln
(2n

s1

))
2

2 ln(n)
ln(ln(n)) + 14 ≤ 4

√
n 4
√

n +
n

2
≤ n.

Lo que prueba entonces que (7.15) vale.
Hemos entonces demostrado el siguiente lema.

Lema 7.4. Con las notaciones del Lema 7.2, se tiene

]B ≥ n

7t

donde t viene dado por (7.1), para todo n suficientemente grande.

Vamos ahora a tratar de controlar

](B ∩A) = ]{b ∈ In : b ≡ 2 (6), (b, a) = 1 y b ∈ A}.
Para ello necesitamos las siguientes definiciones: Teńıamos

s1 = ]A(6, 1) = ]{b ∈ A : b ≡ 1 (6)},
s2 = ]A(6, 5) = ]{b ∈ A : b ≡ 5 (6)}.

Definimos

s3 = ]A(6, 0) = ]{b ∈ A : b ≡ 0 (6)},
s4 = ]A(6, 2) = ]{b ∈ A : b ≡ 2 (6)},
s5 = ]A(6, 3) = ]{b ∈ A : b ≡ 3 (6)},
s6 = ]A(6, 4) = ]{b ∈ A : b ≡ 4 (6)},

y también

s′1 = ]{b ∈ In \A : b ≡ 1 (6)},
s′2 = ]{b ∈ In \A : b ≡ 5 (6)},
s′3 = ]{b ∈ In \A : b ≡ 0 (6)},
s′4 = ]{b ∈ In \A : b ≡ 2 (6)},
s′5 = ]{b ∈ In \A : b ≡ 3 (6)},
s′6 = ]{b ∈ In \A : b ≡ 4 (6)}.

Resulta, claramente, que ]A = s1 + s2 + s3 + s4 + s5 + s6 y recordando
f(n, 2) = ]{m ≤ n : 2|m o 3|m} podemos escribir f(n, 2) = s3 + s4 +
s5 + s6 + s′3 + s′4 + s′5 + s′6. Ahora tenámos, por hipótesis, que ]A > f(n, 2).
Entonces resulta que

(7.16) s1 + s2 > s′3 + s′4 + s′5 + s′6 ≥ s′4.

Si llamamos A′ = In \A, tenemos

B = (B ∩A) ] (B ∩A′)



48 7. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6.2

y, tomando cardinal, nos queda

]B = ](B ∩A) + ](B ∩A′).

Por otro lado, tenemos

(7.17) ](B ∩A′) ≤ s′4.

Entonces, por (7.17) y (7.16) nos queda

](B ∩A) = ]B − ](B ∩A′) ≥ ]B − s′4 ≥ ]B − (s1 + s2).

Finalmente, usando el Lema 7.4, nos queda

](B ∩A) ≥ n

7t
− (s1 + s2).

Veamos que, si c1 es suficientemente pequeño, tenemos

(7.18)
n

7t
− (s1 + s2) ≥ n

8t
.

En efecto, (7.18) es equivalente a

t ≤ n

(s1 + s2) 56
,

y, recordando (7.1),

(7.19)
1
c4

ln
(

ln
(2n

s1

))
≤ n

(s1 + s2) 56
.

La desigualdad (7.19) es una consecuencia de la siguiente observación:

Observación 7.4. Existe k2 > 0 tal que para todo x ≥ k2,

1
c4

ln(ln(2x)) ≤
√

x

2 · 56
.

La demostración de la Observación 7.4 es evidente.

Ahora, la desigualdad (7.19) estará demostrada, si vemos que n
s1
≥ k2

puesto que, en ese caso, tendŕıamos

(7.20) t =
1
c4

ln
(

ln
(2n

s1

))
≤

√
n

2s1 · 56
≤

√
n

(s1 + s2) 56
≤ n

(s1 + s2) 56
.

ya que n
(s1+s2) 56 ≥ 1

c1 56 ≥ 1 si c1 es pequeño.

Veamos que efectivamente n
s1
≥ k2. Si c1 es pequeño (c1 ≤ 1

k2
), se tiene

s1 ≤ s1 + s2 ≤ c1n ≤ n

k2
,

como queŕıamos.
Hemos demostrado el siguiente lema
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Lema 7.5. Con las notaciones del Lema 7.2, se tiene

](B ∩A) ≥ n

8t

donde t viene dado por (7.1), para todo n suficientemente grande, si c1 es
pequeño.

Tomemos ahora

(7.21) t′ =
1
c4

ln
(

ln
(2n

n
8t

))
,

resulta entonces que t > t′. En efecto,usando (7.18),

s1 ≤ s1 + s2 ≤ n

7t
− n

8t
<

n

8t
,

luego
2n

s1
>

2n
n
8t

,

lo que implica

t =
1
c4

ln
(

ln
(2n

s1

))
>

1
c4

ln
(

ln
(2n

n
8t

))
= t′.

Volvemos ahora a aplicar el Lema 7.1 con t′ para obtener

(7.22) ]
{

k ∈ In :
φ(k)

k
<

1
t′

}
<

n

16t
.

Ahora,

B ∩A =
(

(B ∩A) ∩
{

k ∈ In :
φ(k)

k
<

1
t′

})

]
(

(B ∩A) ∩
{

k ∈ In :
φ(k)

k
≥ 1

t′
})

=Ā1 ] Ā2.

Tomando cardinal nos queda

](B ∩A) = ]Ā1 + ]Ā2,

pero, usando el Lema 7.5 y (7.22), se obtiene

]Ā2 = ](B ∩A)− ]Ā1 >
n

8t
− n

16t
=

n

16t
.

Y resulta que n
16t ≥ 1 para n suficientemente grande, ya que como t =

1
c4

ln
(
ln

(
2n
s1

))
, es fácil ver que para n grande vale n ≥ 16 1

c4
ln

(
ln

(
2n
s1

))

Luego existen por lo menos n
16t enteros b ∈ In tales que

b ≡ 2 (6), b ∈ A, (b, a) = 1 y
φ(b)

b
≥ 1

t′
>

1
t
.

Elijamos b1 alguno de esos enteros. Como (b1, a) = 1 existe un “lazo” entre
a y b1.
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Tomemos ahora t′′ = 1
c4

ln(ln( 1
c1

)). Aplicando el Lema 7.1 con t′′, obten-

emos que el número de enteros k ∈ In tales que φ(k)
k < 1

t′′ es a lo sumo nc1.
Entonces

A(6, 2) =
(

A(6, 2) ∩
{

k ∈ In :
φ(k)

k
<

1
t′′

})

]
(

A(6, 2) ∩
{

k ∈ In :
φ(k)

k
≥ 1

t′′
})

=A1(6, 2) ]A2(6, 2).

Tomando cardinal, nos queda

]A2(6, 2) = ]A(6, 2)− ]A1(6, 2),

pero A1(6, 2) ⊂ {
k ∈ In : φ(k)

k < 1
t′′

}
, luego ]A1(6, 2) < nc1.

Por lo tanto, tenemos que

(7.23) ]A2(6, 2) ≥ ]A(6, 2)− nc1.

Controlemos ahora ]A(6, 2). Resulta que

]In(6, 2) = s4 + s′4,

entonces, por (7.16), tenemos

s4 = ]A(6, 2) = ]In(6, 2)− s′4 ≥ ]In(6, 2)− (s1 + s2).

Con lo cual, por (7.23) y dado que s1 + s2 ≤ c1n, se tiene

(7.24) ]A2(6, 2) ≥ ]In(6, 2)− 2c1n.

Veamos ahora que ]In(6, 2) =
[

n−2
6

]
+ 1. En efecto

]In(6, 2) = ]
{

b ∈ In : b ≡ 2 (6)
}

= ]
{

t ∈ Z : 1 ≤ 6t + 2 ≤ n
}

= ]
{

t ∈ Z : −1
6
≤ t ≤ n− 2

6

}

=
[n− 2

6

]
+ 1.

Finalmente, de (7.24) obtenemos

]A2(6, 2) ≥
[n− 2

6

]
+ 1− 2c1n.

Ahora, es fácil ver que, si n es suficientemente grande y c1 es pequeño
(n ≥ 28 y c1 ≤ 1

168) se tiene
[n− 2

6

]
+ 1− 2c1n ≥ n

7
.

Luego obtenemos

]A2(6, 2) = ]

(
A(6, 2) ∩

{
k ∈ In :

φ(k)
k

≥ 1
t′′

})
≥ n

7
,
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si n ≥ 28 y c1 ≤ 1
168 .

Ahora si c2 < 1
7 (donde c2 es la dada por el Teorema 6.2), tenemos

c2n < n
7 , luego como l es l ≤ c2n < n

7 . Entonces podemos elegir l − 1
elementos distintos en A2(6, 2).

Elegimos entonces b2, b3, . . . , bl ∈ A2(6, 2) distintos.

Hasta ahora para la construcción de nuestro 2l + 1 − ciclo, tenemos
elegidos a, b1, b2, b3, . . . , bl, tales que :

a ∈ A(6, 1) con φ(a) relativamente grande
b1 ∈ A(6, 2) tal que (b1, a) = 1 con φ(b1) relativamente grande
también.
los restantes bi para i = 2, ....l los elegimos en bi ∈ A2(6, 2)

Luego definimos bl+1 = a y llamamos ei := [bi, bi+1], i = 1, . . . , l.
Ahora debemos construir un conjunto donde elegir los restantes f1, . . . , fl

elementos de tal manera que la secuencia

a, b1, f1, b2, f2, . . . , bl, fl

forme un C2l+1 ciclo contenido en G(A) Para esto necesitamos que fi veri-
fique que (bi, fi) = 1 y también que (fi, bi+1) = 1. Este hecho queda garan-
tizado si elegimos fi tales que (fi, ei) = 1 Pues si p|bi entonces p|ei, luego
si tenemos (fi, ei) = 1, entonces p 6 |fi, con lo cual vale (bi, fi) = 1. De la
misma manera se puede ver (fi, bi+1) = 1.

Construimos entonces el siguiente conjunto:

Ci = {b ∈ In : b ≡ 3 (6) y (b, ei) = 1}.
Análogamente al Lema 7.2 se tiene

Lema 7.6. Si Ci = {b ∈ In : b ≡ 3 (6) y (b, ei) = 1}. Entonces se tiene

]Ci =
∑

d|ei

µ(d)g2(n, d),

donde g2(n, d) = ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y d|b}.
Demostración. La idea es similar a la prueba del Lema 7.2. Definimos

βi(m) = ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y m(b, ei) = ei}.
Con esta definición, se tiene que βi(ei) = ]Ci.

Razonando igual que en el Lema 7.2 se tiene que

g2(n, d) = ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y ei|bei

d
}.

Luego, si definimos

αi(m) = ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y ei|mb},
tenemos que αi( ei

d ) = g2(n, d).
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Entonces, si vemos que

(7.25) αi(m) =
∑

d|m
βi(d),

por la fórmula de inversión, obtendŕıamos

βi(m) =
∑

d|m
µ(d)αi(

m

d
),

que evaluando en ei da

]Ci = βi(ei) =
∑

d|ei

µ(d)αi(
ei

d
) =

∑

d|ei

µ(d)g2(n, d),

como queremos demostrar en este lema.
Afirmamos que vale la siguiente igualdad de conjuntos,

(7.26)
{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y ei|mb} =

⊎

d|m
{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y d(ei, b) = ei}.

En efecto, si b ∈ In es tal que b ≡ 3 (6) y d(ei, b) = ei para algún d divisor de
m, tenemos m = dq, entonces mb = dqb. Por otro lado, b = (b, ei)t, entonces

mb = dq(b, ei)t = eiqt,

con lo cual ei|mb.
Rećıprocamente, sea b ∈ In tal que b ≡ 3 (6) y ei|mb. Ahora ei = (ei, b)q

y como ei|mb se tiene que

q =
ei

(ei, b)

∣∣∣ mb

(ei, b)
.

Ahora ( ei

(ei, b)
,

b

(ei, b)

)
= 1,

entonces q|m y cumple q(ei, b) = ei.
Hemos demostrado (7.26). Finalmente, tomando ahora cardinal en (7.26),

obtenemos (7.25).
Esto finaliza la demostración. ¤

Observemos que como bi ∈ A(6, 2), tenemos que bi = 6vi + 2 para algún
vi ∈ Z. Con lo cual 2|bi y 3 6 |bi.

Ahora, vamos a tratar de acotar g2 usando las mismas ideas que se
usaron para acotar g1. Recordemos que para d divisor de ei

g2(n, d) = ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y d|b} = ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y b ≡ 0 (d)}.
Luego debemos resolver el sistema

{
b ≡ 3 (6),
b ≡ 0 (d).
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Este sistema tendrá solución o no dependiendo de (6, d). Más aún, por el
Teorema Chino del Resto, el sistema tiene solución si y sólo si (6, d)|3.

Calculemos entonces (6, d). Como d es un divisor de ei = [bi, bi+1] y como
2|bi y bi|ei para todo i = 1, . . . , l, entonces 2|ei. Luego, d que es un divisor
de ei podŕıa ser par o impar, pero si 2|d, se tendŕıa (6, d) 6= 1 y a demás
(6, d) 6= 3, ya que 3 6 |d. Pues si 3|d, entonces 3|ei = [bi, bi + 1] , pero al ser 3
primo se tiene que 3|bi o 3|bi+1 lo que es un absurdo seguún la observación
anterior con lo cual el sistema no tendŕıa solución.

Es decir, si d es par, g2(n, d) = 0.

Ahora, si d es impar, los posibles valores de (6, d) son 1 o 3. Pero como se
dijo antes 3 6 |d. Luego (6, d) = 1 y el sistema tiene solución única b0 ∈ [0, 6d)
y todas las soluciones son de la forma b = b0 +k6d con k ∈ Z. En conclusión,
si d es impar,

g2(n, d) = ]{k ∈ Z : 1 ≤ b0 + k6d ≤ n}.
Veamos ahora que

(7.27) {k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ n− 3
6d

− 1} ⊂ {k ∈ Z : 1 ≤ b0 + k6d ≤ n}
y

(7.28) {k ∈ Z : 1 ≤ b0 + k6d ≤ n} ⊂ {k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ n− 3
6d

}.

En efecto, si 0 ≤ k ≤ n−3
6d − 1, entonces

1 ≤ b0 ≤ b0 + k6d ≤ b0 + n− 3− 6d < n− 3 < n,

lo que prueba (7.27).
Por otro lado, si 1 ≤ b0 + k6d ≤ n, entonces

−1 <
1
6d
− 1 <

1
6d
− b0

6d
=

1− b0

6d
≤ k ≤ n− b0

6d
≤ n− 3

6d
,

pues b0 ≥ 3, lo que prueba (7.28).

Tomando cardinal en (7.27) – (7.28) obtenemos
[n− 3

6d

]
≤ g2(n, d) ≤

[n− 3
6d

]
+ 1,

que, usando [x] ≤ x < [x] + 1 implica

n− 3
6d

− 1 ≤ g2(n, d) ≤ n− 3
6d

+ 1.

O sea

−1 ≤ g2(n, d)− n− 3
6d

≤ 1.

Llamemos ε = g2(n, d) − n−3
6d . Tenemos entonces g2(n, d) = n−3

6d + ε con
|ε| ≤ 1 para d impar.

Resumiendo, hemos probado el siguiente lema
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Lema 7.7. Sea g2(n, d) la función definida en el Lema 7.6. Entonces se
tiene

g2(n, d) =

{
0 si d es par
n−3
6d + ε en otro caso,

donde |ε| ≤ 1.

Para estimar el cardinal de Ci = {b ∈ In : b ≡ 3 (6) y (b, ei) = 1}, de
acuerdo a los Lemas 7.6 y 7.7 necesitamos estimar la cantidad de sumandos
no nulos en ∑

d|ei

µ(d)g2(n, d).

Es decir, queremos estimar

]{d ∈ N : d|ei y µ(d) 6= 0}.
Ahora bien,

(7.29)

]{d ∈ N : d|ei y µ(d) 6= 0}

= ]{d ∈ N : d|ei y d =
r∏

j=1

pβi
i con 0 ≤ βi ≤ 1}

= 2ω(ei)

Usando ahora la Observación 7.3, como ei ≤ n2 (dado que ei = [bi, bi+1] ≤
bibi+1 ≤ n2) y n2 > n > 2n3, se obtiene:

ω(ei) ≤ 2 ln(n2)
ln(ln(n2))

<
4 ln(n)

ln(ln(n))
,

con lo cual

(7.30) 2ω(ei) < 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) .

Luego,

]Ci = ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y (b, ei) = 1}
=

∑

d|ei

µ(d)g2(n, d)

=
∑

d|ei,2 6|d
µ(d)g2(n, d)

=
∑

d|ei,2 6|d,µ(d)>0

µ(d)g2(n, d) +
∑

d|ei, 2 6|d,µ(d)<0

µ(d)g2(n, d)

= I + II.
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Acotemos primero I. Por el Lema 7.7, tenemos

I =
∑

d|ei,2 6|d,µ(d)>0

µ(d)g2(n, d)

≥
∑

d|ei,2 6|d,µ(d)>0

µ(d)
n− 3
6d

− µ(d)

=
n− 3

6

∑

d|ei,26|d,µ(d)>0

µ(d)
d

−
∑

d|ei,26|d,µ(d)>0

1.

Acotemos ahora II. Por el Lema 7.7, obtenemos

II =
∑

d|ei,26|d,µ(d)<0

µ(d)g2(n, d)

≥
∑

d|ei,26|d,µ(d)<0

µ(d)
n− 3
6d

+ µ(d)

=
n− 3

6

∑

d|ei,26|d,µ(d)<0

µ(d)
d

−
∑

d|ei,26|d,µ(d)<0

1.

Juntando todo, nos queda

I + II ≥ n− 3
6

∑

d|ei,26|d,µ(d)6=0

µ(d)
d

−
∑

d|ei,26|d,µ(d)6=0

1.

Por (7.29) y (7.30) sigue que
∑

d|ei,26|d,µ(d)6=0

1 = ]{d ∈ N : d|ei, 2 6 |d y µ(d) 6= 0}

≤ ]{d ∈ N : d|ei y µ(d) 6= 0}
≤ 2ω(ei)

≤ 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) ,

de donde

(7.31) I + II ≥ n− 3
6

∑

d|ei,26|d,µ(d) 6=0

µ(d)
d

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) .

Ahora, usamos la siguiente propiedad de las funciones aritméticas, de-
mostrada en el capitulo 1, Observación 2.4, tenemos:

(7.32)
φ(ei)

ei
=

∑

d|ei

µ(d)
d

de la que se deduce la Proposición 2.8

(7.33)
φ(ei)

ei
=

∏

p|ei

(1− 1
p
).
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Ahora, como µ(d) = 0 si 4|d,

φ(ei)
ei

=
∑

d|ei

µ(d)
d

=
∑

d|ei, 2|d

µ(d)
d

+
∑

d|ei, 26|d

µ(d)
d

=
∑

2k|ei, 26|k

µ(2k)
2k

+
∑

d|ei, 2 6|d

µ(d)
d

= −1
2

∑

2k|ei, 26|k

µ(k)
k

+
∑

d|ei, 2 6|d

µ(d)
d

= −1
2

∑

k|ei, 26|k

µ(k)
k

+
∑

d|ei, 26|d

µ(d)
d

=
1
2

∑

d|ei, 26|d

µ(d)
d

Con lo cual, por (7.33),

2
∏

p|ei

(1− 1
p
) =

∑

d|ei, 2 6|d

µ(d)
d

Observemos que

2
∏

p|ei

(1− 1
p
) = 2

∏

p|ei, p 6=2

(1− 1
p
) · (1− 1

2
) =

∏

p|ei, p 6=2

(1− 1
p
)

de donde se obtiene

(7.34)
∏

p|ei, p 6=2

(1− 1
p
) =

∑

d|ei, 26|d

µ(d)
d

.

Ahora, como ei = [bi; bi+1],

{p primo : p|ei} ={p primo : p|bi} ∪ {p primo : p|bi+1}
={p primo : p|bi y p 6 |bi+1} ∪ {p primo : p 6 |bi y p|bi+1}
∪ {p primo : p|bi y p|bi+1} (unión disjunta)

Luego,

(7.35)
∏

p|ei

(1− 1
p
) =

∏

p|bi, p 6|bi+1

(1− 1
p
)×

∏

p|bi+1, p 6|bi

(1− 1
p
)×

∏

p|bi+1, p|bi

(1− 1
p
).

Ahora, resulta que como 1− 1
p ≤ 1, para todo p primo, entonces

∏

p|bi+1, p|bi

(1− 1
p
) ≤ 1
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Luego
∏

p|bi+1

(1− 1
p
) =

∏

p|bi+1, p 6|bi

(1− 1
p
)×

∏

p|bi+1, p|bi

(1− 1
p
) ≤

∏

p|bi+1, p 6|bi

(1− 1
p
).

Con lo cual multiplicando a ambos miembros por
∏

p|bi
(1− 1

p), obtenemos

∏

p|bi

(1− 1
p
)×

∏

p|bi+1

(1− 1
p
) ≤

∏

p|bi+1, p6|bi

(1− 1
p
)×

∏

p|bi

(1− 1
p
),

Más precisamente, desarrollando el segundo miembro obtenemos:
∏

p|bi

(1− 1
p
)×

∏

p|bi+1

(1− 1
p
) ≤

∏

p|bi+1, p 6|bi

(1− 1
p
)×

∏

p|bi, p 6|bi+1

(1− 1
p
)

×
∏

p|bi, p|bi+1

(1− 1
p
).

Luego, por (7.35), tenemos

(7.36)
∏

p|bi

(1− 1
p
)×

∏

p|bi+1

(1− 1
p
) ≤

∏

p|ei

(1− 1
p
).

Ahora, volviendo a la ecuación (7.31), tenemos, por (7.34)

I + II ≥ n− 3
6

∑

d|ei,2 6|d,µ(d)6=0

µ(d)
d

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n))

(7.37) =
n− 3

6

∏

p|ei, p 6=2

(1− 1
p
)− 2

4 ln(n)
ln(ln(n))

Por otra parte, tenemos

(7.38)
∏

p|ei, p 6=2

(1− 1
p
) ≥

∏

p|ei

(1− 1
p
)

pues
∏

p|ei

(1− 1
p
) = (1− 1

2
)×

∏

p|ei, p 6=2

(1− 1
p
)

=
1
2
×

∏

p|ei, p6=2

(1− 1
p
)

≤
∏

p|ei, p 6=2

(1− 1
p
).
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Luego, por (7.38), (7.36) y (7.33) tenemos

n− 3
6

∏

p|ei, p6=2

(1− 1
p
)− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) ≥ n− 3

6

∏

p|ei

(1− 1
p
)− 2

4 ln(n)
ln(ln(n))

≥ n− 3
6

∏

p|bi

(1− 1
p
)×

∏

p|bi+1

(1− 1
p
)− 2

4 ln(n)
ln(ln(n))

=
n− 3

6
φ(bi)

bi

φ(bi+1)
bi+1

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) .

Volviendo a (7.37) nos queda

(7.39) I + II ≥ n− 3
6

φ(bi)
bi

φ(bi+1)
bi+1

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) .

Ahora, por otra parte,

]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y (b, ei) = 1}
=]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) ; (b, ei) = 1 ; b ∈ A}

+ ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) ; (b, ei) = 1 ; b 6∈ A}
y tenemos:

]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) ; (b, ei) = 1 ; b 6∈ A} ≤ ]{b ∈ In \A : b ≡ 3 (6)} = s′5.

Por lo tanto

]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) ; (b, ei) = 1 ; b ∈ A}
≥ ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y (b, ei) = 1} − s′5.

Pero, según (7.16)

s1 + s2 > s′3 + s′4 + s′5 + s′6 ≥ s′5
de donde

−s′5 ≥ −(s1 + s2).

Entonces

]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) ; (b, ei) = 1 ; b ∈ A}
≥ ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y (b, ei) = 1} − (s1 + s2).

O lo que es lo mismo,
∑

u: 6u+3≤n, (6u+3,ei)=1,
6u+3∈A

1 ≥ ]{b ∈ In : b ≡ 3 (6) y (b, ei) = 1} − (s1 + s2)

≥ n− 3
6

φ(bi)
bi

φ(bi+1)
bi+1

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) − (s1 + s2)

Acotemos ahora φ(bi)
bi

, para los distintos valores de i.
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Si i = 1, φ(b1)
b1

≥ 1
t′ por la elección de b1. Y por la elección de b2,

φ(b2)
b2

≥ 1
t′′

Entonces nos queda
∑

u: 6u+3≤n, (6u+3,e1)=1,
6u+3∈A

1 ≥ n− 3
6

1
t′

1
t′′
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) − (s1 + s2).

Ahora para n suficientemente grande,

(7.40)
n− 3

6
1
t′

1
t′′
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) − (s1 + s2) ≥ n

7tt′′
− (s1 + s2).

En efecto, como t > t′, tenemos
n− 3

6
1
t′

1
t′′
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) ≥ n− 3

6
1
t

1
t′′
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) .

Luego, (7.40) es una consecuencia de

(7.41)
n− 3

6
1
t

1
t′′
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) ≥ n

7tt′′
.

Pero, (7.41) es equivalente a

(
n

6
− 1

2
)

1
tt′′

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) − n

7tt′′
≥ 0 ⇔

n

6tt′′
− n

7tt′′
≥ 1

2tt′′
+ 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) ⇔

n

42tt′′
≥ 1

2tt′′
+ 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) ⇔

n ≥ 21 + 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) 42tt′′

Recordemos que t = 1
c4

ln(ln(2n
s1

)) y t′′ = 1
c4

ln(ln( 1
c1

)), de donde
(7.41) resulta equivalente a

n ≥
(

2
4 ln(n)

ln(ln(n))

)(
42
c2
4

ln(ln(
2n

s1
))

)(
ln(ln(

1
c1

))
)

+ 21 = ABC + D.

Ahora, si n ≥ 42 entonces D ≤ n
2 .

Veremos que A, B,C ≤ 6
√

n y luego ABC ≤ √
n.

Es fácil ver que si n ≥ ee24
entonces A ≤ 6

√
n. En efecto, si

n ≥ ee24
, entonces ln(n) ≥ e24, luego ln(ln(n)) ≥ 24. De donde se

obtiene
4 ln(n)

ln(ln(n))
≤ 4 ln(n)

24
=

1
6

ln(n).

Luego

e
4 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ e
ln(n)

6 = 6
√

n

Finalmente,

A = 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ e
4 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ 6
√

n.
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Veamos ahora que B ≤ 6
√

n. Como s1 ≥ 1, entonces 2n
s1
≤ 2n y

luego ln(ln(2n
s1

)) ≤ ln(2n).Entonces

B =
42
c2
4

ln(ln(
2n

s1
)) ≤ 42

c2
4

ln(2n).

Luego, la afirmación es inmediata del hecho de que
42
c2
4

ln(2n) ≤ 6
√

n,

para n suficientemente grande.

Falta ver que C ≤ 6
√

n, donde C = ln(ln( 1
c1

)).
Por hipótesis, se tiene 1 ≤ s1 + s2 ≤ c1n, luego

1
c1
≤ n.

Entonces
C ≤ ln(

1
c1

) ≤ ln(n) ≤ 6
√

n,

si n es grande.

Juntando todos los cálculos,

ABC + D ≤ √
n +

n

2
≤ n,

para n grande. Hemos entonces demostrado (7.40).

Ahora, si tomamos c1 pequeño, obtenemos

(7.42)
n

7tt′′
− (s1 + s2) ≥ n

8tt′′
.

En efecto, (7.42) es equivalente a
n

7tt′′
− n

8tt′′
≥ s1 + s2 ⇔

n

56tt′′
≥ s1 + s2 ⇔

n

56(s1 + s2)
≥ tt′′.

Debemos ver

(7.43) tt′′ ≤ n

56(s1 + s2)

Si c1 es suficientemente pequeño, por (7.20),

t ≤
√

n

(s1 + s2)56
.

Veamos ahora que

t′′ ≤
√

n

(s1 + s2)56
.
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Pero

t′′ =
1
c4

ln(ln(
1
c1

)) ≤ 1
c4

ln(
1
c1

).

Ahora, como para x grande se tiene 1
c4

ln(x) ≤ √
x
56 , sigue que

t′′ ≤ 1
c4

ln(
1
c1

) ≤
√

1
56c1

si c1 es pequeño. Finalmente, usando que s1 + s2 ≤ c1n tenemos

t′′ ≤
√

1
56c1

=
√

n

56c1n
≤

√
n

56(s1 + s2)
.

Hemos probado (7.43) con lo cual queda demostrada la desigualdad
(7.42).

En conclusión, para el caso i = 1 obtenemos la cota

(7.44)

∑
u: 6u+3≤n, (6u+3,e1)=1,

6u+3∈A

1 ≥ n− 3
6

1
tt′′

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) − (s1 + s2)

≥ n

7tt′′
− (s1 + s2)

≥ n

8tt′′

si n es suficientemente grande y c1 suficientemente chico.

Para i = l nos queda:

∑
u: 6u+3≤n,(6u+3,el)=1,

6u+3∈A

1

≥n− 3
6

φ(bl)
bl

φ(bl+1)
bl+1

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) − (s1 + s2)

=
n− 3

6
φ(bl)

bl

φ(a)
a

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) − (s1 + s2)

Usando φ(bl)
bl

≥ 1
t′′ y φ(a)

a ≥ 1
t , nos queda:

∑
u: 6u+3≤n,(6u+3,el)=1,

6u+3∈A

1 ≥ n− 3
6

1
t′′

1
t
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) − (s1 + s2).
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En conclusión, usando (7.41) y (7.42), como antes, para el caso
i = l obtenemos:

(7.45)

∑
u: 6u+3≤n,(6u+3,el)=1,

6u+3∈A

1 ≥ n− 3
6

1
tt′′

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) − (s1 + s2)

≥ n

7tt′′
− (s1 + s2)

≥ n

8tt′′

si n es suficientemente grande y c1 suficientemente chico.

Si 1 < i < l:
Teńıamos

(7.46)
∑

u: 6u+3≤n,(6u+3,ei)=1,
6u+3∈A

1 ≥ n− 3
6

φ(bi)
bi

φ(bi+1)
bi+1

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) − (s1 + s2).

Ahora si 2 ≤ i ≤ l − i ; φ(bi)
bi

≥ 1
t′′ , por elección de bi.

Entonces la desigualdad (7.46) queda:

≥ n− 3
6

1
t′′

1
t′′
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) − (s1 + s2).

Veamos ahora que para n suficientemente grande vale:

(7.47)
n− 3

6
1

(t′′)2
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) ≥ n

7(t′′)2
.

Esto es equivalente a
n− 3

6
1

(t′′)2
− n

7(t′′)2
≥ 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) .

⇔
n

6(t′′)2
− n

7(t′′)2
≥ 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) +

1
2(t′′)2

⇔
n

42(t′′)2
≥ 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) +

1
2(t′′)2

⇔
n ≥ 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) 42(t′′)2 + 21

pero t′′ = 1
c4

ln(ln( 1
c1

))

Luego la desigualdad que queremos ver resulta equivalente a

n ≥
(

2
4 ln(n)

ln(ln(n))

)(
42
c2
4

(
ln(ln(

1
c1

))
)2

)
+ 21 = AB + C.

Ahora si n ≥ 42, entonces C = 21 ≤ n
2 .

Veamos que A,B ≤ 4
√

n aśı AB + C ≤ √
n + n

2 ≤ n., para n
grande.
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Demostramos anteriormente que si n ≥ ee24
entonces A ≤ 6

√
n.

Usando este hecho tenemos entonces, A ≤ 6
√

n ≤ 4
√

n, para n
grande.

Veamos ahora que B < 4
√

n

En efecto, usando que 1 ≤ c1n y ln(n) ≤ n, tenemos:

B =
42
c2
4

(
ln(ln(

1
c1

))
)2

≤ 42
c2
4

(ln(ln(n)))2 ≤ 42
c2
4

(ln(n))2 .

Luego la afirmación es inmediata del hecho 42
c24

(ln(n))2 ≤ 4
√

n, para
n suficientemente grande.

Luego tenemos AB + C ≤ 4
√

n 4
√

n + n
2 ≤

√
n + n

2 ≤ n, para n
suficientemente grande.

Queda probada entonces la desigualdad (7.47), que dećıa:
n− 3

6
1

(t′′)2
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) ≥ n

7(t′′)2
.

Con lo cual
n− 3

6
1

(t′′)2
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) − (s1 + s2) ≥ n

7(t′′)2
− (s1 + s2).

Veamos ahora

(7.48)
n

7(t′′)2
− (s1 + s2) ≥ n

8(t′′)2

para n suficientemente grande y c1 suficientemente chico. Ahora
n

7(t′′)2
− (s1 + s2) ≥ n

8(t′′)2
⇔

n

56(t′′)2
≥ (s1 + s2)

⇔
(7.49)

n

(s1 + s2)56
≥ (t′′)2

Veamos esto:
Para c1 chico, tenemos para t′′:

t′′ =
1
c4

ln(ln(
1
c1

)) ≤ 1
c4

ln(
1
c1

).

Ahora, como para x grande se tiene 1
c4

ln(x) ≤ √
x
56 , sigue que

t′′ ≤ 1
c4

ln(
1
c1

) ≤
√

1
56c1

si c1 es pequeño.
Finalmente, usando que s1 + s2 ≤ c1n tenemos

t′′ ≤
√

1
56c1

=
√

n

56c1n
≤

√
n

56(s1 + s2)
.
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Con lo cual obtenemos

(t′′)2 ≤ n

56(s1 + s2)
,

como queŕıamos ver en (7.49). Hemos probado entonces (7.48).

Juntando todo, (7.47), y (7.48), para 1 < i < l, teńıamos, según
(7.46):

∑
u: 6u+3≤n, (6u+3,ei)=1,

6u+3∈A

1 ≥

n− 3
6

φ(bi)
bi

φ(bi+1)
bi+1

− 2
4 ln(n)

ln(ln(n)) − (s1 + s2) ≥
n− 3

6
1

(t′′)2
− 2

4 ln(n)
ln(ln(n)) − (s1 + s2) ≥

n

7(t′′)2
− (s1 + s2) ≥

n

8(t′′)2
.

Todo esto con n suficientemente grande y c1 suficientemente chico.

En conclusión para el caso 1 < i < l tenemos la siguiente cota:

(7.50)
∑

u: 6u+3≤n, (6u+3,ei)=1,
6u+3∈A

1 ≥ n

8(t′′)2

Para n suficientemente grande y c1 suficientemente chico.

Veamos que si c2 es suficientemente pequeño podemos elegir distintos fi

para 1 ≤ i ≤ l, según los casos anteriores.
Para el caso i = 1 teńıamos según (7.44)

∑
u: 6u+3≤n, (6u+3,ei)=1,

6u+3∈A

1 ≥ n

8tt′′

y

]{u : 6u + 3 ≤ n, (6u + 3, ei) = 1, 6u + 3 ∈ A} =
∑

u: 6u+3≤n, (6u+3,ei)=1,
6u+3∈A

1

Veamos que 8tt′′ ≤ n, aśı n
8tt′′ ≥ 1 y por lo tanto podemos elegir un

elemento en {u : 6u + 3 ≤ n, (6u + 3, ei) = 1, 6u + 3 ∈ A}.
En efecto

8tt′′ = 8
1
c4

ln(ln(
2n

s1
))

1
c4

ln(ln(
1
c1

)).
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Ahora como s1 ≥ 1,
2n

s1
≤2n.

ln(
2n

s1
) ≤ ln(2n) ≤ n.

ln(ln(
2n

s1
)) ≤ ln(2n) ≤ 2 ln(n).

Además, como

1 ≤ nc1 ⇒ 1
c1
≤n

ln(
1
c1

) ≤ ln(n) ≤ n

ln(ln(
1
c1

)) ≤ ln(n).

Luego juntando todo, tenemos:

8tt′′ = 8
1
c4

ln(ln(
2n

s1
))

1
c4

ln(ln(
1
c1

)) ≤ 16
c2
4

ln2(n) ≤ n

agrandando n si fuera necesario ya que la función y = ln2(x), crece mas
lento que la función y = x.

Entonces obtuvimos que 8tt′′ ≤ n y por lo tanto (7.44) queda:
∑

u: 6u+3≤n, (6u+3,ei)=1,
6u+3∈A

1 ≥ n

8tt′′
≥ 1

Entonces el conjunto

{u : 6u + 3 ≤ n, (6u + 3, ei) = 1, 6u + 3 ∈ A}
tiene por lo menos un elemento.

Luego podemos entonces, elegir f1 ah́ı. Es decir f1 ∈ {b ∈ In : b ≡
3 (6) ; (b, ei) = 1 ; b ∈ A}

Por otro lado con i = l teńıamos la misma cota (7.45):
∑

u: 6u+3≤n,
(6u+3,el)=1, 6u+3∈A

1 ≥ n

8tt′′
≥ 1

Entonces, con el mismo argumento podemos elegir fl ah́ı.
Es decir elegimos fl ∈ {b ∈ In : b ≡ 3 (6) ; (b, el) = 1 ; b ∈ A}.
Veamos ahora como justificamos la existencia de los l − 2 elementos

restantes para construir el 2l + 1− ciclo ⊆ G(A)
Teńıamos para 1 < i < l:

∑
u: 6u+3≤n, (6u+3,ei)=1,

6u+3∈A

1 ≥ n

8(t′′)2
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Veamos que si c2 es suficientemente chico, resulta n
8(t′′)2 ≥ l ≥ l − 2, Y, por

lo tanto, podemos elegir l − 2 cosas ah́ı.
Basta ajustar entonces c2 tal que garantice que n

8(t′′)2 ≥ l. Según hipótesis
debe ser l ≤ c2n. Entonces bastara tomar c2 tal que 1

8(t′′)2 ≥ c2 Ahora como
c1 ya está fijo, resulta t′′ = 1

c4
ln(ln( 1

c1
)) ∈ R, luego, bastará elegir c2 ≤ 1

8(t′′)2 .
Aśı c2n ≤ n

8(t′′)2 y por lo tanto si l ≤ c2n resulta l ≤ c2n ≤ n
8(t′′)2

Entonces como hab́ıamos afirmado, podemos entonces elegir l − 2 cosas
en {b ∈ In : b ≡ 3 (6)(b, ei) = 1 ; b ∈ A}

Elegimos entonces fi con 1 < i < l ; fi ∈ {b ∈ In : b ≡ 3 (6) , (b, ei) =
1 ; b ∈ A}.

Ahora construimos la siguiente secuencia:

a, b1, f1, b2, f2, . . . , bl, fl

Esta secuencia forma un C2l+1 ciclo contenido en G(A), ya que:
son 2l + 1 elementos en A
(bi, fi) = 1, para 1 ≤ i ≤ l. Ya que si p|bi, como bi |[ bi; bi+1] = ei

⇒ p|ei, pero como por elección de fi es (fi, ei) = 1, entonces p 6 |fi

(fi, bi+1) = 1, para 1 ≤ i < l. Ya que, de la misma manera, si p|bi+1

como bi+1|ei tenemos que p|ei y como (fi, ei) = 1, entonces p 6 |fi

(a, b1) = 1, por elección de b1, y
(fl, a) = 1. Igual que antes ya que [bl; a] = el

Esto finaliza la demostración del Teorema 6.2. ¤



CAṔıTULO 8

Demostración del Teorema 6.3

En este caṕıtulo haremos la demostración del Teorema 6.3. Con esto
queda terminada la prueba del Teorema 6.1.

Teńıamos por hipótesis S1 + S2 ≥ ε n. Entonces algún Si ≥ ε
2n.Ya que

si S1 < ε
2n y S2 < ε

2n ⇒ S1 + S2 < ε n. Asumimos entonces que S2 ≥ ε
2n.El

caso en que sea S1 ≥ ε
2n es similar. Llamamos Pr al producto de los primos

menores o iguales que r, o sea

Pr =
∏

p:primo≤r

p.

Ejemplos de Pr:

P1 = ∅
P2 =

∏

p:primo≤2

p = 2

P3 =
∏

p:primo≤3

p = 2 · 3 = 6

P4 =
∏

p:primo≤4

p = P3 = 2 · 3 = 6

P5 =
∏

p:primo≤5

p = 2 · 3 · 5 = 30

P6 = P5

P7 = P5 · 7 = 210
P8 = P7 = 210
P9 = P8 = P7 = 210

La idea de la demostración es primero encontrar tres enteros positivos
j1, j2, j3 tales que (j1, j2) = (j2, j3) = (j3, j1) = 1, (O sea un K3), con
]A(pr, ji) = ]{a ∈ A | a ≡ ji (pr)} grande para cada i : 1, 2, 3.

Luego si 1 ≤ l ≤ c3n, construimos un C2l+1 en G(A) aśı: primero elegi-
mos a ∈ A(pr, j1) y luego los restantes 2l numeros serán elegidos alternada-
mente de A(pr, j2) y A(pr, j3).

Vamos a necesitar el siguiente lema:

67
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Lema 8.1. Para todo σ > 0 y δ > 0 existe r0 = r0(σ; δ), tal que si
r ≥ r0 , n ≥ n4(σ, δ, r) y u = 1, 2, . . . , Pr, entonces, para todos excepto σn

pr

enteros k tales que 1 ≤ k ≤ n y k ≡ u (pr), tenemos

α(k) =
∏

p :p|k ;p>r

(
1− 1

p

)
> 1− δ.

Este lema puede ser encontrado en [7].

Ahora probemos el Teorema 6.3, par esto, usaremos el lema 8.1 con σ =
ε
8 y δ = ε

8 .Con lo cual existe r0 = r0( ε
8 ; ε

8), tal que si r ≥ r0 , n ≥ n4(σ, δ, r),
se cumple el lema. Sea entonces r ≥ r0 del lema ; podemos suponer r ≥ 3
aśı Pr

6 ∈ Z

1. Probaremos:
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 1) = A(6, 1)

Veamos: Si a ∈ A tal que a ≡ 6i+1 (Pr), para algún i. Entonces
a = k ·Pr +(6i+1). Como 6|Pr, entonces a ≡ 1 (6). Y por lo tanto
a ∈ A(6, 1).

Además si a ∈ A(6, 1), veamos también que a ∈ A(Pr, 6i + 1);
para algún i = 1, · · · , Pr

6 . Como a ≡ 1 (6), entonces existe j ∈ Z

tal que a = 6j+1. Tomemos h = rPr
6

(j), esto dice que j = k · Pr
6 +h,

donde 0 ≤ h < Pr
6 .

Entonces a = 6j + 1 = 6(kPr
6 + h) + 1 = kPr + 6h + 1.

Luego 6h + 1 = rPr(a), siempre que 0 ≤ 6h + 1 < Pr.
Pero

0 ≤h <
Pr

6
, luego

1 ≤6h + 1 < Pr + 1, con lo cual
1 ≤6h + 1 ≤ Pr.

Ahora 6h+1 6= Pr, pues 6|Pr, entonces 1 ≤ 6h+1 < Pr, y por lo
tanto 6h + 1 = rpr(a), o sea a ≡ 6h + 1 (Pr), con h = 0, · · · , Pr

6 − 1
Si h = 1, · · · , Pr

6 − 1, tomemos h = i. Y en consecuencia a ∈
A(Pr, 6i + 1). Si h = 0, entonces a ∈ A(Pr, 6i + 1), con i = Pr

6 .
Ya que, reescribiendo 1 modulo Pr, tenemos a ≡ 1 ≡ Pr + 1 ≡
6(Pr

6 ) + 1 (Pr)
Acabamos de probar entonces:

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 1) = A(6, 1).
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2. De la misma manera podemos probar:
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 2) = A(6, 2).

Veamos:
Si a ∈ A tal que a ≡ 6i + 2 (Pr), para algún i, entonces a =

k · Pr + (6i + 2).Como 6|Pr, entonces a ≡ 2 (6). Y por lo tanto
a ∈ A(6, 2).

Si a ∈ A(6, 2), entonces a ∈ A y a ≡ 2 (6). Queremos ver
que a ∈ A(Pr, 6i + 2), para algún 1 ≤ i ≤ Pr

6 . Como a ≡ 2 (6),
entonces existe j ∈ Z tal que a = 6j + 2. Tomemos h = rPr

6
(j),

aśı j = k · Pr
6 + h, donde 0 ≤ h < Pr

6 .

Teńıamos entonces a = 6j +2 = 6(kPr
6 +h)+2 = kPr +6h+2.

Ahora 6h + 2 = rPr(a), siempre que 0 ≤ 6h + 2 < Pr.
Pero

0 ≤h <
Pr

6
, luego

2 ≤6h + 2 < Pr + 2, con lo cual
2 ≤6h + 2 ≤ Pr + 1.

Esto nos da tres opciones para la cota superior de 6h + 2 es
6h + 2 = Pr + 1, o 6h + 2 = Pr, o 6h + 2 < Pr.

Veamos que 6h + 2 6= Pr + 1.
Como 6h+2 ≡ 2 (6) y Pr +1 ≡ 1 (6), entonces 6h+2 6= Pr +1.

De la misma manera como 6h + 2 ≡ 2 (6) y Pr ≡ 0 (6), obtenemos
6h+2 6= Pr. Luego 6h+2 < Pr y por lo tanto 6h+2 = restoPr(a). O
sea a ∈ A(Pr, 6h+2), aśı a ≡ 6h+2 (Pr) con h tal que 0 ≤ k < Pr

6 .
Si h = 0 entonces a ≡ 2 (Pr).Con lo cual podemos escribir
a ≡ 2 ≡ Pr + 2 ≡ 6

(
Pr
6

)
+ 2 (Pr). Luego a ≡ 6i + 2 (Pr) con

i = Pr
6 y por lo tanto a ∈

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 2).

Si 0 < h < Pr
6 entonces a ≡ 6h + 2 (Pr) y por lo tanto a ∈

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 2) con i = h.

De la misma manera podemos probar:
3.

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 3) = A(6, 3).

Análogamente:
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4.
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 4) = A(6, 4).

Y
5.

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 5) = A(6, 5).

Como también
6.

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i) = A(6, 0).

Por otro lado, reescalando convenientemente, tenemos:
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 5) =

Pr
6⊎

j=1

A(Pr, 6j − 1) = A(6, 5)

Ya que
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 5) =

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6(i + 1)− 1)

=

Pr
6

+1⊎

j=2

A(Pr, 6j − 1)

=

Pr
6⊎

j=2

A(Pr, 6j − 1) ]A(Pr, Pr + 5)

y A(Pr, Pr+5) = A(Pr, 5) es el termino j = 1 de la sumatoria
⊎Pr

6
j=1 A(Pr, 6j−

1).
Luego tenemos:

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 5) =

Pr
6⊎

j=1

A(Pr, 6j − 1) = A(6, 5)

Escribiendo los siguientes conjuntos como uniones de conjuntos, según
(1), (2), (3), (4), (5) y (6) tenemos:

A(6, 5)
⊎

A(6, 0)
⊎

A(6, 1)
⊎

A(6, 2)
⊎

A(6, 3)
⊎

A(6, 4)
⊎

A(6, 5) =
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Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i− 1) ]
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i) ]
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 1) ]
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 2)]

Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 3) ]
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 4) ]
Pr
6⊎

i=1

A(Pr, 6i + 5) =

A(6, 5) ]
5⊎

i=0

A(6, i)

Tomando cardinal, queda:

|A|+ |A(6, 5)| =|A(6, 5)|+ |A(6, 0)|+ |A(6, 1)|+ · · ·+ |A(6, 5)|

=

Pr
6∑

i=1

(|A(Pr, 6i− 1)|+ |A(Pr, 6i)|+ |A(Pr, 6i + 1)|

+ |A(Pr, 6i + 2)|+ |A(Pr, 6i + 3)|
+ |A(Pr, 6i + 4)|+ |A(Pr, 6i + 5)|)

Ahora recordemos que |A(6, 5)| = S2, y por hipótesis, teńıamos |A| >
f(n, 2) y f(n, 2) = [n2 ] + [n3 ]− [n

6 ]
Entonces queda |A|+ |A(6, 5)| > f(n, 2) + S2 = [n

2 ] + [n3 ]− [n
6 ] + S2.

Ahora, planteando casos de congruencia modulo seis para n, se puede
ver que

f(n, 2) = [
n

2
] + [

n

3
]− [

n

6
] >

2n

3
− 2

Luego f(n, 2)+S2 > 2n
3 −2+S2 ≥ 2n

3 −2+ εn
2 , ya que estamos suponiendo

S2 ≥ εn
2 .

Con lo cual tenemos |A|+ |A(6, 5)| > f(n, 2) + S2 > 2n
3 − 2 + εn

2 .
En conclusión :

(8.1) |A|+ |A(6, 5)| > 2n

3
− 2 +

εn

2

Ahora, si todos los sumandos desde i = 1 hasta Pr
6 , del tipo

|A(Pr, 6i− 1)|+ |A(Pr, 6i)|+ .... + |A(Pr, 6i + 4)|+ |A(Pr, 6i + 5)|

fueran menor o igual que
2n
3
−2+ εn

2
Pr
6

, entonces quedaŕıa

|A|+ |A(6, 5)| ≤ Pr

6

(
2n
3 − 2 + εn

2
Pr
6

)
=

2n

3
− 2 +

εn

2

Lo que es un absurdo, según (8.1).
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Luego, existe un i0, 1 ≤ i0 ≤ Pr
6 , para el cual, el sumando

|A(Pr, 6i0 − 1)|+|A(Pr, 6i0)|+ |A(Pr, 6i0 + 1)|+ · · ·+ |A(Pr, 6i0 + 5)|

>
2n
3 − 2 + εn

2
Pr
6

=
4n

Pr
− 12

Pr
+

3nε

Pr

Es decir para este i0 se tiene la siguiente desigualdad:

|A(Pr, 6i0 − 1)|+ |A(Pr, 6i0)|+ |A(Pr, 6i0 + 1)|+ · · ·+ |A(Pr, 6i0 + 5)|
>

4n

Pr
− 12

Pr
+

3nε

Pr

(8.2)

Veamos ahora la siguiente observación:

Observación 8.1. Para todo u, se tiene: |A(Pr, u)| < n
Pr

+ 1

Pues: |A(Pr, u)| = |A(Pr, u
′)| con u′ tal que 1 ≤ u′ ≤ Pr y u′ ≡ u(Pr) y

|A(Pr, u
′)| ⊆ {b ∈ In : b ≡ u′ (Pr)} = {k : 1 ≤ Prk+u′ ≤ n} Ahora usando

que 0 < u′
Pr
≤ 1 tenemos {k : 1 ≤ Prk+u′ ≤ n} ⊆ {k : −1 < k < n

Pr
} ⊆ {k :

0 ≤ k ≤ n
Pr
−1}. Tomando cardinal obtenemos |A(Pr, u)| ≤ [ n

Pr
−1]+1 ≤ n

Pr

Probamos entonces que para todo u se cumple:

|A(Pr, u)| < n

Pr
+ 1

De esto ultimo y según (8.2) se tiene la siguiente afirmación:
Afirmación :

Existen tres enteros j1, j2, j3 tales que
6i0 − 1 ≤ j1 < j2 < j3 ≤ 6i0 + 5;

(j1; j2) = (j2; j3) = (j1; j3) = 1 y

|A(Pr; ji)| > ε

2
n

Pr
, ∀i : 1, 2, 3

(8.3)

Veámoslo:

1er Caso:

Si |A(Pr; 6i0 − 1)| ≤ εn
2Pr

.
Entonces podemos acotar la siguiente suma aśı:

|A(Pr; 6i0)|+ · · ·+ |A(Pr; 6i0 + 5)| > 4n

Pr
+

5εn

2Pr
− 12

Pr

ya que según (8.2) teńıamos:

|A(Pr, 6i0 − 1)|+|A(Pr, 6i0)|+ |A(Pr, 6i0 + 1)|+ · · ·+ |A(Pr, 6i0 + 5)|

>
2n
3 − 2 + εn

2
Pr
6

=
4n

Pr
+

3εn

Pr
− 12

Pr
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Ahora si |A(Pr; 6i0 − 1)| ≤ εn
2Pr

, entonces

−|A(Pr; 6i0 − 1)| ≥ − εn

2Pr

Luego restando |A(Pr; 6i0 − 1)| queda:

|A(Pr; 6i0)|+ · · ·+ |A(Pr; 6i0 + 5)| > 4n

Pr
+

3εn

Pr
− 12

Pr
− |A(Pr; 6i0 − 1)|

≥ 4n

Pr
+

3εn

Pr
− 12

Pr
− εn

2Pr

=
4n

Pr
+

5εn

2Pr
− 12

Pr

Por lo tanto queda:

(8.4) |A(Pr; 6i0)|+ · · ·+ |A(Pr; 6i0 + 5)| > 4n

Pr
+

5εn

2Pr
− 12

Pr

Ahora afirmamos que existen 5 numeros u1, u2, u3, u4, u5 dentro del con-
junto {0, 1, 2, 3, 4, 5} tales que

(8.5) |A(Pr; 6i0 + ui)| > εn

2Pr

para todo i = 1...,5
Ya que si esto no ocurriera quiere decir que de los 6 elementos del conjun-

to {0, 1, 2, 3, 4, 5} hay por lo menos 2 elementos ui donde |A(Pr; 6i0 + ui)| ≤
εn
2Pr

, usando esto y usando lo que teńıamos en (8.1) que para todo u se
cumple: |A(Pr, u)| < n

Pr
+ 1 podemos acotar la suma superiormente usando

estas dos desigualdades de la siguiente manera:

|A(Pr; 6i0)|+ · · ·+ |A(Pr; 6i0 + 5)| < 4
(

n

Pr
+ 1

)
+ 2

(
εn

2Pr

)

= 4
n

Pr
+ ε

n

Pr
+ 4

Esta cota contradice (8.4), pues: Recién obtuvimos |A(Pr; 6i0)| + · · · +
|A(Pr; 6i0 + 5)| < 4 n

Pr
+ ε n

Pr
+ 4, y según (8.4) teńıamos:

|A(Pr; 6i0)|+ · · ·+ |A(Pr; 6i0 + 5)| > 4n

Pr
+

5εn

2Pr
− 12

Pr

Entonces debeŕıa pasar

4n

Pr
+

5εn

2Pr
− 12

Pr
< 4

n

Pr
+ ε

n

Pr
+ 4.

Cancelando y haciendo cuentas tenemos la siguiente desigualdad equiv-
alente:

0 <
εn

Pr
− 5

εn

2Pr
+

12
Pr

+ 4
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Esto se da si y sólo si 3 εn
2Pr

− 12
Pr

< 4 Lo que es equivalente a

3
2
εn− 12 < 4Pr

Esto se cumple si y solo si n < 8Pr+24
3ε

Luego, bastara elegir n suficientemente grande. Es decir tomamos n2(ε) >
8Pr+24

3ε aśı, si n ≥ n2(ε) obtenemos un absurdo.

Probamos hasta ahora la existencia de 5 numeros enteros u1, . . . , u5 den-
tro del conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5} tales que

|A(Pr; 6i0 + ui)| > εn

2Pr

para todo i = 1, . . . , 5, según afirmamos en (8.5)

Veamos que 6i0 + u1 < 6i0 + u2 < · · · < 6i0 + u5 contiene una subsuce-
sión de tres numeros j1, j2, j3 coprimos de a pares donde vale

|A(Pr; ji)| > εn

2Pr
, ∀i : 1, 2, 3

como queŕıamos probar en (8.3).
Hasta ahora tenemos 5 numeros u1, u2, u3, u4, u5 dentro del conjunto

{0, 1, 2, 3, 4, 5} tales que según (8.5) cumplen:

|A(Pr; 6i0 + ui)| > εn

2Pr

para todo i = 1, . . . , 5. Con lo cual ordenando los ui, tenemos: 6i0 + u1 <
6i0 + u2 < 6i0 + u3 < 6i0 + u4 < 6i0 + u5. De esta secuencia necesitamos
extraer tres coprimos de a pares, es decir un K3.

Veamos por casos:

Si el elemento de {0, 1, 2, 3, 4, 5} que no es ningún ui es el 0, entonces
1 = u1 < 2 = u2 < 3 = u3 < · · · .

Tenemos entonces la secuencia de cinco elementos: {6i0+1, 6i0+
2, 6i0 +3, 6i0 +4, 6i0 +5}, dentro de la cual {6i0 +1, 6i0 +2, 6i0 +3}
forman un K3

Si el elemento de {0, 1, 2, 3, 4, 5} que no es ningún ui es el 1, la se-
cuencia seŕıa: {6i0, 6i0+2, 6i0+3, 6i0+4, 6i0+5}, y de acá podemos
extraer el siguiente K3 : {6i0 + 3, 6i0 + 4, 6i0 + 5}
Si el elemento de {0, 1, 2, 3, 4, 5} que no es ningún ui es el 2, la
secuencia seŕıa: {6i0, 6i0 +1, 6i0 +3, 6i0 +4, 6i0 +5}, y de acá {6i0 +
3, 6i0 + 4, 6i0 + 5} son un K3.

Si el elemento de {0, 1, 2, 3, 4, 5} que no es ningún ui es el 3, la
secuencia seŕıa: {6i0, 6i0 +1, 6i0 +2, 6i0 +4, 6i0 +5}, y de acá {6i0 +
1, 6i0 + 2, 6i0 + 5} son un K3.
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Si el elemento de {0, 1, 2, 3, 4, 5} que no es ningún ui es el 4, la
secuencia queda: {6i0, 6i0+1, 6i0+2, 6i0+3, 6i0+5}, y de acá {6i0+
1, 6i0 + 2, 6i0 + 3} son un K3.

Si el elemento de {0, 1, 2, 3, 4, 5} que no es ningún ui es el 5, la
secuencia queda: {6i0, 6i0+1, 6i0+2, 6i0+3, 6i0+4}, y de acá {6i0+
1, 6i0 + 2, 6i0 + 3} son un K3.

Por lo tanto para este 1er Caso suponiendo : |A(Pr; 6i0 − 1)| ≤ εn
2Pr

,
hemos probado la afirmación de los ji

2do Caso:

Si |A(Pr; 6i0 + 5)| ≤ εn
2Pr

es similar.

Ya que según (8.2)y restando ahora |A(Pr; 6i0 + 5)| podemos acotar la
suma como antes:

|A(Pr; 6i0 − 1)|+ |A(Pr; 6i0|+ · · ·+ |A(Pr; 6i0 + 4)| > 4n

Pr
+

5εn

2Pr
− 12

Pr

Esto implica, igual que en el caso 1, que existen 5 numeros u1, · · · , u5 tales
que −1 ≤ u1 < · · · < u5 ≤ 4 que verifican:

(8.6) |A(Pr; 6i0 + ui)| > εn

2Pr

para todo i = 1, . . . , 5, ya que si esto no pasara, igual que antes, hay dos o
mas objetos ui para los cuales podemos acotar:

|A(Pr; 6i0 + ui)| ≤ εn

2Pr

y además teńıamos según la Observación 8.1 que para todo u se cumple:
|A(Pr, u)| < n

Pr
+ 1.

Luego la suma queda: |A(Pr; 6i0−1)|+|A(Pr; 6i0|+· · ·+|A(Pr; 6i0+4)| <
4

(
n
Pr

+ 1
)

+ 2
(

εn
2Pr

)
= 4 n

Pr
+ ε n

Pr
+ 4 lo que contradice (8.4) como antes.

Tenemos hasta ahora 5 numeros u1, u2, u3, u4, u5 dentro del conjunto
{0, 1, 2, 3, 4, 5} tales que, según (8.5), cumplen:

|A(Pr; 6i0 + ui)| > εn

2Pr

para todo i = 1, . . . , 5. Con lo cual ordenando los ui, tenemos: 6i0 + u1 <
6i0 + u2 < 6i0 + u3 < 6i0 + u4 < 6i0 + u5. De esta secuencia, como antes,
para poder demostrar la afirmación (8.3) necesitamos extraer un K3

Veamos:

Si el elemento de {−1, 0, 1, 2, 3, 4} que no es ui es el −1 la secuencia
queda: {6i0, 6i0 + 1, 6i0 + 2, 6i0 + 3, 6i0 + 4} donde {6i0 + 1, 6i0 +
2, 6i0 + 3} forman un K3.
El mismo K3 sirve si el elemento de {−1, 0, 1, 2, 3, 4} que no es ui

es el 0.
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Si el elemento de {−1, 0, 1, 2, 3, 4} que no es ui es el 1 la secuencia
queda: {6i0−1, 6i0, 6i0+2, 6i0+3, 6i0+4} acá {6i0−1, 6i0+3, 6i0+4}
forman un K3.
Si el elemento de {−1, 0, 1, 2, 3, 4} que no es ui es el 2 el mismo K3

sirve.
Si el elemento de {−1, 0, 1, 2, 3, 4} que no es ui es el 3 la secuencia
queda: {6i0−1, 6i0, 6i0+1, 6i0+2, 6i0+4} acá {6i0−1, 6i0+1, 6i0+2}
forman un K3.
Si el elemento de {−1, 0, 1, 2, 3, 4} que no es ui es el 4 el mismo K3

sirve.

En consecuencia, igual que antes, la secuencia {6i0 + u1, 6i0 +
u2, 6i0 + u3, 6i0 + u4, 6i0 + u5}; donde −1 ≤ u1 < u2 < u3 <
u4 < u5 ≤ 4, contiene una subsecuencia j1, j2, j3 de tres elementos
coprimos de a pares donde se cumple: |A(Pr; ji)| > ε

2
n
Pr

, ∀i : 1, 2, 3

3er Caso ( si no se dan los casos 1 y 2):
Es decir si |A(Pr; 6i0 − 1)| > εn

2Pr
y |A(Pr; 6i0 + 5)| > εn

2Pr

En este caso elegimos j1 = 6i0 − 1 y j3 = 6i0 + 5. Para j2 elegiremos
alguno de los enteros: 6i0 + 1, 6i0 + 2 o 6i0 + 3 para el cual |A(Pr; j2)| > εn

2Pr

Un j2 aśı, existe pues sino, para estos tres enteros tendŕıamos: |A(Pr; 6i0+
1)| ≤ εn

2Pr
y |A(Pr; 6i0 + 2)| ≤ εn

2Pr
y |A(Pr; 6i0 + 3)| ≤ εn

2Pr
Con lo cual

tendŕıamos, en particular, dos miembros de la suma |A(Pr; 6i0)| + · · · +
|A(Pr; 6i0 + 5)| para acotar con menor o igual a εn

2Pr
. Aśı la suma quedaŕıa:

|A(Pr; 6i0)|+ · · ·+ |A(Pr; 6i0 + 5)| < 4
(

n
Pr

+ 1
)

+ 2
(

εn
2Pr

)
= 4 n

Pr
+ ε n

Pr
+ 4.

Esto contradice (8.4) como el Caso 1.

Luego, la Afirmación de los ji (8.3)es cierta!!! Es decir existen tres
enteros j1, j2, j3 tales que 6i0 − 1 ≤ j1 < j2 < j3 ≤ 6i0 + 5; (j1; j2) =
(j2; j3) = (j1; j3) = 1 y

|A(Pr; ji)| > ε

2
n

Pr
, ∀i : 1, 2, 3

Como j1 puede no pertenecer al conjunto {1, 2, . . . , Pr}; tomamos con-
gruencia modulo Pr a j1 y llamamos j̃1 ≡ j1. (Pr) aśı resulta j̃1 < Pr.Luego
aplicando el Lema (8.1)con u = j̃1, δ = ε

8 y σ = ε
8 , tenemos la existencia de

de un conjunto B (de excepciones), de ]B = εn
8Pr

tal que para todo k tales
que 1 ≤ k ≤ n y k ≡ j̃1 (Pr), y k 6∈ B tenemos

α(k) =
∏

p :p|k ;p>r

(
1− 1

p

)
> 1− δ.

Entonces para todo a ∈ A(Pr, j1)−B vale que:

α(a) =
∏

p :p|a ;p>r

(
1− 1

p

)
> 1− δ.
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Observamos que por elección j̃1no es cero. Aśı j̃1 ∈ {1, 2, · · · , Pr} y por lo
tanto podemos usar el lema con u = j̃1.

Elegimos a ∈ A(Pr, j1)−B, aśı para este a tenemos

(8.7) α(a) =
∏

p :p|a ;p>r

(
1− 1

p

)
> 1− ε

8
.

Observemos que es posible elegir a aśı, pues
(
A(Pr, j1)−B

) 6= ∅ ya que
por elección de j1 se cumple que ]A(Pr, j1) > εn

2Pr
> εn

8Pr
= ]B.

Ahora vamos a buscar algún elemento coprimo con a perteneciente a
A(Pr, j2) Para esto, estimamos por abajo el número de soluciones de

(a;bx) = 1; bx ∈ A(Pr, j2)

Llamamos C = {bx : bx ∈ A(Pr, j2) ; (a;bx) = 1}.
Luego ]C = ]{h : h ∈ A(Pr, j2) ; (h, a) = 1}.
Queremos obtener una cota inferior para ]C para poder elegir cosas en

C

Tenemos C ⊆ A(Pr, j2) y podemos escribir

A(Pr, j2) = {h : h ∈ A(Pr, j2) ; (h, a) = 1}
⊎
{h : h ∈ A(Pr, j2) ; (h, a) > 1}.

Entonces ]C = ]A(Pr, j2) − ]{h : h ∈ A(Pr, j2) ; (h, a) > 1}. Resulta que:
{h : h ∈ A(Pr, j2) ; (h, a) > 1} ⊆ {h ∈ In; h ≡ j2 (Pr); (h, a) > 1}.

Entonces

]C = ]A(Pr, j2)− ]{h : h ∈ A(Pr, j2) ; (h, a) > 1}
≥ ]A(Pr, j2)− ]{d ∈ In; d ≡ j2 (Pr); (d, a) > 1}
= ]A(Pr, j2)−

∑
d≤n; d≡j2 (Pr),

(a,d)>1

1

Ahora: ∑
d≤n; d≡j2 (Pr),

(a,d)>1

1 =
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1−
∑

d≤n; d≡j2 (Pr),
(a,d)=1

1

Lo que es igual:

=
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1− ]{d ∈ In : d ≡ j2 (Pr), (a, d) = 1}

Ahora tratemos de acotar ]{d ∈ In : d ≡ j2 (Pr), (a, d) = 1}. Para esto
vamos a usar la fórmula de inversión de Moëbius.

Previamente definamos las siguientes funciones:

Llamamos h(Pr, j, z) = ]{d ∈ In : d ≡ j (Pr) ; (z, d) = 1}.
Luego h(Pr, j2, a) = ]{d ∈ In : d ≡ j2 (Pr) ; (a, d) = 1}, y podemos

escribir h(Pr, j2, a) = ]{d ∈ In : d ≡ j2 (Pr) ; a(a, d) = a}.
Definimos: β(m) = ]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y m(a; b) = a}
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Con esta definición β(a) = h(Pr, j2, a)
Luego, para calcular h que es β(a) necesitamos tener una función ar-

itmética α tal que α(m) =
∑

d|m β(d), aśı por la fórmula de inversión, resulta
β(m) =

∑
d|m µ(d)α(m

d )
Definimos entonces:

α(m) = ]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y a|mb}
Tenemos:

∑

d|m
β(d) =

∑

d|m
]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y d(a; b) = a}

= ]
⊎

d|m
{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y d(a; b) = a}

y tenemos la siguiente igualdad de conjuntos:
⊎

d|m
{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y d(a; b) = a} = {b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y a|mb}

En efecto, si b ∈ In tq b ≡ j2 (Pr) y d(a; b) = a para algún d divisor de
m, como d|m y (a; b)|b tenemos d(a; b)|mb.

Luego como d es tal que d(a; b) = a tenemos a|mb y de la misma manera
si b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y a|mb. Queremos encontrar algún d divisor de m tal
que d(a; b) = a. Proponemos q = a

(a;b) .
Claramente q ∈ Z. Veamos que q|m.

Como a|mb tenemos a
(a;b) | mb

(a;b) y como
(

a
(a;b) :

b
(a;b)

)
= 1. Entonces a

(a;b) |m.
O sea q|m y claramente q verifica q(a; b) = a. Por lo tanto este seŕıa el divisor
de m que estábamos buscando.

Aśı probamos la siguiente igualdad de cardinales:

]
⊎

d|m
{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y d(a; b) = a} = ]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y a|mb}.

Con lo cual habiendo definido α como arriba tenemos:
∑

d|m
β(d) = α(m)

Luego por la Fórmula de Inversión tenemos:

β(m) =
∑

d|m
µ(d)α(

m

d
).

Evaluando en a queda:

β(a) =
∑

d|a
µ(d)α(

a

d
)
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Tratemos ahora de ver que es α(a
d).

α(
a

d
) = ]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y a|a

d
b}

Ahora,

a|a
d
b ⇔ a

d
b = aq para algun q ∈ Z

⇔ a

d
b =

a

d
dq

⇔ a

d
(b− dq) = 0

⇔ d|b
Entonces podemos escribir, para d divisor de a:

α(
a

d
) = ]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y d|b} = ]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y b ≡ 0 (d)}

Llamemos g(n, d) = ]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y b ≡ 0 (d)}
Calculemos entonces g(n, d) = α(a

d)
Para esto debemos resolver el sistema{

b ≡ j2 (Pr),
b ≡ 0 (d).

Este sistema tendrá solución o no dependiendo de (Pr, d). Más aún, por el
Teorema Chino del Resto, el sistema tiene solución si y sólo si (Pr, d)|j2.

Calculemos entonces (Pr, d).
Si (Pr, d) 6= 1 afirmamos que el sistema no tiene solución, ya que si existe

b solución, b se puede escribir:

b = dk

b = qPr + j2,

con k y q ∈ Z.
Ahora como (Pr, d) 6= 1 entonces existe p primo tal que p|(Pr, d). Luego

p|Pr y por lo tanto p ≤ r ; además p|d y como d|a, entonces p|a. Y como p|d
entonces p|b; luego p|j2.

Ahora a ∈ A(Pr, j1) o sea a = kPr + j1 para algún k ∈ Z y como p|a y
p|Pr, entonces p|j1, lo cual es absurdo ya que (j1, j2) = 1.

Luego, si (Pr, d) 6= 1 el sistema no tiene solución y por lo tanto α(a
d) = 0.

Ahora si (Pr, d) = 1, el sistema tiene solución única b0 ∈ [0, Prd) y todas
las soluciones son de la forma b = b0 + kPrd con k ∈ Z.

Luego

α(
a

d
) = ]{b ∈ In : b ≡ j2 (Pr) y b ≡ 0 (d)} = ]{k ∈ Z : 1 ≤ b0 + kPrd ≤ n}.
Veamos ahora que

(8.8) {k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ n

Prd
− 1} ⊂ {k ∈ Z : 1 ≤ b0 + kPrd ≤ n}
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y

(8.9) {k ∈ Z : 1 ≤ b0 + kPrd ≤ n} ⊂ {k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ n

Prd
}.

En efecto, si 0 ≤ k ≤ n
Prd − 1, entonces

1 ≤ b0 ≤ b0 + kPrd ≤ b0 + n− Prd < n,

Resulta que b0 ≥ 1 pues b0 6= 0,ya que por elección, j2 = 6i0 + t con
t = 1, 2, 3, 4 y por lo tanto j2 6≡ 0 (Pr) y a demás b0−Prd < 0, lo que prueba
(8.8).

Por otro lado, si 1 ≤ b0 + kPrd ≤ n, entonces

−1 <
1

Prd
− 1 <

1
Prd

− b0

Prd
=

1− b0

Prd
≤ k ≤ n− b0

Prd
≤ n

Prd
,

lo que prueba (8.9).

Tomando cardinal en (8.8) – (8.9) obtenemos
[ n

Prd

]
≤ α(

a

d
) ≤

[ n

Prd

]
+ 1,

que, usando [x] ≤ x < [x] + 1 implica
n

Prd
− 1 ≤ α(

a

d
) ≤ n

Prd
+ 1.

O sea
−1 ≤ α(

a

d
)− n

Prd
≤ 1.

Llamemos ε = α(a
d)− n

Prd . Tenemos entonces

α(
a

d
) =

n

Prd
+ ε

con |ε| ≤ 1 para d tal que (Pr, d) = 1.
Hemos probado entonces el siguiente lema:

Lema 8.2. Sea g(n, d) = α(a
d) definidas como arriba, se tiene

α(
a

d
) =

{
0 si (Pr, d) 6= 1

n
Prd + ε si (Pr, d) = 1

donde |ε| ≤ 1.

Retomando

β(a) =
∑

d|a
µ(d)α(

a

d
)

=
∑

d|a,µ(d)>0,
(Pr,d)=1

µ(d)α(
a

d
) +

∑
d|a,µ(d)<0,
(Pr,d)=1

µ(d)α(
a

d
)

= I + II.

Buscamos ahora acotar inferiormente β(a).
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Usando que α(a
d) ≥ n

Prd − 1, tenemos

µ(d)α(
a

d
) ≥ µ(d)

n

Prd
− µ(d)

para µ(d) > 0
Y usando que α(a

d) ≤ n
Prd + 1 y µ(d) < 0, tenemos

µ(d)α(
a

d
) ≥ µ(d)

n

Prd
+ µ(d)

Entonces nos queda:

I + II ≥
∑

d|a,µ(d)>0,
(Pr,d)=1

µ(d)
n

Prd
− µ(d) +

∑
d|a,µ(d)<0,
(Pr,d)=1

µ(d)
n

Prd
+ µ(d)

Lo que es igual a:
∑

d|a,µ(d) 6=0,
(Pr,d)=1

µ(d)
n

Prd
−

∑
d|a,µ(d)>0,
(Pr,d)=1

1 +
∑

d|a,µ(d)<0,
(Pr,d)=1

−1 =

(8.10) =
n

Pr

∑

d|a,(Pr,d)=1

µ(d)
d

−
∑

d|a,µ(d)6=0,
(Pr,d)=1

1

Ahora acotemos
∑

d|a,µ(d) 6=0,
(Pr,d)=1

1.

Resulta que:
∑

d|a,µ(d) 6=0,
(Pr,d)=1

1 =]{d ∈ Z : µ(d) 6= 0; d|a; (d, Pr) = 1}

≤]{d ∈ Z : µ(d) 6= 0, d|a} = 2w(a)

Usando esto (8.10) queda:

≥ n

Pr

∑
d|a,µ(d) 6=0,
(Pr,d)=1

µ(d)
d

− 2w(a)

Es decir, juntando todo tenemos:

I + II ≥ n

Pr

∑
d|a,(Pr,d)=1,

µ(d) 6=0

µ(d)
d

− 2w(a)

Ahora recordemos que: I + II = β(a) = h(Pr, j2, a). Con lo cual tenemos la
siguiente desigualdad:

(8.11) h(Pr, j2, a)− n

Pr

∑
d|a,(Pr,d)=1,

µ(d) 6=0

µ(d)
d

≥ −2w(a)
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Calculemos ahora
∑

d|a,(Pr,d)=1,
µ(d)6=0

µ(d)
d

. Escribiendo a = pα1
1 pα2

2 . . . pαm
m á con

Pr = pα1
1 pα2

2 . . . pαm
m primos y pm ≤ r tenemos que como (Pr, d) = 1 ,

entonces d|a ⇔ d|á. Con lo cual usando esto y la propiedad de las funciones
aritméticas 2.4 la sumatoria que queremos calcular queda:

∑
d|a,(Pr,d)=1,

µ(d)6=0

µ(d)
d

=
∑

d|a,(Pr,d)=1

µ(d)
d

=
∑

d|á

µ(d)
d

=
φ(á)

á

Y según (7.33)
φ(á)

á
=

∏

p|á
(1− 1

p
) =

∏

p|a,p>r

(1− 1
p
)

Entonces quedó:
∑

d|a,(Pr,d)=1,
µ(d) 6=0

µ(d)
d

=
∏

p|a,p>r

(1− 1
p
)

con lo cual reescribiendo la desigualdad (8.11), queda:

h(Pr, j2, a) ≥ n

Pr

∏

p|a,p>r

(1− 1
p
)− 2w(a)

Ahora según vimos en la Observación 7.3 existe n3 tal que si n ≥ 2n3

y a ≤ n (cosa que vale ya que a ∈ A(Pr, j1) ⊆ In), entonces se tiene
ω(a) < 2 ln(n)

ln(ln(n)) . Con lo cual, si n es suficientemente grande tenemos ω(a) <

2 ln(n)
ln(ln(n)) . Luego, juntando todo, la desigualdad anterior queda:

h(Pr, j2, a)− n

Pr

∏

p|a,p>r

(1− 1
p
) ≥ −2w(a) > −22

ln(n)
ln(ln(n))

Por lo tanto

h(Pr, j2, a) >
n

Pr

∏

p|a,p>r

(1− 1
p
)− 22

ln(n)
ln(ln(n))

Recordemos ahora que según la aplicación del Lema (8.1), con δ = ε
8 ,

hab́ıamos elegido a tal que verifica :
∏

p|a,p>r(1 − 1
p) > 1 − ε

8 Entonces la
desigualdad anterior queda:

h(Pr, j2, a) >
n

Pr

∏

p|a,p>r

(1− 1
p
)− 22

ln(n)
ln(ln(n)) >

n

Pr
(1− ε

8
)− 22

ln(n)
ln(ln(n))

Afirmamos ahora que para n grande vale:

(8.12)
n

Pr
(1− ε

8
)− 22

ln(n)
ln(ln(n)) > (1− ε

4
)

n

Pr



8. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6.3 83

Primero tenemos que si n es suficientemente grande, ie si n ≥ exp(exp 8), en-
tonces 2 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ 2 ln(n)
8 = ln(n)

4 . Luego, para n grande tenemos la siguiente
cota:

22
ln(n)

ln(ln(n)) < exp(2
ln(n)

ln(ln(n))
) ≤ 4

√
n

Entonces queda:
n

Pr
(1− ε

8
)− 22

ln(n)
ln(ln(n)) >

n

Pr
(1− ε

8
)− 4

√
n

Veamos ahora que
n

Pr
(1− ε

8
)− 4

√
n >

(
1− ε

4

) n

Pr

Esto ocurre si y sólo si

− εn

8Pr
− 4
√

n > − εn

4Pr

⇔ εn

8Pr
> 4
√

n

⇔ n
4
√

n
>

8Pr

ε

⇔ n
3
4 >

8Pr

ε

⇔ n3 >

(
8Pr

ε

)4

⇔ n >
3

√(
8Pr

ε

)4

Bastará pedir entonces n2(ε) >
3

√(
8Pr
ε

)4
, aśı si n ≥ n2(ε) vale la afirmación

(8.12) Y por lo tanto hemos probado que para n suficientemente grande,
tenemos

(8.13) h(Pr, j2, a) > (1− ε

4
)

n

Pr

Ahora con estas notaciones ]C queda:

]C = ]A(Pr, j2)− ]{h : h ∈ A(Pr, j2) ; (h, a) > 1}
≥ ]A(Pr, j2)− ]{d ∈ In; d ≡ j2 (Pr); (d, a) > 1}
= ]A(Pr, j2)−

∑
d≤n; d≡j2 (Pr),

(a,d)>1

1

Ahora: ∑
d≤n; d≡j2 (Pr),

(a,d)>1

1 =
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1−
∑

d≤n; d≡j2 (Pr),
(a,d)=1

1
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Lo que es igual:

=
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1− ]{d ∈ In : d ≡ j2 (Pr), (a, d) = 1}

=
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1− h(Pr; j2; a)

Juntando todo y volviendo a tratar de acotar el ]C, tenemos:

]C ≥ ]A(Pr, j2)−
∑

d≤n; d≡j2 (Pr),
(a,d)>1

1

= ]A(Pr, j2)−




∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1− h(Pr; j2; a)





= ]A(Pr, j2)−
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1 + h(Pr; j2; a)

Ahora acotemos:
1. por un lado por elección de j2, teńıamos:

]A(Pr, j2) >
εn

2Pr

2. podemos escribir la suma:
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1 = ]{k : k ∈ In; k ≡ j2 (Pr)}

= ]{k : k ∈ In; k = hPr + j̃2 con j̃2 ≡ j2 (Pr) yj̃2 ∈ [1, Pr]}
= ]{hPr + j̃2 : 1 ≤ hPr + j̃2 ≤ n}
= ]{h : 1 ≤ hPr + j̃2 ≤ n}

Ahora resulta:

(8.14) {h : 1 ≤ hPr + j̃2 ≤ n} ⊆ {h : 0 ≤ h <
n

Pr
}

Pues si h es tal que 1 ≤ hPr + j̃2 ≤ n, entonces h ≥ 1−j̃2
Pr

= 1
Pr
− j̃2

Pr
,

ahora como j̃2 ≤ Pr entonces j̃2
Pr
≤ 1, luego h ≥ 1−j̃2

Pr
= 1

Pr
− j̃2

Pr
≥

1
Pr
− 1 > −1 y por lo tanto h ≥ 0. De la misma manera, si h es tal

que 1 ≤ hPr + j̃2 ≤ n, entonces h ≤ n−j̃2
Pr

= n
Pr
− j̃2

Pr
. Ahora como

j̃2
Pr
≥ 1

Pr
, luego h ≤ n−j̃2

Pr
= n

Pr
− j̃2

Pr
< n

Pr
Hemos probado entonces

la inclusión de (8.14).
Volviendo entonces a acotar la suma, tenemos:

∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1 ≤ ]{h : 0 ≤ h <
n

Pr
} ≤ n

Pr
<

n

Pr
+ 1
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Luego ∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1 <
n

Pr
+ 1

Con lo cual

−
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1 > − n

Pr
− 1

3. para la cota de h según (8.13) teńıamos, para n grande

h(Pr, j2, a) > (1− ε

4
)

n

Pr

Luego acotando con (1), (2) y (3) el ]C tenemos:

]C ≥ ]A(Pr, j2)−
∑

d≤n; d≡j2 (Pr)

1 + h(Pr; j2; a)

>
εn

2Pr
− n

Pr
− 1 + (1− ε

4
)

n

Pr

=
εn

4Pr
− 1

Y con n suficientemente grande podemos acotar εn
4Pr

− 1 > εn
5Pr

. Ya que

εn

4Pr
− 1 >

εn

5Pr

⇔ εn

4Pr
− εn

5Pr
>1

⇔ εn

20Pr
>1

⇔ n >
20Pr

ε

Luego, bastará entonces pedir n2(ε) > 20Pr
ε , aśı si n ≥ n2(ε) se cumple

que

(8.15) ]C >
εn

5Pr

Aplicando ahora el Lema 8.1con u = j̃2, tal que j̃2 ≡ j2 (Pr) yj̃2 ∈ (0, Pr]
tenemos la existencia de de un conjunto B (de excepciones) de ]B = εn

8Pr
tal

que para todo k tales que 1 ≤ k ≤ n y k ≡ j̃2 (Pr), y k 6∈ B tenemos

α(k) =
∏

p :p|k ;p>r

(
1− 1

p

)
> 1− ε

8

En particular para todo k ∈ A(Pr, j̃2) − B = A(Pr, j2) − B y k tal que
(k : a) = 1; siempre que exista un k aśı. Tomemos entonces el conjunto:
{k : k ∈ A(Pr; j2) ; (k : a) = 1} − B. Debeŕıamos poder mostrar que este
conjunto es distinto de vaćıo. Veamos:



86 8. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6.3

]{k : k ∈ A(Pr; j2) ; (k : a) = 1} = ]C que según (8.15) es ]C > εn
5Pr

. Y
en B hay εn

8Pr
elementos. Luego como εn

5Pr
> εn

8Pr
el conjunto.

{k : k ∈ A(Pr; j2) ; (k : a) = 1} −B 6= ∅.
Veamos ahora que este conjunto {k : k ∈ A(Pr; j2) ; (k : a) = 1} − B

contiene por lo menos l elementos. Ahora

]
({k : k ∈ A(Pr; j2) ; (k : a) = 1} −B

)

≥ ]{k : k ∈ A(Pr; j2) ; (k : a) = 1} − ]B

y acotando esta resta es > εn
5Pr

− εn
8Pr

Queremos mostrar que este conjunto
{k : k ∈ A(Pr; j2) ; (k : a) = 1} −B contiene l cosas y esto ocurre si

εn

5Pr
− εn

8Pr
=

3εn

40Pr
≥ l

Veamos:
3εn

40Pr
≥ l ⇔ l ≤ 3εn

40Pr

Ahora por hipótesis l debe cumplir l ≤ c3(ε)n, luego bastará pedir que
c3(ε) ≤ 3ε

40Pr
aśı se cumple:

l ≤ c3(ε)n ≤ 3ε

40Pr
n

Y por lo tanto podemos elegir l cosas en({k : k ∈ A(Pr; j2) ; (k : a) = 1} −B
)

Elegimos entonces b1, b2, b3, . . . , bl que satisfacen:

(a : bi) = 1, bi ∈ A(Pr, j2) y

(8.16)
∏

p|bi, p>r

(
1− 1

p

)
> 1− ε

8
para todo 1 ≤ i ≤ l

Ahora la prueba sigue de manera análoga a lo que se hace en la de-
mostración del Teorema 6.2.

Como antes, para la construcción de nuestro 2l + 1 − ciclo, tenemos
elegidos a, b1, b2, b3, . . . , bl, definimos bl+1 = a y llamamos ei := [bi, bi+1],
i = 1, . . . , l.

Debemos construir entonces un conjunto donde elegir los restantes fi,
i = 1, . . . , l, elementos de tal manera que la secuencia

a, b1, f1, b2, f2, . . . , bl, fl

forme un C2l+1 ciclo contenido en G(A). Para esto necesitamos que fi veri-
fique que (bi, fi) = 1 y también que (fi, bi+1) = 1. Este hecho queda garan-
tizado si elegimos fi tales que (fi, ei) = 1. Pues si p|bi entonces p|ei, luego
si tenemos (fi, ei) = 1, entonces p 6 |fi, con lo cual vale (bi, fi) = 1. De la
misma manera se puede ver (fi, bi+1) = 1.
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Llamamos entonces ei = [bi : bi+1], para todo 1 ≤ i ≤ l donde definimos
bl+1 = a, y llamamos Yi = ]{y : y ∈ A(Pr, j3), ; (ei : y) = 1}. Como antes,
podemos escribir:

Yi = ]{y : y ∈ A(Pr, j3), ; (ei : y) = 1}
= ]A(Pr, j3)− ]{y : y ∈ A(Pr, j3), ; (ei : y) > 1}
≥ ]A(Pr, j3)− ]{d ∈ In; d ≡ j3 (Pr); (d, ei) > 1}
= ]A(Pr, j3)−

∑
d≤n; d≡j3 (Pr),

(ei,d)>1

1

Ahora, como antes:∑
d≤n; d≡j3 (Pr),

(ei,d)>1

1 =
∑

d≤n; d≡j3 (Pr)

1−
∑

d≤n; d≡j3 (Pr),
(ei,d)=1

1

Lo que es igual:

=
∑

d≤n; d≡j3 (Pr)

1− ]{d ∈ In : d ≡ j3 (Pr), (ei, d) = 1}

Ahora tratemos de acotar ]{d ∈ In : d ≡ j3 (Pr), (ei, d) = 1}
Para esto vamos a usar la fórmula de inversión de Moëbius. Previamente
definamos las siguientes funciones, como antes:

Llamamos h(Pr, j, z) = ]{d ∈ In : d ≡ j (Pr) ; (z, d) = 1}. Luego
h(Pr, j3, ei) = ]{d ∈ In : d ≡ j3 (Pr) ; (ei, d) = 1}. Y podemos escribir
h(Pr, j3, ei) = ]{d ∈ In : d ≡ j3 (Pr) ; ei(ei, d) = ei}.

Definimos: β(m) = ]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y m(ei; b) = ei}. Con esta
definición β(ei) = h(Pr, j3, ei).

Luego, para calcular h que es β(ei) necesitamos tener una función ar-
itmética α tal que α(m) =

∑
d|m β(d), aśı por la fórmula de inversión, resulta

β(m) =
∑

d|m µ(d)α(m
d ).

Definimos entonces:

α(m) = ]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y ei|mb}
Tenemos: ∑

d|m
β(d) =

∑

d|m
]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y d(ei; b) = ei}

= ]
⊎

d|m
{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y d(ei; b) = ei}

y tenemos, como antes, la siguiente igualdad de conjuntos:⊎

d|m
{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y d(ei; b) = ei} = {b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y ei|mb}

En efecto, si b ∈ In tal que b ≡ j3 (Pr) y d(ei; b) = ei para algún d
divisor de m, como d|m y (ei; b)|b, tenemos d(ei; b)|mb.Luego como d es
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tal que d(ei; b) = ei tenemos ei|mb. De la misma manera, si b ∈ In es tal
que b ≡ j3 (Pr) y ei|mb, queremos encontrar algún d divisor de m tal que
d(ei; b) = ei. Proponemos q = ei

(ei;b)
. Claramente q ∈ Z. Veamos que q|m.

Como ei|mb tenemos ei
(ei;b)

| mb
(ei;b)

y
(

ei
(ei;b)

, b
(ei;b)

)
= 1. Entonces ei

(ei;b)
|m. O

sea q|m y claramente q verifica q(ei; b) = ei. Por lo tanto este seŕıa el divisor
de m que estábamos buscando.

Aśı probamos la siguiente igualdad de cardinales:

]
⊎

d|m
{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y d(ei; b) = ei} = ]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y ei|mb}.

Con lo cual habiendo definido α como arriba tenemos:∑

d|m
β(d) = α(m)

Luego por la Fórmula de Inversión tenemos:

β(m) =
∑

d|m
µ(d)α(

m

d
)

Evaluando en ei queda:

β(ei) =
∑

d|ei

µ(d)α(
ei

d
)

Tratemos ahora de ver que es α( ei
d ).

α(
ei

d
) = ]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y ei|ei

d
b}

Ahora,

ei|ei

d
b ⇔ ei

d
b = eiq para algun q ∈ Z

⇔ ei

d
b =

ei

d
dq

⇔ ei

d
(b− dq) = 0

⇔ d|b
Entonces podemos escribir, para d divisor de ei:

α(
ei

d
) = ]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y d|b} = ]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y b ≡ 0 (d)}.

Llamemos g̃(n, d) = ]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y b ≡ 0 (d)}. Calculemos entonces
g̃(n, d) = α( ei

d )
Para esto debemos resolver el sistema{

b ≡ j3 (Pr),
b ≡ 0 (d).
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Este sistema tendrá solución o no dependiendo de (Pr, d). Más aún, por el
Teorema Chino del Resto, como antes, el sistema tiene solución si y sólo si
(Pr, d)|j3.

Calculemos entonces (Pr, d).
Si (Pr, d) 6= 1 afirmamos que el sistema no tiene solución. Ya que si

existe b solución, b se puede escribir:

b = dk

b = qPr + j3.

Con k y q ∈ Z. Ahora como (Pr, d) 6= 1 entonces existe p primo tal que
p|(Pr, d). Luego p|Pr y por lo tanto p ≤ r ; además p|d y como d|ei, entonces
p|ei.Y como p|d entonces p|b; luego p|j3. Además p|ei con ei = [bi : bi+1] y
como bibi+1 = (bi : bi+1)[bi : bi+1], entonces p|bi o p|bi+1. En cualquiera de
los dos casos como bi y bi+1 ∈ A(Pr, j2) si i < l, entonces p|j2 lo que es un
absurdo ya que (j2 : j3) = 1. Y si i = l p|bl o p|bl+1. Si p|bl entonces como
bl ∈ A(Pr, j2) entonces p|j2 lo que es un absurdo como antes. Si p|bl+1 como
bl+1 = a y como a ≡ j1, (Pr), entonces p|j1 lo que también es un absurdo
ya que (j1 : j3) = 1. Luego, si (Pr, d) 6= 1 el sistema no tiene solución y por
lo tanto α( ei

d ) = 0.
Ahora si (Pr, d) = 1, el sistema tiene solución única b0 ∈ [0, Prd) y todas

las soluciones son de la forma b = b0 + kPrd con k ∈ Z. Luego

α(
ei

d
) = ]{b ∈ In : b ≡ j3 (Pr) y b ≡ 0 (d)} = ]{k ∈ Z : 1 ≤ b0 +kPrd ≤ n}.

Análogamente como en el Lema 8.2 se puede ver que :

α(
ei

d
) =

{
0 si (Pr, d) 6= 1

n
Prd + ε si (Pr, d) = 1

donde |ε| ≤ 1.
Luego:

β(ei) =
∑

d|ei

µ(d)α(
ei

d
)

=
∑

d|ei,µ(d)>0,
(Pr,d)=1

µ(d)α(
ei

d
) +

∑
d|ei,µ(d)<0,

(Pr,d)=1

µ(d)α(
ei

d
)

= I + II.

Usando que α( ei
d ) ≥ n

Prd − 1, tenemos

µ(d)α(
ei

d
) ≥ µ(d)

n

Prd
− µ(d)

para µ(d) > 0
Y usando que α( ei

d ) ≤ n
Prd + 1 y µ(d) < 0, tenemos

µ(d)α(
ei

d
) ≥ µ(d)

n

Prd
+ µ(d)
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Entonces nos queda:

I + II ≥
∑

d|ei,µ(d)>0,
(Pr,d)=1

µ(d)
n

Prd
− µ(d) +

∑
d|ei,µ(d)<0,

(Pr,d)=1

µ(d)
n

Prd
+ µ(d)

Lo que es igual a:
∑

d|ei,µ(d) 6=0,
(Pr,d)=1

µ(d)
n

Prd
−

∑
d|ei,µ(d)>0,

(Pr,d)=1

1 +
∑

d|ei,µ(d)<0,
(Pr,d)=1

−1 =

(8.17) =
n

Pr

∑

d|ei,(Pr,d)=1

µ(d)
d

−
∑

d|ei,µ(d)6=0,
(Pr,d)=1

1

Ahora acotemos
∑

d|ei,µ(d) 6=0,
(Pr,d)=1

1.

Resulta que:
∑

d|ei,µ(d)6=0,
(Pr,d)=1

1 =]{d ∈ Z : µ(d) 6= 0; d|ei; (d, Pr) = 1}

≤]{d ∈ Z : µ(d) 6= 0, d|ei} = 2w(ei)

Usando esto, (8.17) queda:

≥ n

Pr

∑
d|ei,

(Pr,d)=1,µ(d)6=0

µ(d)
d

− 2w(ei)

Luego, juntando todo tenemos:

I + II ≥ n

Pr

∑
d|ei,

(Pr,d)=1,µ(d) 6=0

µ(d)
d

− 2w(ei)

Ahora recordemos que: I + II = β(ei) = h(Pr, j3, ei).
Con lo cual tenemos la siguiente desigualdad:

(8.18) h(Pr, j3, ei)− n

Pr

∑
d|ei,(Pr,d)=1,

µ(d) 6=0

µ(d)
d

≥ −2w(ei)

Calculemos ahora
∑

d|ei,(Pr,d)=1,
µ(d) 6=0

µ(d)
d

Escribiendo ei = pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m éi con Pr = pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m primos y pm ≤
r tenemos que como (Pr, d) = 1, entonces d|ei ⇔ d|éi.
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Con lo cual usando esto y la propiedad de las funciones aritméticas (7.32)
la sumatoria que queremos calcular queda:

∑
d|ei,(Pr,d)=1,

µ(d) 6=0

µ(d)
d

=
∑

d|ei,(Pr,d)=1

µ(d)
d

=
∑

d|éi

µ(d)
d

=
φ(éi)

éi

Y según (7.33)

φ(éi)
éi

=
∏

p|éi

(1− 1
p
) =

∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
)

Entonces quedó:
∑

d|ei,(Pr,d)=1,
µ(d)6=0

µ(d)
d

=
∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
)

con lo cual reescribiendo la desigualdad (8.18), queda:

h(Pr, j3, ei) ≥ n

Pr

∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
)− 2w(ei)

Ahora para acotar a w(ei) necesitamos otra desigualdad.
Vamos a usar la Observación 7.3, la cual dice que existe n3 tal que si

n ≥ 2n3 y a ≤ n, entonces se tiene ω(a) < 2 ln(n)
ln(ln(n)) .

Usaremos esta observación con ei en lugar de a y n2 en lugar de n
Para esto veamos que:

ei ≤ n2: Pues ei = [bi : bi+1] ≤ [bi : bi+1](bi : bi+1) = bibi+1 ≤ n2

n2 > 2n3: Pues si n es grande n2 > n y n > 2n3.

Luego usando la Observación 7.3, (para n suficientemente grande, n >
2n3), tenemos:

ω(ei) < 2
ln(n2)

ln(ln(n2))

Ahora como n < n2 entonces ln(ln(n)) < ln(ln(n2)) y por lo tanto 1
ln(ln(n)) >

1
ln(ln(n2))

. Es aśı como

w(ei) <
2 ln(n2)

ln(ln(n2))
<

2 ln(n2)
ln(ln(n))

=
4 ln(n)

ln(ln(n))

Con lo cual, si n es suficientemente grande tenemos ω(ei) < 4 ln(n)
ln(ln(n)) .

Luego, juntando todo, la desigualdad anterior queda:

h(Pr, j3, ei)− n

Pr

∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
) ≥ −2w(ei) > −24

ln(n)
ln(ln(n))



92 8. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6.3

Por lo tanto

(8.19) h(Pr, j3, ei) >
n

Pr

∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
)− 24

ln(n)
ln(ln(n))

Tratemos ahora de acotar inferiormente
∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
)

Observación 8.2. Resulta que
∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
) ≥

∏

p|bi,p>r

(1− 1
p
)×

∏

p|bi+1,p>r

(1− 1
p
)

Veamos: como 1− 1
p ≤ 1 entonces

∏
p|bi+1,p6|bi,

p>r

(1− 1
p
) ≥

∏
p|bi+1,p6|bi,

p>r

(1− 1
p
)×

∏
p|bi+1,p|bi,

p>r

(1− 1
p
)

y tenemos
∏

p|bi+1,p6|bi,
p>r

(1− 1
p
)×

∏
p|bi+1,p|bi,

p>r

(1− 1
p
) =

∏
p|bi+1,

p>r

(1− 1
p
)

Luego ∏
p|bi+1,p6|bi,

p>r

(1− 1
p
) ≥

∏
p|bi+1,

p>r

(1− 1
p
)

Es aśı como
∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
) =

∏
p|bi+1,p6|bi,

p>r

(1− 1
p
)×

∏
p|bi,p6|bi+1,

p>r

(1− 1
p
)×

∏
p|bi+1,p|bi‘,

p>r

(1− 1
p
)

=
∏

p|bi+1,p6|bi,
p>r

(1− 1
p
)×

∏

p|bip>r

(1− 1
p
)

≥
∏

p|bi+1,
p>r

(1− 1
p
)×

∏

p|bip>r

(1− 1
p
)

Como queŕıamos ver en la observación.

Luego volviendo a (8.19), tenemos:

h(Pr, j3, ei) >
n

Pr

∏

p|ei,p>r

(1− 1
p
)− 24

ln(n)
ln(ln(n))

≥ n

Pr

∏

p|bi+1,p>r

(1− 1
p
)×

∏

p|bip>r

(1− 1
p
)− 24

ln(n)
ln(ln(n))
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Luego, por elección de bi según (8.16) se cumple:
∏

p|bi, p>r

(
1− 1

p

)
> 1− ε

8

para todo 1 ≤ i ≤ l. Aśı como también para i = l + 1, ya que bl+1 = a, y
para a teńıamos también que

∏
p|a, p>r

(
1− 1

p

)
> 1− ε

8

Luego volviendo a h(Pr, j3, ei), tenemos

h(Pr, j3, ei) ≥ n

Pr

(
1− ε

8
)2 − 24

ln(n)
ln(ln(n))

Veamos ahora que con n grande resulta
n

Pr

(
1− ε

8
)2 − 24

ln(n)
ln(ln(n)) >

(
1− ε

4
) n

Pr

Como se demostró en el Teorema 6.2, resulta que si n ≥ ee24
entonces

2
4 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ 6
√

n. En efecto, si n ≥ ee24
, entonces ln(n) ≥ e24, luego ln(ln(n)) ≥

24. De donde se obtiene
4 ln(n)

ln(ln(n))
≤ 4 ln(n)

24
=

1
6

ln(n).

Luego

e
4 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ e
ln(n)

6 = 6
√

n

Finalmente,

2
4 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ e
4 ln(n)

ln(ln(n)) ≤ 6
√

n.

Entonces si n ≥ ee24
, tenemos

n

Pr

(
1− ε

8
)2 − 24

ln(n)
ln(ln(n)) ≥ n

Pr

(
1− ε

8
)2 − 6

√
n

Luego
n

Pr

(
1− ε

8
)2 − 6

√
n >

(
1− ε

4
) n

Pr

⇔ ε2n

64Pr
− 6
√

n > 0

⇔ ε2n

64Pr
> 6
√

n

⇔n
5
6 >

64Pr

ε2

⇔n5 >
(64Pr

ε2
)6

⇔n >
5

√(64Pr

ε2
)6
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Entonces bastará pedir n2(ε) > max{ 5

√(
64Pr
ε2

)6; ee24}, aśı si n > n2(ε)
se cumple h(Pr, j3, ei) >

(
1− ε

4

)
n
Pr

Luego volviendo a nuestro propósito de asegurar suficientes cosas en Yi

Teńıamos:

Yi = ]{y : y ∈ A(Pr, j3), ; (ei : y) = 1}
= ]A(Pr, j3)− ]{y : y ∈ A(Pr, j3), ; (ei : y) > 1}
≥ ]A(Pr, j3)− ]{d ∈ In; d ≡ j3 (Pr); (d, ei) > 1}
= ]A(Pr, j3)−

∑
d≤n; d≡j3 (Pr)

(ei,d)>1

1

= ]A(Pr, j3)−
∑

d≤n; d≡j3 (Pr)

1 + ]{d ∈ In : d ≡ j3 (Pr), (ei, d) = 1}

= ]A(Pr, j3)−
∑

d≤n; d≡j3 (Pr)

1 + h(Pr, j3, ei)

Es decir

Yi ≥ ]A(Pr, j3)−
∑

d≤n; d≡j3 (Pr)

1 + h(Pr, j3, ei)

Ahora teńıamos:

]A(Pr, j3) > εn
2Pr

por elección de ji∑

d≤n; d≡j3 (Pr)

1 ≤ n

Pr
luego,

∑

d≤n; d≡j3 (Pr)

1 <
n

Pr
+ 1

h(Pr, j3, ei) >
(
1− ε

4

)
n
Pr

, par n suficientemente grande

Aśı juntando todo podemos acotar Yi y queda:

Yi ≥ ]A(Pr, j3)−
∑

d≤n; d≡j3 (Pr)

1 + h(Pr, j3, ei)

>
εn

2Pr
− ( n

Pr
+ 1

)
+

(
1− ε

4
) n

Pr

=
εn

4Pr
− 1

Y para n grande podemos acotar
εn

4Pr
− 1 >

εn

5Pr

⇔ εn

4Pr
− εn

5Pr
>1

⇔ εn

20Pr
>1

⇔ n >
20Pr

ε
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Entonces si n2(ε) es suficientemente grande, es decir n2(ε) mayor que la
más grande de todas las cotas de n que fuimos necesitando resulta que con
n > n2(ε) tenemos Yi > εn

5Pr
Es decir

Yi = ]{y : y ∈ A(Pr, j3), ; (ei : y) = 1} >
εn

5Pr

Luego, aplicando nuevamente el Lema 8.1 con u = j̃3, tal que j̃3 ≡
j3 (Pr) yj̃3 ∈ (0, Pr] tenemos la existencia de de un conjunto B (de excep-
ciones) de ]B = εn

8Pr
tal que para todo k tales que 1 ≤ k ≤ n y k ≡ j̃3 (Pr),

y k 6∈ B tenemos

(8.20) α(k) =
∏

p :p|k ;p>r

(
1− 1

p

)
> 1− ε

8

En particular para todo k ∈ A(Pr, j̃3) − B = A(Pr, j3) − B y k tal que
(k : ei) = 1; siempre que exista un k aśı. Tomemos entonces el conjunto:
{k : k ∈ A(Pr; j3) ; (k : ei) = 1} − B. Debeŕıamos poder mostrar que este
conjunto es distinto de vaćıo. Veamos:

]{k : k ∈ A(Pr; j3) ; (k : ei) = 1} = ]Yi

que según (8.20) es ]Yi > εn
5Pr

.
Y en B hay εn

8Pr
elementos.Luego como εn

5Pr
> εn

8Pr
el conjunto {k : k ∈

A(Pr; j3) ; (k : ei) = 1} −B 6= ∅
Veamos ahora que este conjunto {k : k ∈ A(Pr; j3) ; (k : ei) = 1} − B

contiene por lo menos l elementos.
Ahora

]
({k : k ∈ A(Pr; j3) ; (k : ei) = 1} −B

) ≥
]{k : k ∈ A(Pr; j3) ; (k : ei) = 1} − ]B

y acotando esta resta es > εn
5Pr

− εn
8Pr

Queremos mostrar que este conjunto
contiene l cosas y esto ocurre si

εn

5Pr
− εn

8Pr
=

3εn

40Pr
≥ l

Igual que antes veamos:
3εn

40Pr
≥ l ⇔ l ≤ 3εn

40Pr

Ahora por hipótesis l debe cumplir l ≤ c3(ε)n, luego bastará pedir que
c3(ε) ≤ 3ε

40Pr
con c3(ε) aśı se cumple:

l ≤ c3(ε)n ≤ 3ε

40Pr
n

Y por lo tanto podemos elegir l cosas en

{k : k ∈ A(Pr; j3) ; (k : ei) = 1} −B
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Elegimos entonces c1, c2, c3, . . . , cl que satisfacen:

(ei : ci) = 1 , ci ∈ A(Pr, j3) y

(8.21)
∏

p|ci, p>r

(
1− 1

p

)
> 1− ε

8
para todo1 ≤ i ≤ l

Entonces ahora con a, b1, b2, . . . , bl, c1, c2, . . . , cl que son 2l +1 elementos
formamos el siguiente 2l + 1− ciclo :

a, b1, c1, b2, c2, b3, c3, . . . , bl, cl

Veamos que efectivamente esta secuencia forma un 2l+1−ciclo contenido
en G(A), para esto debemos ver:

a, b1, c1, b2, c2, b3, c3, . . . , bl, cl pertenecen a A
(a, b1) = 1 . Ya que por elección de bi verifica (bi, a) = 1. En
particular b1

(bi, ci) = 1 para todo i = 1, . . . , l Pues si existe p tal que p|bi,
entonces p|ei = [bi, bi+1].Ahora como por elección de los ci tenemos
(ci, ei) = 1 entonces p 6 |ci.Luego (bi, ci) = 1
(ci, bi+1) = 1 para todo i = 1, . . . , l − 1. Igual que el caso anterior.
(cl, a) = 1 ya que si p|a entonces p|[bl, a] = el. Ahora como (el, cl) =
1 entonces p 6 |cl

Luego, a, b1, c1, b2, c2, . . . , bl, cl forman un 2l + 1 − ciclo contenido
en G(A)

FIN
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